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MÉMOIRE

SUR

L A  T H É O R I E  D E S  N O M B R E S  (V

Mémoires de l ’Académie des Sciences, t. XVII, p. 2^9; 1840.

A V E R T I S S E M E N T  DE L ’A U T E U R .

Le Mémoire qu’on va lire est l ’un des deux que j ’ai présentés à 

l ’Académie des Sciences le 3 i mai i 8 3 o. Il renferme le développement 
des principes que j ’avais établi? dans les Exercices de Mathématiques 
et surtout dans Je Bulletin des Sciences de M. de Férussac, pour l ’année 

1829 ( 2). Mon absence, qui s’est prolongée pendant 8 années, ayant 

retardé l’impression de ce Mémoire, je le publie aujourd’hui tel que je 

le retrouve dans le manuscrit présnté , le 3i mai j83o , à l’Académie 

des Sciences, et paraphé à cette époque par le Secrétaire perpétuel 

M. Georges Cuvier. Toutefois, pour ne pas fatiguer .l’attention du 
lecteur, je supprimerai une grande partie des numéros placés devant 

les formules et, pour éclaircir quelques passages, je joindrai au texte 

plusieurs notes placées, les unes au bas des pages, les autres à la suite 

du dernier paragraphe. Comme quelques noteè de la première espèce 

existaient déjà dans le manuscrit, afin qu’on puisse facilement les 

distinguer des notes nouvelles, je marquerai celles-ci, quand elles 
seront placées au bas des pages, par un astérisque.

(*) Présenté à l’Académie des Sciences le 31 mai i83o.
( 2) Voir le Tome XII do ce. Bulletin, p. 2o5 et suiv. (OEuvres de Cauchy, S. II, T. II). ·.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



6 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES

§
Soient

p ~ n

un nombre premier ; 

n un diviseur de/? — i; .

G une racine primitive de

(1) xf- 

t une racine primitive de

( 2 ) '

t une racine primitive de

( 3 ) x p~x=  1

Alors ■
• P —

sera une racine primitive de

( 4 ) . x '1

.e t
r =  t™

une racine primitive de

(5 ) x n= 1

On aura
n TS

(6) ' · —
n T j

( ? )  . t ~  =  -  I

et de plus, si n est pair,

P2 O
n

I.

Tx5 +  I

= 1,·

( mod.jo).

=  I

(mod./?)

(mod./j).

(mod.jo)

r 1 (mod.jo).
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M É M O I R E  S U R  L A  T H É O R I E  D E S  N O M B R E S .  7

De plus, k étant un nombre entier quelconque, nous désignerons par

ni =  1 ( k  )

le nombre m propre à vérifier la formule

k = t m (mod.jp),

en sorte qu’on aura 

et nous poserons

— ytn —; jA{k

—  | —  m m  ST—  r ïïTÏ(Æ) —  pI(A-)

p )

Par suite, comme on aura, en vertu de l’équation (7),

t / , nus
I(— 1) — --- >' 1

on en conclura
n c r  ny

' — p

A V  [ h 1

On aura d’ailleurs évidemment

■ '  . .

Soient maintenant

(8 ) 0 A =  0 +  P* 0‘ +  p** + .  .·. +  p f r - v hetP~1

et

( 9 ) ®/i =  R/»,* 0 /i+/ ·

R)>m sera une fonction dé p de la forme

et, si l’on pose

fi 1,m — 80+ a,p +  a2p24-. . .  +  1 ;

k = = m h  (mod.n),

on aura, en supposant m  différent de zéro et de 

R/i./w/i-— a0H- pà 4- a2p2̂ 4~.·■  4~ a«—
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8 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 

et

( .0 ) '

le signe ^  s’étendant à toutes les valeurs entières"de h, v comprises 

entre les limites i, p — j , et qui vérifieront l’équivalence .

• i +  u +  I1 =  o (mocl.p).

On aura d’ailleurs, en supposant h différent de zéro,

( 11)  & / , & - / , =  ( —  l ) CTV ,  \ R a, - A = : — ( — l ) CTV >

et, en supposant h, k ainsi, que h -h k  non divisibles par n,

( 1 2 )  R / i , * R - / î , - * = / > ·

On' trouvera, au contraire,

0 3 )  R / i , o =  R o,a = —  i ·

Enfin l’on aura

( 1 4 ) a o +  a'i +  82 -+ -.. . -+- a (l_ i — p —  2

et, en supposant n pair, i
vj n

(15 ) a g — a, h-  a2 — a3 . .  —  a,t_i ~  — (— 1 ) 2 . »

Par suite, si l’on suppose .

0 6 )  ■ . R a , * = F ( p )>

on trouvera

(17) 'F(pM) =  Rm*,».* et F(p»l)F(p-''l) =  /J, 

si le nombre m est tel qu’aucune des équations

(18) p ' « A = I ,  P "l!c= l ,  p 'n{k+l') —  I

ne soit vérifiée. On aura, au contraire,

( j 9) ■ F(p"‘ ) ■ = — (— i .
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9MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES.

si une seule des équations (18) est satisfaite, et 

( 20) F (pm) = j 0 — 2

si les trois équations (18) subsistent simultanément.

Soient encore h , k , l  trois nombres entiers propres à vérifier la 

condition

(21) ' h  +  k + l  =  o (mod.n).

On aura, en supposant ces nombres tous trois différentsde zéro,

e* 0*e, =  (-1)» '
®/n-* ( - I ) w*

@ h ® l

0/M-/
=  (— 1)®* O/t 0/

0/c-t-/

et, par conséquent,

(22) ( -  i ) ® * R * | / =  ( -  i)® *i{,,A= ( -  i )ct/R *,*·

Soit maintenant s une racine primitive de

(23) ‘ (mod.n), -

le nombre n étant supposé premier, et faisons

(24) 0js®î·. . =  «f(p) (’ );

on aura

(25) 0S0S>0S*. · .0i-* =  #(pi) 

et, de plus, 1
rf(p) =^(p *-)=ÿ(p *-)= .. .  =  ̂ (p*—■),
5Hps) =  g(ps3) — (̂ps‘ ) = . . .  =  S(p^-').

Donc i(p )  sera de la forme

(26) i?(p) =  c04-c1(p +  pi’ + p i* +  . . . +  Ps"- ’) +  c2(ps +  pi’ +  . . .4 -p*"-*)

(i)  Nota. — s étant une racine primitive de la formule (23)̂  on a

sn - i— , 
's2— i

sn~l —1=0
i -+- s2 h- .. H- fn-3= o (mod.rc),

et c ‘est ce qui permet d’établir la formule ( 24 )■ 
OEuvres de C. — S. I, t. III. 2
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10 MÉMOIRE. SUR LA THÉORIE DES NOMBRES.

OU

ÿ ( P) = 2Co “  C  j —  C 2 
2

( p —  ps 4- ps’ — ps" - t -  ps“

et, comme on aura
n — l

s 2 =  —  i (mod./i),

p -+- p*+  p*’ +  . . ps"_ ,+  pin_,= :— i,
n — l

( p - p t + p !,- p ' 1+ . . .  +  p‘’ - ' - p < - , )! = : ( - l ) « . B ,
I

on trouvera

i ( p )  # (p .) =  ( _

ou, ce qui revient au même,

* n"  -
(27) 45f(p)ÿ(ps) =  (2C0— c', — cs)! — (— 1) ! »(c ,— C2)2,

ou bien encore . ·
n—l

(28) #(p)Î(p') =  (Co— ci)24-(c0- - c 2)(c, -  ct) +  2 "4

Lorsque n est de la forme L\x -+- 3, l’équation (27) ou (28) se réduit à

(29) · 43î(p)5’(pî) =  (2C0— Cj— c2)s+ « (C i  — c2)2

ou bien à .

(30) # (p )# (p s) =  ( c „— c ,)5+  (c0 c1) (c 1 c2) h-  (c, — Ci)1.

Au contraire, lorsque n est de la forme +  alors, n ~ 1 étant pair, 

la formule (24) donne simplement

et p disparaît de l ’équation (26), qui se trouve réduite à la forme

3{p) — c

Revenons au cas où n est de la forme 4^ +  3. Comme on aura

${p)$(ps) = p ljJ,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES, 

l ’équation (29) donnera

n —1

4p  2 =  (ac0—  c t —  c2)2-t- /i (C!—  c2)2.

11

Donc on résoudra l’équation

(3ï)

en prenant

4 p * =X* +  n Y2

X — 2 Cg Cj c2, Y —  c 1 ——■ Cj

Mais ces valeurs de X et de Y  seront généralement divisibles par p. Il 

reste à trouver la plus haute puissance de p  qui les divise simulta

nément.

Soit u un nombre tel qu’on ait simultanément

n — i  n — 1

'u 2 =  i et (1 +  0) 2 = 1  (mod./i).

On trouvera

0 $ ! . . . 0 SÏI—S zm  0 y  0 y ÿ î  . . . 0 u s n—3 O l+ U  ®  (l-MJ)S1 . · · 0 ( l4 - 'J )5 '1" 3 —“  ^  (  P )

et, par suite, · -

(3a) s?(P) — 01 0jr’ 0,js’ . . . —
®l+y. ®(H-U)i3 ®(14-’j)sn-

(33) í(p5) — ^ · · · Rin’“a,U5T'—a·

Si n est dë la forme 8^ +  7, on pourra prendre u =  i ,  puisqu’on
n — 1 · · ■

aura 2 2 ~=i, et les formules ( 32), (33) donneront

( 3 4 )
l H ? )  -- É-1,1 lli1,!1· · •Rln-1,Sn-i>

( (p5) —- Rs,s RS’,/>. · *R̂ ”-2, sn~*.

D’autre part, comme on aura

H ? )  = c 0+ c 1( p i+ p , ,  +  .. .  +  p'",) +  ci(P!+P ,' +  ·.
i ( p s ) z=  C0-l-.C1(ps--H ps*+ .·. ._-t- p·'"- ’ ) -t-C2(p -4- ps’ 4 -. .

• + p i""î)> 

■ -t-p'·"·).
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12 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES,

on en conclura

I X  =  2 C0 —  O, —  c2=  Î ( p )  +  3f(pi ),

. Y r ■( 3d ) ï  —  c , c 2 _
p —  ps -+- . . . -+- p'“"* —  p*“

=  ( -  i f ^ P  -  pH-.. · -  p'*“·)[¿(p) -  ¿(pOb

Soit maintenant

( 36)
n  _ I . 2.3 ■ ■ ■ [(A -+- /c)ST~|

h'k (i . 2 . 3 . . . /¿5j )(l  . 2 . 3 . . .

et supposons chacun des nombres A, k renfermé entre les limites o, n. 

On aura

(37) IIA, * = o  (mod./>)

si la somme h-\-k est renfermée entre les limites n et 2n; et, au 

contraire, n Aj*' ne sera point divisible par p, lorsque h +  k sera 

compris entre les limites o, n. D’un autre côté, en supposant

A -H k  < . n  et n —  A —  k =  l,

en sorte que la condition (21) soit vérifiée, on aura

1 .2.3.. .(n — i) =  [i .2 .3 . . . (A - h A)bt][(— i )(— 2 ) . . . ( — Znr)]

=  [ 1 . 2 . 3 . ,  . ( h  +  £) td] (—  i)/cr(t . 2 . 3 . .  . 1rs) =  —  1,

. 1 . 2 . 3 . .  .(A 4- k)ns =  (—  i ) to-*-1 ------5!---- 7—' ' 1 .2.3.. Anj

et, par conséquent,
, _̂ j ̂  /CT—H1

(i.2...AcT)(i.2.,.A7ir)(i.2.../cT)

Enfin, si l ’on pose comme ci-dessus

R a ,’ * = F ( p ) ,

on trouvera

( 3g) ' F ( r ) = —

Cela posé, soitpx la plus haute puissance de p  qui puisse diviser sim ul-
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13M É M O I R E  S U R  LA T H É O R I E  DES N O M B R E S ,  

tanément X et Y . On aura, en vertu des formules ( 35),

X  _  H p )  ___ ff(pQ

(40)
p - = ( — i) 2 n(p —  ps+ p s’ —'; . . +  p‘»-»_qs"—* \ f £ ( £ l __p‘ )1 .

' 1  fl· P* J’

et, comme les seconds membres des formules (4o) seront des fonc

tions symétriques de p, p2, . . . ,  pn-\  ils devront rester équivalents,

suivant le module/?, à ^  et à quand on y remplacera p par r. Donc,

alors, l ’un et l’autre seront entiers, et l’un d’eux au moins sera non 

divisible par p. D’ailleurs, si, dans les seconds membres des for

mules (34), on remplace par — > toutes les fois que l’indice h

est équivalent suivant le module n à l’un des nombres i,  2, 3, ..., - 1 >

on en conclura

( î(p ) = / ,v> (p ).
(40 | n —1

( X ( p * ) = j p  2 . x ( p ) = p v" x ( p ) ,

. v' étant le nombre de ceux des indices

1, s

qui sont équivalents suivant le module n à l’un des suivants

(42) 1, 2, 3, . . . ,

et v" étant déterminé par la formule

, . n — 1
v'  +  v = ---------->• · 2

tandis que cp(r), x(r)  ne seront équivalents ni à zéro ni à £ suivant le

module p. Donc, si l’on prend pour X le plus petit des nombres v' et v", 

les ‘seconds membres des formules (4o), quand on y remplacera p 

par r, ne deviendront point équivalents à l ’infini suivant le module p,
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\k M É M O I R E  S U R  L A  T H É O R I E  D E S  N O M B R E S ,

et l’un d’eux au plus sera équivalent à zéro. Donc X sera l’exposant de 

la plus haute puissance dejo qui divise simultanément X et Y. D’ail

leurs, si l’on fait
X  =  pt'x, Y  =  p^y,

la formule (31) donnera

(43) A p  2 ·+■ n y*>

et comme on trouvera, en posant X =  v',

n — ï -, n — i — l\v’
- ■ - —  2 À —  ~ ......... ...

2 v 2

et, en posant X =  w~ ' · — v',

n — i 4V — (» — O
2 2 ?* i

il est clair que la formule (43) pourra être réduite à

• (44) tl p P = x i +  n y \

la valeur de p. étant

(45)
4 v' ■ n -+- 1

2

Si n était de la forme 8a; -+- 3, on aurait

n —1
2 * =

* ■ * ®îi"

Rm Rj1, î* . ..  

Rs.sRsV1· · •Rî"-,,s’

— i (mod.p),

=  ®i ©f·. · .©s»-» =  lf (ps),

,_©? ©1, BU-
© 2  © 2 S 1 S ( Ç > S )

■ -  [¿(P*)]1
■ $ ( p )

Donc alors, à la place des formules (4 0 * on trouverait

[ff(p)? 
Î(ps) ■ =X ?(p)>

[¿(p*)?
■ i(p) ==p'l' x ( p ) = p  1 V x ( p ) ;
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15M É M O I R E  S U R  L A  T H É O R I E  D E S  N O M B R E S .  ’ 

puis on en conclurait

(46) [-i(p)]3 = p  * [?(p)?z(p) .»

( [ ¿ K p O J 3 = p " _1~ v' ® ( p ) [ x ( p ) ] ! ·
Donc alors on devra prendre pour X le plus petit des deux nombres

en sorte qu’on aura

n .—  i . : n —  i —  4vi---------2/ — ± ------ -̂-----

Donc alors on vérifiera l ’équation

( 47) '■ 4 p V - = x l - \ - n y t

en nombres entiers si l’on pose

(48) 4v'— (n — i) 
6

Dans les formules (45) et (48), p. est toujours inférieur à ^n, et 

.v'représente le nombre de ceux des indices (42) qui sont racines de 

l’équivalence
n — i

x  2 =  i (mod./ij .

Les autres étant nécessairement racines de l ’équivalence 
* 71—1 «

x  2 =  —  1 (mod.n) ,
on en conclut

4 y'— (n — r) 
2

(mod./i).  ·

On a d’ailleurs
-Î*^=ï
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16 M É M O I R E  S U R  L A  T H É O R I E  D E S  NO MR R E  S.

et, par suite, · .

/

(5o)

. n
sin -  z

n ~ i  i / 2
I - h  COS Z H- COS 2 z  H - .  . . 4 -  C O S --------- Z —  -  I ----------------2 2 t . 1

sin -  z 
2

n n
cos — z \ cos----cos -  ^

n ---- I I / Z  2  \ 1 2  2
s i n z  h-  sin 2s  4 - . .  . 4- s i n ------- z  =  -  I c o t -

2  2  \ 2  . Z  I 2
sin -  

2
sin -  

2

Si, n — i étant impair, on différentie v-—  fois par rapport à s la pre

mière des. équations ( 5o), on en tirera

( - 0
w-t-l

4
1 1 · / n _ j\

sin z  4- 2 2 sin 23 +  3 sin3.s + . . .  4 - ^ — -— J

n — 1 · ^
,-5- sin - z  1 a 2 2

. 1
dz  2 sin·

sin ■

tandis que la seconde donnera

(-0
n  * -3  
"“4“

n —1 
2C 0 S ^ 4 - 2  2 C0S2.Z  4 - .  . . 4 -

n — 1
n — 1 \ 2 n — 1 

cos------

71—1
d  | co t -  —

2

n
cos — : 

2

sin ■

dz

■ On conclura de cette dernière, en posant s = 0 ,  après les différen

tiations,

(50 ( - 0 1 4- 2 4-. . .4-

n —1
d  2 ( cot -  — coséc- 

2
n

dz

(mod.rt).

D’autre part, si l ’on désigne par le nombre de Bernoulli qui cor-
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M É M O I R E  S U R  L A  T H É O R I E  D E S  N O M R R E S .  

respond à l’indice n, en sorte qu’on ait

_i _ i . _ I
X l_ g ,  *·*— ■ &’ · · · ’

on trouvera

„ z r I , « , z I
tangj =  2[5 (a= - 0  — +  J3

et l’équation ( 5i) pourra être réduite à

n— 1 n— 1
i +  2 ~ + 3  * +  . . . + ~ )  ■ = ( - ) T i

n+1 d  2 lang j

dz

17

On aura donc par suite, en supposant impair, ou n de la

forme l\oc +  3,

n + i
2 2 —  T

n— 1 «kn + 1
2 (n +  i) 4

2

2 2 4

Enfin, comme on trouvera : i° en supposant n de la forme 8x  +  y,
k '

n 1
2 ;2' =  i (mod.re);

2° en supposant n de la forme 8a? +  3,

11—  1
2 2 =  —  i (mod. n),

n — i n— 1 / v —2— + 1
1 +  2 2 +  3 2 — f — *\ *=  ( - l )  * 2-

( 5 2 )

ü ± i 3 f

=(-■ ) * ^

l’équation ( 52) donnera, dans le premier cas, .

n — i n — 1
' x +  2 2 + 3  2 - =  (— I ) 4 2 x H H— 1 

4

et, dans le second cas,

n—i n—1
I +  2 2 +  3 2 + . .+

n —  x
tt + 1

; — (— i) 4 6 oAo,

OEuvi'és de C. — S. I* t. III. 3
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18 M É M O I R E  S U R  L A  T H É O R I E  D E S  N O M R R E S .  

On aura donc : i 9 en supposant n de la forme Sic -t- 7,

4v'— (n — 1) , ^  v ,±P- = ------- i------- L =  (— 1) 4 2.l„+1 (mod.«);
2 ~

20 en supposant n de la forme Sic +  3,

4 v'— (#, — ,)
6

71 + 1
— ( l) 4 2 + 1 ·

t

Par conséquent on aura, dans tous les cas, 

( 53) · fx =  ±aJt>n+1.

On pourra donc vérifier l’équation (47) en prenant pour p. le plus 

petit nombre entier équivalent à

— 2 °An+1.
»

Exemples. — Soit n =  7. On trouvera

2 1
2 ^ n+ i =  2 X 2=  3̂  =  7^ =  I (mod.7 ),

4

On vérifiera donc.alors en nombres entiers l’équation

4p =  Æ;î-t-7y 2

et, par conséquent, l’équation

7 J 2.

Soit encore n =  11. On trouvera

3»t»+ i S i A , s l  =  l 5 - i  (mod.11),

p. =  i

et, par conséquent, on pourra vérifier en nombres entiers l ’équation

4 p ! =  x “· H- 11 y 1.
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1 9MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 

Soit h =  i63 ; 2  sera une racine primitive de l’équation

4c81 =  1,

en sorte qu’on pourra supposer

s"-— 2 .

D’ailleurs, les puissances successives de 2, divisées par i 63, donne

ront pour restes : * ·

I, 2, 4, 8, 16 , 32, 64, — 35, — 7 ° , 23, 46,

92, ■ 2 1 , 42, - 7 9 . 5, 10, 20, 4o, 80, -  3,

■ -  ? . . — 12', —  24, - 4 8 , 67 , — 29, — 58, — 47, — 69, 25,

5o, — 03, 37, 74 , — 15, — 3o, — 60, 43, 86, 9,

18, 36, 72, — 19, —  38, — 76 , i r , ■ 22, 44, 88,

»3, 26, 52, — 59, 45, 73, — 17 , - 3 4 , — 68, — 27 ,

• - 5 4 , 55, - 5 3 , 57, — 49, 65, — 33, — 66, 3 i , 62,

- 3 9 , - 7 8 , 7 ,  . i4 , 28, 56, — 5 1, 6 1 , — 4 i , 8 1 .

Les restes positifs et inférieurs à ^  =  81,5 étant au nombre de 48, 

on aura

v  =  4 8 ,  ~ ÿ ~  =  S u

^ = ± 4v- (6" ~ l ) ^ ± l ( 2v - ^ ) = : ± d ( 96- 8i ) ^ ± 5, — 5.

On pourra donc satisfaire, par des valeurs entières de x ,y ,  à l ’équation

jp5=  æ1 -+- îQZy-.

Revenons aux formules (i'o) et (16) desquelles on tire

(54) R»,.= iî<p) =  < - 0" “ - ' 2 ( ^ ) " ( 3 * = < - 0" 2 ( 7 )* (1 

Si l ’on y remplace p par r, on trouvera

F(/·) =  (— imra/i(i +  t"l)™k

1.2.3.. .km

P  J

I =  (— l)E [ i . 2 . 3 . . . ( / î —  h ) T d ] [ i . 2 . . . ( h  - h  k  —
nnj

( 5 5 ) (mod./O;
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20 M E M O I R E  S U R  L A  T H É O R I E  D E S  N O M B R E S ,

et, comme on a
( __  j \ / iü 7 - t - l

r s ! = - i , i . 2 . 3 . .  .kva — ------ s— --------- rr~>1,2.6.. .(n — k)&
=  (—  !)(*+*)Gr-t-i j ,.2, 3 . . . ( 2 n —  h — k)ns,

1 . 2 . 3 . . .  ( h -+- k  —  n ) ts 

on conclura de la formule ( 55)

1.2.3. ..(2 n — h — k)ny
(56) F .(/■ ) =  “ ■[ i . 2 . 3 , .  . ( n -—  A.)ht] [ i . 2 . 3 . .  . ( n  — /r)nr]

ce qùi s’accorde avec la formule (39^.

Si, dans l’équation (39) ou ( 56), on remet pour yin-.h>n__k sa valeur 

tirée de l’équation (38), savoir

(_i)/nr
n —  [-J 2 3 , ( W [( . 2 . 3 . .  .{n  —  k)xn] [ 1 . 2 . 3 . . . ( «  —  i)ro]

=  ( i . 2 . 3 . . . A w ) ( i . 2 . 3 . . . A ' î!T ) ( I .2 . 3 . .  .lm)(— l ) ' CT+I,

on trouvera

( F ( r )  =  (—  i ) to(i . 2 . 3 . .  .A œ) ( i . 2 . 3 . . .  Arcnr)( 1 . 2 . 3 . .  .t'm)
(07) , (mod.p)

( =  (— i)(A+*)ra(i . 2 . 3 . .  .Aot) ( i . 2 . 3 , . .  A-nr)[i. 2 . 3 . . . (n —  h —  Æ)ra]

Il est facile de trouver des nombres équivalents, suivant le modulep , 

aux valeurs de x , y  qui vérifient la formule (44) ou (47)· En effet, „ 

soit toujours p x la plus,haute puissance de p  qui divise simultanément 

X et Y; on-aura

( 58)

(59)

X  _  #(p) Î ( p ' )  _  § { r )

P' P
n — lY

| 7 = ÿ (  =  (~ O  2 niP~Ps
71 — 1

=  (—  1) 2 n ( r  —  rs

'. p 1

- ) [ f
$(ps)'

^ x .
$(r*y

P1 .

(mod .p ) ,

D’ailleurs, on déduira sans peine des formules (3a) et (33) les valeurs 

des rapports
?(/■ ) ${r*)

■ ”* t * — r~ >
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oü plutôt la valeur de celui qui n’est pas divisible par p. En effet, on 

y parviendra facilement en remplaçant chaque facteur de la forme'

R*,*

par 33— £— , toutes les fois que h ■+■  k sera renfermé entre les 

limites o, n, et remplaçant ensuite p par r.

§ II. — Applications nouvelles des formules établies 

dans le premier paragraphe.

Supposons maintenant que n soit un nombre composé et prenons 

, n =  cov, · .

v désignant un facteur premier de n. Soit encore

On aura
CuTü =: (k

p —  i =  nm =  vtp.

De plus, si l’on désigne par ç une racine primitive de

a? — i
K

et par a une racine primitive de

I,

on pourra prendre ■
P =  «s. ■

Cela posé, soient s une racine primitive de l’équivalence

a?v= i  (mod./j)

et u une racine primitive de l’équivalence

£PV_1=  I (mod.v).
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Les nombres entiers

i ,  2 , 3 ,  n— 2 , n —  i

seront équivalents, suivant le module n, aux divers termes de la suite

1 ,  U , MV_2, V - f - I ,  -J -+- U, . V -+- « V -2 ,

(co —  i ) v h - i , (co —  i ) v  +  B ,  (co —  i ) v +  a v~ 2 ;

et l’on aura

&h—  e +  Ph9 ‘ -h p 2* 9 i S+ . . · +

= =  0  - f -  a A ç / , 0 i  +  a 2* ç 2 A 0 i * - t - .  ;  . 4 -  0l( p - V h ç ( p - i ) / i Q l ’’ ~ \

Supposons d’ailleurs les nombres v, co premiers entre eux, et faisons

-  (mod.w);
on trouvera

—   fl çHm-hVV(l—tt”1)—-

fl +  «î*"e‘ +  a2«2“'“r  s - ...

et, si l ’on pose  

(>)

on aura encore

· * ® Kv—3-h P V ( l— ttv~ s)   Ç )  0  V —  1,
V 2

(2) 0,^V(A-«’») =  0.»+W(*4W-«»>= 0 +  +  . . .+ «<a- 2> ·,

(3) Î(a,-ç) =  iy(«,s'l,)'=;#(a, $“* ) = . . . rri(ot,ç“v" ’ ) ,. '

et, en supposant A impair,

(4) 0 1 + W ( A - 1 )  0 « a-»-i'V(/i- -»0 · · '0»w +fV(/i—»w ) — J'(o£*, g) 0 v — 1
2

( 5) - #(«*, ç) = # ( « * ,  s“, ) = ^ ( « A, s“4) =  . . .  =  ^ (« '‘ , 5 “”"*),

( 6 )  © —1—(<v;A—1) 0 — pv(A—» “) · · · 0 —« v—: cv(A— « v~ 5) —  ( *  \ s  ! )  0  v — l |; >
~ 2

$(<X-h, ç - 1 ) = # ( « - * ,  ç - » ’ )

r ç~u') = . . . — 0 (x~h, ç“K,_s) =  §(arh, S“ s )>

O #(«“ *, S-1)

___ ® l+ cV (A —1) ® — 1—I'V (A-I) . · •0H ,~ ,+yy(A—« ,~*) uv~ 3— A—» v - î ) _

©  V — 1 , ©  V — 1 ,
p-V --------n —  i 'V -------- A

2 2

( 7 )

( 8 )
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Le second membre de la formule (8) se réduit toujours, soit à

soit à

n— 1
± p ~ ,

n — 3

± p  2 .

Exemple. — Supposons, pour fixer les idées, w =  4· Si v est impair 

et de la forme L\x -l- i, on pourra prendre

V — l.

Par suite, la fôrmule (8) donnera

(9 ) «*, ?) #(«“ *, ç ' 1)
_ i \  ___ O l + v f / i — I )  O — 1—v ; / t  —1 )· • • Q ; t v~ î + V i ' / t — » a~ * )  O  — II' v ( A — u ' ~ 3)

v — 1A ®  _  v v —1 it

D’ailleurs, si l’on suppose A impair, ainsi que —r —> on trouvera

I ®1-KV(A-1) ® - l - V ( / t - l )

0 -«’) 0_„»_v(A-,O= (— l)OVV  =  (—
(lO) .

0 v _ t 0 V-1. =  (— I) 2 = 1.
V ---------h  — V --------- h

2 2

Donc la formule (9) donnera, pour des valeurs impaires de A,

( n )  ' $ { a . h, ç )  § { c t ~ h, ç ~ 1 ) = p  2 .

On trouvera, en particulier,

(I2) ■ ‘ $ ( a , ç ) $ ( < z - t , ç - i ) =  p  2 .

D’autre part, a  devant être une racine primitive de

on pourra prendre
« =  v — 1.
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Ajoutons que l’on tirera de l’équation (4)

03) §{a, ç ) : ©1 ®a*+v ( !—»*) ^ » l+ < (i-» * )· · •®itv~,+ v(l-» * ~ a) i

® V ( V  — 1)

Supposons maintenant

v =  5 ou «  =  4-5 =  20. 

Les formules (12) et ( i3) donneront

04)

(>5)

£(a, s ) £ ( o c -1, ç - , ) = p ,

0, ®»M-5(1- »*)
0 , 0

u étant une racine primitive de

x k= i  (mod.5);

et, par conséquent [à cause de «2 =  i (m od.5)], ,

( 1 6 )

(17) 

Donc

r f /  . .  ___ ® 1  ® - U  ___ ® 1  ® 9  ___ t )."(a, ç) --  --  n --  Rl,9>
©10 ' ©10

’«f (a S S *)— R-1,-9— Bt9.ii·

B t . 9 R 19.11  — P ·

De plus, l’équation (4) donnera

(18) #(«*, ç) O =  ® ^  =  Rllil9= ^ (a- ‘, ç -1).
Wan

Donc la formule (14) pourra être réduite à

p = $ { a ,  ç ) § { c t - \  ç)=Î(y/=ï, ç)^(— y/— ï, s).

On trouvera de même, en remplaçant ç par ç3 et a par a3 =  a

p =  ê{tx, s3)#(«-1, s3),

et l ’on tirera des formules (16), (17), (18)

( « 3> S3) =  £ ? ( « - ’ , Ç3 ) =  R3,27= B 3.7,

& (a-3, ç3 ) =  if (a-3, ç-3) =  11-57,33 Bi7,t3—■ ^(a, S3),
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en sorte qu’on aura encore

Rs,7 Rl7,l3 =  p.

On trouvera donc, en définitive,

P*=  R1.9R17.13 X R19.11R3.7-^(a, s) #(«, s’ ) X it fa -1, s) ■ ?(«-', ç3);
¥

et comme, en posant

2 Î(« , ç) =  A' +  fi'v/— 1 +  (A" +  p 'V — 0 (s — s3—  «4)>

on en conclura

2#(oqç3)' =  ?/ 4- p ' — (A"-t- f i 'V — ')(?  ~  «î — S3+  S4), 

a£(«-', c ) =  V -  f*' V ^ ·  +  ( X' -  p" ^ ) ( s -  s2 -  s3 +  s4 ), 

a^(«-S Ç·3) =  A '~ p' -  ( r - p" V/I=̂ )(S -  s2“  ?3+  Ç4),

on trouvera encore

4/? z= 45’(«, ç) s) =  4 i( « , ç3) ? (a -1, ç3)

=  [X'+X''(Ç- Ç 2- Ç 3+Ç 4) P + [p '+ p ' ' ( Ç- Ç 2- Ç3 +  S4)]2
=  [X' — X"(ç —  ç2 — g3-}- ç4)]2 +  [ p '—  p"(g — s2 — g3-h ç4)]2

et, par conséquent,

(19) 4jo =  A,2- h p '2+ 5 ( ^ 2+ p " 2), X ' X ' = - p ' p ' ·

D’autre part, si l ’on nomme i  et a lés racines primitives des équiva

lences

(20) ^5 =  1, a?4= t  (mod.p), .

on aura, pour déterminer X, p, X', p', les formule?

X '+ p 'a  +  (À"-|-p"a)(s — a·2— s3-1-5*) =  'z${a,s) = — 2 n ,9,u =  o

V +  p'a — (kr+  p"a){s — s- — s3 +  54) =  2,?(a, s3) s  —  2 ll3,7 

A'— p'a +  (X"h- p 'a) (s — i 3— j 3-t-i4) =  3j ( a - ‘ ,i)  ==.— 2 n i>9 

X '-  p 'a — (A"+ p''a) (î  — s2 — s3 +  5*) == 2 5?(a -1, s3) =  — 2 ü 17,13 =  o

O E u v r e s  d e  C .  —  S. I, t. III.

(m o d . /> )

4

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



26 M É M O I R E  S U R  L A  T H É O R I E  D E S  N O M B R E S ,

et, par suite,

lïî,?
V-t-fx ' a ~  — n 3,7» )i"4- ¡x"a —

( 21)
s — s --

— ___ ïLs
(mod .p),

-  H,,., V -  f  a =  T = ? ^ l +  r

les valeurs de II«,,, II,)0 étant

(22)

„  _ ioro(ioro— 1 ) . , . ( 7 nrH- t)
ll3'7 =  i . a . 3 . . . 3ro ’

n,., =
ioro( iqt»t — i l . . . (ç)ro +  1)

1.2.3. . .BT

Appliquons maintenant à un cas particulier les formules que 

venons de trouver et supposons

/3 =  4 1 > n =   ̂2 -  =  2 0 ,  V = 5 ,  CO = 4) 7 u r = 2 .

On vérifiera les formules (20) en prenant .

et l’on trouvera
•4, a =  9 ,

II1)9=  2° 2' 9 = 1 0 . 1 9  =  —  5.3  =  — 1 5,

■ [y _ 20. ig  . l8 . I 7 . l6. l 5
3,7 — i . 2.3.4 · 5.6

=  8. 10. 17.19 =  i5,

i5
V - ^ r [ i J a = — 15, X'—  p ' a  =  i 5, X '= o ,  fjc' = -------=  12,

9
1 1 4o 10 77

« — î  s — i 3 h - s  ̂ —  =  ~  i 8 =  ~  y  =  2 y  =  2 2 ’

X "+  ¡¿"a =  22. i 5 =  2, X"— \i."a =  2 2 .15 =  2,

1 4 V  —  2, p ."=  O.

Donc l’équation (19) donnera

4p = :p . '* + 5X"i '
ou

Effectivement

/ fx 'Y  _/X'\*

'  =  (»  + 5 U  ■

nous

Vi

4 i =  6î -t-5 . i 2= 3 6  +  5.
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Soit encore
p =  IOI.

Ori trouvera
ET := 5,

tt 5o./|9.48.47.46 . '
H m  = — , 2 , 3 , 4 , 5 —  =  1 0 . 4 9 . 2 . 4 7 . 4 6 = — 18,

tt _ ,  45-44-43.42.'4i .4o.3ç).38.37.36 os 3.3 7 .38.4i.43
n3i7 =  (-i8 )-  6;7 .8>9iI0. i1i]2 , i3iI^ i5 -=(->8).— — -̂------

27

s= —1 8 .

Par suite, on trouvera
X" =r O, V · '—  O,

/ xh p  —  a'2 -+- 5 jo =  ( — ) -+- 5 i

On aura d’ailleurs 

et
a — 1 0

■x, ^ n1,9 +  n3,7 ^ n i^ _ i8) - ^ = _ 9<

Effectivement
i o i  =  8h -5.4 =  92+5-22

En général, lorsque, v étant impair et de la forme t\x -1- 1, on sup

pose
• <u =  4> '

on peut prendre
v =  i, a =  \/— 1,

et l’on tire de l’équation (4) : x° en supposant h =  1,

(23) 0j 0 uî+.v(i-»>) @ii4+v(i-tt‘)* · ·®«,/“s+v(i-»v- s) 1 , ç)©v(v-1 1 Î

2 0 en supposant h =  — i,

( 2 4 )  © 1 — 2V V ( l - w O  · · · 'V i l - H « 7” '1)  —  (  v '  s ) ©  V ( V —  1 J *
2

On a d’ailleurs, dans cette hypothèse,

=  j ( vd 7 )^ )  = . . .  =  ^(vç i 7, s*«),

ÿ(— s/^T, ç) =  f  (— s/=7, ?»’)

=  J (- v/=H, s“4) =  ... =  #(—  ç,lV_1)·

(25)
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On trouvera de même

( 0 u-t-v(1—11) 0 it ’4-y(l—«’) · · •0tiM+v(t-»’· 1) — #((/— 1, SK) 0 y ( v - n »

(26)
| 0 « —vCih-») 0 »*—v(n-»*)· ■ ■ 0 « v-s—y(i-t-;iv- s) — #(— v/ — O?“)® V1V-*1 2

et

l ^W— *>çu) = $('/— ô ?“’)

(27)
j = # ( v ^ 7,s“') = ·

#(— V ^ -  «") =  ^(— V ^ »  «“*)

* ( =  f ( — y/—-~i, çn!) =  ·

Dans ces diverses équations, u  désigne une racine primitive de l ’équi 
valence

•rv_1= i  (mod.v),

• en sorte qu’on aura
y—1 v—1

ii 2- = —  i ou i -+- u 2 == o (m od.v).

Cela posé, on trouvera

e «"+sr-v(i+B"+ïï1)=:: y= 0—(î—y) y —

0 tt"4 -y (l-K " ‘ ) 0 ttm +ïf 1_ v( n . Km+!:T1) —  ®«m+ v( l - u m ) ® - » ™ - y ( l- « m)

=  (_1)ET»»*H-irv(i-»»*) p =  (— ])CTV/>,

et l ’on tirera : x° des équations ( 2 3 ), (24),
CTV ( V — 1 ) V —  1 V - 1 

n 2
(28) ¿?(v/— !, ·?)$(— -— ¡5— -—  =  K------ s------- 5

® v ( v  — n  ©  V ( V —  1 )  © V  i V —  14 ^  V ( V —  1 )

2° des équations (26) et (27),

(29)

y —1 
S

ÿ(v^T, ç.) #(- / = 7 , ç.) =  g--- r
v V(v—n yyy ( y — 11 u  viv —U

On aura donc, par suite : i° en supposant y de la forme H- 5 ,

« ^ = 7 ,0  # (-/ = :> « )  =  ^ - = i

__ V—3
s " )  ^ o  ç B)  — P 2 ;

3o
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2° en supposantp  de la forme 8x  -H i et, par conséquent,

29

0V ( V — 1)=  0»

( 3 i ) ^ ( — Ve - 0 «) — P  2 >

'/— O ç,l) = p ~ .

D’autre part, en posant h =  2, o> =  4> k =  — 1 dans la formule (2), 

on trouvera

(32) .
®H-V ®iCH-V(2-!ia) 0»‘+V(i-»‘) ’ ■ · 0«v_!+V(2-K,-j) =  0» <£(?)'

: ®1—SV Oii1—V(2+»J) ®«‘—V(2-H»‘) · · · ®»v—1—'v(ÎH-»,—’)>

<D(ç) désignant une fonction de ç et de y'— 1 à coefficients entiers ; et, 

comme on aura

®Mm+;tr+v(2_B"‘+ =) =  ®-»“+v(s+»"’),

on tirera de la formule ( 32)

ou
V - 1

ü ( ç ) = — P 4 ·

On trouvera de la même manière

On aura donc
®(«“ ) =  - .P  4

( 3 3 )  ) ® l + v  ®tts-l-v(2 — U?) ® M , + V ( 2 - K <) · · • ® « , _ , + V ( S - » * - > )  =  P ’  4

!  —  ® « - t-V (S — » ) ® t t I -+-V(2— u s) ® i i ‘ -t-V (2— « ’ ) · · · ® t t v—S-HV(2— « v—>) ;

et, comme 2 sera nécessairement de l’une des formes

on aura encore.

3 4 )
0,02 ® 2 » s+ 2 V ( l - » 1) 0 2 » '-H 2 V (l—“ *) ■ · • ® S » y - , + * V ( l — =  p  k .

( 02 K + 2 V (1 -K .) ®sa*-HW(i—»*) 0 2 b sh-2v ( 1 - k ‘ ) · · . 0 s u ' l7,+ J V ( l ~ ttv - i )  —  p  4
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Si maintenant on combine l’équation (23) avec la première des for

mules (34). puis la,première des équations (26) avec la seconde des 

formules (34), on trouvera

(35), [ # ( v / = ï ,ç ) ] ‘ = R . , . R «wa-+ -v (l — u a) ,  » s-f-V (l — · · · I ^ K v~ 3+ V ( l - : r i v—s) ,  » v— — ttv“ s)

v —1
P  4

0V(V-1

et
V — I

n *
(36) [<ÎC\/ ï) SW)]   R / H - V ( l — « ) » » + V ( l  — it) * · * ^ ttv~ aH~V(l ■ -Wv“ a) ,  ïtv“ s-d -V (l-—ttv~a) 7T"3 '

\ UV<V-1)
• * 2

. On auraf au contraire,

( 3 7 )  y / " " “  N  ? ) ]  =  1 ^ 1 — 2V, 1— 2 v ï ^ î i s— v ( 1 4 - u 3) , t t a— V ( l + M s) · · ■ R w.v - 3 _ V ( H - W v"  3) } k *“ 3— V (l- t - t t v—3) 0 ^

et

v -1
, 4

(38) [^ (—  v/=^r; ç- ) ] * =  r *. -v(H-w), n—'v(i-wt) ...  R ■ V(l + Kv-J), »v-*—■V(H-Kv-*) 0 ;

D’autre part, on aura : t° en supposant v de la forme 8# -+-1,

® v i v  — 11—  ®V IV  — 1 ) —  ^  V ( V — 1 ) - ®o= — 1

et, en supposant v de la forme 8a?-t-5,

trrv tv — 1 )
~®;(y —|)= 02 Vjy —H — (— O 2 p = p ·

2 ■ t .

Donc les formules (35), (36), (37), (38) donneront, si v est de la 

forme 8a? 4 -1, ' ' *

(39)

[̂ Cv/ i> /̂] — P   ̂ Ri,|R»'+v(t-,,>),»'+y!l-»’] · ■ *R;t''~:+ v (  l ~ » v" a) ,  ttv“ 5+ V (  1 )

■ f )  4 R H-p.v(1—M ),KH -V(I— K) · · · R » v— 1—  ï*v“ 3) ,  ftv~ a-+-V(l —  U,'i~ 2)>

[^(— \Z-^»s)]2 = P  * Ri- 

[# (-v/= l,« “)]* =  ̂ R « -

■ 2V, 1—2V Rwî-—V(l“(-iia),ïia“V(i·+*«*) . . . • V (lH -»v 3) ,W V“ “3—V ( H - t i v—3)>

...R«.v~3—V( l-hWv"3), »v**a-V(H-Mv-a >
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et, si v est de la forme 8x  -+- 5 ,

31

• D W = n , s ) ] *  = ^ ~ R , , , R  » 2-F V ( l— W3) ,  « aH -V (l— » * ) · . ·  R » 1'—3 -f -v ( l  — ï iv * ) , « v 3_l 'v O  W* 3J>

(4o) [¿É(v/̂ T, ç")]2 —P 4 11 -«)··· R Bv-,+V( l — « ' ! - * ) (  1 - »V 1 ) ’ih -v (1— u  ), w+v ( 1— a  )

______  V — 5 ‘

£?(  \J  I , Ç)] —= P 4 Ri—2V,1—2vRwa—V(l-t-Ma),M3—v(l-hKa) · .* · R|iv-*—■v(i-HKŸ"3)'wy~S“vfl-+-Wv-,)>
_______ V — 5

$ C \f=ï, SW)] “ 4 R»—v(l + tt),w— * * * Rïtv-a—V ( l -W t vr 3) , ï i .v“ 3—V i l - * - » '1 JJ*

(4.)

Observons encore qu’en vertu des formules ( 2 5 ) on aura 

| =  b0+  c„ y/7Tl +  (&,4- Ci \/— ”*)(« +  ç“! + . . . +  e“v_") +- (¿»2 +  c2 0  (?“+·■ · +  çB,_î)

• _  2 & 0 —  ¿>1—  f e , +  ( 2 C „ —  C l —  C Q  y/—  I [ ¿>1—  ¿ » 8 + ( C l —  C2~) ( : _ _ c « + c »« .. . ■

2  2 .  - ■

et, par conséquent, ·

i a#(v/=^,S) = / o + J?'oV/::r' +  (/i +  î V/'-r i ) ( s - S K+ S B’ — · · ·+ « “''"

] 2#(v/̂ T, çB) = / 0 -+- £o \/— I — (/i +  S't.V— ') (s — SB+  SB> · · · +  ?BV_!— SB
c u v■»*   -ii,V -2

S“” ),

(4a)
J 2 # ( —  \/— i , s )  = / o  — ^ / - ï + C / i - ¿ r i y / — 0 ( s  — s“ + î “* — ••■-t-s
[ 2 i ( —  ^ 7 , ç») = / „  — ¿-0 v/ —7 —  ( f i  —  gi  v F 1 ) ( S —  «“ +  S“’ —  · · · +  S“V~’ —  S

g { désignant des nombres entiers. De plus, on. aura

'■ / ç +  ?b+ çb!-H...-!-çbï‘3+ çbv"  = — I,·
( 4 3 ) . w

. (  ( Ç _ Ç » 4 . Ç » ! _ . . . . +  Ç « ’' - I _ Ç ! » ' ' - 1 ) 2 = = ( _ I )  2 V =  V.

En combinant les formules (42) avec les équations (3o) ou (3i), on 

trouvera : i° en supposant v de la forme 8x  +  x,

( 4 4 ) 4 />_ r = / o  - + - * / * +  g \  +  v g \ ,  ' f o f i · * -  g - o g i = o ;

20 en supposant v de la. forme 8x  +  5,

5“ ').

(4.3) 4 P 2 =  fS +  v fî  +  g î +  vgf,  fa fi  +  gogi — o.

D’ailleurs on vérifie la seconde des formules ( 4 4 ) ou ( 4 5 ) en supposant

(46) / . =  6d, e>o=  &, A  =  — ye> g  1-
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On aura donc, si v est de la forme 8# 4 - i,

V — 1

(47) · 4/7 2 =  ( ê2-t- vy2) (a2-H £2)

et, si v est de la forme 8a? h— 5, ·

V — 3

(48) 4P 2 =  (ê2+ v y 2)(a2-4-£2).

Enfin les formules (42) donneront \

. 2 ^ ( v ^ T , ç )  —  ( ô 4- £ y/—  1 ) [ê 4 - y ( ç —  ç“ 4- . . .  —  s'‘v""J ) \/—-T J,

= ( ^  +  £\/— 0 [ ê ·— y (s  — s“ + · · ·  — ?“,"1)v /-^ ]>  · 

a/(— y/— '» s) =  (<5 — s </—"<)[6 — y(s — s“ +  . . ■ — s“v~a) \/— ']>

2î ( —  y/— "i, S“) =  (à  —  e v/^H)fë H- 7 (s —  Ç“ 4- . . .  —  ç'iV“1) v/— ~î]-

II est bon de remarquer encore que, les valeurs d e g„, / ,,  g, étant

/ 0 =  260— ¿>2, f i = b l —  ¿»2,

<?« =  a c0 — c, — c2, ¿4 =  c, — c„

/ , sera toujours pair ou impair, en même temps que y o, e tg-, pair ou 

impair en même temps que g0. Cela posé, si des deux nombres ë, y» 

l’un était pair, l ’autre impair, il faudrait, en vertu des formules (46), 

que S, e fussent tous deux pairs. On aurait donc alors, en supposant v 

de la forme 8a? 4- 1, *

(5°) p ~  = (ë*+vy2) [ ( ^ ) 24 - ( 5 ) S]

et, en supposant v de la forme 8a? 4- 5,

(5.) , ï ? = ( P + , r. ) [ ( î ) ,+  ( i ) , J,

Ô £ . .
-> -  étant deux nombres entiers, l’un pair, l ’autre impair. De même, si

des deux nombres S, e l ’un était pair, l ’autre impair, ë et y seraient 

nécessairement pairs, et l ’on trouverait : i° en supposant v de la forme
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8 a? - t - i ,

( 52)'.

.2° en supposant v de la forme 8a? +  5, ·

(53) (ô2 +  £2),

33 '

 ̂ étant deux nombres entiers, l’un pair, l’autre impair. D’ailleurs

on né peut supposer les nombres y, â, £ pairs tous les quatre, 

puisque le second membre de la formule (47) serait alors divisible 

par 16, tandis que le premier est seulement divisible par 4·

Si ê, y, 5, e étaient supposés impairs, l’équation (47) se décompo

serait en deux autres de la forme

(54) - · 2p k'=  62-t- n-p, 2 52-t— e2.

Or, p  étant de la forme 4a?-t- 1 et 62, y 2 de la forme 8#-+- 1, la pre

mière des équations 654) aurait un premier membre de la forme 

8a?+  2 et un second membre de la forme 8a?-1-6, si v était de la. 

forme 8a? -f- 5, ce qui serait absurde.

Donc, lorsque v est de la forme 8a? +  5, les deux nombres 6 et y, ou 

les deux nombres 0, t, sont pairs et l’équation (47) se réduit à l’une 

des équations ( 5i), (53).

Au reste, lorsque v. est de la forme 8a?-1- 5, alors, en écrivant 26 

et 2y au lieu de 6 et y, ou 20 et 2 e au lieu de 0 et de e, on réduit la 

formule ( 51.) ou ( 53) à

"(55) p ~ = ( 62 +  vys)(ô2+ £ 2), -

tandis que les formules (49) deviennent

^(V—ï>s) =(ô-h£v/—i)[6 +  y(ç —s“ +  . . g“''-1)
h i u)  =(^.+ £\/—̂ )1| —y(s —çB-i-··· —s“''-2) / —4 ], 

ç) = ( à  —  £\/^4 )[g — y(ç — ç“ +  . .. — s“v_2) V ^ l],

§(— v/—7»?“■) =  ( ô — £ V/- - ï) lê +  y(ç r- s“ + . — ç“v_2) s/=4].
OEuvres de 6’ . —  S. I, t. III. 5
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Ajoutons que, dans ces dernières formules, on peut toujours sup-’ 

poser 8, s premiers entre eux, attendu que, si 8, e avaient pour facteur 

commun une certaine puissance de p, on pourrait évidemment faire 

passer ce facteur dans les quantités 6, y. Cela posé, si l ’on nomme a 

et s les racines primitives des deux équivalences

( 5y) . (mod../?),

( 58) ¿cv= i  (mod./?)

et px la plus haute puissance de/?, qui divise à la fois 6 et y, X devra 

être tel que des quatre rapports

, . §{a, s) if(— a, s) i?(— a, sa)
(09) -----r— > -----r— » ------ r---- ? --------1-----

p K p.K p 1' p 1'

l ’un au moins soit équivalent, suivant le module p, à un nombre fini 

différent de zéro; aucun d’eux n’étant équivalent à ~  De plus, en 

posant

( 6 0 )  2I, e = p xx, y — pxf ,

on tirera de l’équation ( 55)

( 6 1 )  /?iJ- = ( â 2+ £ s )( a?2 - h v 7 2).

Si p, se réduit à l’unité, alors #2 +  v j 2 étant >  1 (*), il faudra que 

l’on ait
« r

( 6 2 )  · d2+ £ 2= ; l ,  ,-r2 -+- vy3 =̂pV-

et, par suite,

à — O, £ = ± I  OU 5 = ± I ,  £ =  O.
*

Quant à la valeur de X, on la déduira sans peine des formules (4o). 

Soit, en effet, v' le nombre de ceux des indices

( 6 3 ) 1 ,  m 2 4 - v ( i —  u 2 ) ,  i f 4 -t— v ( 1 — ’ là), li*—·s - t - v ( i —  uv~3)

O  Voir la Note II à la fin du Mémoire.
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qui sont équivalents, suivant le module n, à l’un des suivants :

„ n  —  i
, 1 ,  2, 2 ?

et v" le nombre de ceux des indices

(64) m +  v(i — u), u3 +  v(i — a3), . . . ,  Mv~3-f-.v(i — îîv- 3)

qui remplissent la même condition,

- i y —  6 
A-----—7—2 4

sera évidemment le plus petit des quatre nombres

(65) '
I / V —  I

-  V'2 ' 2 V 2
I / V —  I

■ V' , - V " ,  -
' 2 2 V 2

5.
Application. — Soit 

On pourra prendre
U “  2 ,  M2= 4 ,  £i3 = B

et les formules ( 23), (24), (26) donneront

 ̂(\/— I, ç)
( 66)

®l O9 . _
O10 R.,· tfty— b s2) ®17 ®13   p

fà -- ■*■'13,1753̂0

# ( - / = 7, S) =  % -0I9- R n ,.9, # ( - \ / - i, S2):=
“ lll =  Rt...

De plus, si.l’on pose

R 1,9— 3o +  a,p +  a2p2H-... +a I9pl9 =  a0+  a, ç \/—-7 — £>2s2 — a3ç3 \J — 1 ,

alors, en ayant égard aux formules

3 ( s / ~ i , ç )  . =  ~t,p), § ( \ f ^ l , ç r )  = § ( sf p ' u<;*)!

$(—■ s/— I. s) =  ^(— > s‘)> $(— U S2) =  $(— p),

on trouvera

a2— ai2 — — (a8— a^), at— alt = — (a6— aI6),
a 3 a13 =  a 7— ̂a17a, — a j, — a9 — a19,
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et, par suite,

B ,,9 — a0— a10 — (a2 — a12)(ç2+ ç 3) - i - ( a 4 — a14)(s +  ç4) 
-+- [as — a15 — (a3— a13) (çs-f- s3) +  (a, — aH)(s s*)]

On tirera d’ailleurs, de la formule (19) du paragraphe I,

i ( — 1, ? ) = — !, ^ (I,S )= — I,

et, par suite,

t*0 —  «Ig H -  3  10 —  3  1 5    1 ï

at —  a8 4- au — **i6 — o,
3 g   3 7  4 “  cl 1 2  a  17 —  O ,

a3 — a84- a13 — <*i8~  o,
3 4  —  3 9 4 — 3 | 4  —  a I9 = =  O ,

a0-H a5+  al04- a lg =  —  i, 

a i4- ae4- alt4- a16 —  o, 

a24- 87+ a 12 -l·- a17 =  o, 

a34- a84- a,3-h a18— o , . 

a^4- a94- a 14 —1— âi9 — o î

puis on en conclura

3io — — · — a0, an — — a,, a12 — — a2, ai3 — -1—a3, a,4— a4,

ai6 =  — a5, 3|6 — — a6, 3i7~ — 87, a18 =  — a3, u 10 —- »

vB1i9=  1 +  2a0+  a2 — a4 — (a2+ a 4)(ç — ç2 — ç3-t- ç4 )

+  [285 + a3 — a2 +  (a, — a3)(ç — s2— s3-+■  s3)] 1 ·

Enfin la formule ( 55) donnera

(67) /> =  (ê2-t-5y2)(ô2-+-£2)

et. comme 62 +  5y2 surpassera l’unité ( ') ,  on en tirera nécessairement

â2-t-E2=:i, /> =  62+ 5y2.

(>) 6s-t- 5f 2 pourrait se réduire à l’unité si l’on supposait

6» =  1 , y » = o .

Mais alors la formule (67) deviendrait

S2-H SS = JO
et l’on tirerait des équations (69)

bp =  4( S2-+- s2) =  n 1(9n3),,

ce qui est absurde, puisque ni Ui,9 ni n3>7 ne sont divisibles par p.  Donc la supposition 
que 6*-H 5 y2 se réduit à l’unité doit être rejetée.
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Donc, tout nombre premier de la forme 20a;+ i est en même temps 

de la forme 5y2, en sorte qu’on peut satisfaire, par des valeurs 

entières de æ, y , à l’équation

(68) jo =  a;2+ 5y 2.

Quant aux valeurs de æ =  6, y  =  Y» elles pourront être déterminées 

à l’aide des formules

R 13,1 1 = i( y = r 7, s2) =  (a +  e y (« -  c* -  «3+ s 4) ^ 1 ’

Rlt, t,0  =  ( a + e V̂ ) [ 6 + y ( « - s , - « '+ « 4> v ^ l·

r , i7 = i ( - ^ , ç2) = ( ô - 8 ^ ) [ ê + y ( s - ? ! - s 3+ s t )\/ z :7 l ·

desquelles on tire

(69)

et, par suite,

Ri,9+ H n ,n = 2( ô +  e^ - 7) 6’

R 3,7 “H R l l , 19=  2’( Ô ~  £ i/ —" 0  ê

(H i,9 +  Hl3,n) (Rî.l "+■ Dit.19) =  4(â2+£2)ê2- 4ë%

puis, en remplaçant p par r,

4 S2 =  ïli ,9 H3,7 —- 4**»

( 7 0 )  ¿ r 2 =  ^ n ^ j n s . T

Comme on aura d’ailleurs

§ =  o, g — ± 1  OU O— — I> e “— °>

on tirera des formules (69), en y remplaçant p par r ,

(71)· ±  n il9 =  II;),T

Exemples. — Si l’on prend p =  41 » on trouvera

n 3,7 =  — n,,9s i 5  (mod.4i),
225 20 __ „ __ ac

T — “ =  “ ·
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Effectivement
4 l =  36 +  5 =  6i H -5 . I 2,

Si l’on prendp  =  ro i, on aura

Effectivement

III,9=  Hs,7 =  — •S,

ioi =  81 -+- 20 =  9î - t- 5 .2 2.

Si l ’on prend p =  6 i, on aura

n 1,
30.29.28

1.2.3

H5 — 3,

=  —  27 =  34 ,

Effectivement

n8,7= ( — 27)
27.26.25.24.23.22 

4.5.6.7.8.9

a?2 =  —  172 =  —  289 =  16 =  —  45.

* 6i =  i6 +  45 =  42+ 5.32.

Soit encore p =  181. On trouvera

ro =  9,

90.89.88.87.86.85.84 .83,82 _  1 1 . 3 . 5 . 7 . 9 . 1 1 . 1 3 . 1 5 . 1 7  _
1,9 i . 2 . 3 . 4 . 5 .6 .7 .8 .9  2 1 . 2 . 3 . 4 . 5 .6 .7 .8 .9

¿c! =  — 5j ,2 =  ±  = ± i  =  q ii8 o .

Effectivement
181 =  1 -+-180 =  i 2 -t- 5 . 62.

Seconde application. — Supposons

v =  i 3.

• u sera racine de
m 12 =  i  ( m o d . i3 ),

et l’on pourra prendre
U — 2,

M6

M =  2,

W 7 = —  2,

M2==4 , £î3 =  — 5 ,

a8 =  — 4, * ££9=  5,

u,r =  3,

3,

££6 =  6,

«“  =  - 6 .
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Cela posé, les termes de la série (63) seront équivalents, suivant le 

module 4*i 3 =  32, aux quantités

i ,  4 —  39 =  17, 3 —  26 =  29, — 1 +  26 =  23,

—  4 +  65 =  9, —  3 +  52 =  49,

dont quatre sont renfermées entre les limites o et 26, tandis que les 

termes de la série (64) seront équivalents, suivant le même module, 

aux quantités

2 — i 3 =  4 i , — 5 +  78 =  21, 6 —  65 =  45, — 2 +  39 =  37,

dont deux sont renfermées entre les limites o et 26. On aura donc

>5 —  52 =  5, —  6 +  39 =  33,

v '= 4 ,  v " = 2 ,

et, par suite,

2 4
V — 3

2 —  21 =  5  —  4 =  1 .

Donc on pourra résoudre en nombres entiers l ’équation

( 72) p  =  (â2 +  s2)(.z:2 +  i 3y 2),

et comme a;2 +  i 3j 2 surpassera l’unité ( ') ,  attendu qu’on ne peut 

supposer y =  o, y  =  o (*), on aura nécessairement ·

w a;2+  i 3 y l =  p,

ô2+  e2 =  1,

S =  o, 2 = ± i  ou 3 = ± i , .

( ’ ) Si y s’évanouissait, les formules (56) donneraient

ç) = /(\/— i,c“) ’
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On tirera d’ailleurs des formules ( 23) et (26.)

(74)

,i/ r — 0, e „ e „ e , . e , s M ___t) n „
=  -------- ô----1------ =/>Rl,M R»,nRs9,49,' U2fi

/--------- ,,\ __  0 4 1  0 2 1  0 4 5  0 2 7  ® 5  0 . 2 8 _____ 14 1> r>
3 \ \   1 3 S“/  ·----------- ¡S-------------  -- P 1*37,41 t<21,5R 38,45>'J2B

et  ̂ par suite,
. $S  (a, s )

=  i (moci.p)  (<*),
3 (a, su)

,ce qu’on ne saurait admettre, eu égard aux équations (74), en vertu desquelles on a

9 (a, s) , · , .-■v— ■ - =  0 (mod./>).
3 (a, su)

(° ) II est bon d’observer qu’on doit entendre ici par

ce que devient le rapport

3(n,s) 
3 { a ,  s“ )

• ,f(y /= T ,< )
Cf(*/7TF, ç»)

quand ou y substitue a au lieu de y/— i et ç au lieu de s, après l'avoir transformé à l’aide de la 
formule ( 12 ) du paragraphe I, de manièro que ces substitutions ne rendent pas le numérateur et le 
dénominateur simultanément divisibles par p. Sous cette condition, la remarque qu’on vient do faire 
est exacte et pourrait être exprimée dans les termes suivants :

L'équation * ___
i )  - 3 {\ '— i ,  5“ ),

«

jointe aux formules (68), donnerait

1^1,35 R i , »  ^29,49 — R j l ,41^21,8^53,45 1

puis, en ayant égard à la condition
R -  P  -  P “ /U· — ü H

qui subsiste quand aucun des nombres A, k, A H- A n’est divisible par n =  4V =  4 -! 3 =  52, on en 
conclurait

P  R.31,11 1^29,19 =  Rsi,21 ^13,25^31,11 R 33,15*

Enfin, en remplaçant dans la dernière formule \f— i par a, ç par s, et généralement R(l)i par 
— R»-8,»-h on trouverait

? n!1,In)),l S n i,11n 9,I,n ,I,1,n i9,1 (mod./>).

ce qui est absurde, puisque aucun des nombres

Rl,251 ^9,111 R » , 111 R ^ l

ne sera divisible par p .  Le rapport entre le premier et le deuxièino nombre do la dernière formule est

précisément ce qu’on doit entendre par l'expression J L i f l l X .
ii ( a, s» )

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES; 

puis, des équations (24) et (26), · ;

kV

(75)
c?(—  V — 1 , S )   / ’ Roi,27R 43,35^23,3, ·

$*(— \/— 1 »',?“) ^/^His.nRai.MRis',?·

D’autre part, S2 -t- e.2 étant réduit à l ’unité, lès formules ( 55), ( 56)· 

donneront · ■ ·
p6 — 624- 13y2, · , · ' .

. 4 * =  [#(*/=!, ç) +  # (v^ 7, «»)] [̂  ( -  s) +  # ( -  v ^ ,  «")],

ou, parce que 6 =  p x 2, on trouvera . , . "

!ip>a:*=[$(\f^ï,ç) -h3(\/— ï , ?“)]['?(— y/-  IJs) +  Sf(— S/—~»S“)] ·

, = i 2(Ri ,26R9,nR29,49+R37,4lR21,5R33,45)(R51,a7R43,3sR3,23 +  Rl5,uR31,47Rl9,7)

ou, ce qui revient au même,

R 21,3 R■ (RMtKM; - lO - ü -a jg -
4 \ *»-3,23 A'11115i' 19,7/ \ AM,251*9,1

Rl 1.15 R11.15 449,17

R 5,21

ou bien encore

,_1 / R29 ,49__ R37.41 R33.4s\ / R27■ ô I R ̂ 5,13
*  - 7 \P4 V R27.51 R35,4 R»<;31,47 Ra +  P

R s  1,47 \

1̂37,41 R33,45/

»  1 Ri 1,15H7,19 Rj,25R9,17 , , ,
æ' - J — fi--- !-----n------ (mod. p).4 115,21 113,23

Si, dans cette dernière formule, on remplace p par r, on tirera 

(76)

Comme on aura, d’ailleurs,

# (V ^ . ç)= ± g (-y /= T i, 6“), # ( -  s/^7, s) =  ±#(yCT7( s„)f

on en conclura

et, par suite,

(77)

OEuvres de C. — S. 1, t. III,

Rl 1,15 R?,19__. Rl,2sR
II5,21

i5!S 3:

n3
M7 

23 '

1 Rl.25R9,l7\,2
** R3,23
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42 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES.

On aura de plus

ül,2S —
26® (26® — 1).. .(2.5® -+- 1)
--------------5-------------- j1.2. S.. .®

(78)
„  _ 2651(26® — l). . .(23®-+-1)
lls’s3-  I.a .3. . . 3«a ’

_ 26®(26® —  1). . . (17® -4- i)
H.,,, — 1 . 2 . 0 .  . .9®

Exemples. — Supposons

P — 53,

O n  a u r a

m - = t ,

H l ,25 = 26 :
1

2
5

n  . —
26., 25 . 2 4 1 1 . 3 . 5  3

1 . 2 . 3 8 1 . 2 . 3

i l
26. 25 .24, . 2 3 . 2 2 . 2 1 . 2 0 . 1 9 . 1 8

11»,17 —
I . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 i4 4.5.6.7.8.9

Effectivement 

Supposons encore 

On trouvera

Hl,23 -- 78.77.76 
xC 2 . 3

1 Ü ^ j s l l g j y  _ 3 _ t

2 n3)S3 = 3 = I ’

53 ~  I —!— D2 =  I 4- i3 .22.

P =  i57-

® =  3,

1 1 .3.5 5
8 1 . 2. 3 —  16 ’

n 9, i 7   1 19 .2 1 .2 3 .2 5 .2 7 .2 9 .3 1 .3 3 .3 5 .3 7 .3 9 .4 1 .43 .45 . 47-49-5 i .5
TI3>23 2 18 1 0 . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 1 8 . 1 9 . 2 0 . 2 1 . 2 2 . 2 3 . 2 4 . 2 5 . 2 6 . 2

’ __ 1 2 9 . 8 1 . 3 3 . 3 5 . 3 7 . 3 9 . 4 1 · 4 3 . 4 5 . 4 7 - 4 9 - 5 i . 5 3 __ 1

2 18 1 0 . 1 1 . 1 2 . i 3 . 1 4 . i o . 1 6 . 1 7 . 1 8 . 2 0 . 2 2 . 2 4 . 2 6  2

1 _ 0
2 n13,23 B ? " “  M’

Effectivement
.Ts = zfc: (22)2 = ± i3 = qz 144. 

167 = 144 -+-13 = 122 H- 13.12.

4̂|
 O

X
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§ III. — Suite du même sujet.

Reprenons les formules (4) et ( 5) du paragraphe II. On en tire

if ( aA, ç) =  3( a.'1, ç“·’ ) =  if («*, g“*) = . . .  =  if ( «A, ç“v_s)

(  I )  __  1) ® » a-H'V(/t—«*) ®«*+>v(/ t—»*) · · ' Q » ’ ~ ,+ w ( A - n ’ ~l ) .

® v i v - n ,

et l’on trouve de la même manière

( 2 )

ç) =  #(«*, ç“*) =  3 («/J, çn‘ ) . . — §(a.h, ç“v ’ )

___ w) 0 « s-(-[̂ vfA—i l*] Q^-M'vr/?—rc6) > · · 0 « v~3-Ĥ V(/f—kv~9J
0 v f v  — f 1 .

On aura d’ailleurs, en vertu de la formule (2) du paragraphe II,

■ ® » ’ " - M 'V ( / · — ® / i " ' + l ' V ( A + A ’CO— » ” * ) ·

Enfin, comme, en supposant v premier, on aura

v- I
« 2 =  — i (mod.v), 

on trouvera, si v est de la forme L\x -f-1,

( 3 ) ^ (a*, ç~‘ ) = = & ( « * ,  ç“ ’ ) =  i f (a /!, ç) · 

et, si v est de la forme L\x -+- 3,

(4) 3 ( a h ,  ç-1) =  (̂0:*, ça * ) ç“)·

Supposons maintenant que a> soit un nombre premier et nommons a 

une racine primitive de

(5) æu>- ,= o  . (mod.w).

Si l ’on prend

(6) 3 (ot, ç ) $ ( a a\  (ccaa- ’ , ç )  =  (ff((z,ï),
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on aura -

- (7) ©(«, ç) =  <p(aa‘> s) =  ... - 9(aa’"-,,ç),

(8)

(9) s)·

On trouvera de plus

a % =  —  1 (mod.w).

\

Cela posé, si w et v ne sont pas tous deux de la forme i\x ■ +· ], on aura

c p ( « ,ç ) =  a  4- b (a 4- ota‘ 4- . . .  4- a “"-1) -t- c ( x a -t- <xa' - h . . .  -+- ’ ) ·

4-[a' +  è'(a +  aa, +  . .. +  «a“_I) +  c'(-aa+ « aJ+ . .  . +  +  «"!+·· •+S“V_>)

+  [ a" 4. b" ( a -h a“1 4- . . .  4- a * " '1 ) +  c" ( aa 4 - a “1 -t-. . .  -+- «a“" J )] ( in +  s“' -H . .  . 4- s“*- ),

ou, ce qui revient au même,

2 < p (a ,ç )=  2 a — b —  c -h ( b  — c )(«  —  cca + c t ai — . . .  4-  a “"-1 —  a“"-1 )

- + [ 2 a ' —  b ' —  c ' +  { b ’ —  c' )(ct  —  ct.a + a . a' —  . . . - h < x a's‘- , —  ota'*-')'}{<; 4 - i “ - h . . .  4- s“”- )  

4- [ 2 a" —  b" —  c" 4-  ( b" —  c" ) ( a —  <xa 4- a«1— . . .  4- a “““1 —  a«“-1 )]·( s“ +  s“ +  · · ■ +  s"v- ’ ),

ou enfin

4© (a, ç) =  2 ( 2 « - è - c )  -  (2. a ' —  b ' — c')  —  (2 a " —  b” — c ” )

4-'[(2a '—  6'—  c') —  (2a"—  6''—  c")](ç —  ç“ 4 - ç’4’ — . . ,4- ç"v-’ —

4 - [2 (6 —  C) —  (&'—  c ')  -T- c")] (« —  « “ +  a “ ’ — .. .4 - a “ “- ’ )

4 - [(6 ' — c')  — {b” —  c " ) 1 ( ç  — s“4 - . · ç " v_I) (« — aa4-· · ■— a““-1)·

Si l ’on fait, pour abréger,

A =  2(2« —  b —  c) —  { i a ! —  b' —  c') —  ( 2 a " —  b’ —  c"),

B = 2  (b — c ), — ( b ' — c ' ) — {b"— c"),

C —  2 a ' —  b ' —  c ' —  (2 « "—  b " —  c"),

D =  { b ' - c ' ) - ( b " - c " ) ,

les quatre nombres A, B, C, D seront tous pairs, ou tous impairs, et 

l’on aura

4 © (a,ç) =  A +  B ( a - « a 4- . . . - a a“- 1) 4- C ( ç - ç ' 44- . . . - S ' ‘v"1)

4- D ( a  —  a ° 4-__—  a au-a)(s —  s'*4 - . . .  —
(>°)
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Si v et co étaient tous deux de la forme 4^ alors l ’expression

se réduirait à une puissance entière de p, et l ’équation (io ) prendrait 

la forme

(i i ) 4<p(*>s) =  A,

en sorte qu’on aurait

B =  o, C =  o, D =  o.

Lorsque co et v ne sont pas tous deux de la forme l\oc -+-1, le produit

? ( « , « )  ?(«"*» s- 1 ) '

se réduit à une puissance entière de p. On a d’ailleurs généralement

Î fi) — 1
(« — «* +  . . . — «»“- )* = (— ;) 2 w,

'
' ' j v—1

( (ç O * v.

De plus, on tirera de l’équation (io ), en y remplaçant successivement 

« par o.a et ç par

14<p(a, çK) =  A +  B (a — oca +  . .. — oc““-") — C(ç — s"-t-.. ç“v_a)
' ’ — D(a — aa-K . aa“~‘ )(ç— ç“+ . . s“*-*),

4<p(«*,c) = : A - B ( a - « « - h . . . - « a“-1) +  C ( ç - s “ +  . . . - ç ttV-1)
— D(« — a““-3)(ç — +  ç“v-J),

4<p(a“, s“) =  A — B(a — aa-h...  — — C(s — s“ +  . . . — ç“”-1)
-1- D(a —

et l’on trouvera : i° en supposant co et v de la forme [\x -t- i , .

?(«» s) =  ?(«■*> s) =  ?(<*> S“ 1) =  s-1);

2° en supposant v de la forme l\x +  i et co de la forme t\x ■+■  3,

?(«* s) =  ?(*» s-1)» ? (« “ > s) =  s_ l );

3° en supposant v de la forme l\x -+- 3 et co de la forme [\x +  i,’

?(<*»«) =  ? ( « " ' ,  s), ? ( « , s " )  =  ? ( « - 1,ç - .1);
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



46 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES.

4° en supposant v et tu de la forme [\x  -+- 3,

® ( « “>«") =  ? ( a - 1 , S- 1 )·

Donc, si l ’on fait généralement

0 4 ) <p(«»s) «_t) =>*>

on aura·: i° en supposant v de la forme l\x-\-i et co de la forme 4^ +  3,

(15) /)/c= 9 (a, ç)tp(a», ?) =  ©(«, çK) <?(aa, çK);

2° en supposant v de la forme [\x -+- 3 et co de la forme 4>̂ H- i,

(16) · p*= < p(a, ç)<p(a, ç") =  ©(«<*, s) ©(«“ ,$ “ );

3° en supposant v et co de la forme l±x -+- 3,

(17) ç) ip(«a, ç") =®(«, S") ?(*“» s)·

Si maintenant on substitue dans les formules ( i 5 ), (16), (17) les
valeurs de

Q(«>«)> Q (« “ >s). Q (a » s “ )i Q ( « “, s " )

tirées des équations (10),· ( i3), on trouvera, en ayant égard aux for

mules (12) : i° en supposant v de la forme 4^ +  1 et o> de la forme 

4#-+-3,

(18) i6/>/,;== A2 +  coB2-4-vCJ-4-cov D!, AC-l-«BD =  o ;

20 en supposant v de la forme l\x H- 3 et co de la forme 4a? -H 1,

(19) 16 p k —  A 2—t- mB ! +  v Cj-4-  wvD2, AB -+- v CD =  o ;

3° en supposant co et v de la forme l\x -+- 3,

(20) i 6 p k—  A2-h 00B2 —i— vC2 -4- wvD2, AI) — BC =  o.

On vérifie les équations (18) en prenant

A =  SS, B =  6e, C =  — wys, 1) =  yd

et, par suite,

(21) , i & p k =  (ô2-t- co£2)(6 2-t- vcoy2),
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ou bien

A=coS5, B =  6s, G =  - y s ,  D =  y5

et, par suite,

(22) \&ph—  (coâ2+  s2)(w62 +  v·/2).

Ofi vérifie les équations (19) en prenant

A =  65, . B =  vye, C = — 6s, I) =  y5

et, par suite,

( 23) l 6 p /c—  (Ôï +-V£2)(6 î -h covy·),

ou bien ,
A =  vê<3, B =  ys, C = — ës, 1) =  y5

et, par suite,

(2^) i 6 p k=  ( vô2h- ê2) ( vS2-i- coy2).

Enfin, on vérifie les équations (20) en prenant

A = ’ 65, B =  6s, C =  yo, B =  ys

et, par suite,

(25) i 6 p ,e=  (52-f- «s2) ( ë 2-t- vy2).

Applications. — Supposons, pour fixer les idées,

on aura
v =  5, w =  3, rov =  i 5 ;

_  1 _  1 _  
~  v 0 —' (m o d .3 );

U — 2, a =  2; u °.=  l, U —  2, ji2=  4, m3=  3 (m od.5 );

u m+  vv( h  —  u m) —  u m—  5 (A —  u m) =  6 m"! —  5 h,

=  « f ( a /l, ç h ) =

3(et.'1, ç2) =  $(ah, ç3) =

06—5/i 02(·—ih 
®30—10/i

® H -H A  O l 8 - 3 / t

®6-SA Qa-SÆ
0 — 1 0 /i

0 | 2 - 5 / t  ® 3 - 5 A .

O- 10/i ’
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on trouvera par suite

?(«»«) = ^ («,s) = 0_

(26)

9 ( « 2, ç )  = ^ ( a 2, ç )  =

<p(«,S2) =

?(«*, ç2) = # ( « 2, ç2) —

0—5 
^  0 .  

05
52 0_7
0-5

®1 0 4  .

“  ®5
1—  Î^l,4>

1  =  B — 1,— 4 =  B l 4 , l l >

- =  R  7,— 2 =  R7,13>

! ' =  R 2, - 7 —  R a ,8 ·

Cela posé, on aura

Pk =  ?  ( a > s )  <P (cî2, s )  =  ?  ( a > S2) ® (c<! > ç 2) =  R i , * R n , t l =  R 7 , 13^ 2,8 =P>
k =  1

et la formule (21) ou (22) donnera

( 27) i6p =  (62-t-3s2)(S2-+-i5y2)

OU

(28) i 6 p  =  ( £ 2 - i-  332) ( 3 ê2-H 5y2).

. Revenons aux formules (10) et ( i3) et supposons v de la forme . 

kx  ■+■  1 et w de la forme L\x 4- 3. On trouvera : i° en prenant

A = ê 3 , B = 6s, C =  — wye, D =  y5,

I 4 <p(a, ç) =  [Ô4- e(cx — a® 4 - . . . — a®“~a)] [ g y  (ç — ç“v~a)(ot — a® 4 ---------a«”-)],
I 4 9 (a, 5“)"·'= [6 4 - £ (a — a® 4- . . .  —  a"*“-“)] [g — y (ç — çK 4- . . .  — 5“v_>) (a — a® 4- . . .  — a®“~a)l,

(29) > .
1 4 ? (a“, ç) =  — £ (a — oc® 4- . .  . — a®“ ’)] [g — y (ç — ç® 4- . . .  — ç'tV-a) (oc — oc® -+·. . . — a““"·1)],

4 9 (oc®, ç“) =  [<3 — £ (a — a® -h . . ; — a®“-’)] [6 4- y (ç —  çu4- . . .  — ç“v_a) (a — cc® 4-. . . — a«“-’)].'

Si l’on prend, au contraire, ■ ■

A =  coSâ, B =  6e, C “  — y£, . D — ydf
on aura t

4 <p (a, ç) =  [e —  <5 (oc —  cc® + . . a®“-1)] [ g (a —  a® 4 * . . cc®“_a) — y (s —  ç® 4 - . . s“v->)],

4 9 (a, ç») =  [e —  â(cc —  a® 4 - . . .—  cc®“-a)][ g (a —  a«“-") 4- y (ç —  ç« 4 - .. ç®v~a)],

4 9 (a®, ç) =  [e 4-  S(cc —  a® 4- . . a ““““)] [—  6 (a —  a® 4 - .. .  —  oc®“- “) —  y (ç —  ç® 4 - . . ç“v_!)], 

4 ®(«a, ç“) =  [s +  ô(a —  cc®4- . . . —  a®““ ’) ] [— g(<* —  a®4 - . . . —  a®"-*) +  y(r  —  ç®-F·...— ç“y_a)].·
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Dans les équations (29), ( 3o) on peut toujours supposer 1, S premiers 

entre eux et faire passer les facteurs communs qu’ils pourraient avoir 

dans 6 et y. De plus, si les quatre nombres A, B, C, D sont ¿mpairs, 

ë, y, 5, e devront l’être aussi, et l ’équation (21) se partagera en deux 

autres de la forme

( 3 1) l\pk 52+  co£2, l\ph" — 62-|- vwy2,

ou l’équation (22) en deux autres de la forme

( 32) {\pk'=  s2 -+- toô2, 4/A "=  w62-+-vy*.

Si, au contraire, A, B, C,-D sont pairs, 6, y seront impairs et les 

équations (21), (22) se partageront, ou comme on vient de le dire 

lorsque 0, £ seront impairs, ou dans le cas contraire, ainsi qu’il suit :

( 33 ) pk'= d 2 -i-cos2, 4/»**= (j^  +  vco

(34) pk'— z1 -+- «32, 4/^”— w *

Ajoutons que l’on déterminera facilement p h" en cherchant la plus 

haute puissance de p  qui divise simultanément les deux produits

• < P (« ,ç )< P (« ,  «“ )> ? ( a “ > S) ? ( « “ »«“ ),

qui se réduiront, si l ’on admet les formules (29), à

~  [3 +  e(oc — <xa +  . ■ ■— a“"-2)] (ê2 +vwy2),

-jlg [3  —  e(a —  aa - t - . . .  —  a a“_“)]2(ê 2 +  vwy2),

et, dans le cas contraire, à

— yg [£ — à(<x — <xa+ .  . . —  a “.“·*)] (toê2-t-vy2),

—  - ^7 [  £ —  3  ( a  —  a “  -t- . .  . —  a '* “ ' 1) ]*  ( w ê 2 -t-  v y 2 ) .

Supposons, comme ci-dessus,

« =  3, v — 5, ,'cov = r i5 ;

OF.uvres 1de C. — S. I, t. III. 7
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on aura

?(«> S ) ? ( a ,  s“) = R i,t R7,13= /> ^ Lil>

?(«“, ç)?(a“, ç“) = R h,uR2,8 1*18,7

Donc alors k" == x, et comme on a trouvé k =  i, on aura nécessaire

ment k' =  o. Par suite, la somme

<5S + -  G)E2 OU £Î + W Ô 2

se réduira nécessairement ou à l’unité, ou à

4 i CO i -4- 3

et les nombres 6, y vérifieront l’une des formules 

4p =  6 2 -+ -i5 y2, 4/> =  3 6 2 5 y2,

* = ( [ ) * ■ · £ ) ■  ■

D’ailleurs, les seconds membres de ces dernières formules seraient 

divisibles par 8 si S et y ou -  et  ̂ étaient impairs, tandis que les pre-

ê v
miers membres sont divisibles seulement par 4· Donc ê et y du -  et ^

doivent·être pairs.et l ’on peut résoudre en nombres entiers l’une des 

équations
p =  x*-*-i5yt·, p =  3 ¿c24 -  5/ 2.

Or, comme on a généralement

on en conclut
a;2= ± j  (mod.5),

3îc24- 5j ! =  ±  2 (mod.5).

Donc p étant de la forme i 5a?-t-i ne pourra être en même temps de 

la forme 3a?2 -+- 5y 2, et tout nombre premier de la forme i 5x  -+-1 véri

fiera la formule

(35) p =  ¿r24-15  y1.
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Il reste à trouver la valeur de x.

Or, d’après ce qui vient d’ètre dit, on aura : i° si l ’on suppose

S2 H- COE2 =  1 ,
i6jc» =  62-t- i5y3=  i 6 (̂ c2- l-15^ 2), .........

=  f * = £ ( ô 2 +  o>e2);

2° si l’on suppose ô2 +  we2 =  4>

4/o =  62+ i 5 / = 4 ( * 2H -j5. r !)>

tf2= ! l  =  .^(ô2+ W£2), y 2= ^ ( ô 2+CÜ£2).

On aura donc, dans tous les cas,

Æ’ “ 76^ S +  “ £̂ ’ y%~  76 "S2)·

D’ailleurs, on tire des formules (29) et (26)

9 (oc, ç) 9 (a“, s“) =  -~q (ô2-4- w£2)[ê -h y (g — ç“ + . . .  — ç'tV-’ )(l5t oca+ . . .  oc°" )]" =  Ri,4R2,s> 

9 (oea, ç) 9 (a, çu) =  ^  (â2+  «£2)[o — y (ç — çK + . . .  — ç“v-1)(a — aa +  . . oca“ “)]2 =  Rh,hHj,

On aura donc, par suite,

puis on conclura, en remplaçant p par r, ■

x 2— i 5y 2=  ^ n , , 4II2,8 (mod.p) ,

et, comme on aura de plus

¿c2-t- i5y 2=  o (mod./>),

on trouvera définitivement

Æ2 =  —  ]5j 2 =  f  II,,4^,8· ·
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Exemples. — Supposonsp  — 3i. On aura

• CT =  2,

ra ■ +■  i) io .q  /K . ,
------ ---- ---- ¿ =  45 =  i4,

I . 2

?CT +  l )  2 0 .  i q .  l 8 . 1 7  K ,
---------  ̂ =  5 . i q . 3 .17
• 1.2.3.4

ff 1 . 4--
5 e n (5 nr —  1 ) . .

1 .2 .3 .,

1̂ 2,8 ~
i o s t ( i o c t  —  1).

1.2.3..

j?2=  ^ 9.14

P — X1
Donc

Supposons encore =  6i\.On trouvera

n 2,8  -

w =  4 , 

9 . 3 . 1 7

4o , 39 . 38 .37 · 36 . 35 . 34.33

_  2 0 .19 .18 .17  t  2 K ■ 2K · 9
n ‘ ,4== “ ¡“ 2 X 4 " ^  =  5 -19 ‘ 3 ,17  — —  5 -7 =  —  35 =  —  2 ’

1 . 2 . 3 . 4 - 5 . 6 . 7 . 8
=  5.17.19.33.37.39= -»

^ = I n , , 4nM =  - -  y 9 S - ^  =  i =  - 6 o. 
4 2 4 2  16

Effectivement
6 i = p  =  n - 6 o  =  i , +  i5 .2 s.

En général, v étant de la forme 4# -K i,-w  de la forme ^x-l··^, et 

S, e étant supposés premiers entre eux, on conclura des form ées ( 3i), 

(32) ou (33), (34) qu’on peut satisfaire en nombres entiers à l’une 

des deux équations

( 36) ’ 4^ ' . =  X î -h v w Y J, 4/>/c' = v X 2+  w Y 2,

et comme les seconds membres de ces dernières seraient divisibles 

par 8, si
v -H CO ou 1 -+- vco

étant eux-mêmes divisibles par 8, les deux quantités X, Y  étaient 

impaires, tandis que les premiers membres sont seulement divisibles 

par 4; on aura nécessairement, dans cette hypothèse,

X  =  aX ',  Y = 2 Y ' ,

■ p k’  = 1 X '2 +  vto*Y'2 ou p k" =  v X '2 4-cü Y '2.(37)
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Dans ces diverses formules //"est la plus haute puissance de p qui 

divise simultanément les deux produits

( 38) , ? (« ,« )  ?(«,«“)* ?(«“> s) ?(«“»«“)·

Soit d’ailleurs px la plus haute puissance de p  qui divise simultané

ment les quatre expressions

( 3g) ?(<*,«), ? ( « “,? ) ,  ?(<*“,« “ )'·

X, Y  seront divisibles par //; et, en posant

X = p xæ, Y = p xy, 

p — k" — 2 X,
on tirera des formules (36)

(4o) ■ +  vcoy2 ou [ipV-=vx%->r « j 2.

D’ailleurs, p étant de la forme vcùx +  i , la seconde des équations (4o) 

ne pourra être vérifiée qu’autant que l'on aura

v¿c2= 4  (mod.w),
« j 2 =  4 (mod.v)

et, par suite,
(O — 1

j  v 2 =  / (mod.w),
V — 1

a» 2 =  i (mod. i) 

ou, ce qui revient au même,

' '■ Ë H ?
Donc, si I on a 

«■ > ■ [;] =  [ ? ] = - ;

on ne pourra satisfaire à la seconde des-formules (4o) et l ’on aura 

nécessairement

(4a) hpV-= cc*vuy*.

Application. — Soit co =  3. Alors, si v est*de la forme 12# +  5, on
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«

. aura .

et, par conséquent, on pourra vérifier, en nombres entiers, l'équa

tion (42). Mais, si v est de la forme 12a?-f-1, on aura '

I

et l’on pourra seulement assurer que funé des équations (4o) est 

résoluble en nombres entiers.

Exemple. — Soient

M“= I,

go =  3, wv =  51.

On trouvera

:3,

u —  3, a — 2,

■ 8, u3 = — 7, là  = ’— 4,

u1

1 1

: D, W8 =  — 2

M» =  — X, . =  — 3, Ü10s 8 ,  Mu =7> «,2 =  4,. «13 =  — 5, ku ï

— 1 (tnod.3),
v 1 7  *

£im_l— (,v(/i — a"1) =  a”1— }'] {h —■um) =  18 um— 1 7 /1 ;

i '  , 0 , 8 — 17/1 ® 9 — I 7 A  ® 3 0 — 17/ i  ® 1 5 — 17/ l  ® 3 3 — 17ft  ® 4 2 — 17/ i  ®21 — 17ft  O s 8  —17A
9(cx.h, ç )  — ----------------------------------------------------:--------------- H — ------------------------------------------ “ ’Un/1

J ,  J u .   0 3 — 17/ t  ® 2 7 - 1 7 / l  ® 3 9 - 1 7 > t  0 4 -6 — \ t h  ® 4 S — 17ft  ® 2 4 - 1 7 f t  ® 1 9 - 1 7 f t  ® 6 - 1 7 / t
* “ > S 1 —

u 17 / l

puis on en conclura

<p(«»s) =
0 1  0 4 3  0 1 3  0 * 9  0 1 6  0 2 6  ® 4  ® 1 9 ’ „  ' 0?7^ 8

■ <p ( « , { “ ) =

-7 7 -------------- —------------  — ' R 1 . I 6 R 43.25 R l 3 ,4  R * 9 ,1 9
W | 7 ' - ' 17

=  Rl,16R43,2sRl8,*1149,19 0?7 = R  1,16 R*3,23 H 13,4 R*9,l9 P Rl7,1

0 3 7  ®16 ®22 ®28 0 3"l ®7 ®48 ®4(
0,

:  R  37,31 R l O , 7 R 2 2 , 4 6 R 2 8 , 4 O 0 1 7

7 11.37.31 Rlrt.7 R 22.46 R 2 8 .4 0 / ^  R.1 1 1 »T *

w7 = — 6,

mu=  6,

<P (  Ç )  —  R50,3sR8,26 H  38,47 IL 2,32 Z 7 1̂34,341
.© (« *, S " )  =  R 14,20 R*l, 4*R'29,5 R23.ll P R34,3*\
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En d’autres termes, on aura

' B » . 25 R « l , 1 9  ~

55

?(«>?) —P3Rso,35 Bs8,47 IL 4 ,34

( 4 3 )

? ( « > ) = * 1X̂ 1,441134,3-4 

_ 3  ̂50,35 1̂38,47 R 3 5.3 4
?(«S s) — P 3

( p ( « 2, s “ ) = / > *

R43,25 R49,19
R4i,44R34,34 

H37,31 Bs2,46 R28

Or, la plus haute puissance dep, qui divise simultanément les expres

sions (43), sera p 3. On aura donc

X =  3.

De plus, les produits

?(«> s)?(«>?“)> ?(«*,«)?(«*,«“)

seront l’un et l ’autre divisibles par p1. On aura donc

' ' , k u= l ,
' =  — 2X7=7 — 6 =  1

et l’on pourra résoudre en nombres entiers l ’équation

( 4 4 ) 4/j == ¿ca -H

On trouvera d’ailleurs, en raisonnant comme plus haut,

1 i , _ 1 n i4i2on29i5n23ii, ^,16^3,4^7,17
V  0 i r ) ~ 2  n l0,7ri17il7 ii8,26n2,32.

et, par suite,

( 4 5 ) ■■

1 H14,20 H29.5 Hg3,11 Hi ,16 Hi3,4
2 H10,7 IL, 26 112,32

_ 2 ___ K .  . .·>___  H l  ,16 R 4, 13 H 5 , 2g I I i 1 , 2.3 H l  4,2
X  = — 0 1 /  = ------------f j ------ TT------ TT

1J2.32 117, l ) u l , l f

En. général, lorsque coest de la forme et v de la forme

4^ -+ -iron  peut décomposer l’équation (21) en de.ux autres de la
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forme

( 4 6 ) bpk ô2 -t- cos2, l±pk’ —  ë2-+- vwy2,

ou l’équation (22) en deux autres de la forme

(47) bp*'— wâ2-*- e2, 4p*”— wê2 +  vy*.

Car, chacun des binômes

ô2 + co£s, w<î2 + s 2, ê2 + v w y 2, wê2 + v y 2

sera nécessairement impair ou divisible par 4 et, si l’un d’eux était 

impair, les deux termes de l’autre binôme dans la formule (21) 

ou (22) seraient pairs et divisibles par le facteur 4* qu’on pourrait 

évidemment faire passer dans le binôme impair. Ajoutons que l’on 

pourra toujours supposer 0 et £ premiers entre eux ou n’ayant d’autre 

commun diviseur que le nombre 2.

Cela posé, soit toujours px la plus haute puissance de p qui divise 

simultanément les expressions (3g ).p k" sera la plus haute puissance 

de p  qui divise simultanément les produits (38). Ou aura d’ailleurs

k'— k — k’’ ,

et l’on pourra résoudre l’équation

(48) 4/?*'-2X= ir24-vcoj2,

OU

(4g) bpk’~ «¿e2 -+- v y 2.

De plus, on tirera des équations (29)

ï 6 [_<p(a, ç)<p(«°, çK) +  cp(a, iu) <p(a®, ç)] = 2 '(5 2+  ws2) ( 6 * —  covy2)

=  8pk'^  — cüvy2 ),

i6 [< p (a - ,  ç )  <p(a,  ç “ ) +  © ( « “ , ç )  c p ( a a , ç w)]  =  2 ( ô s — w e 2) ( ê 2- t - c o v y 2 ) .·

=  8 pk"(d*— co£2);
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.ou, ce qui revient au même,

57

x '1 —  va)ys=  2
■<p(«> s) ? ( « a, S " )  +  <p(«, s") <p(«g, s)

(5o)
___?(a, s) ? (« ,  ; “ ) -4- 9(aa, Ç) 5“ )

—  CO£ — «2 -tû----------------------------------  *

pA

En opérant de la même manière, on tirera des formules (3o)

a) x̂  — vyi — 2 >(·«> s) <?(<*a, S " ) -H ? ( « »  S " )  <p(«a, g)
0/c'+2)i

(5 i)
■ 0)d2=  2_  o <p(», s) y(« ,  s“ ) +  y(ota, g) y (« a, s") 

P k "

Si, dans les équations ( 5o), ( 5i), on remplace p par r, on déduira 

facilement des formules ainsi obtenues et des équations ( 46) , ( 4 7 ) ,  
(48), (49). les valeurs de x , y , 0, e.

Exemple. — Soient toujours

co =  3, v =  5.
On aura

? ( « » S )  =  Ri,4, ? ( « “ , s )  =  R h ,11, < ? ( « ,  S " )  =  R7 ,13> ? ( « “ > 5 “ )  =  R 2,8,

k  =  1 , k ' =  0, k ' = i ,  X =  o ,

et les formules ( 5o) donneront
r<

— i 5j 2=  2 ( Ri,* Rj,« +  Rï.u Ru,u ),
___  2  £ 2   2  R l  ,4 R ? , 3  R 2,8 R | 4 , l l  _

■ ~  P
!

De plus, les formules (46) et (48) donneront

(53) <î2 -t- 3£2 =  4» i 5j 2=: 4jO.

Enfin, on aura

L l ^ R l ^ l l  Pi  R  2,8 R l 3 , 7  Pi

OEuvres de C. —  S. I, t. III. 8
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et, par suite, les formules ( 52) se réduiront à

Æ5—  l 5j 2 =  2 ( R7,13 Ru,11 +
I L , 1 3  R l i , 11

d2- 3e2 = 2f ^ Ü H - ^ N 

Si, dans ces dernières, on remplace p par r, on trouvera

(54)
x 2—i5 /2 =  2IIlitII2i8

ô2- 3 s 2 s 2 fnM  +  n2·8
(mod./j);

JL,8 ïïj, 4/

puis, en combinant les formules ( 54) avec les suivantes, 

â! +  3g! = 4, ü?î 4 - i 5j 2= o (mod./>),

æ2 =  — i5/ 2 =  ïïMnM (mod.j»).
on trouvera

Ajoutons que la première des équations ( 53) entraîne l’une des sup

positions
<52=4, e2 =  o, 
<52=  1, s* — 1»

2— 3s3
en vertu desquelles 

se réduit à 4 ou à — 2. Donc

( 55) = 2 ou — 1 (mod./>).n,

Quant aux valeurs de æ, y y elles doivent être paires pour que la seconde 

des équations (53) puisse être vérifiée.

Prenons, pour fixer les idées, p =  3i. On aura

II

n M = i 4, n 2,8= 9  (m o d .3 i) ,

(mod. 3 i),n iu , H2·8 = 5 +  * = 5 _ 6  =  _ I

n,, 5

1 — 1, 6 — I,

(mod. 31 ),

3i =  16 +  i5 =  42 -H j5 . i 2.
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Prenons encore p =  61. Qn trouvera

n Ii4= - | } (mod.61),

IL,» . Il,·,  ' __ 9 __ 5 __
n 5,8 + n M -  5_ 9 -

—  i 5 ^  =  i = — 60
■ 4  ~  4 —  —  ■ ’

6 1  =  I H- 6 0  =  I2+  i 5 .2 2.

Supposons maintenant que œ soit de la forme et v de la

forme 4 a? H-3. L’équation ( 23) sera divisible en deux autres de la 

forme

(56) (\Pk'~  6! 4- i\pk"~  62 4- «vy!,

ou l ’équation (24) en deux autres de la forme

( 5 7 ) ' 4/?*'= vâ2-H s2, l\pk"=  vê2 +  wy2,

S, £ étant des nombres non divisibles par />. Si d’ailleurspx désigne la 

plus haute puissance de p  qui divise simultanément ê et y, alors, en 

posant
y — p l y,

on réduira la seconde des équations ( 5 6 ) ou (57) à

(58) 4 p4"-îX— V(0j ,.2

ou bien à

(5g) hpk" ~ v a ; 2 -+- coy2.

Enfin, au lieu des formules (29) ou (3o), ôn trouvera

4<p(a, ç) =  [5 — e(s —  s“ 4-. · · —  [6  -J-' y (x — cca -h. . . —  «aU_*)(ç —  ç“ +  . . . . —  s»”- *)],

4 9  (a, ç“ ) =  [<5 H- £ (s — ç“ 4 - . . .  —  ç“v_s)] [6  —  y (a —  a Æ 4 - . . .  — a ““"”) (ç —  ç“ -i- . . . __ç“v-ï)],

4 9  (a<l, s) =  [5 —  s (ç —  ÇH -+-. . . - -  s“·'-·-)] [ë —  y (a —  «° H- . . .*—  cta"_s) (ç — Js» H-. . . —  ç“v-a)],

4 9  (oc®, S“) =  [6  -j- s (s —  ç'‘ 4-·. · .  —  ç'‘v~3)] [§ 4- y (a —  <xa +  ·.. ·. —  a a“_:,)(ç —

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



60 M É M O I R E . S U R  L A  T H É O R I E  D E S  N O M R R E S .

ou b ien

(6 >)

8 (ç —  S“ + -  .■ ■ —  SB,- J) +  y (st —  a® + . .

6 (ç — ?«· +  .. • —; ?',,_1) -+- y (a —  aa +  . .

ë(ç —  ç“ + .  . ■ —  s“v~a) —  y (a —

§(« —  «" +  · · . —  ç,t,-s) —  y (a —  a 3 h-  . .

puis on en conclura, dans le premier cas,

P — tov/2

(62)

—  =  2

et, dans le second cas,

w j-'2 —  væ’- =  2

(63)

Exemple. — Supposons 

On trouvera

cp(a., s ) ? ( « “ , ç'O +  <p(a®, s) ®(«, «“ )

?(·«!, ç) ? ( « “ . s) +  q>(«, «'*) <p(aa, s'O
• ,,**

<p(«» s) ©(«“ ·, çK) +  <p(a°, S) <p(a, s")
ypÆ*-t*2X

?(<*. ç) q>(aa, O -+-<P(«> S'0  ? ( « “ , s'O

Pk"

5

Ci) :=  5, V = r7 .

« :=  3, a  =  2 ,

e = - = — a (mod.5),
7

u m-h v'J( h  — u"1) =  u m— 14 ( h  — ii'") == 15 u — i4/i,

S) =
® 15 -t4 A  ® - 5 —14/i 0 - 1 . - . 4 A

0- 42 A

- ? / , / »  ® - I 5 - U A ® 3 - I 4 A ® I 0 - 1 4 / i
. , ) ' ( « * ,  Ç » ) =  —  ------------

**-*2 A

?(a»s) — Rl.ie Rit,17 R*,» Ris,29 — p3
R 13,29

R j 4 , 1 0  R . *  ,18 1^31,26

. n \  ___ I )  I J  U  1 > . ----------R - n . i s R s i . i s  R s i . i «®[<X,Ç ) --  X'34,l9^2i,18 2̂6«31 l»22,6 -- P -------- T>------------ >
* * M 3 .2 9

<P (« “ ,«) =  R *-;*2 R24,32 Rs,')8 R 2 e ,2 3 = ^ ^ -!!26·23.
•*•*33,13 -^*27,17

* . f ~ a  ~lt\ -----  R  R  R  R  -----  „ 2  ^ 3 S . s R 2 7 , 1 7
? V a  > ?  )  -----  l '3 3 , 3  1*1,13  1 *2 7 ,1 7  * * 9 ,12 ■— P  T l----------- H---------

1 *34 ,22  1* 26,23
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et

/c =  4, - k " =  3, k ' =  r, X =  i.

On aura, par suite,

x -  —  wvy2 ou w y 2— vîc2= 2
( ’ R s i . H  R s t . l »  R s l , î 6  R 2 4 ,3 î R 2 6 ,2 3

\ R 13,29 R-33,13 R 27,17

Ô2 —  V£* OU £2 —  vôs =  2
(  R s4,19 R24,18 R 31,2G R 3 3 ,3  R 27,17 

\ 1^13,29 1^34,22 1^26,23

puis on en conclura

x "1 — 3 5 j 2 ou 5 y 2— 7 ¿c2 =
_ I I i . n R n . n D i . o  n i i t , I I M Î  

1^22,6 1^2,22 ^ 8 ,1 8

Ô2 —  7 £2 ou £2 — 7<52 =
 ̂ n il6II1M7II4.9 1X2,32H g ( 1 g 

I I 22,6 H l ,  13 l l9 ,1 2

+  />2 x ...

On aura d’ailleurs, en vertu clés formules ( 56),

i2 +  7 e2 ou s2 +  7 ^  =  4/>,
F2+ 3 5  j 2 ou 5/ 2 +  7 ¿e2= 4^·

(mod./>).

D’autre part, p  étant de la forme io#  + j , on ne peut supposer „

puisqu’on en tirerait

7^ = 4,

tandis que

5 j 2 +  7 ^ 2=  4 />>

7 = U ;

72 =  4g =  — 1

7 2 =  i  (m od.5), 

(m od.5).

Donc, on aura simplement

(6 4 ) ô2 +  7 £2 =  4p, ,a?2+ 3 5 y 2 =  4^>

les valeurs de
**, y 2, a', s2

pouvant être déterminées par les formules

x - - =  35 y'- =
H j .16 Hl 1,17 n * . , 9 U l i ,  3 Ü 9 . 1 2

H 22,6 Il2,22R 8,18

Ô2 =  7 £2 =
Hi.icllu.nllt.g H -2 ,32  U s , 18

n22,6 Ht,13119,12

(65)
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Si l’on eût pris, au contraire,

on aurait trouvé

M =  7, V =  D,

u =  2, a —  3, 

v =  ^ =  3 (mod.7),

u m+  v'v(h —  u m) =  i 5 h  —  i 4 u"‘ ,

$(ah,i)  =

?(«»«! =

? ( « >  S“ ) =

S " )  =

0, 0_60160, 0,,04

0,5/,-,t ©15/,+H
® 3 0 A

®15/,-t-7 ®  15 /,  — 7

030 025 0)5

030/..

=  Hi.jjRtj^Rn,* — p3
1^34,6 R  19,26 R î M I

02208020230320I8 t> t> t> ,, Rs2,i8
7 t - — t\22, 8 i » 2j23 n 32,18— p  Tj >

25 ' - '1 5  , *>13.27 * ‘ 33,120 3 0  '- '2 5  « 1 5

fi# “)?) =  R35,6Rl9,2oR25,8l>
1

?(«“> çu) = p  '■R l 3,27 R33 .1 2

(66)

(67)

R32,18
k =  3, k " —  1, k' =  2, X =  0,

4/> =  a:2-+- 35j s,. 4/> =  â2 7e2,
«►

x 3 =  35 y 3 =  tt— —  n , (29n 16,9lllli4,
* * 2 2 . S 1 * 2 .2 3

62 =  7 s2 =

*3,17

8-22,8 I L , 23 

ÎI59 slï«2 ___ - * 2 2 , 8 112,23 J T  TT TT
---------------------------- JW i ,2 9 A1lO ,91M l >4·n 3,17

Il est important d’observer que les équations (65) peuvent être pré 

sentées sous les formes

&*== 3 5 /J =  —  [<p(ac, çu) <p(aa, s) -+- <p(«, s) <p(a®, s“ )]

0 0  0 2 6  0 3 1  ® 3 4  0 1 9  ® 2 l  ® 2 2  © 2  © 3 2  © 8  ® 1 8  ®23

=  ' 7£Î

p° \ ® 28 ® 7  0 2 1  ®14

I /08 © 2 6  ®31 ® 3 4  0 1 9  ® 2 4  ®27 ®17 ® 12  ®  13 ® 3 3  ® 3

028 ®7 ©2. ©I

(68)
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. On tirera, au contraire, des formules (67)

• a?2 =  3o y - =  - A  [< p (a, ç “ ) c p ( a a , ç )  - h  <p(a, g )  9 ( a « , ç K)]

_  ® I 9  ® 24  ® 6  ® 26  0 „  ®22 0 ;  ® 32  ® 8 ® 18 0 23 \

I
/->2 \ 0 5  0 , 0  0 * 0  ® 30  0 * 5  0 1 5  /

à *  =  71·2 =  ̂ [cp(aa, s)®(aa, s") +  <p(a, «) ?(«, «“)]

_  _£ / ® 34 ®  19 0 2 4  ® 0  ®2I> ©31 0 , 3  ©33  ® 3  ® 27  0  17 ® 12  H~ . . . \

p \  ®5 ®10 020 05 ®10 ©20 ■ /

Or, la première des formules (68) coïncide évidemment avec la pre

mière des formules.(69), attendu qu’on a

/->S®28 0  7 ® 2 1 ®li =  P*—  P*®!, 010 ® 20  ® 30  ® 25  ® l ô ·

Quant à la seconde des formules (68), elle fournit des valeurs de S, t 

distinctes de celles que fournit la seconde des équations (69), et si, 

pour plus de commodité, on désigne ces dernières par
on aura

_  £ ' 2 _  „ 2 028 07®14 © 2 1  _  ' P *  __ P '*  _
** “  ~ P  ( © 5  © 1 0  ©20 ) 2 “  (® 5 © .0 ® 2 0 )S “  ?  R f o o

Ainsi les équations

(70) · â2 7e2 =  4 <5'2+  ' ] k ' \ —  4/>2

seront vérifiées simultanément de manière qu’on ait

(3'2 r'2
(70 ^- =  — =  n?,10 (mod.p).

Exemple. — Supposons p == 71, On aura

71 =  64 -+- 7 =  82 4- 7 . 12 =  (8 -1- 72 \f—  1) (8 —  72

7I2= (8 +  7i ^ ) !(8 - 7^ ) 2

=  (07 4- 16.72 y/— x) (57 — 16.72 \/— 1 ) =  5p +  7. 162,
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et l’équation (71 ; donnera

( ï -)  s , 6 , ^ n î ’1# ( m o d -71)·

Effectivement ·
57 =  8.16 ( m o d .7 1) .

et, de plus,

n    i 5nr(i5ro —  1 ) . .  . ( iotü 4- i)  3o . 29 .2 8 .2 7 .2 6. 20 , 2. 4. 2 3. 2 2. 2 1

5,10 i . 2 . . . 5 gj 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0  '

Supposons enfin que to et v soient tous deux de la forme !\x -+- 3. 

Alors, en posant

A =  63, B =  6e, C =  y3, D =  ye, 

on tirera des formules (10), ( i 3)

4<p(«,ç)· — [* 3 e(cc — a“ 4-.. ç“ +  ..

4 9 (a>s") =  [3 h- e (oc — a“ +  .. • - « ““"■ «[e-yCc- s" +  ·.

4©(«a, ç) =  [3 — £(« — <xa +  .. . - a ““-s)][6 +  y ( s -

4 9 ( «",· ç'1 ) =  [3 — s (oc — <3£a +  . ,

De plus, comme, dans la formule ( 25), o24 - we2 ne peut être impair 

sans que 6, y deviennent pairs l ’un et l ’autre, et qu’alors on peut faire 

passer dans o2 et é  le facteur 4 commun à §2 et y'2, on pourra toujours 

partager la formule ( 25) en deux autres de la forme

(73) [\p, e 32h- we2, l\pk"—  62 +  vy2.

On pourra d’ailleurs supposer S, e non divisibles par p; et, si l ’on 

nomme p1 la plus haute puissance de p  qui divise 6 et y, alors, en 

faisant

on trouvera
6 — p̂ æ, y =  ply, 

%

(74) 4 ¿e24- v j2.

D’autre part, il est clair que pk" sera la plus haute puissance de p qui 

divise les deux produits .

.?(«>?)?(«>?")> 9(a<l> s) s")>
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et px la plus haute puissance de p., qui divise simultanément les 

expressions
<p(a, s), ?(<*>«“)> <?(«*»«)» '?(«“> S“)>

et l ’on tirera des équations ( 7 2 )

o(«,  ç)cp(«“, ç) +  <p(«, Ç“ )'9 (« a> «“ ) 
a* - Vy * = 2->-------------------------------------- ■’

cp (« ,  S) 9 ( a » Ç " )  +  9 ( a “ > S) ? ( « “ »€“ ) 
ô* — w£2 =  2 ---------------- rp------------------ '

Exemple. — Prenons 

On trouvera

w =  3, v =  7 .

a  =  2 , u — 3,

1

Ainsi l ’on aura

p =  -  =  1 (mod.w),

(iv(/i —  um) =  m"1) = 7  h — 6um,

0 7 / l — 6 ® 7ft—»  0 7 A + 1 8

®2,/l

®7/M-6  ® 7 * + 1 2  ® 7 / i - 1 8

»«A'

= = />R l ,4 = /^R4,16 —  /’ R l.lO ,

—  P  R i» ,«  —  />R u ,i » = :  pRto,i»>

— pR2,8 — ̂ Rs l̂ — /’ R2,ll?

—  7 ^ 2 0 , 5  — p R s , ! ?  — / ’ R lO ,17· 

<p(«, ÇK).

?(«*» S“) — /?lUo,17 ;

<p(«»c) =  

?(«>«“) =  

<p(a’>s) =

y s , « ) ---- ‘

[ a * . , e “ ) =

O i 0 1 0 0 4

©21

®13 0 1 9 0 1 0

0 2 1

0 8 0 2  © H

© 42

>* 1 
©

 0
I

©

0 1 7

<p(a» S)

cp(«2,ç )=

»20,17

£
13*,19

*  =  3, // =  3 , k ' ~ o ,  - >. =  1

OEuvres de C . —  S. I, t. lil.
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Par suite,

hé)

(77)

4 =  <32+ 3s2, 4/> =  •z··2 +  7 j 2»

'J'2 =  7 Y' =  Rl>,l»RïO,17 =  n 8,8n,,„

I ( Ô2_ 3£2) S  jliLli
2 -**20,17

Rs n, H|, 4
nM n2

Supposons, pour fixer les idées, p =  43. On aura

TU =  2,

TT _  5 gt. . . ( 4 ct +  i ) 10.9 /t,
Hi,4 = --------------------= ------- =  4 5 = 2 ,

i . 2 . .  .ra x .2

„  ioüj. . ,(8ra +  1) 20. i Q .18.17 „ „
U, s =  ---------------------- - -  ------  , = 3 . 17. 19. 5 = ·

1,2 .  . . 25T I . 2 . 3.4  '

î ! = _ 7 z ! =  _ ^ - _ ,  =  36

^ (ô 2— 3 e2) =  — 7 —  I  = — 1,

• i4,

et, par suite,
32— 3e2 =  — 2, <52 +  3 e2 =  4

i* =  i, e*=i, y^2=±36, ' - y !=  1.
4

EfTectivement
43 =  36 -t- 7 =  ,62 -+- 7 . x2.

Il est bon d’observer qu’on aura encore, en vertu des principes 

établis dans le paragraphe I,

(78) ,r2= I I 2,6. -

Donc

( 79) n !,e =  n MH»,»·

Effectivement, si l ’on prend p =  43, on trouvera

1 8 . 1 7 . 1 6 . x 5 . 1 4 . i3 „ „ 
n3,6—  1 . 2 . 3 . 4  5 .6  —  6. i 3 . 1 4 . 17 —  1 2 ,

H | >6 =  i 4 4  =  *5 =  —  2 8  =s n , )4n 2i8. .
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On aura d’ailleurs, en vertu de la première des formules (75),

67

„ 2  ___ P *  f ®  1 © 4 ® I 6  © 2  © 8  ©11 , © 5  © 20  © 1 7  © 10  © 1 9  © 1 3  \  s

77 -  T  ©^~ +  '©21
©10 ©19 ©13 \ -

. ©21 J’

7y »  =  L ·  (© , 0 ,  ©10 X  ©2 Qs © H +  0 ;-04 0-  g , e r 0 8  0 J » 

tandis que les principes ci-dessus rappelés donneront

p-

r,v2-- —  f 02 ©2 02 _|___L__7 7 — 2̂ U2 H“ 02 0| 02

En général, on vérifie l’équivalence

e = -  (mod.w),

lorsque a> est premier, en prenant

V —  V“

Donc la formule (i) peut être réduite à'

© l- iv " —*(A—1) 0 « î+v“ - , f / i -K 1) · · · ©  il' î+ v lj* —'( h — uJ 1 )
0(8o) ç) =

et la formule (2) à

§  { t x h  ÇM)   ©K-h V u ~ * ( A — u )  © «’ -ov“ —'(/1 — K1) · . ■ ·- 7 ,l> 1 ' h  u ' · - '1 )

0

Par suite, les divers facteurs que renfermera le numérateur de la frac

tion équivalente à <p(a, ç) seront de la forme

0 ( a“n'—u‘m ) ·

De même, les numérateurs des fractions équivalentes à <p(a, ç“), 

f(cca, ç), f(oca, qu) auront pour facteurs des expressions de la forme

, ' ©»*»* +v“ -'(aîm'+1—usm)>

. _ 0 wam+i— vw—î a8m'+i_Kâm'-f-ij.· ^
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Cela posé, il sera facile de déterminer les nombres ci-dessus désignés 

par ■
k, k’, k", 1

si l’on parvient à trouver combien il y a de nombres entiers de chacune 

des formes

Uta+VM-I(flîm' ~  utm+1 +  — Uîm+l),

U!m +  vu-l(flî« '+ l_ uïm̂  ««'»+1+ vw-l(aî«t'+l_

entre les limites o , - ·
2 ,

§ IV. — Suite du même sujet.

Supposons, comme dans le paragraphe II,

n =  wv (v étant un nombre premier),

' p — i =  « sj =  vij/, — wro,
et soient

<p, ce, ç

des racines primitives des équations

x "  =  i , oc® =  i , oc'1 == i .

Soient encore ô, t des racines primitives de

xP —  i ,  x p ~1=  i

et i, î , « des racines primitives des équivalences

xp~1~  i (mod./>), #v=si (mod.p), a?v_1 =  i (mod.v).

Soit enfin , - · ■

v =  ^ (mod.co).
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On aura

§(a.h, ς) =  §(a.h, ς ’1')  —  §{<xh, çu') = . .  . =  3(<xh, ç“v ’ )
___ 1) ^ ί ί 3+ μ ν ( / ί - î î 3) ^ u ' + v » ( h - u * )  · * * ® î î v~ 3-h .v ( A — n v~·3)

0

ί?(αΛ, ς») =  £(«'*, ς“1 ) § (αΛ, ς«5) . =  #(«'*, ς“ν- )

___  ® i t + ( ^ ( / i — Μ) Q u ’ + W f f t - i t t 1) ® « * 4 - (Λ < ίΛ  — II5) · · ■ ® » v~ 3+ K V (A — « V~~3)

®  ν ι ν —η ,

Si ω est un nombre premier, on pourra prendre

(> - v“ - 2.

Soit d’ailleurs a une racine de l’équivalence

et faisons

On aura

¿e“ —* =  i (mod.w)

φ(«, ς) =  θ?(«, ς)§(αα\ ς)$(αα<, ς). . J(cca“Z\ ζ), 

χ(α, δ) =  φ(α, ς)φ(αβ, s“)·

χ ( α , ς )  =  φ (α , ς )  φ (αα, ξίι) =  χ (<Χα, ς11), 

χ(α®, ς) =  φ ( « “ , ς ) φ ( α ,  ς«) =  χ(α ,  ς“)·

Observons maintenant : ι° que a et u vérifient les formules

ω  — ι v —1
a  2 = — i (mod.co), u 2 = —  i (mod.v)

et que — 7— ’ ~ ~  seront pairs ou impairs, suivant que w, v seront de 

la forme i\x x ou l\x +  3 ; 20 que, dans une expression de la forme

=  0(i_vw—,)Km+v“-,Æ’n'>

on peut remplacer um par un nombre équivalent à um, suivant le 

module v, et a"1' par un nombre équivalent à am' suivant le module co. 

On en conclura sans peine : i° que chacune des expressions

s), # (« , S“ ), . '

. <p(a, Ç), ?(»“, s), ?(<*,«“), ?(«*,?“)
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se réduit à une puissance de p lorsque v et u sont tous deux de la 

forme 4^ H— i ; 20 que les expressions

? (« , S) <?(«“ , «“ ) =  5c(a,s) = x ( * a,s'‘ ),

®(«a»s) <p(«,?“) = z (« a, ç) =  x(«,SK)

se réduisent à des puissances de p lorsque v et ce sont tous deux de la 

forme [ \ x 3. Mais si des deux nombres w, v l ’un est de la forme 

L\x -t- 1, l’autre de la forme l\x -+- 3, ce sera seulement le produit

X(a>s)jc(«“>s)

qui se réduira à une puissance entière de p. Alors, si l’on fait, pour

abréger,
ç — ç“ -t- g“’ — . ., . -+- ç“v-' —  s"·’'-1— A,

on aura
a — cta -+- aa’ — .. . 4- a““' 1 — a““"1=  A',

Ç + « “* . . +  s“v-, _  A - i ç» +  ç«1 -+- . . . +  ç“v-‘
_  A -1- 1

2 2

.. -t- a““·__-A '- i
2 oc“ —t— aal4- . . . +  aa“_l A'-+-1 

- 2

et ^(a, ç) sera une fonction entière et linéaire des polynômes

S +  S“ * +  · · · -h  ç KV_' ,  S“  +  S'1’ +  · · · +  '

« +  «“’ + . . . +  a“- 1, <xa +  «a* -4-. .. 4- a““-1

qui restera invariable, tandis que l’on remplacera simultanément ç 

par çu et a par a“ ( ') .  Donc 2/v>(a, ç) sera une fonction entière et

( 1 ) Il faudra que l’on ait

y ( a ,  ç )  =  / + § · [  ( *  -T-  +  . . . H -  a a “ ~ ! ) ( ç  +  ; 2 +

- H ( a «  +  a « s - t - . .  . +  « » " - ) ( ? “ +  ç “ * ç “ v_: , ) l  

- + - / * [  ( a  -+■  a a ’  +  . . . +  a a “ _ s ) ( ç ' t +  ç “ ’  +  . . . H -

-+ -  ( a a +  a “ s +  . . . - I -  a « “ - a ) ( î  -+-  ç “ ’ - k  . . h -  ç “ * - 1  )]

=  /  +  | ( A A ' + i ) V  ^ ( i  — AA'),

/ ,  g, h étant entiers.
2 X («, <r ) =  »/-+- g -+- h +  (g — h ) AA' 

ou
( a , 0  =  A + B A A ',

A, B étant de même espèce.
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linéaire de A et A', qui ne changera pas quand on. remplacera simulta

nément A par — A, A' par — A'. On aura donc

(1) 2x(oc, s) =  A +  B A A ';

A, B désignent deux quantités entières. On trouvera, au contraire,

(2) .2 x(« “ , ç) =  A —  B AA' 

et, par suite,

4 x ( a ,  s ) %(<*“, s) =  A 2—  B 2 A2A'2 =  A 2+  vcoB2 

ou, ce qui revient au même,

( 3 ) ^pi k —  A2-+-vwB2 (i),

A, B étant deux nombres de même espèce, c’est-à-dire tous deux pairs 

ou tous deux impairs.

Exemple. — Soient 

On trouvera
co =  3, v =  5. 

k — 2,

4p 2=  A 2+  i 5B 2.

Cette dernière équation ne peut subsister, quand A et B sont impairs, 

puisque alors A2 ·+· i 5B2 est divisible par 8. Donc

• A —  2 X , B =  2 Y,

(4 ) p 2= X 2H -i5Y 2.

D’ailleurs p"1, divisé par 8, donne 1 pour reste. Donc X doit être impair 

et y  impair. Donc
Y 4 = 4  x*y*,

(5) " p 2— X 2 =  6o.-r2iyî.

Enfin p  — X, p +  X devant être pairs et - — —> ^ devant être

(*) x(a> c) et X(a<ti O sont des produits de plusieurs facteurs de la forme R/,,*' dont 
le nombre est nécessairement pair ou de la forme ik .
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premiers entre eux, puisque leur somme p  est un nombre premier,

l ’équation ( 5) ou
P - x  jo +  X e . ,------  -------= i  5œ-y*

se décomposera en deux autres de la forme

P -t- X _ P - X _=  i5y 2

OU

2 2 J

Mais, dans le dernier cas, on trouverait

p =  3#2-t- 5/ 2, 3a:s= i  (mod.5), 

¿cs= ^  =  2 (mod.5),

ce qui est impossible. Donc, le premier cas est seul admissible et l ’on 

aura

(6) p =  x 1+ i 5y 1, X  =  îcs— i 5y s.

En général, l ’équation (3) peut s’écrire comme il suit :

(7) ( 2p k —  A ) ( 2p k -+- A )  =  vtoB2.

Soit px la plus haute puissance de p  qui divise simultanément A et B; 

on pourra faire

(8) A = / A X ,  B = / A Y ,  2 k — 2 ~k —  2p. 

et l’équation (7) deviendra

hp̂ V·— X ! +  vu Y* 
ou

(9) ( 2/?U- -t- X)(2Jdli — ,X )  =  6)VYS.

Alors X et Y  seront premiers à p et, comme tout diviseur commun des 

facteurs

(10) 2  p P -H X , 2  pV-— X
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divisera nécessairement leur somme ces facteurs ne pourront 

avoir d’autre commun diviseur que 2 ou 4· Cela posé, si les fac
teurs (10) Sont premiers entre eux, on vérifiera la formule (9) en 
prenant

•(il) 2 pV" X — va?2, 2 p^-^X =  (OJi!

et, par suite,

(12) kpV-= vaÀ4- «y2, 

ou bien en prenant

(13 ) —  x î,  2pV-— X  =  m y i 

et, par suite,
t

Ô 4 ) 4 a?2+v& )J2.

Si les* facteurs (10) sont pairs l’un et l’autre, X sera pair ainsi que Y

et, en posant
X  =  aX ',  Y  =  2 Y',

on tirera de la formule (9)

( i5 )  (pV-+X'){pV--\') =  covY'2
(

ou
■ p ^ —  X ' 2+ V M Y ' 2.

Dans cette dernière formule, le premier membre, divisé par 4> donne 1 

pour reste. Il doit en être de même du second membre, ce qui exige 

que X' soit impair et Y' pair, puisque vu>, divisé par 4» donne 3 pour 

reste. Donc, on ne peut vérifier l ’équation ( i 5) qu’en supposant

et, par suite,

X ' =  va?2, pV-— X ' = w j 2

2/#= va;2-)- wy2,

ce qui est inadmissible, puisque 2.pP, divisé par 4, do'nne 2 pour reste, 

tandis que va?2 4- coy2 ne peut être pair sans être divisible par 4 ; ou

OEuvres de C. — S. I, t. III. 10
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bien en supposant

pV--+- X ' =  x - ,  pV-— X ' = w v y 2, 

ipV·—  æ2+  (ovy2,

ce qui est encore, inadmissible pour la même raison, attendu que 

a?2 +  tovjs, en devenant pair, sera toujours divisible par 4 ‘» ou en' 

adoptant l ’une dés hypothèses suivantes :

/jf-H- X ' =  2 væ-, . pV-— X ' = a  u y !,

(16) pV-= VX--+- &)'/*;

/>r-+X'=2.r% /# — X '=  2tovjs,
(17) /)ii = :;r2+ u v j 5.

Donc, en définitive, on pourra toujours satisfaire par des valeurs 

entières de x ,y  à l’une des équations ( 1 2 ) ,(i4 ), (16), (17)· 1

Comme p est de la forme vwa?-t-i, les équations (12), (16) ne 

peuvent subsister qu’autant que l’on a

va;2 =  1 ou 4 (mod.w), 
mccs=  1 ou 4 (mod.v)

et, par suite,

(0 — 1 . ‘ V —1
v 2 =  1 (mod.w) « 2 = 1  (mod.v)

ou, ce qui revient au même,

H = -  K H -  '
On a d’ailleurs, dans toiis les cas,

. -UH?]·'·
' ‘ H = [ v ] = - · ·

Si

on ne peut admettre que la formule (14) ou (17)· Si, de plus, x -+- yo> 

est divisible par 8, on ne peut admettre que la formule (17).
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Observons encore que l’on tire des équations (i), (2) et (8)

A = jpxX =  x(« ,ç)+ x(« il,ç). ·
Donc

X =
_X(<x, s) +  x(<xa, ç) _  y(«, s) <p(aa, ç) +  ?(■ «, s“) ?(«a, sK)

D’ailleurs, on tire des formules ( n )

et des formules ( i3) 

Donc

2X — 6}y2

2X =  x 2 —  vcoy2.

«y* ou , , >(<*. s) ?(«“> s)
x 2 —  vcô f -  =  2 J-------  r -----—

<?(«, s") <p(<xa, ia)
l>k

A l’aide de cette dernière équation et de la formule

4/>e= v x 2 n- coy* ou x 1-hvù)j'2,

on pourra déterminer x  et y. On aura, en effet,

( , . „ y(«,s)y(ata>1 vx* =  — a>y — --------- ------------ -̂--------!----- :—

(18) l ou '(mod.jol4).

/ „s_  ......<p(a, ç) ?(«“, «)-+-»(«, S'‘ )y(«*, 5“)|  ̂ — vwj _  ^  r

*

Ces dernières formules offriront le moyen de déterminer x  et y  

lorsqu’on aura p. =  1. Alors, en effet, il suffira de remplacer dans ces 

formules a et ç par les racines primitives des équivalences

x ^ seei (mod .p), x w= i -  (mod. p).

En vertu de cette substitution, l ’expression

TJ ® A
R f l y k  —  ^  =  

^ /w -A r  !Pt 1:
T- h - k  |

| +  P *  |[ T P “ -· . . - t -  p(A»—*)/*
j " i  H -  f * - *  j - * - *

. . H [ T . F +p1 ' r f l '  '  -

. _t_ p ( p - « ) A  j
“ T “  J ’
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*

dans laquelle on suppose

k +  h +  l =  o (mod. n),
deviendra

( I H— I )/GT H— r,‘ (l +  i)to+ . . . +  /•(P-J)A(i 

=  ( i  4 -  r)t o 4 -  t h a ( i 4 -  t ) l m - h .  · · +  t < P - V h a ( i +  t P ~ l ) ,zs 

=  ‘ (mod. p),

la valeur de n AA étant

_  _  1.2.3....... (h-h k) TB
* ’ *  ( i . 2 .........../i b t ) ( i . 2 ............./cay)

Soit maintenant

('9) R/»,/.-— a04- a,p 4- a2p! 4 - . ..4- a„_ip" *.

On aura identiquement

a0 +  aip 4 -  a2p24 - . .  . 4 -  a p "

ou

r n - i'V  ,, ['j4- î"|/ , ,,, +

a04- a1TBI4- a2T2CT4 - . . .  4- a„_1T(B-o ®
_  T t o l ( 2 )  ¿ ( P — î ) hr z  '

Si, dans cette dernière formule, on remplace x par t, on aura

( 2 0 )
a0 4 -  a! iCT 4 -  a2 «2CT - 4 . . .  4 - a,w i t ' « - 1

=  ( l 4 - l ) ' n +  i /iCT( l  4 -  0 ' CT +  · · . 4 -  ¿0>-2>/lCT( i 4 -  tP-'-yv
Soit maintenant T une racine primitive de l ’équivalence

x p - i = t  (mod.pi*).

Je dis qu'on aura

a0 -t- a, T ^ “- ’ 4 - a2T«'3'’1*-’ -K . .4- a„_, ¿('*-0^ -
s ( l  +  J yvspŸ·-' _)_ X /I CT P1 *- ·  ^  ' r y c r p i * - '  X</ >— a ) +  f p - s y c i i i * - ·

En effet, t étant une racine primitive de l’équivalence

x p ~ 1 =  1 (mod./?),

(mod. p).

(mod.pl·1·)
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T =  £ (mod./>)

T =  t +  p y ,

MÉMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES, 

on pourra supposer

ou

et l’on en conclura

T/pK-i =  p y ) P ^ '  =  tP*-' +  pV- Y
OU

T pi*-’ =  îpi*-' ( mod. pV·) ( 1 ).

De même, si l ’on a
(i -+-ti )!=  tJ (mod. p )

on en conclura

( n -T i)/= ( n - ^ ) ' = i/ =  T/ . (mod./?)

(i +  T 0 ' = T  l + p z ,

77

ou

et, par suite,

ou
(i +  Tiy/*7t=(TS-hps)rl,~, =  V/*~, +  pl>Z _

(i _|_ Xi)ipl*-=  (mod./?!4) (2).

(·) En effet, une équivalence de la forme

x = y  (mod. p ‘ ),

x = y  +  p(z, 

x P = y P - + - pt+l z - h . . .

x P ^ y p  (mod. p i+ l)· 

T =  t (mod./>)

pouvant s’écrire comme il suit, 

entraîne la formule 

ou

Donc l’équivalence 

entraînera les suivantes :

T p = î p  (mod.p2), T p ' s a t P '  (mod./?3), . . .  et T P * ~ '  =  t P ^  (mod./?!?·)

(2) De ce que l’équivalence

(i ‘ (mod./?)
entraîne les suivantes,

(i +  tl ypv·-'^ tipv-' (mod./?!?·) et ( i-t-Ti)tp*~'=s (mod./?!*),

résulte immédiatement que l’équivalence.

p i^ ( i  +  tt)la =  tk™ (mod./?)
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Au reste, l’équation (20) entraîne encore la suivante :

a0-+- a, 4 - . . .  -+- a„_! ¿(«-napu-·

=  ( j  ihvzpv·-'̂  _|_ ( ynspv·-' pp-l) hn pt?·-'̂  +  ¿/>-2 ycrpl*-*

'Il est bon d’observer que, pour obtenir le premier membre de la 

formule (21^, il suffit de remp.lacer, dans RAi*,

- p par T ° î'^-',

qui est, ainsi que TCT, une racine primitive de l’équivalence

x n= i  (mocl.jo^).

D’autre part, comme on aura

T ^ s i '  (mot!./#)
et, par suite,

• . T ^ s T ^ ' s , . . =  !>== T (mod. pV·),

la formule (21) pourra être réduite à

a0- t - a , a „ _ i l ' « “ 1)

=  _i_ jywpi*-' rp _(_ rp tî/ï-2)Act(, _|_ ’j’/.-syrapii-* (mod.jot'·).

*
Il est facile de trouver un nombre équivalent suivant le m odule^ au 

second membre de la formule (2'.!). En effet, on a

(j :1 +  i ^ l v + îs £ L
1.2

_üi Jii.

et, par suite,

2 (t +  - 1  +  i v  +  J) v Ts

* 2TMct(i -+- ï»)toAi*-<_:;2T!7tCT-)- ¿T*1

1.2

(/i.CT+1) .

entraîne les suivantes :

t i / m PU-' (1 _1_ t i y n p ' t · - '  == i* s w - <  (m od.p^),

(mod. pV·).

Or, en vertu de ces dernières formules, l’équivalence (20) entraîne à son tour les équi
valences (22) et (21). , "
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le signe S s’étendant à toutes les valeurs de i, renfermées entre les 

limites o, p — 2. D’ailleurs, on aura

2T* =  o (mod. pV·)

lorsque k ne sera pas divisible par p — 1 — 'nu, et

2  T k = p  —  1 =  n u  (mod./Jl·1)

dans le cas contraire. Donc

(24) 2Tlte(l +  Ti)topl‘“'=  (p — +  .

la valeur de IIA)* étant

(25 ) 11/1,4 =

Cela posé, on aura

1 . 2 . 3 ........... (/l  +  k ) u

( 1 .2 .........A ra )(i .2 .............k u )

1.2.3.......(lpV-l is)
[ i . 2 ..........( n  —  A)tü] [ i . 2 ...........(//>l*_ 1 -t- h  —  /i )tü]

( I p V - ^ u )  ( I p P - ' n s  —  i  ) . . . [ (  (pi'·- 1  -+ - h  —  n ) x i t +  i ]

1 . 2 . 3 ........... ( n  —  h ) u

(mod.joH·),

fy#-1
n — h

n (IpV—'xss) {Ip^-'u— l)...[(/yÔ —* +  A — 2 /l)W -H 1]
l l în —h ,lp P - '+ h - în  =  --------------------------- -—;-------- 7T--------- :---------1 .2 .3  ......( 2 n —  h)nj

_ {lpV—l m){lpV—'-m—  p )

(2 n — h)xssp

* (lpV--i Tü)(lpV-~i m —  1)

1 .(2 « —h ) u s  P

n .  . _ d / - 1r a ) d / ) H m - i ) . . . [ ( / / ) H  +  A - 3 / i ) 5 T + i ]
" 3 7 1 . - A , IpV- l-4 - /i— 3/1 =  --------------------- ;---------------------------- 5 ------------------TT.----------------T T -------------------------------------------1.2.3 ....( à n  — h )  u

_ (lpV-~1u )( lp V ‘- l u —  p ){  lpV-~l u — 2p )

(mod./}!1·),

/>.2/>.(3/i — h) u

__ ( l p V - ~ * i n ) { l p V - ~ 2 T s  —  \ ) { l p ^ ~ - T S  —  2 )

(mod. pV·),

1 . 2 . ( 3 n — A ) ro
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• Généralement, on aura

j . 2 . 3 .........( i  —  i ) {in —  h ) xrx

XX —  i ) . . .  ( lpV-~-i
1. 2 .3 ......... ( i  —  i )

Lorsque p. surpasse 2, la formule (26) donne

=  ( _  , y pV.- 1 1 ( IpV-*™ —  1) ■ ■ . ( —  i  +  i)
' ' “  in  —  h

(mod. pV·).

If ;? - '--h—l'a— 1
l

in  —  h

Lorsque p. =  2, elle donne

I L 'r t — h j p + h — U t —  (
l  ( t e —  i ) ( t e —  2). . . ( t e — * -1— 1)

in  —  h x . 2 . 3 . ' . . .  . { i  —  1)

Pour montrer une application des formules qui précèdent, suppo

sons n =  3. On trouvera, en prenant k =  i,  k =  i, 1=  1,

J H- P

L P
Ri,i —  3o-t-aip -t- a2p2— [̂——— | -+- p ĵ—■—— J +  p2 

R 2,2= a 0+ a 1p2+ a 2pt=: ̂ i^liJ2 +  p2^^y^J2 +  p‘ +...,

(27) · kp  —  ( a a 0—  a, —  a2)2+ 3 ( a ,—  a2)s=  « 2h- 3 j 2,

| 2? =  R 1i1+ R 2)2= ( H - i )ct +  ¿CT( H - 0 CT H - i ^ i - M 2)57 +  . . .  

(.28) ' ' h-  (i -t- î )2ctH- ¿2ct (i -t- i )2CTTt- ¿4CT(i H- ¿2)2GTH-. . .

■ = ( p  —  i ) n ljl.(

D’autre part, en. ayant égard aux formules (21), (24), et prenant 

p. =  2, on,trouvera encore

(29)
=  2 T''ra/,(i -+-‘T ,')ra/’ -+- 2 T 2,î:i/' ( i -t- T ' ) 2CT/’

—  (p  —  1 ) ( IR,/*—2 +  IL,?-«■ +■ Rsfjü—s +  n li2p_! +  -+·...).

Enfin, la formule (26) donnera

ILî- i
p  (SX —- l)(gT —  2)· . , ( ct —  i  -x- 1)

3 x —  1 1 . 2 . 0 . . .  ( i  —  1 )

TT Nf 2 p  ( 2 SX —  l ) ( 2 S T  —  2 ) .  . . (2SX —  X - l - 'x)lI3i- 2,2p+2_3l- = ( - l )  _ _ _ _ _ _ _ ----------
( mod.jo2).
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i N ·

Donc, on tirera de la formule (29)

, r 2P ip 2UJ— I •2p ( 2lü l)(2CJ 2) "1
4 - 0 ».— I ) ------ -- 4 -  - r ------------------- - ---------------------------- 4 - · . .  .

\ ■ L 1 4 I 7 . -1-2 J .

Il est important d’observer qu’en prenant

(3o)

h — ii —  i et

on obtiendra une valeur de'

n

p  +  n —  I
l  —  - ----------------------  =  tü  4 -  I ,

déterminée, non plus par la formule (26), mais par la suivante :

TI _  (lpl,--1U3)(lpV--1TB — 1). . .(IpV·-1™ — p u 4 : i)
• Hp , U p ^ - i ) p =  : 7 , .2 .3 .  . . . . p m  ’

de laquelle on tirera, en supposant n — 3, p. =  2, l  =  2,

( 3 ,) ■ n  . ( mod./?5).

Comme on a d’ailleurs .

(l 4- p x ) (  2 4- P  X )...(/? — r 4- p x )

s i , 2 . 3 , . . . . ( / ) - i ) ( i + p x ) [  H -  ~  M I ·+· —31 + £ £ V i  +  ^ i 4 -
px

P — 1

. s  1 ’ 2 ; 3 ............( / > - i ) [ i +  / > * ( i + £ + 3 + . . . +  ^ ) ]

=  1 . 2 . 3 ......... (p — 0

( 0  En effet, les divers termes de la progression arithmétique

(m o d ./)2) ( ’

1 J ¿1 ° )  * · * 1 p - i

seront équivalents, suivant le module p,  si l’on fait abstraction de l’ordre dans lequel on' 
■ les range, aux divers termes de la progression géométrique .

1, i, t \  . . . ,  rç-2;

d’où il résulte que les divers termes de la suite

1 ,  —  >2 3 p - i

OEuvres de C. — S. 1, t. 111. Ï1
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on en conclut

( H r / ) T ) ( 2 + j P T ) . , . ( p  —  ï + p x )  

1 - 2 - 3 .........(p —  I )

et la formule ( 3i) peut être réduite à

=  i (mod./?4),

( 32)

TT _  2/?Bt(2/?UT — p). . .(pns- r̂p)
y 1 p . 2p.  .

_  2 bt( 2 bt — i ) . . . ( bx + \ )  __ n
= -------------k~---------------=  1m , i

1 . 2 . 3 ............ BT

(mod./x2).

•D’ailleurs, dans la formule (29), les.quantités désignées à l ’aide de 

la lettre II étant égales deux à deux, à l ’exception de ·

n p , p = n 1(, (mod./?2),

on trouvera

■ =  { p — I)|-np,p+ 2 ^ n 2,p_s + n SiP_5 + · .  ■ +  Hp - i j i + i j  

■ +· a(HMp_1-h Ht,2p—* +  · ■ ·+  Rp—3,p-H3)

seront équivalents, abstraction faite de l’ordre suivant lequel ils sont rangés, aux divers 
termes de la progression géométrique · ·

1 1  1
O y  y

ou, ce qui revient au môme, aux divers termes de la suivante :

ti>-s, îp- 3, . . . ,  t.

D’ailleurs, la somme de ces derniers termes, savoir

tp — t
i H- i2 -t- i3 -t-. . . -+- tP~l — -------

t — I

sera, ainsi que la différence tP —  t, équivalente à zéro, suivant lo module p. On aura 
donc aussi

i +  -  +  7 +  .. .H------ -— =  o (m ud.p);
2 3 p —  1 r

' puis on en conclura

' p { l~h î  (mod-/,î)
cî

i .2.3. . . . . ( ^ - , ) [ .4-jP. r ( i + i  +  i + . . . +  ^ I )]

= 1.2.3........(p — 1)
(mod./J2).
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ou, ce qui revient au même, * '

2 5 j ( 2 B 7  -4- i )  . . . -+- l )  ' . . . .- —  ----- (m.od./>s),

'u  +  2

( 33) x  =  (p

I I ca —  1

2 5 1 .

' a 2 2 HT —  I

4 I

j . 2 . 3 ........... ns

î —  i) (ns — 2) 
1.2

(ro  — 1)..

-(/) — 3 ) 1.2.

2 (2ns —  1). . . (bt H- i )"

]
1.2

_____________L±i2~|.
h p  — 3 I . 2. 3.  . . . .(5J —  i)

A in si,  par exem ple, on trouvera, en prenant/? =  7, ns =  2, 

x  =  6 [II7i7 H— 2(II2ib+  IIiti3 +  IIiil0)]

=  6.6 -h -i- 2 — - j  =  36 +  i4= i
(mod.49);

en prenant/? =  i 3, u =

x  =  i2 [ n ,3il3 +  2 (n 2in 7)- n s,8H- n .,25 +  II4i22-t- II7,j9 +  n 10,16)]

S I 2 [7o ^ 26( I _ ' | + 2 - Z + 6_ 7) _■

=  12 ĵ 7Q -1- 26̂ 2 +  3 1 2 ,7 0 s  (i3 — i)(j-3+ i)5= — 5

(mod. i 32).
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NOTE I .
PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DES FONCTIONS ©/¡, © *, . . . .

n étant un nombre entier quelconque et u, v deux quantités entières 

positives ou négatives, nous disons que u est équivalent à vj suivant le 

modale n, lorsque la différence u — v ou v — u est divisible par n, et 

nous indiquons cette équivalence, nommée congruence par M. Gauss,· â 

l’aide de la notation
u =  v (mod./i)

employée par ce géomètre. De plus, p  étant un nombre premier, nous 

disons, avec Euler d’une part et de l’autre avec M. Poinsot, que r est. 

racine primitive d'e l ’équivalence

x'l~\  (mod.p) 

et p racine primitive de l’équation

X n —  I

lorsque rn est la plus petite puissance de r qui soit équivalente à 

l’unité suivant le module p, et pra la plus, petite puissance de p qui se 

réduise à l’unité. Dans cette hypothèse, les diverses racines do l’équa

tion
X n = i

• sont les diverses puissances de p, et comme deux puissances,· dont les 

exposants restent équivalents suivant le module n, sont égales entre 

elles, il est clair que ces diverses racines peuvent être réduites à

I, P, P5, . . . ,  p“- 1.

De plus, m étant une quantité entière, on peut affirmer que la somme

0,tm— I! 4- ps' »4- ,  . , p(n-iym—  r _ -------
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se réduira au nombre.« ou à zéro, suivant que m sera divisible bu non 

divisible par n. Enfin, si n est un nombre pair, on aura

• n

Pareillement, si l’équivalence

x ’l = i  (mod.jo)

offre n racines distinctes, ce qui arrivera si n est diviseur*de p i, 

ces diverses racines seront les diverses puissances de r, et comme 

deux puissances, dont les exposants seraient équivalents entre eux 

suivant le module n, resteraient équivalentes entre elles suivant le 

module p, il est clair que ces divèrses racines pourront être réduites à

t »» >>2 **ti — 2X , / , ·

De plus, m étant une quantité entière, on peut affirmer que la somme

r n m ___  (
X - i _  / ’ WJ n i  _ j _   ̂  ̂  ̂ y ( n — t ) r n  —  .

' ' ' ' r m— i

sera équivalente, suivant le module p, au nombre n ou à zéro, selon 

que m sera divisible ou non divisible par n. Enfin, si n est un nombre 

pair, on aura
n

=  — i (mod.p).

Ces principes étant admis, les propositions rappelées dans les pre

mières pages de ce Mémoire et relatives aux propriétés fondamentales 

des fonctions ’ ^

pourront être facilement établies de la manière suivante.

Nommons :

p  un nombre premier impair;

0 une racine primitive de l’équation ;

xP— i;
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t une racine primitive de l’équation

,rP-1=  i

et t une racine primitive de l’équivalence

xP-i=i (mod.jo).

Comme les diverses racines de cette équivalence peuvent être repré

sentées piy les divers termes de la progression arithmétique

I, '2, 3, . . . ,  p  —  I

ou, si l ’on ne tient pas compte de l’ordre dans lequel elles sont rangées, 

par les divers termes de la progression géométrique

l ’équation
i ,  t ,  e - ................ t p - \

i -t- d +  0l -f . . . +  Qp~1 — o ,

pourra s’écrire comme il suit :

(O i +  e‘ + 8i'+ . . . +  etr- '= o .

On aura, d’autre part, 

et

p-i

ou bien
I  4-  " ‘ - t - .  . . 4 -  7(P-V>» =  p —  I

i  t 5", +  . . T(e - ! >'K=  o,

suivant que m sera divisible ou. non divisible papp  — x. Soient d’ail

leurs h, k des quantités entières et posons

0 /t=  e +  7/' 8t +  zihe i' + . .

il est clair que ©A, 0A. seront égaux lorsque h et k seront équivalents 

entre eux suivant le module p — i. De.plus, l’équation (i)  pourra être, 

présentée sous la forme
00^-— I.
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Enfin l’on aura évidemment, quels que soient h et k, 

' ( 2 ) ' •0/ i0 A= S  Xt"‘+JK6‘,+‘i), ■

le signe S s’étendant à toutes les valeurs de i et de j  comprises dans la 

suite
O, I ,  2, 3, p  —  2.

Les valeurs de i et de j  qui, dans l’équation (2), rendront, sous le 

signe S, l ’exposant 0 équivalent à zéro, suivant le module p, sont celles 

qui vérifieront la formulé

de laquelle on tire 

et, par suite,

o (mod.jo),

■·
— i =  t 2 (mod./))

P —  1
y -  *===

ou, ce qui revient au même,

le signe supérieur ou inférieur devant être adopté, suivant que i est 

inférieur ou supérieur à P ■ -· Donc, dans l’équation (2), l’exposant·

de G, sous le signe S, deviendra équivalent à zéro, suivant le module p, 

pour p  — 1 systèmes de valeurs correspondantes de i et de j ,  la valeur 

de i pouvant être un quelconque des termes de la suite

o, 1 , 2 , 3, 2 ;

et, dans la somme que représente le second membre de l’équation (2), 

la partie correspondante à ces valeurs de i et de j  sera

* P 1
S(Tt7l+/Æ)==s(̂ (A+A-)T±il -Î·) .

ou, ce qui revient au même,

(—  l ) *  s  —  ( —  1 ) /£( l  +  -tHh+k) _|_ _ _ _ T‘ip — 2)(A+Æ )^
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Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, cette partie se réduira 

simplement à
(— ')k(P — I) = '(— ')'*(/> — O

ou bien à zéro, suivant que h-\-k sera divisible ou non divisible 

par p  — i

Considérons à présent les systèmes de valeurs de i et de j  qui, dans, 

l ’équation (2), rendent, sous le signe S, l’exposant de 0 équivalent à , 

l ’unité suivant le module p. Ces systèmes seront ceux pour lesquels 

l’équivalence
(mod.jo)

se trouvera vérifiée. Or, cette équivalence, présentée sous la forme

■ fournira une seule valeur de j ,  comprise dans la suite

p ,  1 ,  2 ,  3 , . . . ,  p —  2 ,  ' .

pour toute valeur de i qui, étant comprise dans la même suite, ne 

rendra pas nulle la différence

et, comme la seule valeur i =  o fera évanouir cette différence, il en

résulte que l’équivalence dont il s’agit se vérifiera pour p — 2 systèmes

de valeurs correspondantes de i et de J, chacune des valeurs de j  étant

un terme de la suite · . .
1 ,  2 ,  3 , ·  * . · ,  p  2 .

Cela posé, concevons d’abord que la somme /¿ +  k ne soit pas divb 

sible par p — r et désignons alors par R/(i* la somme des termes qui, 

dans le second membre de l’équation (2), seront'proportionnels à la 

première puissance de ô. La valeur de RAi*, qui sera déterminée par la- 

formule

( 3 ) R*,*=S(Ti*+^)t
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jointe à Ja condition ' ' ■ ' ;

•(4) t ‘ + P =  \ . . (inod .p) ,

se composera seulement de p — 2 termes de la forme

•çtfls+jk

et, comme chacun de ces termes sera nécessairement égal à l ’un des 

termes de la progression géométrique

1 ,  t ,  T s ,  T P - · ,

il est clair qu’on aura

(5) ^i^ ïî0 —i— «it'c h— a2t 2 h— - - - —l— a ^_2 2,

a0, a,, ay,_2 désignant des nombres entiers dont plusieurs pourront

s’évanouir et dont la somme vérifiera la condition

(6 ) ■ a0-+- üj H- a2-h . . .  +  !ip—2—p — 2 .

Soit maintenant m l’un quelconque des nombres entiers compris dans 

la suite
■ I, ' 2 , 3, . . . .  p — 2 .

La somme des termes proportionnels à

dans le second membre de la formule (2), sera évidemment

SemS (X‘h+Jk),

pourvu que l’on étende le signe S à toutes les valeurs de i et de j  qui, 

n’étant pas situées hors des limites o, p — 2, vérifient l ’équivalence

ll +  V = tm ( m od ./.> ).

Or, cette équivalence pouvant être présentée sous la forme

¿i—m -\-tJ m ~  1 (m o d . /> ) ,

si l ’on étend le signe S à toutes les valeurs de i — m et de j  — m qui

O E u v res  d e  C . — S. I, t. III. 12
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la vérifient, on trouvera, en faisant usage do la notation ci-dessus

adoptée,

ou, ce qui revient au même,

et, par suite,
R/,/,.— -r-mf/t+fc) S

Donc, dans le second membre de l’équation (2), la somme, des termes 
proportionnels à

fl'“

sera généralement
Ra,4-T"■!*+*> fl«1». '

Donc, la somme des termes qui renfermeront des puissances positives
de 0 sera

R a , *  S (?"« (/«+*> 0'“ ),

le signe S s’étendant à toutes les valeurs de m non situées hors des 

limites o, p — 2. D’ailleurs, .on aura évidemment, sous cette con

dition,
0/, ~  S ( @im )

et, par suite,
©A+A=S(r"“/t+/c>0'm).

Ainsi, dans l ’hypothèse admise, c’est-à-dire lorsque h +  k n’est pas 

divisible par p  — x, la somme des termes qui, dans le second membre 

de l’équation (2), renferment des puissances positives de 0 se réduit 

simplement à

et comme alors, d’après çe qui a été dit ci-dessus, la somme des autres 

termes se réduit à zéro, il en résulte qu’on a

(7) 0 /, ® / t  =  Ra,A ® A + / t *  ;

la valeur de RA k étant déterminée par la formule (3) jointe à la for-
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mule (4)> ou, ce qui revient au même

91

"(8) s

pourvu que l’on étende le signe S à toutes les valeurs de i et de y qui, 

étant comprises dans la suite

■ O, I, 2 , 3, . . . ,  P  —  2 ,

vérifient la condition (4 ).

Passons au cas où la somme h -+- k est divisible par p — i. Alors,, 
d’après ce qui a été dit ci-dessus, on devra remplacer, l ’équation (8) 

par la suivante : - .

que l’on pourra réduire à

• 0/, ©_/,— — H- (— i)>l(p — 0>

attendu que l ’équivalence '

h-\-k~  o ou km — h (mod./> — i) 

entraînera les formulés

T/c=T_A, 0*= 0_/„ ©/,+*= ©o =  — i.

Donc, si l’on suppose la formule (7) étendue au cas où la somme h +  k 

est divisible par p — 1, c’est-à-dire si, en choisissant de manière 

à vérifier dans tous les cas cette formule, on pose

(9) ©A 0-/i= R/î,-A®0,

on aura
R/i,-a=  S (?<'-»*) — (—  iY‘ (P — 1 ).

Dans le second membre de cette dernière formule, le signe S doit 

toujours être étendu'aux valeurs de i et de j  qui, étant comprises dans 

la suite
, o, I, 2, 3, p —  2
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-vérifient la condition (4) ou, ce qui revient au même, à toutes les 

valeurs de i —y qui, étant comprises dans la même suite, vérifient la 

formule
.· — i (mod.p — i)

et, par conséquent, à toutes les valeurs de i — y distinctes de la valeur

' /)~~l '
2

qui donnerait
' — i (mod.p — i).

Or, comme en admettant cette dernière valeur de i — y on aurait 

généralement
■ =  o,

on trouvera au contraire, en l’excluant,

p - 1 , · .

. S ( t (î _^ a ) =  —  t 2 ' = — (— i ) h ,

et, par suite, la valeur trouvée de RA deviendra

(10) R/l,-A=— (— I )'lp,

pourvu que h ne soit pas divisible par/? — i. Alors aussi l’équation (9) 

donnera

(11) @/t 0 - A = ( —  I )hP-

Si h devenait lui-même divisible par p — r, il serait pair et, comme 

on aurait
(— i ) * = i , ' ta = i , 

la valeur trouvée de RA _A se réduirait à

• p  —  a — (/> — 1 ) = — 1.

Au reste, on peut conclure immédiatement de la formule (7) : i° que 

la valeur de RAj* ne varie pas lorsqu’on fait croître ou décroître A ou i  

d’un multiple de p — 1; 20 que RA)* se réduit à — 1 dès que l’une des
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quantités h, k est divisible par p — i . Ainsi, par exemple, si l ’on sup

pose k divisible par p — r, l ’on aura

©¿.= 00 =  — I

et, par suite, la formule (7) donnera ,

(1 2 ) Rm = R o,a=  — i·

Si, dans la formule (7), on change les signes de h et de k, l’on 

trouvera
0-A 0_/c=  R-A,_4 0-A,-*»

puis, de cette équation combinée par voie de multiplication avec la 

formule (7), on tirera, en ayant égard à la formule (11),

( 13 ) — /c =  p .

L’équation ( i3) suppose évidemment h, k et h +  k non divisibles 

par p — 1. ■ . ' -

Les équations (7), (xo), (xt), (12), ,( i3) coïncident avec les' for

mules (9), (11), ( i 3) et (12) du paragraphe I de ce Mémoire lorsque 

le diviseur de p  — 1, représenté dans ce paragraphe par la lettre u, se 

réduit à l ’unité. Dans le cas contraire, pour passer des unes aux autres, 

il suffira de remplacer

h par w h, k par nsk,

puis d’écrire, pour abréger,

0* au lieu de 0^h et R/,,* au lieu de Rctai!3x·.

Lorsque dans la formule (11) on posé

. h =  £ = ± ,
2

elle fournit un théorème, très remarquable, de M. Gauss et se réduit à

p - 1

( I 4 )  · .  © ¿ - 1 =  ( —  1)· 2 p
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ou, ce qui revient au même, à
P - l

( i 4 )  ( 6  —  ei - h 6 it—  h - . . . h -  0 ^ - *  —  6 if- ' y = ( —  i )  * p.  '

Cette dernière équation coïncide avec diverses formules du Mémoire, 
par exemple avec les formules (12) du paragraphe III.

NOTE II .

SUR DIVERSES FORMULES OBTENUES DANS LE DEUXIÈME PARAGRAPHE.

Il est facile de s’assurer que la formule (61) du paragraphe II 

entraîne les formules (62), non seulement, comme nous l’avons 

avancé, dans le cas particulier où p. se réduit à l ’unité, mais généra

lement et quelle que soit la valeur de ¡a . C’est ce que nous allons 

démontrer. , . .

Lorsque v sera de la forme l\x -+- 1, les termes des suites ( 63), (64) 

étant eux-mêmes de cette forme, puisqu’on a généralement

um -H v ( 1 — um) == 1 +  ( v — i)(r — um) et v — 1 =  0 (mod.4 ),

seront équivalents, suivant le module n =  4v, à certains termes de læ

suite „ f ·.
1, 5, 9 , . . . ,  4v — n ,  4v — 7 , 4 V — 3.

D’ailleurs celle-ci renfermera : i° un terme égal à v; 20 v — 1 termes 

premiers, non seulement à v, mais encore à '

n =  4 v,

et qui, étant en même nombre que les termes des deux suites ( 63),

( 64), devront être équivalents, les uns aux termes de la suite (63), 

les autres aux termes de la suite (64). Parmi ces v — 1 termes, ceux
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qui se réduiront à l ’un des suivants :

2 nI ,  2 ,  3, . . -  =  2V,

étant précisément

I ,  5 ,  9 ,  2V —  9 ,  2V —  5 ,  2 V  —  I ,

seront en nombre égal à
V —  1

,2 *

les uns, dont le nombre sera v', étant équivalents à certains termes de 

la suite (63) et les autres, dont le nombre sera v", étant équivalents 

à certains termes de la suite (64). On aura, en conséquence,

v' -+- v" =    - · '
2

Observons maintenant qu’en vertu des formules

V — 1

a 2 -WE30 (mod.v), v — i =  o (mod.4), 

on trouvera, quel que soit le nombre entier m,

\_U .m - \ - v (  I —  M "1 )]  +  [« + 2 + v ( l —  U  2 )] =  2V (mod./l =  4v).

Donc, chacune des suites (63), (64) se composera de termes qui, pris 

deux à deux, pourront être représentés par des nombres de la forme

h,  2 v — h,

auxquels ils seront équivalents, suivant le module n =  4v. D’ailleurs, 

si l ’indice h se trouve compris dans la suite

I ,  5 ,  9 , . . . ,  2V — 9 , 2 V - 5 ,  2 V  — i ,

on pourra en dire autant de l’indice 2V — h qui sera distinct de h si 

h diffère de v. Donc, chacun des nombres désignés par v', v" sera pair 

et

2
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seront entiers. Enfin, comme on aura

v' H- v " _v —  i

on peut affirmer que, si v est non seulement de la forme l\x 4- 1, mais 

aussi de la forme 8a; -4- 5, les deux entiers

-v1, -y)"
2 2

seront l’un pair, l ’autre impair. Donc alors, la différence

1 , i „-  Y ---- V
2 2

sera impaire elle-même et ne pourra se réduire à zéro.

A l’aide des observations qui précèdent, on peut ramener à une 

forme très simple les valeurs de

(̂v/— u «)* $W— ï» s“)

fournies par les équations ( 23), (26); et d’abord, puisque les diffé

rents termes de chacune des séries (63), (64)» pris deux à deux, 

peuvent être censés de la forme

h,  2 v —  h,

les équations (23), (26), combinées avec la formule

® / i  ® 2 V — É / i , 2 V  — h  ® 2 V >

donneront

3 s) =  Rl,2V— 1 Rv-(V-l)«J,V+(V-l)K" ■ · · R,

V — 1

O *V2V
V - ( V - I ) «  » ,v + ( v - i ) h. » 0 v ( v ^ n

Rv- cv- i:»,v+(v- i)k · * · R,

V . - 1

®2V
V - ( V - 1  ) »  * , V + ( V - U »  > 0 V ( V - 1 )

Si d’ailleurs v est de la forme 8a; -1- 5, alors ^-r- sera un nombre paij
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et Ton aura, non seulement - ,

' *

© 2V— 0 _ 2V, 0 2V 0 _ 2V=  0|v — (.—  i y·'1™ p  —  p ,

mais encore
V - l

~Lzl :
0 -- 0 U2V — (1) * -- D 4' - ' v ( v  —  l i   ' - ’ 2V,  K  —  ' - ' 2 V   y  r

------ 2------- V>V ( V  -11
2

ce qui réduira les formules précédentes à

v — 5

’ *> î )  — P  8 R i , ! v - i I i v - ( v - i ) i > ’ ,v -K v - i]» ! · ■ • H v_ (v_ 1)„ ;t iV+(V_ 1)!,2t !

V - 5

O  s “ · )  — P 8 R y — (V—l) l i , V + ( V —0 »  · ·  • R Y_ (v _ 1; a !!7 Siv - M v - i ) » !:7 i!·

Ces dernières équations et les équations analogues, qui fourniraient 
les valeurs de

§ ( -  V^T, s), · . , ·

coïncident,' comme on devait s’y attendre, avec les formules (66) 

lorsqu’on prend v =  5 et avec les formules (74), ( 75) lorsqu’on 

prend v == i 3. '

Si v était de la forme 8a? 4-1, alors, étant un nombre pair, on 

aurait '
V — 1 V— 1

© V (v  — 1 ) =  ® * V =  @0 =  · ® 2V  “ P )

ce qui réduirait les formules précédemment obtenues.à

V - l

- f ( v —  I ,  i )  — —  P  8 R i ^ v- i E v- iv - D k ’ .v-H v- D » 1.· · • R v_ (v_ 1) „ïT 5jv-i-(V_ i ) « ir ’ 

v —  1

5 ? l ' »  s “ )  —  —  P  8 ■ R v—( y - i ) « , y - K v — D »  · · •R v _ (v_ 1 )a v-T2>v+(v_ 1 )„ 4 2·

Dans tous les cas, en divisant la valeur de $(y— 1, ç) par celle 

de i ,ç “), on trouvera·

$ ( \ / ~ ,  g )  _  ^ 1 , 8 v —1 R v — (v— 1 ) » ’ , v -K <— 1 ) a * · ·

I ,  S “ )  R v - ( V - J ) » , v + ( V - I ) » ·  · • R v_ (v_ 1)„ !!:r iV + ( v _ i , „ !T i

0£ui>res de C. — S. I, t. III. , l3 .
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Si, dans cette dernière formule, on remplace

R/.,* par k  - ---- >
A» /i—/t, »—

toutes les fois que h et k sont équivalents, suivant le module n =  4v, 

à des nombres compris entre les limites

O, 2 V,
on en tirera

#(y/^7,;)  p 2/(p)

pY  f(p)

/(p ) et f(p) désignant des produits de la forme

aR*,sv—*· · ·
composés de facteurs

R / ¿ , 2 V — h )  R / t,2V— k t

dont aucun ne deviendra divisible par./? lorsqu’on y substituera r à p; 

puis, en ayant égard aux formules (49) ou ( 56) et représentant par
g ✓

la valeur du rapport -  réduit à sa plus simple expression, l’on trouvera 

successivement
r

6  H- y (g — \/—  I _  P*f{ç>)

et

œ - + - y ( ç  —  s"+·.. — s“* “) y —  1 _  p * A p )  

*  — y ( s — «“+ · · . —
p· f(p)

Ôn aura d’ailleurs, en vertu de la seconde des formules (43),

\x -¥y{ç — î“1"·1) v̂ —5] [·» — y (g — s'‘ -+-... — s“*-’) \/~ ] =  æ* +  vy1]

et, par suite, on trouvera encore

- S “^ ) V ^ ] 7 ( p ) = / ^ i ^ + V y « )  f ( P).

Vi
 I 

Ei
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Si, dans ces dernières équations, on remplace p par r, on devra y rem

placer en même temps ç par s, \J— i par a et le signe =  par ==, le 

module étant le nombre p. On trouvera ainsi

v'~V
0  + (i — — i K,-,)ay]"-f(r) = p  2. v / )/(r)

(mod.jo).
V,f— V' v 1 '

\_œ —  (s —  . . .  —  .swV_a)a) 'J 2/ (  r) =  p 2 (¿r2 -H v / 2) f ( r )

Observons à présent que x  e t/ , n’ayant pas de facteurs communs, 

ne peuvent être simultanément divisibles par p. Par suite, on pourra 

en dire autant des expressions

æ +  (s —  s" +  . . · —  s”y~ ' )a y ,  x  —  (s —  5reH- . ..  —  .ç!iv-1) a y ,

qui ne peuvent devenir simultanément divisibles par p  qu’avec leur 

somme
I X

et leur différence
2 ( S  —  —  .S“ v -> ) a / ,

par conséquent avec x  et y, attendu que les quantités

s — sH -+-... —s“v_a et a

sont racines des équivalences

•2?2= v (mod.yj), x ^ i  (mod.p).

Cela posé, comme f(r) et f ( r )  ne seront pas non plus divisibles par p , 

il est clair que, des deux produits

[ x  +  (s — .. — sKV~ï)a y ]2 f(r), [ x  — (s —  su +  . .. — sû ) a y Y / (  r),

l’un au moins sera équivalent, suivantffe module p, à un terme de la 

suite
i ,  2, 3, · · · ,  p i.

JDonc, en vertu des formules obtenues, on pourra en dire autant de 

l’un des produits
V'— V* V"— V'

p 2 (x'i ->r vyi), p 2
/
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D’ailleurs le binôme 

étant diviseur de
+ v/->

ë24-vy2,

devra, en vertu de la formule ( 4 7 )  ou (4 8 ), diviser l ’un des produits,

V — 1 ‘ y — 3

kp 2 > 2 ,

et par conséquent il sera, ou de la forme

pV-

si l ’un dçs deux nombres x , y  est pair, l’autre impair, ou de la forme

 ̂ 2 pv· '#

si x , y  sont tous deux impairs, attendu qu’alors a ^ + v j 2, divisé 

par 4» donnera 2 pour reste et ne pourra devenir égal à 4/A  Or, 

comme les produits

V*— Vy V1*—V* . /
p  2 ( x î + v y i ), p  2 (æ2 +  v y i )

se réduiront, dans le premier cas, à

V'—  V  v w—  V'

/A 1""1 -

et, dans le second cas, à

li+—T— I'
2P 2 , zp ■ ,

il est clair que l’un des exposants

V* — V * V — V
p H-------- 5 p -+- ------ r1 n  1 n

devra être égal à zéro. Par conséquent, si, en prenant pour p la valeur
r f vf v"

numérique de la différence — — — > on pose

•p =  ±
2
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on pourra satisfaire, par des nombres x, y  entiers et premiers entre eux, 

à l ’une des formules
p V- =  v y s, , '

2pV-= +  v y 2,

savoir, à  la première, par deux nombres entiers, l ’un pair, l ’autre 

impair, ou à la seconde par deux nombres entiers impairs. Mais la 

seconde formule ne'peut subsister lorsque v est de la forme 8a; 5,

puisque alors, pour des valeurs impaires de x , y , x 2-\-vy2 est de la 
forme 8a; -+- 6, tandis que ‘ .

2f>v-= 2(4vot h- i)e

est dé la forme S x  -+- 2. Donc, si v est de la forme Sx  -+-'5, des nombres 

x, y , entiers et premiers entre eux, vérifieront la formule

pV- =  x 1 -t- v y 2,

pourvu que l ’on y  suppose ¡a égal à la valeur numérique de la diffè-
r  , 1 „ ' ,

rence -  v — -v  , par conséquent

f
v' V//

2

D’ailleurs, la valeur précédente de p. est précisément celle que fournit 

la première des équations (60). En effet, les expressions (65) se 

réduisant, en vertu de la formule

aux deux suivantes,

/ u v — I v' -+- v" = ------ ,

1 , I „
— V ,  — V
2  2

si l ’on égale l’une ou l’autre à la différence X
i v  —  5 
2 “ 4“ ’

on aura

2I —
v — 5
T ~

ou v"

et la première des formules (60) donnera

v —  3 , v —  1 /v —  5
¡J. = ------------- 2 A = : -------h  | ----;---------2 A

v —'5
2X1 ^~ 2 4 4 2 2
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Pour établir les propositions ci-dessus énoncées, nous avons eu 

recours à la formule qui fournit la valeur du rapport des expressions 

imaginaires ,
¿(v/=T,c), ^(v/=7, ç»)

et nous avons transformé la fraction qui représente cette valeur, de 

manière à mettre en évidence tous les facteurs égaux à p, soit dans le 

numérateur, soit dans le dénominateur. On pourrait faire subir une 

semblable transformation aux valeurs mêmes des deux expressions 

imaginaires

ou bien encore les deux suivantes :

§{— s), §(— sTTi, s“).

Concevons en particulier que, dans les valeurs précédemment trouvées 

de #(v/— i, ç) et de #(y/— i, ç“), l’on remplace

lt/,,* par Tj—- ---- ,
U»-A,n—k

toutes les fois que h et k sont équivalents, suivant le module n =  4v, 

à des nombres compris entre les limites

O,  2V.

On trouvera, si v est de la forme 8a? n— 5,

S ( ^ r i , ç ) = p  8 + 2 < p ( p ) ,  g ( \ f ^ l , ç “ ) = p  8 + 2 x ( p ) ,

en désignant par
? ( p ) >  x ( p )

deux fractions qui auront pour numérateurs et pour dénominateurs 

des produits de la forme
R a ,«—A R/c,n—k · · ■ ,

composés de facteurs dont aucun ne deviendra divisible par p lorsqu’on

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



. . NOTE II. 103
substituera r à p; puis, en ayant égard aux équations ( 3o) du para

graphe II et à la formule
»

v —  3 v —  5 v —  i v —  5 v ' + v " '

on trouvera encore

( - ^ T 7fC) = j
V — 8 V"

¥(P)  '  V '  ^ X(P)

Si v, au lieu d’être de la forme &x H- 5, était de la forme 8# -4- r , les 

valeurs de

seraient semblables à celles que nous venons de trouver, à cela près 

que, dans les exposants de p , la première partie

v —  5

se trouverait remplacée par

Dans l’un et l’autre cas, on aura

f(s/^7 , g) _  i " · )  _  i(- s/=T, s) § ( -  \/— Ï, g“).
V' ------ V" /  Y! T 9

p t ( ?( p)  p * x ( p )
? ( p ) x ( p )

puis on tirera de cette dernière formule, combinée avec les équa

tions (4o),

. 3 +  gv/=7  £ (vE 7 , ç l . =  Ç̂v/=rT> =  < p ( p ) y ( p )

• a - gy/=7  g») #(_v/=rr,ç)

et, par suite,

( ô  +  £ v /—  0 2 =  ( â2 +  £2) c? ( p ) x ( p ) ,  
( d _ ev/=7)B =  (d*H-e*);? ( p ) x ( p )

Si, dans ces dernières formules, on remplace p par r, on devra rem-
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placer en même temps y/— i par a et le signe =  par le signe ==, le 

module étant le nombrep. On trouvera ainsi

(ô +  ea)2=  (â2-+-£2) 9(r)x(r)

(d — ea)*s(e»+e*)
I (mod .p).

Donc, puisque <p(r), y(r) ne-sont équivalents ni à zéro ni à - ,  suivant
*

le module p, la somme
ô2+£2

ne pourra devenir divisible par p qu’avec les deux binômes

ô.-4-£a,  8 —  sa,

par conséquent, avec les deux nombres

8, £.

D’ailleurs, il est permis de supposer que les nombres S, i  sont pre

miers entre eux, attendu qu’on n’altère pas les équations (4q) en 

transportant dans 6 et dans y les facteurs qui seraient commun^ à S 

et à £. Donc, cette hypothèse étant admise. S2 -+- s* sera premier à p;

et, si l ’on nomme comme ci-dessus — la forme la plus simple de la
g , y

fraction - ,  l ’équation (47) ou (48) entraînera, ou les deux suivantes :

à'2 + £ 2= I , ■ vy* “  pV·

si des nombres x , y  l’un est pair et l ’autre impair, ou les deux sui 

vantes :
Ô2 H -£ 2 = 2 ,  X  -+- V J’2 =  2 pV· '

si les nombres x , y  sont tous deux impairs. Dans le premier cas, on 

aura

ou
£ =  O

8 =  0, e = ± : i ,

par conséquent
(ô ±  £a)2 =  ±  i (mod./?)
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et

[?(>’)
(mod./>).

Dans le second cas, qui ne se présente jamais lorsque v est de la forme 

Ba? +  5, on aurait

par conséquent 

et

S=±i,

( ô±£a) 2= ± 2a (mod.p)

TÎOxt'·) = ± a

[<P(r) %(/■)]* =  —  i
(mod./>).

Pour déduire de ce qui a été dit plus haut la valeur du produit

? ( ' ' ) x ( r ) ,

il suffirait d’observer que les deux expressions

vf v" ·
P* <?(?)> p 'x(?)

renferment tous les facteurs de la forme

E/i,2V—/i —  It/l,«-»-2V—A—  E//.6V— hy

h désignant un nombre distinct de v et compris parmi les termes de la 

suite
], 5, 9, 4v — II, 4i'— >, 4v — 3.

Comme d’ailleurs, pour mettre en évidence les facteurs égaux à p, il 

suffit de remplacer

ï t / i ,2 V—h par R«—A,n-iv+/t Hw—A,*v+A

lorsque h est renfermé entre les limites o, 2 V ,  on trouvera

<p( p) x( p)  = It2V-l-3,tV—3lt2V+7,tV—7 · · · 
ltsv-H .W —1 lt2V+B,4V—6 · ■ · H 3V—4,3V+l

11 y a plus : comme on aura généralement, ainsi qu’il est facile de le

OEuvres de C. — S. I, t. III. 11\
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prouver,

on trouvera encore
2V— /t ,2 V — h  ï

[ < P ( P ) X ( P ) ] * =

Si maintenant on remplace p par r  et le signe =  pqr le signe = ,  on 
devra remplacer généralement

R/»,*
par .

et l’on aura, par suite,
H«—h,71—k

<?{r)x(r) _ Ma.iV—3 IL.ÎV —7 ■ · - v̂ ‘2,V-t 1
n ^ i v — 1 IIô.sv— S · · · H y — 4,,V +4

r / „ \  / ' ,\ ' ia   H 3,3H 7, T  · . Hy—i,v— · · -Hav—3.2V—3
Lrv/XtMJ — JT TT Tl TT TT

A 11 ,1 11 3 ,5 ·  · · l l V— i , y  — 4 A1V -t-4 ,V + 4  · · l,2 V — 1

(mod./))·

En joignant cette dernière formule à celles que nous avons précédem

ment obtenues, on arrivera immédiatement aux conclusions renfer

mées dans le théorème suivant·:

Théorème. — v et p étant deuoc nombres premiers, l ’un de la forme 

et l ’autre de la forme 4va?-+-i, supposons que la suite des nombres

I, 5, ................... 2V  — 9 , 2V — 5, 2 V - I

offre v' racines de l ’équivalence
f

V — !

X 2 (mod.v)

et v" racines de Véquivalence

an aura

et, si l'on nomme 

la valeur numérique de

v —1
x  2 i (mod.v),

v '+  v'
V —  T

2 )

P

— y
2
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on pourra satisfaire, par des nombres x , y  entiers et premiers entre eux, 

à l ’équation

non seulement lorsque v sera de la forme 8x  4- 5, mais aussi lorsque, 

v étant de la forme 8 x  ·+- x, le rapport

I I | , 2 V —  I H j j . g y — s ·  ■ . n v _ t i V + t  

Ü 3 , 2 V — 3 Ü 7 , 2 V — 7 · · · H v —  2,V-t-2

sera une des racines de l ’équivalence

x i= i  (mod.jo).

Si le même rapport cessait d’être équivalent, suivant le module p, 

à 4 - 1 ou à — i, il suit de ce qu’on a dit qu’il deviendrait racine de 

l’équivalence
#2 =  — i (mod.p),

etalors on pourrait satisfaire, par des nombres x ,y  entiers et premiers 

entre eux, à l’équation
x 1 -+- vy*= ipP.

Au reste, nous n’avons pas èncore trouvé d’exemple dans lequel le 

rapport dont il s’agit ne fût équivalent, suivant le module p, à ± i ;  

et, si l’on démontrait qu’il en est toujours ainsi, on en conclurait 

immédiatement qu’on peut satisfaire, par des nombres x, y  entiers et 

premiers entre eux, à l’équation

x '+ v y ï — pV·,

non seulement lorsque v est de la forme 8a? 4- 5, mais encore lorsque 

v est de la forme 8a? 4- 1 .

Il nous resté à montrer comment on peut déterminer directement la 

valeur du nombre
v '-v"

U.— ± -------
2

\
Parmi les termes de la suite

i, 5, 9, . . . ,  2v — 9, 2 v 5, 2 v — i ,
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■f ‘

plusieurs, en nombre égal à v', vérifient l’équivalence . ,

v  — 1

x  2 == i (mod.v);

d’autres; en nombre égal à v", vérifient l ’équivalence

y —l
x  1 =  — i ( mod.v),

et un seul, savoir le terme v, satisfait à la condition

V — 1

x  2 s  o (mod.v). ■

Cela posé, il est clair qu’on aura non seulement

I U v — 1v '+  v ' = ------ ,
2

mais encore
V — 1 V — 1 V -  1

v'— v " = i  2 -h 5 2 -+- 9 2 4- . . . -
(mod.v) :

V — 1 V — 1 V — 1 , '

4- ( 2 v —  9) 2 4- ( 2 V — 5) 2 -f- ( 2 V — 1) 2
/

par conséquent

V — 1

v'— v" =  -^_!_T(eî - i - ^ 4 -e 2- +  . . .  +  e(2v-9)z_)_ e(2y-5)sH_ e(!!y-i)Z) (mod.v), 
dz 2 . ' ·

pourvu que l’on suppose s =  o après les différentiations effectuées. 

On aura d’ailleurs

g(2v+3)-z—. ez ez iez +  e8s +  en_|__ _. +  ei^-Us— ----  ---------- - (e2vï— 1 ) —------- — —------- -,
ek~— 1 e%z— e~22 e“ -\-e~z

et comme le facteur
eWz— i,

ainsi que ses dérivées relatives à z, devient, pour une valeur nulle des, 

équivalent à zéro suivant le module v, on trouvera, en définitive,
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par conséquent '

v — v

v —1
i d 4 / z ‘ z

i H--------- h
2 IZLÎ V 1.2 I . 2.3 .4

dz 2 '

* \-l

et
y — 1

, - i d 2 / z
H =  ±  7 — ST7 ( M - —  +4 ^

rfz 2

r·!*

1.2 I .2.3.4
-1

(mod.v)

(mod.v),

z devant être réduit à zéro après les différentiations; puis on en 

conclura

1.2.3..... V —  I

(13 +
4

S |̂ (—  i y + g + à + . . . '•2.3.....( / + £ · + . . . )  /  I y
(t-2...... / ) (  1.2.......g ) . · ·  \t.2 I.2.3.4) " ·] (mod.v),

le signe S devant s’étendre à toutes les valeurs entières, nulles ou 

positives, de/, g, . . .  qui vérifient là formule

/ +  2g -+- 3h H-. . .— —7 :

et chacun des produits 1 .2 . . . . ./ ,  1 .2 ....... g, . . .  devant être remplacé

par l’unité lorsque le dernier facteur / , ou·g·, . . .  se réduit à zéro. La 

valeur de l’exposant p se trouvera ainsi complètement déterminée, 

puisque d’ailleurs cet exposant doit être positif et inférieur à

Si l’on prend successivement pour.v les différents termes de la. suite 

5, i3, 17, 29, 37, 41, 53, 6i> . . . ,

on trouvera successivement, pour v =  5,

1 __ u  i l  _  4, j
4 2 4

p =  i;

pour v =  i 3,

1.2.3.4.5.6 /■ 1 
fi ■ - £ ( o32 s I .2.3.4 1 .2.3.4-5 .6

=  311, f* =  i;
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pour v =  17,
P =  2.............

'  N O T E  I I I .

SUR LÀ MULTIPLICATION DE§ FONCTIONS 0/i( ©a·,

Les principales formules auxquelles nous sommes parvenus dans le 
précédent Mémoire y sont déduites de la considération des produits de 

la forme
@A®A-®/····

Lorsque,/? étant un nombre premier impair, on désigne par

e, t .

des racines primitives des équations

XP=. I, xP~l — I

et par t une racine primitive de l’équivalence

xp~' =  j (mod.p),

alors la valeur de @A, déterminée par la formule 

0A =  0 +  t* 9‘ +  T2/‘ d1' + . . .  h- tO*-*)A

ne varie pas quand on fait croître ou diminuer A d’un multiple de/? — 1 ; 

et l ’on a : i° en supposant A divisible par/? — 1,

0A— 0orr— 1;

20 en supposant A non divisible par p — 1,

Si, au contraire, en nommant A un diviseur de p — 1, on pose

n
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et, de plus*

( I ) 0* =  6 +  ph G1 +  Pih 8ts + . .. 4- p<*-2)/i Btf~\

alors @A sera une fonction des racines primitives

des deux équations
'* P

æP =  i,

qui ne variera pas quand on fera croître ou diminuer h d’un multiple 

de n ; et l’on aura : i° en supposant h divisible par n ,

(2) · ®A=©0 =  — i;

*2° en supposant h non divisible par n,

( 3 ) a ®-a = ( —  i)wV  =  0 A

Ajoutons qu’en vertu des principes établis dans la première Note, si 

l ’on multiplie 0A par 0A, on trouvera

(4) ®A ®*= R/,,* ®/*4-*>

RAjA désignant une fonction qui ne renfermera plus 0, mais seulement 

la racine primitive p =  et ses puissances entières. On aura d’ailleurs, 

lorsque h k ne sera pas divisible par n,

( 5 ) R a,a=  S(p iA+· *̂),

le signe S s’étendant à toutes les valeurs de i et de j  qui, étant com

prises dans la suite \

O, I, 2, 3, . . . ,  p —  2, -,

vérifient la formule

(6) (mod.p).

Soient maintenant
h, k,  l, . . .
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i

des nombres entiers divers. On trouvera successivement

® A  ® A - =  R/i,* ® A + * >

® A  ® /  =  R a , *  ® A - t-A  & 1 =  R * , * R a + * , /  © A - I - A + / ,  · · · ·

Donc, si l’on pose généralement

( 7 ) ® A ® * ® / ·  · · =  R a,*,/,... ®A+*-t-/-l-...>

RAiWi... sera encore une fonction de p déterminée par une équation de 

la forme
R*,*,/,... =  B*,*Ra+*,/, ■···

Il est bon d’observer que, si

h-h k-h l-

n’est pas divisible par n, on aura

(8 ) R a,*,/,·■ — S ( p<*+r*+i'/+...)>

le signe S s’étendant à toutes les valeurs de i, ï , i", · · · qui, étant 

comprises dans la suite

O, I, 2, 3, · · · ,  P  2,
✓

vérifient la condition

(9) t ‘ +  t v -h t 1’ - h . .  . =  1 (mod./>).

Ajoutons qu’en vertu de la formule (7), l’expression

r> ® A ® * ® / · · · ·«A * — -S----------

®A ®* ®/· · ■
sera, comme le produit 

et comme l’expression

0,1+*+,+... =  0 +  p*p*p'· · · ô'-l- p**p**p*'.. .0 '*+: .. +  p<P-*)àp(P-*)*p(P )̂f.. .0(P“ \

une fonction entière et symétrique de

P;S pk, pl, ···»
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par conséquent une fonction linéaire des sommes
i

ph ' +  p* +  pl

pUi + p5* -f-p« +  . . . ,

p i « — l ) / i  p ( B - l ) * _ J _  p ( « — t ) /  .  .  , f

dans lesquelles les coefficients seront des nombres entiers.

Les équations (2), (3) et (7) entraînent les diverses formules que 

nous avons données dans le Mémoire, et particulièrement celles qui 

changent le quadruple d’un nombre premier p, ou d’une puissance 

entière de p, et quelquefois ce nombre lui-même en expressions de la 

forme
x 1 -+-

n étant un diviseur de p — 1.

D’abord, si l’on suppose n =  i ,  et par suite cy =  

primitive p de l’équivalence

—— -> la racine 
2

sera simplement
P

et, en posant h =  1, on tirera de la formule (3)

p - l

0*=(-

ou, ce qui revient au même,
p-l

( l O ) (0 —  ©îh- 0i* —  . . . _ 0 " ’" ‘ ) * = ( - i )  s p.

On se trouvera ainsi ramené à la formule ( i4) de la première Note.

Concevons maintenant que n soit un nombre premier impair. Alors 

les diverses racines primitives de l’équation ...

( i l )  ' X n —  \

seront
p, P2, P3, . . . ,  p»-3, p«·-2, p"- 1 ;

et si l ’on prend successivement pour h les divers exposants de p dans

OF.uvres de C . — S. I, t. III. 1 5
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ces racines primitives, c’est-à-dire les divers termes de la progression 

arithmétique
i,  2, 3, n —  3, n —  2, « —  i,

on obtiendra pour valeurs correspondantes de 0A  les expressions 

e . ,  ® 2 » · ·  · »  0 / 1 — 3 ,  0 / i — 2 » 0 / /  — 1 ,

lesquelles, eu égard à l’équation (3), vérifieront la formule

0j 0/i_ i — 0j 0„—2 — · · · — 0/i— 1 0/M-1 — /2,
2 2

par conséquent la suivante :

n  —  1

(12) p 2 = 0 , 02 03...0„_, 0„_î0„_,.

D’ailleurs; les divers termes de la progression arithmétique 

i,  2, 3, n —  3, n —  i ,  n  —  i

peuvent être censés représenter les diverses racines de l ’équivalence 
»

( i 3 ) i (mod./i).

11 y a plus : si l’on nomme s une racine primitive do cette équivalence, 

les termes dont il s’agit, abstraction faite de l’ordre dans lequel ils 

sont rangés, seront équivalents, suivant le module n, aux divers 

termes de la progression géométrique

t,· s, s2.... . . . . . .  s'1-'-,

et, par suite, la formule (12) donnera

n

04) l· 2 = 0 !  0,0,».. .0,-10,»-».

Observons à présent que l’équivalence ,(i3) se décompose en deux 

autres dont la première,
n  — 1

X ( mod.«),
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a pour racines les puissances paires de s, savoir

t o2 {4  çtl—3l ,  o 9 à f . . . j  o ,
tandis que la seconde,

n — 1
x  2 = —  i ■ (mod.n) ,

a pour racines les puissances impaires de s, Donc le produit qui 

constitue le second membre de l’équation (i4 ) peut être décomposé 

en deux autres produits de la forme

0 ]  0 , a  0 , 1 .  . ■ 0 , r · " 3 —  R ] , , 2,,* , . . . jS '1 - ’  0 I - H l+ l ‘ + . . . + ( M !

0i ©S> 05s · * · 0,"—2 R,,,3,,5, . 3 0.î4-iS+iS-f-. ..-+-s”~a î

et comme on aura
—1  I

i  +  s 2 H -  s 1 - + - . . .  -+- s n ~ 3 =  — ;----------  =  O
S2--- I

(mod.n),
, . ' . sn~l— i

s + s3-hs5-k  .. -t- s'1-2— s —;------= o
S2 —  I

par conséquent
0 1  -t-SaH-S4-fr.. 3 — - 0 0  p "  1 ’

0A’ H-53+ .îS-t-...+ 5 'l—3 —  0 0 —   ̂ 9

il est clair que les deux produits

0, 0S* 0S<...  05»-3, 0, 0,3 0S>...  0,n—2 ,

se réduiront, le premier, avec R,,,·,/....à une fonction entière et

symétrique de
P> P > P 9 · v  ’ P »

le second, avec ....y«-2, à une fonction· semblable de

p·5, p3>, P3’ , . . . ,  p3"- ’ ,

les coefficients étant des nombres entiers. D’ailleurs, une fonction 

entière et symétrique de

p, P3’ , P3', . . . ,  p3"-’ · '

sera simplement une fonction linéaire des sommes de la forme

pwt +  p m s ' +  p « · < + .  . . +  p ' « * - » ,
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m désignant un entier inférieur à n\ et une semblable somme se 
réduit toujours à

p 4 -  p** 4 -  ps* 4 - . . .  4 -  ps"—1

ou bien à
Ps +  p4” H- psS + . .  . . +  p*"'~’ ,

selon que m est équivalent, suivant le module n , à une puissance 

paire ou à une puissance impaire de s. On aura donc, en désignant 

par c0, c,, c., des quantités entières,

0! 0S1 0s«. . . 0J»-J — C0+Cj(p +  ps' + . . .  4· p*'1“ ’ ) 4-c2(ps4- p'34 - . .. -h Ps . ),

puis on en conclura, en remplaçant p par pJ,

©s©*’ 0s‘ . · .0«'·-“ =  C0+  C](ps+  p*14-. . .  4- p5“-1) 4- c2(p -+- p*s +  . . · +  p*n ’ )·

D’autre part, les expressions

O p ,  p s.....  PJ""’,

qui coïncident, à l’ordre près, avec les suivantes :

h  p , P5.....  p "~l.

représentent les diverses racines de l’équation

œn — i

et offrent une somme nulle; en sorte qu’on a

p 4 -  ps H- p*’  4 -  . . . +  P*“- ’  =  —  l .

Ce n’est pas tout; si l’on pose

'  ̂ p _ p Î4 -p.<’ _ . . . _ p S - « - * = - A)

on tirera de l’équation (io), en y remplaçant p par n , ô par p et t par s,

n —  1
A2= ( — i) a n.(15)
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Cela posé, on trouvera

P -+- ps’ -+- · . . +  ps"~ * = ------ —  ’

Ps +  ps* + .  · · +

et, par suite,
0 , ©s* & s‘. ■ ·©«"-> =  ^ ( A -+- B A),

0 , 0 ^ 0 ^ . .  ,0 s- . = : ^ ( A  — B A ),

ou, ce qui revient au même,

( a 0 j ®si 0 , · . .  · ©¿"-j —  A -+- B A,

(16) | , 2 0 i 0 i .® s< . . .0 i ->-» =  A - B A ,

les valeurs de A, B étant

( 1 7 ) A =  2 c0 — Cj— c2, B — Cj— c2;

puis on tirera des équations (16), combinées avec les formules ( i4) 

e t(x5),

( ¡ P ~=  A 2— B 2 A2

ou, ce qui revient au même,

( . 8 )

n—1 n—1
4/? 2 =  A2— (— 1) 2 «B2,

les valeurs numériques de A, B étant deux entiers qui, en vertu des 

formules (17), seront de même espèce, c’est-à-dire tous deux pairs ou 

tous deux impairs.

Observons encore qu’en vertu de la formule

l’équation
s  2 == —  i (mod.«), 

0A ©—h — P

pourra s’écrire comme il suit :

(19) 0 ,».© n-\  =  P  (m od.«).
" im±—-—
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D’ailleurs, si l ’exposant m est un terme de la suite

O, 1,  2,  3, · . . ,  fl 2,

pour que l’exposant m ±  n soit lui-même un terme de cette suite, 

il suffira de réduire le double signe ±  au signe -t- ou au signe — , 

selon que m sera inférieur ou supérieur à n 1 · Enfin, dans la for

mule (19), les exposants

m, m dz —---
2

seront évidemment de même espèce, c’est-à-dire tous deux pairs ou 

tous deux impairs si n est de la forme i\x -+- 1; tandis qu’ils seront 

d’espèces différentes si n est de la forme l\x -+- 3. Donc, si n est de la 

forme l\x +  i, chacune des expressions

01 0,5* 0,s« . . . 0.Ç»“ 0 S 0 $ s 0 J*. · · · 0 5 «—3

se composera de facteurs qui, multipliés deux à deux l’un par l’autre, 

fourniront des produits égaux à p. Donc alors, les formules (16) 

devront se réduire à
n -  I

0 ,  0 i » 0 s* .  . . 0 S '. - J  — p  4 ,

n — 1
0 S 0 S» 0 i > . . .  0 ^ - »  =  p  4 ,

et l’on aura, en conséquence,

n — 1
A =  2p  4 , R =  0.

(

Si, au contraire, n est de la forme 4^ -1-3, alors — étant pair, 

l’équation (18) donnera

n  — 1

(20) > 4p 2 = :À 2H-/iB2

et si, en nommant p* la plus haute puissance de p  qui divise simulta-
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né ment A et B, on pose

A = p x x ,  B=/Ay,
n — i .

A

on verra la formule (20) se réduire à

( 2 1 ) hp̂— xi-\- ny*.
Si, pour abréger, on désignait par la notation

[*]

0! 0S» 0S*. . .0i»-J
le produit

composé des facteurs de la forme 0A qui correspondent aux valeurs 

de h propres à vérifier la formule

et par la notation 

le produit

n — i
x  2 =  i (mod./i)

[ -1 ]

0S ©S» 0S‘ . . . ©*»-»

composé des facteurs de la forme @A qui correspondent aux valeurs
\

de h propres à vérifier la formule

n  — 1

x  2 =  — i (rnod.w),

les équations (i4)> (16) se présenteraient sous les formes

2[ i] = A  +  BA, 2[— i] = A  — BA ·

et les deux dernières se réduiraient, lorsque n serait de la forme 

4 # +  1, aux deux équations

n —  ' n — 1

[ i ] = p  * ,  [ —  I]
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Concevons maintenant que n soit un nombre composé, en sorte 

qu’on ait
n '■ =■  vco

et supposons d’abord les facteurs
A.

V, w  .

premiers entre eux. L’un d’eux, v par exemple, sera nécessairement 

impair. Si d’ailleurs on nomme ; une racine primitive de l’équation

X* — I

et a une racine primitive de l’équation

X " ’  —  i ,

on pourra prendre
p =  ça;

puis, en supposant qu’un nombre entier donné h soit équivalent à i 

suivant le module v, et j  suivant le module co, on trouvera

ph=  Ç!Ot.J.

Par suite, l ’ équation (i)  donnera

( 22 ). 0 * =  9 -+- çlaj9‘-+- ç 51' « 2·/6‘ - { -... +  ç'-p-î'>ta(p—ïM9tf~',
Pour abréger, nous désignerons par

la valeur de ©A que fournit l’équation (22). Cela posé, on reconnaîtra 

sans peine : i° que la valeur de l’expression

complètement déterminée pour chaque système de valeurs de i et de j ,  

ne varie pas quand on fait croître i d’un multiple de v ou j  d’un mul

tiple de co; 20 que l’équation

® A —  ®l,J

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NOTE III. 121.

entraîne la suivante :

/

3° que les nombres h et i seront de même 'espèce, c’est-à-dire tous 

deux pairs ou tous deux impairs si

VG)

est un nombre impair, puisque, v étant impair- et p  — i pair, u ne 

pourra devenir impair que pour des valeurs paires de co. De plus, on 

tirera des formules (2) et ( 3) : i° en supposant à la fois i divisible 

par v et J  par co, , .

(23) ®/,y=®0,0 =  —1 ;

2° dans la supposition contraire, ' :

Si co est impair ainsi que-v, alors ra étant nécessairement pair, la for

mule (24) donnera simplement

( 2 5 )  ® / j  0 - i , - ;  =  />·

Pour montrer une application de ces nouvelles formules, consi

dérons d’abord le cas où
co et v

seraient deux nombres premiers impairs. Soient, dans ce cas, u une 

racine primitive de l’équivalence

( 26) ¿cv-1= i  (mod.v) 

et a une racine primitive de l’équivalence

(27) (mod. co). 1

Les'diverses racines de l’équivalence (26), en nombre égal à v — 1, 

pourront être représentées indifféremment, soit par les divers termes

O E u v res de Ci —  S. I, t. III. - l6
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de la progression arithmétique

I ,  2 ,  3 ,  v —  2 ,  V — I ,

soit par les divers termes de la progression géométrique

I ,  U , K 2, « v~ 3, Civ_2,

et pareillement les diverses racines de l’équivalence (17), en nombre 

égal à to — 1, pourront être représentées indifféremment, soit par les 

divers termes de la progression arithmétique

i ,  2 , 3 ,  a) —  2 , &) —  1 ,

soit par les divers termes de la progression géométrique

1, a, a 2, a w_s, a “ -2.

Or, parmi les valeurs de
0A= 0 hJ

que fournira l’équation (22), celles qu’on obtiendra, en supposant h 

premier à n, he différeront pas de celles qu’on peut obtenir en prenant 

pour i Une racine quelconque de la formule (26) et pour j  une racine 

quelconque de la formule (27). Donc elles coïncideront avec l’une 

quelconque de celles que présente le Tableau suivant :

© , , 1 , © < * ' , 1 > . . . »  © .

® l , a > . . . .  © ,

© l , a " > ® « , a 5»

* * * * > » . . .  f ...............9 ' * * 9

© 1 , < ) “ - ” » © I l  '

et leur nombre N, déterminé par la formule

N =  (v — i)(co — [),

ne sera autre chose que le nombre des termes de la suite

i ,  2, 3, . n  —  1
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inférieurs à
n =  tov,

mais premiers à n. D’ailleurs, l’équation (7), combinée avec la formule

®A+&+/+... — — I

et réduite ainsi à la forme .

® A © A ® / - . -  = — Ra,*, 

fournira pour valeur du produit

©A 0/c ©/. . .

une fonction entière et symétrique de 
/

- p'S pk, ■■·,

par conséquent une fonction entière et symétrique, non seulement de

mais encore de 

si la somme 

est divisible par

ih, s',

a*, ·«*,

h +  fc-hl-h... 

n =  cov,

c ’est-à-dire, en d’autres termes, si cette somme est divisible à la fois
t

par v et par o>. Or cette condition sera évidemment remplie si l ’on fait 

coïncider
0 A , ®k, © /, · · ·

avec celles des expressions delà forme · _

«W , , v

qui, dans le Tableau (28), offrent pour premier indice une puissance 

paire de u et pour second indice une puissance paire de a, puisqu’alors 

la somme ·
h -1- Iî —|— l —{-,,, j
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sera équivalente, suivant le module v, au produit

CO —  I . ,  „  , .  CO —  I —  I
------(i +  K! +  . . .+  iiv_3) ------------ ;-----  =  Oir — i

et, suivant le module co, au produit

V —  I V —  1 CLw “ 1 —  I(i +  a!4-;.. +  a“- 1) =  -— -  ----- =o.
a- —

D’autre part, en supposant
®a =

et, par conséquent,

i = h  (mod.v),  j = h  (mod.co),

on en conclura
çh= . ç l, a.h -=OLJ,

Donc, en vertu des remarques précédentes, le produit

( » . , ,  ®«a, l ·  · · ®»v—!,i ) ( ® i,a ’  ®«’ ,a 3 ■ · · © « " ’ ,« *)· · ■ (©l,·»"”*’ · •® »,_ ,,o " ~ ')

sera en même temps fonction symétrique de

et de

- rn* rn* -wv—sb> S y - S y · · ·9 b

a, a “*, a “ 4, . . . ,  aa“~\

Concevons maintenant que, pour abréger, on désigne par la notation

[ , ’ I]

le produit dont nous venons de parler, c’est-à-dire, en d’autres termes,
t - V

le produit des valeurs de 0A, correspondant aux valeurs de h, qui, 

étant premières à «, vérifient les deux équivalences

V — I fa)— 1

( 2 9 ) x  2 = i  (mod.v), x  2 =  1 (mod.co).

Désignons de même par
. . ■ : ·. ■. ·  [ - , - > ]  '

le produit des valeurs de &A, correspondant aux valeurs de h, qui
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vérifient les deux équivalences

v - 1  . o) - î
( 3o) x  2 = i  (mod.v),  x  2 == — i (mod.w);

par
[ - 1, 1]

le produit des valeurs de 0A, correspondant aux valeurs de h, qui 

vérifient les deux équivalences

v —i O) — i
( 3j) · x  2 =  —  i (mod.v),  x  2 = i  (mod.co);

enfin par
[ - 1 . - * ]

le produit des valeurs de 0A, correspondant aux valeurs de h, qui 

vérifient les équivalences

V — 1 0> —  1

(32) X 1 = -- 1 (mod.v), x  2 I (mod. w);

on aura

(33) [l, I] =  (©1,1 ®«\1 · · • ô«v-\l )(®i,aa ®«3,a3 · · * ® ic‘ 3, <ï3 ) *• .(©l.a“-5 ®»s,a“-’ · -3,a">-3),

(34) [«,— !] =  (®l,a ©«■ ;«■ ., . ©«'— (®i,o’ ©»Sa’· · • ©«'-’.a1) ·■ · *(®l,av—3 ©ti1 :à‘~i *·.©„

(35) [ - 1 ,  O 'a©©II ■ · ©«■ '-', 1 )(©«,«’ ®«3,a3· · •®Mv-J,aJ)·/
• · (©«,«“- ’ ©w3,àw“3 ·■ ·.©»>,-\a<“-3),

(36) [ - 1 . - 0 — ( ®n,a @u3,a · ■• · 0»*-1,a) ( ©«,«’ ©»’,»’ · ■ •®a,-s,a’)· • · (©«.a“-2 ®«3,a"-2· ..©„V~',a—·),

et, d’après ce qu’on a dit ci-dessus, le produit

[1 , 1]

sera une fonction symétrique,· non seulement de

<- <-»* >»« . c“V“’ .; . v  € > ? > $ > ' * ’·*’ * f
mais encore de

a, a«1, <xa%

Pareillement, on reconnaîtra que le produit

‘ [ i , - i ]
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est fonction symétrique, non seulement de · ·

mais encore de 

que le produit
<xa, a«1, aaM ;

est fonction symétrique, non seulèment de

mais encore de

enfin que le produit

rtl· rn* ru '■ cu
b » b j b » · · · i b

a, «a, att

est fonction symétrique, non seulement de

mais encore de

rUb 9 b *

D’autre part, comme on aura

V —1 <0 — 1
u 2 =  — i (mod.v), a 2 == — x (mod. w), 

l ’équation (’25) pourra s’écrire comme il suit : · ·

(37) , a"*'±aï^ =  P,

et il est clair que, dans cette équation, les exposants

m ,  m  :
2 ' -

seront de même espèce, c’est-à-dire tous deux pairs ou tous deux 

impairs, si v est de la forme 4^-t-i» mais d’espèces différentes si 

v est de la forme 4^ +  3. Pareillement, les exposants

m' m1 : w — i
2
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seront de même espèce si co est de la forme l\x -h i et d’espèces diffé? 

rentes si co est de la forme !\x -t- 3. Cfela posé, si les nombres

V, w

sont tous deux de la forme l\x -H i, chacun des produits

— i], [— ‘ »O»' [ - i ,  — '],

composé de facteurs de la forme 0 ,-j, en nombre égal à se réduira 

évidemment, en vertu de l’équation (37), à

•  N

P1·

On aura donc alors les form ules

[I, ! ]=/>% [ 1 , — l ] =  p*, [— I , i ]= /> S  [— I>— 0 = / > T

qui entraîneront l ’équation
0

( 38) p * —  [1, 1] [1, —  ï ] [—  !, i ] [ — 1 , — >],

analogue à la formule ( i4)· ■ . ·

Si les nombres v, co sont tous deux de la forme l\x 4- 3, alors on 

tirera des formules ( 33) et (36) ou ( 34) et (35), jointes a la for-· 

mule (37), .

(39 ) [ r , i ] | > - i , —  | ] = / Â  [ ï , —  !] [— 1, I] =

et l’on déduira encore de ces dernières l’équation (38).

Enfin, si des nombres v, co, un seul, v par exemple, est de la forme 

[\x 4-1, l’autre, co, étant de la forme l\x 4- 3, alors on tirera des for

mules (33) et (34) ou (35 ) et (36), jointes à la formule (37),

(40) [l, l][l, — [— L i][— I, — 1] —

et l’on déduira encore de ccs dernières l’équation-(38).

L’équation (38), analogue à ( i4)*· conduit aussi à des conclusions
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du même genre lorsque les nombres

V, w

ne sont pas tous deux de la forme l±x 4- 1 ; et d’abord, supposons qu’ils 

soient tous deux de la forme 4^ -+- 3. Alors, dans le second membre

de l ’ équation ( 3 8 ),. le produit

[ ' , i ] [ ' , - i ]

•représentera une fonction symétrique, non seulement de

c  c '1'  e “ , - !Ç > · · · f 5 9
mais encore de

«, a®, a®1, . . . ,  a “ "- ’ , a ““-1 ;
t

par conséquent, une fonction linéaire, non seulement des sommes

ç +  ?K ,+  . . . +  ç BV- J, S® 4 -  S“ ’  +  . ·

mais encore de la somme ·
a  +  a° +  «“ ’ +  a“' + .  , .  4- a ““"  +  a 4" - .

%
Or, comme cette dernière somme, qui comprend toutes les racines de 

l ’équation
X® =  I ,

à l ’exception de la racine i,  se réduira simplement à — i ,  il est clair 

qu’en supposant v et co tous deux de la forme 4^ 4-3 et désignant 

par c0, c,, c2 des quantités entières, on trouvera

[ i ,  i ] [ i , - i ] = c, +  c 1 ( ç +  s “ 1 4 -  · · . 4 -  H- c , ( s “ 4 -  . . 4 -  ç “ v_I) ,

puis, en remplaçant ç par ç“ ,

[ -  I ,  I ]  [ -  «, - I ]  =  c 0+  Ct (S®4 -  Ç®s 4 - .  . . 4 -  S“ *-’ ) 4 -  C2( ç  4 -  «“ * 4 - .  . - 4 -  ç * M ).

On pourra d’ailleurs présenter les deux équations qui précèdent sous 

une forme analogue à celle des équations (16) et alors, en les multi

pliant l’une par l’autre, on obtiendra, au lieu de la formule (20), la
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suivante :
N

(40 4/>2 =  A* +vB 2,

les valeurs entières de A, B étant toujours déterminées par les for
mules (17). Enfin si, en nommant p x la plus haute puissance de p  qui 
divise simultanément A et B, on pose

k —pxx, B = p xy,

on verra la formule (41) se réduire à 

(4s) · 4pP= &*+ vy*·

On pourrait encore, dans l’hypothèse admise, c’est-à-dire lorsque
/

v,'w sont tous deux de la forme 4# 4-3, décomposer le second membre 
de la formule ( 3 8 ) en deux facteurs égaux, non plus aux deux produits

[f. O t1» — 0» [— u 0 [— — 0.

mais aux deux produits

[ i , i ] [ — 1 , 1] ,  [ i>  —  1]  [  i> l ]>

et alors on se trouverait conduit, non plus à la formule (42), mais à 
une équation de la forme

(43) 4/?ii= ^ 2-i- w /2.

Considérons maintenant le cas où v serait de la forme 4 a?-+-i» « étant 
de la forme +  3 . Alors la formule (41) se-trouverait remplacée par

4
les formules (4°). en sorte qu’on aurait simplement

N

A =: 2/4, B = o;

et, en conséquence, la formule (42) cesserait de fournir la transfor
mation d’une puissance entière de p ,  multipliée par 4* en un binôme 

OEuvres de C. — S. I, t. III. 17
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de la forme
.-r® -t- 'Jy".

Mais la formule (4 3 ) continuerait de subsister et l ’on pourrait au reste 
déduire une nouvelle formule de la décomposition du second membre 
de l ’équation ( 3 8 ) en deux facteurs de la forme

[l, l ] [ - I ,  -  i], [I, — I] [— I, I].

Alors, en effet, le produit
i, - i]

serait une fonction entière et symétrique, non seulement de

et de
s, S“\ .... i "~

mais encore de
S“\

«V—S• · * 9 Ç >

et de
a“’,

a“, a“’,

qui ne serait point altérée quand on y remplacerait simultanément

ç par çu, tx par a“,

les coefficients numériques des différents termes étant d’ailleurs des 
nombres entiers. Par suite, le produit

[I, I] [— I , - I ]

se réduirait à une fonction linéaire, non seulement des sommes .

(S  +  S“ '  4 - . . ·  4 - 4 -  ( ? “  4 -  4 - .  . . 4 -  S“ v- a) ,

A ( «  +  « · ’ + .  . . 4 - a “ "-1) 4 - ( <xa 4 -  a“” 4 - .  . . 4 - a0"-1),

mais encore des sommes

(a  4- <xa' 4 -. . . 4 - a “- * )  (s 4- ç“’ 4-. . . 4 - ç “v- ’ )

4 - ( a ° 4 - « “s +  ... . 4 - a a“_1) (?“ 4- ç“s 4-. .. . 4-

( a® 4- a®’ 4-. .. .4 - « » - * ) ( « 4- ç“’ 4- . ., . 4 - S “v- s)

4- (a  4- <xa' 4-. . .4-  a ““- ’ ) (sK4- ç'1’ 4-. . : 4-S'*v~*),
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Or, des quatre sommes qui précèdent, les deux premières se rédui
ront à — i, puisqu’on aura généralement

Ç + Ç» +Ç«> + . =  —I,
ot et“' -H . = --I,

et, quant aux deux dernières, comme, en posant pour abréger

ç — 5“ +  S“’ — . _|_ __ ç«V-i1 =A ,

on trouve
x — cxa-h a“’— a““-’ — aa"'“3=  A',

s -r- s"’ h- -. =  — — -, 2
, ç« -t- ç'** -h

« +  aœî +  . . ■j — A'
2

5 4-aa’+ ... +  « « « =  , +  A'2

elles pourront être représentées par les expressions

i - i ' . i + A  , ii -I- A' i — A _  i -i- AA'
12 2 2 2 2

i — A' i — A ]H- A' i +  A i -A A '
2 2 2 2 2

Donc, dans l’hypothèse admise, le produit

[1,1] [ - 1 , - 1 ] . '

se réduira simplement à une fonction entière et linéaire des rapports

i +  AA' i —  AA'
----------J ----------5

2  2

les coefficients étant des nombres entiers; en sorte qu’on aura

I -K  AA7 I — A A'

c0, ct, c2,désignant des quantités entières. Si l ’on pose maintenant 

A =  2 c0h- Ci-t- c2, B =  Ci— c2,
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la formule précédente donnera

(44) . a [ i ,  i] [ — i, —  i] =  A +  BAA',

les valeurs numériques de A, B étant deux entiers de même espèce, 
c’est-à-dire tous deux pairs ou tous deux impairs. D’autre part, si, 
dans la formule (44). on remplace ç par ç", sans remplacer en même 
temps a par aa, alors, au lieu de cette formule, on obtiendra la sui- 

'vante : ' ■

( 4 5 ) 2 [ i , - ! ] [ - ! , I ] = A - B A A ' ,

puis on tirera des formules (44). (45), combinées avec l’équation (38),

N
(46) 4 ^ = A i - B 2A2A/2.

De plus on aura, en vertu de l’équation (io),
V - 2

(ç  — ç“ -H ç“3 — . . .  +  S“v' s — =  (— I) 2 y,
CO — 2

" (a — -t-«a“_ï— aa“-,)!= ( — i) 2 oo

ou, ce qui revient au même,
V — 1 h) — 1

A2 =  (—  i ) 2 v, A' !=  (— i) 8 co.

Donc, lorsque v sera, comme on le suppose, de la forme 4^ -H i, 

eo étant de la forme L\x -+- 3, on trouvera

A 2 =  v, A ' 2=  — co

et la formule (46) donnera
N

(47) 4jd2 =  A 2+ vcoB2.

Enfin, si l ’on nommep l  la plus haute puissance de p  qui divise simul
tanément A et B, alors, en posant

A = p xæ, B = p l f ,
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on verra la formule (47) se réduire à

(48) 4/^— +  vuy2 ·

ou, ce qui revient au même, à l’équation

(49) !lp V - = x 2+  n y 2,

la valeur de n étant
n — v w.

Il est bon d'observer que, le nombre v étant supposé de la forme 
{ \ x - \ - i  et le nombre w de la forme 4^ +  3 , le nombre n sera de la 
forme 4^-H3 , dans l’équation (49) aussi bien que dans l ’équation (21). 
On peut ajouter que n , étant le produit de deux facteurs premiers 
impairs, v, 00,  ne pourra être de la forme 4^ +  3  que dans le cas où 

•un seul des facteurs sera de cette forme. Effectivement, si v et <0 étaient 
tous deux de la forme 4^ +  3 ou tous deux de la forme l \ x  +  1, leur 
produit

n — vw

serait évidemment de la forme l \ x  -+-1.
Les diverses formules qui précèdent s’accordent avec celles que 

nous avons établies dans le premier et les. deux derniers paragraphes 
du Mémoire. Elles peuvent d’ailleurs être facilement étendues au cas 
où n  serait le produit de plusieurs nombres premiers impairs

V, v', v", . . . .

Ainsi, en particulier, supposons

/i =  vv'vi',

v, v', v" désignant trois nombres premiers impairs, et représentons par 

le produit des diverses valeurs de 0A correspondant aux valeurs de h
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qui, étant premières à n, vérifient les équivalences

v — i v'—1 y — î

( 5o) x  2 = i  (mod.v),  x  2 = t  (mod.v'),  x  2 =  i (mod.v").

Soit encore
[— I, —  I , — i]

le produit des diverses valeurs de ©¿.correspondant aux valeurs 

qui, étant premières à n, vérifient les équivalences

de h

y —i y—î y1'—î
(5 i) x  2 s — i (mod.v), x  2 = —  i (mod.v'), . x  2 = — i (mod.v"),

et concevons que.l’on emploie, dans un sens analogue, chacune des 

huit expressions comprises dans la formule

[ ± I , ± ! , ± l ] ,

de sorte qu’à un changement de signe opéré dans le dernier membre 

de la première, ou de la seconde, ou de la troisième des formules ( 5o), 

doive toujours correspondre un changement du signe qui affecte la 

première, la seconde ou la troisième unité dans la notation

[i> >, i]·

Soient d’ailleurs respectivement

it, u', u"

des racines primitives des trois équivalences

x'*-' =  1 (mod.v),  =  i (mod.v'),

et
s, s'» s"

des racines primitives des trois équations

X y'-l

a:v= i ,  x '1 =  î , x '1’ —  i.

( m o d . v " )

Enfin posons 

( 52) s — s”+ s '‘’ . . .  4 .  g » ' ’- * __ ç « v - «  _  ^
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et nommons A', A" ce que devient A quand on remplace v par' v' ou v". 

Chacune des huit expressions

( ’ [te1, 1], [ ' , — J. -  i]. [ - 1 ,1 ,  — i], i],(o3)
( [ - 1 , - 1 , — i], [ i ,— i, i], [i, i, — i]

sera une fonction entière et symétrique, non seulement de

ou de
C  C w **99 S 9

-»V- 5 * * 9 *9

mais encore de
r 1 l r U 9 
*9 9 *9 9

- « v —3♦ · 9 S 9

ou de
c' c'«'2*9 9 *9 9 • · 9 *9

et aussi de
Ju' J w'8* 9 * 9

Ju''*’— 2 • « 9 *

ou de

Jl //«"» S 9 S 9 • · 9 S

Jiu" rt'uUi 
*9 9 *9 9 ·• · · 9 *9

les coefficients numériques étant des nombres entiers. Par suite, on 

pourra en dire autant des produite qu’on obtient en multipliant l’une 

par l’autre deux ou plusieurs des expressions ( 53), et chacun de ces 

produits, ainsi que chacune de ces expressions, sera non seulement 

une fonction linéaire des deux sommes

2 2

par conséquent des deux rapports

i —  A i -f- A 
-------1 ) ------- »

2 2

mais encore une fonction linéaire des deux rapports

i —  A' i -t- A'
------------------------  y -------------------------

• 2 2

et aussi une fonction linéaire des deux rapports

i  —  A" i -I -  A"
2 2
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Donc chacune des expressions (.53), ou chacun de leurs produits, 

multiplié par 23=  8, deviendra non seulement une fonction linéaire 

de
i —  A, n -  A,

par conséquent de A, mais encore une fonction linéaire de

i —  A', i -j- A',

par conséquent de A', et aussi une fonction linéaire de

, _  A", j +  A",

par conséquent de A", de manière à offrir généralement huit termes 

dont l’un sera constant, les sept autres termes étant respectivement 

proportionnels à

A, A', A", AA', AA", A'A", ■ A A'A"

et les coefficients numériques étant toujours des nombres entiers. 

Ajoutons que de la première des expressions ( 53) on peut déduire 

successivement les sept autres en y remplaçant séparément ou simul

tanément

A par — A, A' par —  A', A" par — A",

c’est-à-dire en changeant le signe de A, ou de A', ou de A", au moment 

où, dans la notation
[»,»,»],

on change le signe qui affecte la première, la deuxième ou la troisième 

unité. Cela posé, si l ’on considère en particulier les deux produits

(54)
[— », — » ,- » ] [ - » , », »][», -»> »][«, », — »],

il est clair que chacun d’eux restera invariable, tandis que, des trois 

différences représentées par

A , A ' ,  A " ,
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deux seulement changeront de signe et que, pour déduire le second 

produit du premier, il suffira de changer à la fois le signe de A, celui 

de A' et celui de A". Il suit de cette remarque, et de ce qui a été dit 

plus haut, que les produits ( 54), multipliés par le nombre 23=  8, ne 

devront renfermer aucun terme proportionnel à une seule des diffé

rences
A, A', A'

ou à l’un des produits partiels

AA', AA", A'A"

et devront sé réduire à deux binômes de là forme

a ·+- b AA' A", 

a  — b A A'A11,

a, b désignant deux quantités entières. On aura donc

(55) I 8 [ 1’ *’ ‘ H 1’ “ O —  i] [— I, -  ·] [— ' ]  =  3 4- bAA'A",
j 8[— i, — j, —  i] [—  i,  i , ' i ]  [ i ,  —  i, i] [i', i ,  —  i] =  a —  6AA'A".

D’autre part, chacun des produits ( 54), pouvant être considéré comme 

une fonction entière des rapports

i — A n -  A i — A' i -t- A' i —  A" i -h A"
------ , ---------; ----------, — -— > --------- , —-------- ,

2 2 2 2 2 2

dans laquelle les coefficients numériques sont entiers, se réduira, 

au signe près, à un nombre entier si l’on y remplace chacune des 

différences
' A, A', 'A"

par un nombre impair; par exemple, par l’unité. Donc un tel rempla

cement doit rendre le premier membre et, par suite, le second membre 

de chacune des équations ( 55), divisible par 8. Donc les deux binômes

d —t— b9 ci b

seront divisibles par 8; d’où il suit que leur demi-somme a et leur

OEuvres de C. — S. I, t. III. 18
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d e m i - d i f f é r e n c e  b  s e r o n t  d i v i s i b l e s  par  4 o u de  la f o r m e

a - 4A,  b —  B,

A, B étant des quantités entières. Donc les formules ( 55) donneront

l 2[., I, I] [ . I , - I ,  il= A + B A A 'A ",

\ a[— I , 1 ] [ I , - I ,  I ] [ i , r , - | ]  =  A — B A A'A",

les valeurs numériques de A, B étant des nombres entiers.

Observons à présent que — i sera une racine de l’équivalence

V — 1
(57) x  2 =  1 (mod.v)

si, v étant de la forme l\x -t- 1, le rapport est un nombre pair et 

sera, au contraire, une racine de l’équivalence

y —1
(58) x  * =  —  1 (mod.v)

si, v étant de la forme l±x -t- 3, le rapport est un nombre impair. 

Donc, par suite, des deux quantités

A, —h,

l’une sera racine de l’équivalence (57) et l’autre racine do l’équiva

lence ( 58) si v est de la forme í\x -l- 1 ; mais toutes deux seront racines 

d’une seule de ces équivalences si v est de la forme l\x 4- 3. Pareille- 

- ment, les deux quantités -h h, — h seront racines, l’une de l’équi

valence
V'—1

(09) , x  2 =  1 (mod.v' ),

l’autre de l’équivalence
v—1

(60) , x  2 == —1 1 (mod.v')

si v' est de la forme [\x ■+■  1 ; et toutes deux, au contraire, seront racines
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d’une seule de ces équivalences si v est de la forme l\ x 4- 3'.'Enfin, 

les deux quantités -+- h, — h seront racines, l ’une de l'équivalence

/ v"— 1
(6i) x  2 =  i (mod.v"),

l’autre de l’équivalence
v"—1

(6a) ' x  2 =  i ( m o d . / )

si v" est de la forme i\x -+- i ; et toutes deux, au contraire, seront racines 

d’une seule de ces équivalences si v" est de la forme 4^ +  3. Cela posé, 

il est clair que les deux monômes

©/„ 0-/i

appartiendront, comme facteurs, à une seule des expressions ( 53) si 

les nombres ' '
v, v', v" '

sont tous trois de la forme L\x -+- i; et, comme le nombre des facteurs 

compris dans chacune de ces expressions est égal au huitième du 

produit
N =  ( v —  i ) (v' — ’ i ) (v" — i ),

qui représente le nombre des termes premiers à /? =  vv/v'/dans la suite 

_ i , 2, 3, . . . ,  /î i,  ^

on aura évidemment, dans le cas dont il s’agit, eu égard à la formule (3),

[ - 1 , - 1 ,  i] —

N
[ ! , ! , — l] =zp™

deux seulement, par exemple v', v', sont de la forme l\x -+- i ,  le troi

sième, v", étant de la forme l±x -f- 3, alors les monômes

(63)
[ i , i , j ]  — P™, [ 1 , - 1 ,  - . ] = / > « ,  [ - i , ' i , - i ] = p » ,

N

I ,  —  1 ,  —  l ]  — p '\ [— I , T , l ]  = P 16, [ i , —  I ,  i ]  = p l\

Si des nombres
! ’1 

V,  v ,  v ’

O/i, O—fi
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appartiendront comme facteurs, non plus à une seule, mais à deux 

des expressions ( 53) qui ne diffèrent entre elles que par le signe de la 

troisième unité, et l’on trouvera, par suite,

N
[ — 1 > — 1 » —  1 ]  [ — 1 » — 1 » > ] = / > %

N
[ — 1 ,  I ,  I ]  [ I ,  —  I ,  ï ]  = P 9 .

V, v ' ,  v" ‘

un seul, v par exemple, est de la forme l\x +  i,  les deux autres, v', v", 

étant de la forme [\x 4- 3, les monômes

©A, ©—A

appartiendront, comme facteurs, à deux des expressions ( 53) qui ne 

différeront entre elles que par les signes de la deuxième et de la 

troisième unité. On aura donc, par suite,

N
[— i, I>I]=/»S

N
[— O O ·] [— o — O -  *] =  />*■

sont tous trois de la forme [\x -+- 3, les monômes

Î N
[i, I, !][ ', — I ,— l]=y08,· 

— I ,  » K o  I > — * ] = / > ’ > 

Enfin, si les trois nombres

V,

/ il

i e , ,  \ [ 0 0 ' ] [ ' , I , - ' ]  = P \

(64) »
( «]['»— *, — !]=/»*,

Pareillement, si des nombres

©A, ©-A

appartiendront, comme facteurs, à deux des expressions (53) qui 

différeront entre elles par les signes des trois unités, et l’on aura, par

suite, /

'N W

(66) |
[l, I, i][— I ,— I, — l]=/>8. — J, - i ] [ - I, I, I] =/>*,

N N
V [— i, i, - I ] [ r ,  — i, I] - p \ I, -  j]=/>8·
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■ Il est d’ailleurs évident que, dans tous les cas, les formules (63), 

ou (64), ou (65), ou (66), entraînent la suivante :

- t 1» ï» ' ]  C1» —ï» —l] [ 1, I ,—l ] [ - I , - I ,  i] [ f, —l] [—I, I , l ] [ l ,  —I, I ] [
» . -

Comme, dans le premier et le troisième cas, on tire des formules (63) 

ou (64)
N

t1» O >] [i> — O — >] [— O 1 » — 1 ] [— 1 » 1 » 1 ] = P*>
N

[ - 1 , — I, — l ] [ — I, I, l ] [ l , — I, t][l ,

il est clair qu’alors on doit avoir, dans les formules ( 56),

N

A  =  2 / ? ^ ,  B  —  o .

Au contraire, dans le deuxième et le quatrième cas, on tire de 

l’équation (67), jointe aux formules ( 56),

; »
( 6 9 ) ' 4 j o 2 =  A 2 —  B 2A 2A ' 2A " 2.

On trouve d’ailleurs, dans le deuxième cas,

A 2 =  v ,  A ' 2 =  v ' ,  A ',2 =  - v " ,

et, dans le quatrième,

A 2 =  — v ,  A ' 2 =  — v ' ,  A " 2 =  —  v " .

On aura donc, dans l’un et l ’autre cas,

A 2A ' 2A " 2 =  —  v v ' v "  =  —  n;  

et, en conséquence, la formule (69) donnera

N·

( 7 0 )  4 ^ 2 =  A 2 + « B 2.

D’ailleurs, parmi les trois facteurs premiers de n, ceux qui sont de la 

forme [\x 3 seront en nombre impair dans le deuxième et le qua-
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trie me cas, et on nombre pair dans le premier et le troisième cas. 

Donc le deuxième et le quatrième cas, auxquels se rapporte l’équa

tion (70), seront précisément ceux où le nombre n est de la forme 

4oc -+- 3.

Au reste, des raisonnements, semblables à ceux qui précèdent, 

s’appliqueraient aux cas où le nombre 'entier n serait le produit de 

quatre, cinq, . . .  facteurs premiers impairs

v, v', v\ V",

et alors, en désignant par N le nombre des termes premiers à n qui 

seront compris dans la suite

i, 2, 3, n —  1,

c’est-à-dire en posant

N =  (v — 1) (v' — I) (v"— 1) (vw— 1).. . ,

on se trouvera de nouveau conduit à la formule (70), A, B étant deux 

quantités entières dont la seconde sera nulle, si n est de la forme 

mais cessera de s’évanouir, si n est de la forme t\x +  3.

Si maintenant on désigne par/)5' la plus haute puissance de p qui 

divise simultanément A et B, alors, en posant

A — p^x, R — p*'y,

N . .

on tirera de la formule (70)

(71) 4/>*l=  -+- ny*.

Dans ce qui précède, nous avons supposé le nombre n composé de 

facteurs premiers impairs. Supposons maintenant.le nombre n pair et 

composé de facteurs dont l’un soit 2 ou une puissance de 2, les autres 

étant des facteurs premiers impairs. Si l ’on suppose d’abord ceux-ci 
réduits à un seul facteur premier y, n sera de l’une des formes

2V, 4v, 8v,
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Or, en supposant n divisible une seule fois par 2 ou de la forme 2, on 

retrouvera des formules analogues à celles qu’on obtient quand on 

pose simplement n — v. Mais, si l’on suppose

fi =  4 '■>,

v étant un nombre premier impair, on obtiendra des résultats dignes 

de remarque. Soient, dans cette hypothèse,

«» «, p

des racines primitives, des trois équations

x 1· ■— 1, x v— i,  x n= i ;

ori pourra prendre
P =  «s-

Si d’ailleurs l’indice h de est équivalent à i, suivant le module v, et 

à J  suivant le module 4» on aura

p A — a.'V,

ce qui suffira pour réduire l’équation (x) à l’équation (22); et, si l’on 

désigne par
®i,7

la valeur générale de 0A que fournit l’équation (22), les valeurs parti

culières de 0A, qui correspondront à des valeurs de h premières à n, 

seront celles que présente le Tableau suivant :

( ©1,1> ®«,l, ®«’,1, · · ' ,  ®«'-’,l>
( 7 2 )  ]

( ®K,3. · ·· ,

u étant une racine primitive de l’équivalence 1 ·
\

x^ - '  —  i (mod.v).

Concevons maintenant que, dans la formule (7), on fasse coïncider

©A) .©*> ©/>
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avec celles des expressions de la forme qui, dans le Tableau (72), 

offrent pour premier indice une puissance paire de u  et, pour second 

indice, l’unité. Il est clair qu’alors la somme

h  ■ +■  k  * + - 1 4 - . . .

sera équivalente, suivant le module 4* à

' V —  I

et, suivant le module v, au produit
¿ ¿ V - 1 _  !

1 +  Ms +  . . «v- 3=    ------  O.u* — 1

Donc, cette somme sera divisible par

n =  4 v,
ou seulement par

1
-  n =  2v, 
2

ou enfin par

ï n = v »

suivant que v — 1 sera divisible par 8 ou par 4* ou seulement par 2, 

c’cst-à.-dire suivant que v sera de la forme

8a:+  1, ou 8:r +  5, ou

On aura donc, dans le premier cas,

=  0O =  —  1 ,  ■

(73) ®A ®Æ ■ * —“  R / i j A r , / , . . .  t

dans le deuxième cas,

® A + A -t-/+ ... ----- © 1  ----- © 2 V )

2 n
(74) © A  © *  © / · . • =  R/i,*,/,...©2V

et, dans le troisième cas,

© A + A + /-K .. —  ©1 —  © v ,

©A ©* ©/· · · =  R*,*,,,... ©v,(75)
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pourvu que 
<* ®A, O * . 0 l, · · ·

remplissent les conditions ci-dessus énoncées, c’est-à-dire, en d’autres 

termes, pourvu qu’on fasse coïncider les indices

h, k, l,

avec ceux qui vérifient simultanément les deux équivalences

V —t
(76) . x  2 = i  (mod.v),  x s = i  (mod.4).

On prouvera d’ailleurs facilement : i° que, si n est de la forme 8a; -t- 1 

ou 8a; 4 -5, l’équation (73) ou (74) s’étendra au cas même où l’on 

ferait coïncider les indices

h, k, l, . ..

avec ceux qui vérifient simultanément les deux équivalences

V — 1
(7 7 ) x  2 == 1 (mod.v), x  =  3 = — 1 (mod.4),

ou les deux équivalences

V -1
(78) x  2 = — 1 (mod.v), x =  i (mod.4), 

ou bien encore les deux équivalences

V —1
(79)  x  2 e=  —  i (mod.v),  x =  —  1 (mod.4);

20 que si v est de la forme 4^ +  3, l’équation (76) s’étendra au cas 

même où l’on ferait coïncider les indices

h, k, l,

avec ceux qui vérifient simultanément les équivalences (76) ou (78), 

mais devra être remplacée par l’équation suivante :

( 8 0 ) -  0 *  0 / ·  · · =  R A, 0 -v ,

OEuvres de C. — S. I, t. III. ■9

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



14-6 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES, 

si l’on fait coïncider les indices

fl, ky ly . . .

avec ceux qui vérifient les équations (77) ou (79). Donc, si l’on désigne 

respectivement par les quatre notations

[>.1]. k - i]> t - i . a  [ - 1 . - 1 ]

les quatre produits formés par la multiplication des valeurs de

®a > ©¿> ©/> · · ·

correspondantes aux valeurs de

h , k ,  l, . . .

qui vérifient les formules

(76), ou (77),  ou (78), ou (79),

on pourra, dans l’équation (73), lorsque v sera de la forme 8a; +  1, et 

dans l'équation (74)» lorsque v sera de la forme 8a;-f- 5, remplacer 

successivement le produit
©A ©*©/.. ·

par chacune des quatre expressions

/ [ l  t j ]  —  © 0 1  ® « 3,1 ® i C , l  · · · © u v 3,1 >

I [ 4 *  * ]  ---- ©1.3 0 B« , 3 © « ‘ , 3 · ·  · © « - ' , 3 ,
( 8 l )  \

J [ U 1] — ©»,.©,t>., ©„*,,...©,c-·.,,

[ [  !> * ]  —  ©«>3 ©«>,3 ©K1, 3·  · ■ ®tt, - ’ ,3·

Mais, lorsque v sera de la forme l\oc -4- 3, alors on pourra remplacer le 

produit
© A  © a  & / ■ ■ ■ ,

dans l’équation (y 5), par chacune des expressions

[*,!], [1, — 1]

ou, dans l’équation (80), par chacune des expressions

[U— O, [ - 1 , - 1 ] ·
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Observons'à présent que — i sera une des racines de l’équiva

lence (57), si v est de la forme l\x -f- 1, et de l’équivalence ( 58), si 

v est de la forrn.e kx  -+- 3. Donc, par suite, les deux quantités

h, —  h

satisferont, l’une aux formules (76), l’autre aux formules (77), ou 

l’une aux formules (78), l’autre aux formules (79), si v est de la 

forme l\x -4- 1; et, au contraire, ces deux quantités satisferont, l’une 

aux formules (76), l’autre aux formules (79)* ou l’une aux for

mules (77) et l’autre aux formules (78), si v est de la forme l\x -+- 3. 

Donc, en vertu de la formule (3), on aura : i° si v est de la forme 

8x  1 ou 8a; -+- 5,

(82) [1, 1] [1, —  1] =  p  2 , [—  », 1] [— 1, —  «] =  /> 2 ;

20 si v est de la forme l\x +  3,

(83) = p Ljl, [ I r - I ] [ - M ] = / M * ·

. Dans l’un et l’autre cas, les formules (82) ou ( 83) donneront

(84)

D’ailleurs, comme, dans chacune des formules ( j 3), (74)» ( 75), (80), 

l’expression
R/;,

représentera une fonction entière et symétrique de

p'S ? k , p*, ■ ■ ■ >  -r

par conséquent une fonction entière et symétrique, non seulement de

mais encore de
,Ç4>

a*, txk, ,a':

les coefficients numériques étant dés nombres entiers, il est clair
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que, si v est de la forme 8a? 4 -1 , le produit

sera, en vertu de la formule (78), une fonction entière et symétrique, 

non seulement de

mais encore de
«, « «V

par conséquent une fonction linéaire, non seulement des deux sommes

ç -4- ç"' ç“ -+- ç"’ 4 - . . .  4 -

mais encore de la somme
a ■ -+- a 3.

Or, cette dernière somme étant nulle, en vertu de l’équation

à laquelle doit satisfaire la racine primitive <x. =  \J— 1 ou a =  — y/— 1 

de l’équation
as'' — 1,

il en résulte qu’en supposant v de la forme 8a? 4- 1, on aura

[ 1,1 ] [ 1, - 1  ] =  c, +  cj ( ç +  ■«"’ + . . .  +  s“''- ) 4- c2 ( ç« 4- «"· 4- . . .  +  s«“-* ),

ct, c,, c2 désignant des quantités entières. Si, dans l’équation précé

dente, on remplace ç par ç“, on trouvera 1

[ -  i , i'] [ - 1, - 1 ]  =  c·, +  c, (ç*+ 5“* + . · · +  s"’-1) 4- c,(ç +  s'‘5 + . . . -h s"M);

puis en posant, pour abréger, . . .

. , . . .  .. S — , Çn H- çn' — . . .  4- ç"y_I —  ç",-î —  A,

A  =  2 C0 —  c, —  Ci, B =  c , —  cit

on réduira les deux équations que nous venons d’obtenir à la forme ·

( 2 [ j , i ] [ i , — i] =  A +  B A,

I a [—  I, 1] [—' r, —  1] —  A —  B A.
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Si le nombre v était de la forme 8 a;-+- 5 , alors on devrait à l’équa
tion ( 7 3 ) substituer l’équation (74) et, par suite, en ayant égard à la 
formulé

©fv — ©2V ®—2V ='■ P>

on obtiendrait, au lieu des équations ( 8 5 ), les deux suivantes :

I 2 [ i , i ] [ i , - i ]  = ( A  +  B A  )p,
( 2[— 1,1] [— l >— 1] — (A — BA)/>.

Enfin, si v était de la forme l \ x  -+- 3 , on devrait à l ’équation (73) sub
stituer l ’équation (75) ou (80) et, par suite, en ayant égard à la formule

© V  © — V — ----- P  y

on se trouverait de nouveau conduit à deux équations de la même 
forme que les équations (86). Observons d’ailleurs que les équa
tions (86) peuvent être censées comprises elles-mêmes dans les for
mules ( 8 5 ), desquelles on les déduit en remplaçant les deux quantités 
entières A, B par deux autres quantités entières p A, y B.

Les résultats que fournissent les équations (82), ( 8 4 ), ( 8 5 ), (86) 
sont analogues à ceux quo» nous avons obtenus en prenant ra =  v; et 
d’abord, si v est de la forme 8a; —t- 1, on tirera des formules (82) 
e t( 8 5 )

V —  1

À  =  ip 2 , B = 0 .

Si, au contraire, v est de la forme 8a;-+- 5 , on tirera des formules (82) 
e t(86)

V—3
A =  2 p  2 , B =  o.

Enfin, si v est de la forme 4^ +  3, alors des'formiiles (84) et (86), 

jointes h l’équation
. ... A4 ■

on tirera

( 8 7 ) 4/)v-»=A* +  .vB5;

puis, en nommantyx la plus haute puissance dey, qui divise simul-
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tarïément A, B, et posant

A =  /Ax, B =  />xj ,

p =  v — 3 — 2X,
on trouvera

( 88) 4/>>*·== x i -t- v j 2.

Considérons maintenant les deux produits

[ l , l ] [ — 1, — 1], [ 1, — 1] [— ï f  1]

que l’on déduit l ’un de l’autre, en remplaçant ç par ç“, ou a par a3 =  a-1. 
Chacun de ces produits sera une fonction entière de a et, de plus, une 
fonction entière et symétrique, non seulement de

les coefficients étant des nombres entiers. Comme d’ailleurs chacun 
de ces produits ne sera point altéré, lorsqu’on y remplacera simulta
nément

ç par ç“ et a par a3, »

il devra se réduire, non seulement à une fonction linéaire de

a, a3

et, en même temps, à une fonction linéaire des deux sommes

mais encore, évidemment, à une Fonction linéaire des sommes

mais encore de
cu ¿H8 H
Ç f 5 9 « · · > _ S

%

, H-«1

«  ( ç  - H  S“‘ +  . . . - + -  ç , , , _ s ) -t- a 3( Ç“ 4 -  «“* ) ,

« ’ ( ' «  - t -  « " * + .  . . - H s 1 ) - t - «  ( i “ -H «"’ - H . . . -h

Or, en vertu de la formule

on a
a3 =  — a,
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et, par suite, chacune des deux dernières sommes se réduit, au signe 

près, à
a(ç — ç» +  ç“’ ç«;- — ç'lV-î ) =  «A.

Donc les deux produits

t1» >] [— ·» *]> [»,— »][— · . ']
Í

se réduiront à deux fonctions linéaires du monôme

«A

qu’on déduira l’une de l’autre, en remplaçant a par a3 =  — a ou, ce 

qui revient au même, en remplaçant

«A par — «A.

D’ailleurs, chacun de ces produits aura pour facteur

© 2 V  —  P

si v est de la forme 8a? -+-1 , et

© v  0 - v  =  — P

si v est de la forme !\x 4- 3. On aura donc généralement

q I [ ' , ■ ] [— i . —  ' ] = A  +  B « A ,
(8o)

' ! [ I . , ^ I ] [ - I , . ] - A - B « A ,

A, B désignant deux quantités entières qui seront divisibles par p  si 

v est de l’une des formes 8a? -+- 5, 4# -t- 3. Ces principes étant admis, 

si l’on suppose v de l’une des formes

8a; -+- i ,  8a;+  5,

alors des équations (84), (89), jointes aux deux formules '

«* =  — I, A*=v,
on tirera

( 9 0 )  yO7 - 1  =  A * +  v B J.

Si, an contraire, v est de la forme 4^ +  3, on tirera des équations ( 83)
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e t(89)
V —1

A — p  ! , B =  o.

L’équation (90), dans laquelle A, B sont divisibles par p, lorsque 

v est de la forme 8a; 4- 5, mérite d’ètre remarquée. Si l ’on désigne 

par px la plus haute puissance de p qui, dans cette équation, divise 

simultanément A et B, alors,'en posant

k  =  p Kx ,  B =  p ky ,

¡X =  v — 1 — 2I,
on trouvera

(91) pV·—  x*-+- vy*.

11 est bon d’observer que, dans le cas où l’on suppose

n =  4v,

le nombre N des termes premiers' à n et compris dans la suite

1 , 2 , 3 ,  . . . ,  /i —  1

est précisément
2 ( V - I ) .

N
Donc, alors, l’exposant de p  se réduit à — dans les formules (84) et (90),

aussi bien que dans les formules (38) et ( 47)» (67) et (70).

Dans le cas particulier où, v se réduisant à l’unité, on a simplement

on a aussi
n =  4,

p — '»,

a désignant toujours une racine primitive \J— 1 ou — \J— 1 de l’équa

tion
Xl= ] ,  ·

Alors on tire de l’équation (3)
p - '

® l=p,  0 , 0 3 = : ( - l )  ‘  p,

et de l’équation (4)

e* =  Rl.ie1 0*: ■ Rj,3 ®2
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puis de ces dernières combinées avec les deux précédentes 

(93) P  Rl,l R3,3·

Dans cette même hypothèse, R)it, se réduisant à une fonction entière

de a, sera de la forme '
R1,i =  A +  B<5t,

A, B étant des quantités entières, et l’on aura encore

- A +  R c£*
ou, puisque a2 =  — i,

R3 i3 =  A — B a.

Par suite, la formule (92) donnera

/> =  (A +  B « ) ( A  —  B « )  =  A 2—  B«*
i

ou, ce qui revient au même,

( 93) ' p —  A2 +  B2.

Donc, alors, la multiplication de 0* par ©j.'ou plutôt de Rlj( par R3)3, 

fournira la décomposition du nombre p  en deux carrés, c’est-à-dire, 

en d’autres termes, la résolution de l’équation indéterminée

(94) ' p =  +

dans laquelle p  désigne un nombre premier de la forme 

Si, au lieu de supposer n =  4v, on supposait

n =  4vv\ :.,

\

v, v', ... étant des nombres premiers impairs, on se trouverait conduit, 

en raisonnant toujours de la même manière, à une formule analogue à 

l’équation (90). Supposons, pour fixer les idées, que, le nombre des 

facteurs premiers impairs étant réduit à 2, l’on ait

/i =  4

Alors, en nommant toujours N le nombre des termes qui, dansda suite 

— , r, 2, 3, · ·· ,  n 1,
O E u vres d e  C . —  S. I, t. UI. 2 0
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sont premiers à n =  4vv', on trouvera

. N =  2(v —  i) (v' —  l).

Cela posé, en étendant l’usage dés notations (53) au cas où, dans le 
produit

n =  vv'v",
I

on remplace le facteur impair v" par le facteur 4> par conséquent, au 

cas où l’on remplace les équivalences

V "-* !  Vw—  I

X s =  I (mod.v"), x  2 =  — i (mod.v")

par les équivalences
•

X =  1 (mod.4), x ~  — i (mod.4)

et les sommes

ç» ç"«"14- ç»«"*"-1 i —  A"

2 3
. . . 4-

par
« et «3=:— a,

on obtiendra, pour représenter les produits ( 54), non plus des fonc

tions linéaires de .
I —  A" I +  A"
------ > -------J

2 2

mais des fonctions linéaires de

«, — a,

-lesquelles, d’ailleurs, ne cesseront pas d’être en même temps fonc

tions linéaires de
i —  A i +  A ---1--- , --------

2  * 2

et fonctions linéaires de
I —  A' 1 +  A' 
--------> --------

2 · 2

Donc, alors, au lieu des équations ( 55), on en obtiendra d’autres de la
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forme .

(95 )
4[i, i, i] [r, — i, — i] [— i, i, — i] [— O — i, i] = a + b xAA', 
4[—i, — i, — i] [—i, i·, i] [i, — ï, i] [i, i, —  i] —  a —  6 a AA',

a, b désignant des quantités entières qui, comme les produits ( 54), 

seront divisibles par p 2, c’est-à-dire par le carré.de

si le nombre

0? ou de ©i 0 i , 
271 , ï" ’“ï"

N _v —  i v' —  i
■ 8  “  2  2

n’ëst pas divisible par 4· Comme, d’ailleurs, dans chacune des équa

tions (95), le premier membre, ou le quadruple de l’un des pro

duits ( 54), devra se réduire au quadruple d’un nombre entier, si l’on 

remplace A, A' par des nombres impairs tels que l’unité et a par un 

nombre pair ou par un nombre impair, par exemple par 0 ou par 1, il

est clair que ' · ·*
a  et a -+- b

devront être des multiples de 4· Donc a, b seront divisibles par 4 ou 

de là forme
■ a =  4 A ,  6 =  4 B

et les formules (g5) donneront

t [ o  O ' ]  [i> — 1 , — ! ] · [— I,  T, — 1 ] [ — I, — I,  1]  =  A +  B a AA',

9 ! [ - i , - i , - i ] [ - i , i , . ] [ i , - i , - i ] [ i , r , - . ] = A - B « A A ' ,

les valeurs numériques de A, B étant d.es nombres entiers qui seront 

certainement divisibles par p 2 si le nombre

N _v — 1 v' .— 1

8 ’ 2 ■ 2 ’ , '

n’est pas divisible par 4· D’autre part, on reconnaîtra sans peine que 

les formules (64) sont applicables au cas où, dans le produit
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les facteurs impairs v, v' sont tous deux de la forme l\x  -+-1; les for

mules (65), au cas où un seul de ces facteurs impairs, v par exemple, 

est de la forme i\x-\-i\ enfin les formules (66), au cas où les fac

teurs v, v' sont de la forme 4£C-+-3. Dans les trois cas, les for

mules (64)» (65) ou (66) entraîneront la formule (67) et, dans le 

second cas en particulier, les formules (65) ou (68), jointes aux 

équations (96), donneront
N

A =  p'* t B =  o.

Mais, dans le premier et le troisième cas, on tirera de l’équation (67), 

jointe aux formules (96),

* N

(97) P * =  A*—  Bsa! AsA'J =  A! -(- B ! A! A,! ;

et, comme on aura, dans le premier cas;

A8 =  v, A'J =  v'.I
dans le troisième cas,

A2=  — v, A'! =  — 1/,

il en résulte que, dans le premier et le troisième cas, on trouvera

A, A'i =  vv',
par conséquent

(98)
N

p1— A! -t-vv'B2.

On peut remarquer, d’ailleurs, que les deux cas dont il s’agit sont 

précisément ceux où le produit

VV
n

t

est de la forme 4^ +  1· Ajoutons que les quantités entières A, B seront 

divisibles par p 2, si les deux nombres v, v' sont de la forme 4*  -+- 3. 

Généralement, si n est de la forme

n =  4 w' v". . . ,

v, V , v", . . .  désignant des facteurs premiers impairs, alors, en nom-
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mant toujours N le nombre des termes premiers à « et compris dans 

la suite
i ,  2 , 3 ,  . . . ,  n  —  i ,

c’est-à-dire en posant

N  —  2 ( V —  l ) ( v ' — i )  ( v " — i ) . . . ,

on trouvera
‘ N

p* — A2-+- w V . . .B2, 

ou, ce qui revient au même,
*

(99)

A, B désignant des quantités entières, dont là seconde sera nulle 

lorsque le produit
· ,  „ n

VV V . . . =  T-4
%

sera de la forme 4^ +  3 et cessera de s’évanouir lorsque le même 

produit sera de la forme Ajoutons que les quantités A, B

seront divisibles par la puissance de p, dont le degré est le nombre des 

facteurs impairs
v ,  v ' ,  v " ,  . . .

si le produit
V —  t  v'  —  1 v" —  I

2 2 2

n’est pas divisible par 4·

Si maintenant on désigne par p x la plus haute puissance de p  qui 

divise simultanément A et B, alors, en posant

K —p^x, B — p^y,

on tirera de la formule (99)

(100)

Supposons encore n =  8. Alors, si l ’on nomme a une racine primi-
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tive de l’équation 

les quatre racines primitives de cette même équation seront 

et l ’on aura

æ* — i,

a ,  a 3, a 5, a 7

a» =  — i .

P i
Alors aussi la formule (3) donnera

©*=:/>, ©107= 0 30s= ( — l) 8 > ,

et l’on tirera de la formule (4)

®1 ®»— Rl,8®*> 0 s 07= Rb,,©,,

puis, de ces dernières équations combinées avec les deux.précédentes,

(lOl) ft=Rl,»R6,7.

D’ailleurs
Ri,s

sera une fonction entière et symétrique de

a, a3,

par conséquent, une fonction linéaire des sommes de la forme

txm+  <x3m,

le coefficient numérique de chaque somme étant un nombre entier; et, 

d’autre part, la somme
<xm+  a3"1

se réduit, pour m =  i ou 3, à

a  a 3= : a 34 - a 9,

pour m =  2 ou 6, à 

pour m =  4, à

a 2 -i- câ — a 6 +  a 18 =  o ,

a8 4- a12 =  — 2,
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enfin, pour m — 5 ou 7, à

• a54- a 16=  «7-l-a2I=  a34- = — («-h«3).

Donc R,i3 se réduira simplement à une fonction linéaire de la somme

a 4- a3;

et, comme on déduira R5iT de R)>3 en remplaçant

par
a  e t  a 3

a s =  — a  et a 7 = — a 3,

on aura nécessairement

( ' R i , a =  A 4- B (a 4- oc3),
(102)

I R6)7= A - B ( «  +  a3),

A, B désignant des quantités entières.

Si maintenant on combine les formules (101) avec les équa

tions (102), on en conclura

p — A3— B2(a 4 -  a3)*, .
et, comme on aura

v 1 (a 4- x3y =  a24- oc64- 2«*= 2«‘ =  — 2,

on trouvera définitivement

(103) p =  A2 4-  2 B2.

Donc, p  étant un nombre premier de la forme 8# +  i, on pourra tou

jours satisfaire, par des valeurs entières de x , y , à l ’équation indé

terminée

(104) P =zxi +  2J 2.

On pourrait encore facilement étendre les principes que nous venons 

d’exposer au cas où le nombre n serait de la forme

n — 8v
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ou même de la forme
. n =  8vv'v1' ..

v, v', v", étant des facteurs premiers impairs. Alors les résultats 

seraient analogues à ceux que nous avons obtenus en supposant

n =  4 vv'v"..............

Seulement, en passant d’une hypothèse à l’autre, il faudrait substituer . 

aux racines primitives
a et «s =  — a

de l’équation 

les sommes 

ou

— I

« -+- « 3 et a 5 4- a 7 —  —  ( a ■ +- a 3 )

a 4 - a 7 et a s -t- a 5 =  —  ( a h- a1 ),

formées par l’addition de deux des racines primitives

de l’équation

«, a s, a 7

x i — f .
*

Cela posé, en nommant N le nombre de ceux des termes de la suite

i ,  2, 3, . . . ,  n —  i

qui sont premiers à 

c ’est-à-dire en posant

n =  8 w V , . . ,

N =  4 (v — i)(v'— i)(v"—  i)...,

et désignant par A, B deux quantités entières, on trouverait : -i° dans 

le cas où le quotient
n , „
-  = V V  V  . . .
O

serait de la forme [\x +  i ,

N.
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2° dans le cas où le m ême quotient serait de la forme l\x  + , 3 ,.

N

p l ~  A 2— B >  +  a 7)2 A 2 A ' 2 A"2. . 

les valeurs de A2, A/2, A"2, . . .  étant dans l’un et l ’autre cast
y —i < v'—i vw—

A2 =  (— i) 1 v, A'2= ( — i) 2 v', A"2=  (— i) 2 v",

et, coinme on aurait évidemment dans le premier cas

( <x -t- a 3 ) 2 = a 2 -+- a 6 —  a =  —  a,

1)  1 v '  I v " — I . . '

T + " T  + T + - S0 (mod.2),
. . — vv'v"..

puis, dans le second cas,

( «  +  oc7 ) ! =  <x--h  a 6 -t- 2 =  2 ,

v — i v' — i ' v" — i . , .
------- 1--------- i--------- h .. .=  i · (mod.2),

2 a a

A2A'2A"2. . . =  — i vv'v",

il est clair que, dans l’une et l ’autre hypothèse, on se trouvera conduit 

à la formule
N

p î =  A2-(- 2vv'v',. . .B2, 

qu’on peut encore écrire comme il suit :

(io5) p2= A 2+ a ^ j B 2. .

Ajoutons que, dans le premier cas, les quantités A, B seront divisibles 

par la puissance de p  qui a pour degré le nombre des facteurs impairs

. V, v ' ,  v " ,  . . .

si tous ces facteurs sont( de la forme l\x -+- 3, attendu qu’alors le 

produit

2 IOEuvres de C. — S. T, t. III.
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sera divisible, non par 8, mais seulement par 4, et qu’on aura d’ailleurs

©*VVV'=®? = P ·
-  Il 
2 .

Dans tous les cas, si l’on désigne par p x la plus haute puissance 

dep , qui divise simultanément A et B, alors, en posant

A =  P x sc, B — p ^ y ,

. N , .p = - - 2l,

on tirera de la formule ( io 5)

(i°6) pP= a?! +  2 ^̂ )y î·

Nous remarquerons en finissant que, si le nombre premier p, étant 

de la forme se réduit précisément au nombre 3, les for

mules (iG) deviendront inexactes. Mais alors, pour retrouver l’équa

tion (20), il suffira d’observer qu’on tire de la formule ( 3)

©1 ®2 =  /V
et de la formule (4)

' ® i = = R|,t®2» ®2 — -E.2,2®1, ’ * 1

puis de ces dernières, combinées avec la précédente,

(107) p  =  R ^ jR 2,2· ·

Dans cette même hypothèse, si, en nommant p une des deux racines

primitives de l’équation
JC3 =  I,

l ’on pose
P — Ps=z A,

on aura, non seulement

A2 =  — 3,(108)

mais encore, eu égard à la formule p p2 =  — 1, -

P =  ~
I -  A

-, ■ p* =  — ■
1 + A
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Comme on aura, d’autre part,

Rl,1 =  c# +  Cip +  C2p2, R î ,2 =  Co "4" Ci ps -+- c2 p, 

cg, c, désignant des quantités entières, on en conclura 

(109) . 2 R ltl =  A +  BA, 2R 2)2 =  A  —  BA,

les valeurs de A, B étant

A —  2 cj c2, B —  c, —  c2,

puis on conclura des formules (107) et (109)

4/? =  A2— B2A2,

ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (108),

(no) 4/> =  A2-+3B2. · ·

L’équation (r io )  est évidemment de la forme de celle qu’on obtien
drait en posant n =  3 dans la forniule;(2o):

NOTE IY.
SUR LES RÉSIDUS QUADRATIQUES.

p  étant un nombre entier quelconque, on a, comme on sait,

1 . 2 . 3 .........p
(1)· ( x  - { - y - + - Z  - h . . . ) P =  S

(1-2...... f ) ( l . 2. . . .  .g)(l . 2 ..........h )... x f  y « z h. . .,

le signe S s’étendant à toutes les valeurs entières, nuljes ou positives, 

de
f ,  g, h, .. .

qui vérifient la condition

' - f + g + h + . . . = p .  ■ .··■ .
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Si p  est un nombre premier, le coefficient numérique

' î . 2 .3 .........p

(1 -2 ........./ ) ( ! ·  2 ......... ¿ - M l .2 ......... h ) . . .

se réduira toujours évidemment à un multiple de p , à moins que l’on 

ne suppose un seul des exposants f ,  g, h, . . .  égal à p', tous les autres 

étant nuis. Donc alors la formule (x) donnera.

(2) ( x + y  +  s - y .  . , )p z= x p + y p -y s p + . . . - y p P , ‘

P désignant une fonction entière de 'oc, y , z, —  dans laquelle les 

coefficients numériques seront des nombres entiers. Donc, si l’on 

attribue à x , y , z, . . .  des valeurs entières, on aura

( 3 ) ( x  y  -+■  z  - h , ) p =  x p y p -h z p - h . . .  (mod./>).

Si maintenant on pose >

x = y  =  z = . . .  =  i,

alors, en nommant k le nombre des quantités ce, y , z, . . . ,  on verra 

la formule (3) se réduire à

(4) k p = k  (mod./?).
%

L’équivalence (4) comprend le théorème énoncé par Fermât et suivant 

lequel la différence .
, '  X p —  X

est, pour des valeurs entières de x , toujours divisible par p, lorsque 

p  est un nombre premier. Comme d’autre part l’équivalence

xp — x =  o (mod./?)
ou

x { x p~ l —  i ) .=  o (m od.p)

entraîne la suivante

(5)̂  x p- '  —  i =  o (mod./>)

lorsque x  n’est pas divisible par p, il en résulte que tout nombre 

premier à p  est racine de ^équivalence ( 5), qu’on peut encore écrire
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commè il suit':

(6) . xp~x =  i (mod.p).

Si d’ailleurs on nomme t une racine primitive de l’équivalence (6 ), les
diverses racines de cette équivalence pourront être représentées éga

lement, ou par les divers termes de la progression arithmétique

i ,  2, 3, ■ · .,  p  i,

ou par les divers termes de la progression géométrique

i, t, t \  tP - ’ ;

et, par suite, tout nombre entier, premier à p , sera équivalent, suivant 

le module p , à une puissance entière de t. Ajoutons qu’en vertu de la 

formule.
tp~l =  i (mod.p)

on' aura généralement
th=  tk

si l’on suppose 

Donc une racine

h =  k (mod.p — i).

 ̂ t/i

de l’équivalence (6) ne devra point être censée altérée lorsqu’on y 

fera croître ou diminuer l’exposant A d’un multiple de p  — i. Enfin, 

comme, en supposant p  impair, on aura

l’équivalence ( 5) ou (6) se décomposera, dans cette hypothèse, en 

deux autres dont la première

• p  —  I

CC 2 —1 =  0

(7) x  2 === 1 (niod.p)

aura évidemment pour racines les puissances paires de t, savoir

I, t \  t \  . . . .  tP--\
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tandis que la seconde
P - l

X  2 — , 1  =  0  ·

OU

/> —1
(8). . ■ x  2 =  — i (mod./>)

aura nécessairement pour racines les puissances impaires de t, savoir

t, t\ t\ . . . ,  ip-\

Ainsi, parmi les termes de la progression arithmétique

, I ,  2 ,  3, P  1

représentant les restes ou résidus qui peuvent prévenir de la division

d’un entier par p, les uns, en nombre égal à seront équivalents,

suivant le module p, à des puissances paires de t, par conséquent à 

des carrés parfaits. Ces termes, dont chacun est le reste ou résidu de 

la division d’un carré par p , së nomment, pour cette raison, résidus 

quadratiques, aussi bien que les nombres équivalents aux mêmes 

termes suivant le module p\ et comme, dans le cas où l’on prend p  

pour module, tout nombre premier à p  équivaut à une puissance 

entière de t, le carré d’un tel nombre équivaudra nécessairement à 

une puissance paire de t, c’est-à-dire à une racine de la formule (7); 

d’où il résulte que tout résidu quadratique, différent de zéro, sera une 

semblable racine. Donc, les racines de l’équivalence (8) qui sont 

distinctes des racines de l’équivalence (7),, mais, comme elles, en

nombre égal à ~ —> ne pourront être des résidus quadratiques sui

vant le module p. C’est ce que l’on exprime en disant que chacune des 

racines de l’équivalence (8) est non-résidu quadratique suivant le 

même module.

Pour abréger, nous désignerons, avec M. Legendre, par la notation
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p-l

le reste de la division de k 2 par le nombre premier p. 

aura généralement

[j H

si k est divisible par p, et, dans le cas contraire,

[ - ; ] = '  »  K ] = -  ■ ^

suivant que k sera résidu ou non-résidu quadratique; Comme d’ailleurs t,

étant une racine primitive de l ’équation ( 6 ) ,  ne pourra vérifier la for
mule {7), on aura nécessairement

p - '
(9) · . î 2 =  — 1 (mod./>),

■ ' \ ' ] ' \ 
et comme t 2 sera évidemment une puissance paire ou impaire de t,

suivant que p  sera de la forme ^x. +  i ou 4^ +  3, on peut affirmer

que — 1 sera résidu quadratique dans.le premier cas et non-résidu

quadratique dans le second. Enfin, comme, d’après ce qui a été dit

plus haut, la progression arithmétique

1, 2, 3 , · · ·,  p  t

renferme autant de résidus que de non-résidus, on aura nécessaire

ment

(10) B H i M I ]
Généralement, si, une suite de nombres entiers

a,  b,  c,  . . . ,  I

%

étant composée de n termes différents premiers à p, on suppose que, 

dans cette suite, les résidus quadratiques sont en nombre égal à ri et 

les non-résidus en nombre égal à n", on.aura, non seulement

00 n'  -+- «"== n,
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mais encore

«·> — — [ g * m * m *  » t a
et, par conséquent,

'  p - i  , p  — 1 p  — 1 p  — I

(i3) n'— n"==a i +  b ! -+-c * + . . . +  1 * (mod./?)'·

On peut d’aill.eurs écrire l’équivalence ( i3) comme il suit :

(*4.)

P - )

d s ( eaz — ehz -+- ecz -4- . . .  -+- e,z ) 
p~1 dz *

(mod./?),

la variable z devant être réduite à zéro après les différentiations effec

tuées.

La formule ( i4) offre un moyen facile de déterminer la différence 

r i— n", ef par suite, eu égard à la formule (i x), chacun des nombres n', 

n" lorsque, le nombre n étant inférieur à p , la suite

a, b, c,

se réduit à une progression arithmétique

h,  h - i - k ,  h + 2 k ,  h - \ - ( n  —  i)/t.

Alors, en effet, la somme 

, eaz -t- ebz 4- ecz -t-. . .  -+- elz
devient

e îkz  _j_ _ _ e ( n - D * * )  =  -------- ,
e k z —  ,

et, par suite, la formule (i4 ) se réduit à

p  — 1

( 15 ) i « d  2 T i, e 'lkZ —  1 ~\ 

n - n  = - & [ * *
dz !

Cortcevon-s, pour fixer les idées, qu’on demande le nombre ri des 

résidus quadratiques et le nombre ri' des non-résidus inférieurs à ,
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c’est-à-dire compris dans la progression arithmétique

1, 2, 3, . . . ,  P — 1 ·

Alors on aura

n — —--- -> h =  i, k =

et, par suite, 

(.6)
Ezi f  Eli, \ 

d * e * —
«■ - /

dz ‘

D’autre part, la différence entre le rapport

p - f-1

- ez— i

169

et celui dans lequel il se transforme, quand on y remplace p  par zéro, 

est

('7)

P+l
e 2

ez —  i

Elle est donc égale au produit

l ) - ‘

et sa dérivée de l’ordre p — > relative à z, se composera d’une suite de 

termes dont chacun sera proportionnel au facteur

1
e2

ou à l’une des dérivées de ce facteur. Or, comme ces dérivées s’éva

nouissent avec le facteur lui-même quand on y remplace z et p  par 

zéro, comme d’ailleurs on trouvera

1 1 / I l- z  - s  /  - s  — - z
e2 — es __ e2 _ i i  ek — e 4

ez — i ~  l z ~  I +  i2
i -+- é1 \ e* -+- e *

O E u v res d e  C ·  —  S. I, t. III. 22
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il suit de la formule (17) qu’on aura, pour une valeur nulle de z,

p - *  /  ;>+1 1
d  5 [ e 1 —  ez e2

r -i\  ez _ t ë
dz 2

«■ )
T J ~ °

par conséquent

p - 1  f  p  +  i .  \  p ^ l  f  l j
d  2 ( e 2 —  e= \_ d  2 l e 2 —

EEE' e: — i / =  F 1* \ ez — i
îiT̂  2 '  d z  *

r - 1 / i  * 1*
1 d  2 JV  - e

2 P ~l \V ï* - r 3
dz  2  ̂e ' -h e 4 .

(mod./?).

Donc la formule (16) donnera, dans l’hypothèse admise,

08)
/ l- z  - l z ·

1 d  2 / e4 —  e 4

2 EU \ X  31
dz  2 '  el +  e 4 .

(mod./>).

Enfin, z devant être réduit à zéro après les différentiations, on pourra, 

sans inconvénient, remplacer z par z \/ — i dans la formule ( 1 8 ), qui
se trouvera ainsi réduite à

(.9 ) n '-n "  =

p-■  s
d  2 ta n g T

y _____ T_4
2 rzi 

dz  2

(mod.yt)).

Ajoutons qu’en vertu de formules connues, la valeur de tang^ sera 
généralement fournie par l’équation

(2 0 ) 2(
I 2 2 —  I 

6  2 I . 2
I 2 4 — I Z 3

3o · 23 1 . 2 . 3.4
1 25 — 1 z3

/¡2  2 5 1 .2 . 3 .4.5 .6 f

dans laquelle les coefficients numériques

I 1 1

6 ’ 3ô ’ £2’

que nous désignerons généralement par 

sont ce qu’on appelle les nombres de Bernoulli.
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Pour appliquer la formule (19), il convient de distinguer deux cas 

suivant que ?  1 est pair ou impair, c’est-à-dire, en d’autres termes,

suivant que p  est de la forme L\x -+-1 ou l\x +  3. Dans le premier cas 

on a, pour une valeur nulle de z,

p - 1 z

cl 2 l a n g e r

=  °>

dz  2

et, par suite, la formule (19) étant réduite à

n'— n"=  o (mod./>), 

on tire de cette formule, jointe à l’équation

par conséquent,

( 2 ' )

n — £ 

/' ~  1

n' +  n!' —  n =  :------------ ,
2

(mod./)),

P — 1
4

Au contraire, lorsque 1 est impair.et p de la forme i\x -t- 3, alors, 

en ayant égard à l’équivalence

2''-* =  i (mod./?),

on tire de la formule (20), pour une valeur nulle de z ,

p - 1 .  t

d 2 lanS7 j T - . ,  , ( Ezi\
-------— —  =  4 — —  2 2 + i (m od.p),

d z ~  2 ~  '  4

et, par suite, la formule (19) donne

P + i / . P~‘\
(22) n ' — n " = { —  1) * 2 \2 — 2 2 J-X.p + 1 (mod./?).

"T”

D’ailleurs, lorsque p  est de la forme 3, il est nécessairement de
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l ’une des formes 8a? -+- 3 , 8# 4- 7 et, comme on le verra tout à l ’heure, 
on a : i° en supposantp  de la forme S x  4- 3 ,

p — *

2 2 = — 1 (mod./>);

20 en supposant p  de la forme S x  4- 7,

' Esil \
2 2 S I .

Donc, la formule (22) donnera, lorsque p  sera de la forme $x  4- 3 ,

j lr —  fir>
( 2 3 ) f l  ̂   fX ̂  === —“ 6 aile p 1 y -----------  = : ··— 3 ûAo p - ^ { t

~  2 ~r

et, lorsque p sera de la forme 8a; 4- 7,

, , n ' — n" „(24) n ' — n "= = 2Jl)p+i, -------  = Xp+,1.
2 T "

Ainsi, lorsque p  est premier et de la forme l\x 4 - 3 , la demi-différence 
entre le nombre des résidus et le nombre des non-résidus inférieurs
à i p  est équivalente, suivant le module p, à un nombre de Bernoulli

ou au triple de ce nombre pris en signe contraire. Cette proposition 
remarquable a été, pour la première fois, énoncée et démontrée, 
en i 8 3 o, dans le précédent Mémoire dont un extrait a été publié dans 
le B u l l e t i n  d e  M .  d e  F é r u s s a c  sous la date de mars i 8 3 i .

En joignant aux équivalences ( 2 3 ) ou (24) la formule (11), ou

n' +  n«— P jZ l,
2

on en tire : i° lorsque p  est de la forme 8îc 4- 3,

' ( 2 6 )  n '= =  ?  — — 3 Xp4-i, n " =  ?  *■ 4- 3 X„ + 1 (mod./>);
4  - j -  4  ■ —j—·

20 lorsque p  est de la forme 8îu 4- 7,

(26) n ' =  P   ̂— + X p + i ,  n " =  ?  ^ 1 — Xp + 1 (mod./?).
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Au reste, les formules ( n )  et ( i 5) fourniraient, avec la même 

facilité, le nombre des résidus et le nombre des non-résidus quadra

tiques compris dans une progression arithmétique dont les termes 

seraient positifs et inférieurs à

Concevons maintenant que, p  étant un nombre premier impair, on 

demande la valeur de

[ ? ]
ou, ce qui revient au même, le reste de la division de i p {̂ par p . Pour 

y parvenir, il suffira, comme on sait, d’élever à la puissance du degré p  

l’un quelconque des facteurs imaginaires dans lesquels peut se décom

poser le nombre 2. Or on a évidemment

2 =  0 +  v/"“"*) (l ~■ \/—~î) 

ou, ce qui revient au même,

2 =  (1 -h a) (1 — a),

a désignant une des deux racinés primitives y/— 1, — y/— 1 de l’équa

tion
> . «r4 =  1.

D’ailleurs, on tirera de la formule (2)

( 2 7 ) (1 -(- <z ) p  =  1 +  a P  +  p P , , /

P désignant une fonction entière de a dans laquelle les coefficients 

numériques seront des nombres entiers, et comme on aura, d’autre 

part,
a2 = — 1, (i-t-ot)’ =2ci,

par conséquent,
p - » p - »

. ( 1  a ) P ~ i =  2 2 a  8

p - l  p - l

( i - h o e ) P —  2 2 a  2 ( i - t - a ) ,

et
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la formule (27) donnera

p - *  p - »
2 8 sc 2 ( i + « ) = : i  +  «'' +  /)P

ou, ce qui revient au même,

P — 1

( 28) 1 +  sc'' P
2 2 ---------W'-t e :----------

sc 2 ( i  - t -  oc) , oc 2 ( i  - i -  oc)

Enfin, comme on aura : i° en supposant p  de la forme l\x -+-1

1 ccP =  1 - t -  oc,

p  —  1 p  — 1 /) h~ t /> — 1

—  =  « 1 = ( - ■ ) v = ( - > )

2° en supposant p  de la forme l\x -t- 3,

p+i

l +  « = a ( l  +  ct! ) r : a ( l - t - « ' ' ) ,  '

P ■+■ 1 />-»-! p — 1 p-l-1
=  «“ = ( -  0 ~ =  ( -  0“

on en conclura, dans tous les cas,

1 -+-  cti‘ 1 p  —  1 H p  -H1 )

p-1 * =  (— 0
a 2 (1 -t- a)

ce qui permettra de réduire l’équation (28) à la suivante 

(29)
p —1 . 1 p  —« P - H  / p

2 2 (—  1)2 2 2 ( 1 -+- p
1 +  ai>

En vertu de cette dernière équation, le produit

P(i  — oc'')
I - H  SC P

sera égal, au signe près, à l’un des nombres entiers

p - l  p - i

2 2 — 1, 2 2 ■
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et comme l’expression

P(i — ap)

sera nécessairement une fonction entière de a dans laquelle les coeffi

cients seront entiers, cette expression, en devenant indépendante de a 

ne pourra se réduire qu’à une quantité entière. Donc le produit

et sa moitié

/>P(l —  OLP)

P (i  —  aP) 
p - ~ — -

seront deux multiples du nombre premierp, et la formule (29) donnera

p—1 1 ;i-i  p + i
(3o) 2 2 ==(— i)2 2 2 (mod.p)

ou, ce qui revient au même,

(3.)
1  p  — 1 p - t - i

=  (— l)* 2 2 .

On tirera, en particulier, de la formule (3i)  : i° en supposant p  de la 

forme 8a? ±  1, c’est-à-dire de l’une des formes 8a? -+-1, 8a? +  7,

i;

20 en supposant p  de la forme 8a? ±  3, c’est-à-dire de l’une des formes 

8.a? -+- 3, 8a? -i- 5,

=  ( - l ) ‘  =  - I .

Ainsi le nombre 2 sera résidu quadratique pour les modules premiers 

de la forme 8a? 4-1, 8a? -+- 7 et non-résidu pour les modules de la 

forme 8 a ? 3, 8 a ? 5.

Observons encore qu’on tirera de la formule (3i) : i° en supposant 

p  de la forme l\x ■+■  1,
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20 en supposant /» de la forme [\x ■ +- 3, ‘

Ces deux dernièreà formules sont précisément celles que, dans les 

deux cas dont il s’agit, on déduirait immédiatement de la formule (28). 

Il résulte de la seconde que, le nombre premier p  étant de la forme

[\x -+- 3, 2 2 sera équivalent, suivant le module p, à -t- 1 si ce module 

est, en outre, de la forme 8a? -+- 7 et à — 1 si le même module est de 

la forme 8a? -i-3.

Comme la démonstration de la formule (3o) ou ( 3i) repose entiè

rement sur le développement de la puissance p  du binôme

n -« ,.

a étant une racine de l’équation a?2=  — 1, on arriverait encore à la 

même formule en développant immédiatement, à l ’aide du théorème 

de Newton, l’expression

(i +  \/— i)p ou (1 — \J— i)p 

et ayant égard à la formule

(, +  v/— [)2= 2 V/I7 ; ou ( i — v^-ï)* =  — 2 v/—7 ·

Effectivement, on trouverait alors : i° en supposant p  de la forme 

4^ - h i ,

( 32) 2V = ( _ I/ V  1 +  p _ P ( P - ' ) _ P ( P - i ) ( P - z )
I .2 1.2.3 ..» .3 . ( £ f ! )  J

20 en supposant p  de la forme 4a? 3,

( 33) 1 —  p  —  P J P . - 2 I  +  P j P - . m P - ^ }

i

p(p — O·*: m \^)J1 . 2 . 3 .........
2
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Ainsi, en particulier, en prenant -

P  =  3, p  =  5, p  =  7,  ̂=  11

on trouvera successivement

177

2 = — (l — 3),

25 —  —  ( l  - h  5 — i o ) ,  

a3=  i — 7 — 2i h-  35,

26 =  —  (i — ii  — 55 -+- 165 -+- 33o — 462),

Une méthode semblable à celle que nous venons de rappeler et par 

laquelle on obtient la valeur de

ou, ce qui revient au même, entre les restes de la division de i q~K 

par p  et de i p' K par q ,p e tq  désignant deux nombres premiers impairs. 

Effectivement, pour obtenir une transformation de l’expression

j ] = ^ ‘

il suffît d’élever à la puissance p l ’une des racines carrées imaginaires 

de ± p .  Or, d’après ce qui a été dit dans la Note I, si l’on désigne par 0 
une racine primitive de l’équation

(34) x P — \,  \

alors, en posant

peut servir à trouver généralement la relation qui existe entre les deux 

expressions

(35) 8 -  6e - h  8l , — . . .  +  8iP~ ‘ —  8tV- ' = L · ,

on aura

(36) A’ = ( - . )  2 p .

~ O E u vres d e  C . —  S. ï, t. III. • 23
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D’autre part, q étant un nombre premier impair, il résulte de la for

mule (2) que l’équation (35) entraînera la suivante :

( 37 ) A 6'I‘  -H  0 ? ' ! — . , .  +  —  0 7 " ’“ * +  q  Q ,

q Q étant une fonction entière de 0 dans laquelle les coefficients numé

riques seront non seulement des entiers, mais encore des multiples 

de q ; et comme, t étant une racine primitive de l’équation (G), on aura 

évidemment

Oi—B'tt + ei1'—. . .-Hâ?''’-*— 0'1* ± ( 0  — 0'-+-0 '*_. . . -t- =  z t A,

le double signe devant être réduit au signe H- ou au signe — selon 

que le nombre q sera équivalent, suivant le modulep, à une puissance 

paire ou impaire de t, c’est-à-dire suivant que l’on aura

— t,

il est clair que l’équation (37) pourra être réduite à

(38)

Enfin, comme

A +  <?Q.

a ? =  (0 — 0‘ + .0i!—. . .  +  e^"8-  Btr~y

sera évidemment une fonction entière et symétrique, non seulement de

mais encore de
9, d‘\ 6‘\ .. 0«'-,

6‘ , 9‘\ r , .. 0"’-’

par conséquent une fonction entière et linéaire des deux sommes

0 + 0 '’ + r + . . . +  r ’,

0f+ 0̂ H_ r + . . . +  0i'-i

et même une fonction qui changera de signe lorsqu’on remplacera G 

par Ôf, par conséquent lorsqu’on remplacera la première somme par la 

seconde, on peut affirmer que Ar/ sera proportionnel à la différence de
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ces deux sommes, c’est-à-dire à A, le coefficient numérique de A étant 

un nombre entier. Donc, puisque, dans le second membre de l ’équa
tion ( 38), le premier terme se réduit à ±  A, le second terme

?Q
sera encore proportionnel à A, le coefficient numérique de A étant un 

nombre entier multiple de q. Cela posé, l’équation ( 38), divisée par A, 

donnera

(39) (“ od.y).

De cette dernière équation, combinée avec là formule ( 36), on tire

pjzl i z i  ini
E= (—  I) 2 2 p  2 (mod. y),

par conséquent 

(4o)
p - i q - i

=  (— O 2 2

Telle est la loi de réciprocité qu’a trouvée M. Legendre et qui sert de 

base à la théorie des résidus quadratiques. La démonstration ( ')  que 

je viens d’en donner, et que j’avais déjà exposée dans le Bulletin de 

M. de Férussac de septembre 1829, est plus rigoureuse que celle 

qu’avait obtenue M. Legendre et plus courte que celles auxquelles 

M. Gauss était d’abord parvenu.

Si le nombre k est le produit de plusieurs facteurs a, b, c, . . . ,  

l ’équation
k — abc...

entraînera évidemment la suivante :

[ ? ] = [ ? ] [ ? ] [ ? ] - ·
(*) Dans la troisième édition de la Théorie des nombres, qui a paru en i 83o, M. Le

gendre présente cette démonstration comme étant la plus simple de toutes et l’attribue à 
M. Jacobi, sans indiquer aucun Ouvrage ou ce géomètre l’ait publiée, et dont la date soit 
antérieure au mois de septembre 1829.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



180 MÉMOIRE SUR LA. THÉORIE DES NOMBRES;

En d’autres termes, on aura généralement

F H = [ ? ] [ ? ]  [?]■ ···
On trouvera de même

[ 7 ] = [ ? ] ' ·

On peut voir, dans le Bulletin de M. de Férussac déjà cité, comment 

les mêmes principes peuvent être appliqués à la théorie des résidus 

cubiques, biquadratiques, etc.

N O T E  Y.

DÉTERMINATION DES FONCTIONS R /t,£, . . .  ET DES COEFFICIENTS 

q u ’e l l e s  RENFERMENT.

Si, en désignant par p  un nombre premier impair, par 0, 't des 

racines primitives des équations

xP=:i, xp- 1— J,

par t une racine primitive de l’équivalence

xp~1= i (mod.p), 

enfin par h, k des quantités entières, on pose 

(1) · &/t— 6 -l· th6t +  z-,l6t' + ...  +  0iP~\

il est clair que la condition

ks=h (mod./i — 1)

entraînera les formules

Zk = ©/.·= ©/»
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en vertu desquelles on pourra toujours, si l ’on veut, réduire l’expo

sant h d’une puissance entière soit positive, soit négative de t , o u  

l ’indice Ad’une expression de la forme 0A, à l’un des nombres

O, I, 2 , 3 p —  2 .

D’ailleurs, ainsi qu’on l’a prouvé, on trouvera : i° en supposant h 

divisible par p — i,

(a) 0/i=0o =  — i;

2° en supposant h non divisible par/) — i, 

(3) . ©*©_*= ( - i )  V·

Donc, si l’on pose généralement

©A ©A- =  R A+A ©A+A

ou, ce qui revient au même,

(4) R/¡,a
©A © A | 

©A+A

on aura : i° en supposant h ou k divisible par p — i ,

(*}) Ra,a—- )»

2° en supposant h non divisible par p — i , 

(6) Ra,--a= - ( - 0 V ;

et, comme on trouvera encore

R*,ftR-*,-A
0 h  0 / ,  © — A © —A j 

© A + A  © - A - A

on en conclura, eu égard à la formule (3) et en supposant h, k, ainsi 

que h +  k, non divisibles par p — i ,

( 7 )  R a , a R —A , - A —  P·

Ajoutons que, si h +  k n’est pas divisible par /> —*■ 1 , on aura \voir la
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formule ( 3) de la page 88]

(8) Ra,* =  S(tîa+·/*),

le signe S s’étendant à toutes les valeurs de ¿'comprises dans la suite

I, 2, 3, p — 2

et les valeurs correspondantes de i , j  étant choisies de manière à; véri

fier la condition

(9 ) i '+ i t s i  (mod./?).

Concevons maintenant que, dans le second membre de la for

mule (8), on réduise l’ exposant de chaque puissance de t  à l ’un des 

nombres
o, x, 2 , 3, p  —  2 .

Ce second membre deviendra une fonction entière de t du degré/? — 2 

et l’on aura identiquement ,

( 1 0 )  g =  a 0 - +-  3 ] t  - t -  a 2t ® - + - . . .  - 1-  a / , _ 2 T / ’ - 2 ,

a„, a,, aa.........a ^  désignant des nombres entiers dont plusieurs

pourront s’évanouir et dont la somme, égale au nombre des valeurs 

de t, vérifiera la formule

( 1 1 ) a0 +  a t ■+■ 82 +  · · ·+  aP- 2—r p — 2 .

Cela posé, l’équation ( 10) donnera

(1 2 ) R/4j* =  ao ·+■ 3 iV -t- a2r! + ... -t- a/,_2T?’-2.

D’ailleurs si, dans l’équation (10), on remplace t par i m, on trouvera

(13) . S (Ti m h + s m t ) - z a o - h  

Donc, si le produit
m(h h- k) — mh 4 - mk

n’est pas divisible par/? —  ̂* l’équation (12) entraînera la suivante:

(•4) R„ :h,mk — ao-+- a ^ "^  a2 t2 ap- tz(p-v,n.
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Si p — i divisait le produit

m (h  +  k),

alors on trouverait : i° en supposant mh, mk non divisibles par/) — i, 

( l5)  . S ( T i " i A + / / n * )  _ _ I j

par conséquent

(  J 6 )  a 0+ a , T " i - ( - a 2T 2" l +  . . .  +  a p _ 2T ^ - s>" l =  —  i ;

-2° en supposant mh et ink séparément divisibles par p  — i,

( 1 7 )  ’ g  ( * + / « ■ * )  = / >  —  2 ,

par conséquent

( 1 8 )  a 0 + 8 , 7 « + + a p_ 2v i/' - 2, " l =  /> —  2.

Il est bon d’observer que, dans le premier membre de l’équation (18), 

les seules puissances de t , qui se trouveront multipliées par des coef

ficients positifs et distincts de zéro, seront les puissances qui offriront 

des exposants divisibles par p — 1 ou, ce qui revient au même, celles 

qui se réduiront à l’unité. Donc le premier membre de la formule (18) 

se réduira identiquement au premier membre de la formule (11).

Un moyen fort simple d’obtenir, pour des valeurs données de t, h 

et k, les coefficients

02î · · · > 2

est de résoudre l’équation (9) par rapport à y et d’en tirer, pour 

chaque valeur de i, la valeur correspondante dey. Concevons, par 

exemple, qu’on prenne p =  5. Alors z sera une racine primitive

de l’équation
y/ — 1 ou —  \/—  i

, r =  i ,

tandis que t désignera une racine primitive de l’équivalence

« * ■ =  I (mod. 5).
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On pourra donc prendre 

et en effet, aux valeurs
O,

2

2, 3

de l’exposant i correspondront des valeurs essentiellement distinctes 

et non équivalentes

i,  2, 4, 8 =  3 (mod.5 )

de la puissance 2‘ . D’ailleurs, si l ’on attribue successivement à i les 

valeurs
I , 2, 3,

les valeurs correspondantes de

seront·
2' =  ï> (mod. 4)

1 — 2 =  4 , i —  4  =  2, 1 —  8 = 1  —  3 =  3 ( m o d . 5 )

et, par suite, on trouvera, pour valeurs correspondantes de j ,

2, I ,  3 .

Cela posé, on aura

et de cette dernière formule, jointe aux équations (8) et ( io ) ,  on 

tirera :

Pour h =  i,  k — i , h -i— k =  2,

' R , ,  =  2 t 3+  t 6 =  t 2 +  2 t 3, a 0 =  o,  a,  =  o,  a 2 =  1, a 3= 2 ;

Pour h =  i , 4: =  2, h H— k =  3,

R , i2 =  T5+ T i - t - T 9= : i  +  2 T, a0= i ,  a , =  2, a 2 =  o, a3 =  o ;

Pour h — 3, Æ = 3,A - i-/c =  Ge s 2 (mod. 4),

^ 3 , 3 = 2 t 9 +  t 18 =  t î 4 - 2 t , a 0= o ,  u, —  2, a2 =  i ,  a 3 =  o,  —

Il serait facile d’exprimer les valeurs des constantes positives

ao> a„ a2 .  .  .  ,  a j o _ 2 ,
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comprises dans les formules (io ) et ( i 3), en fonction des sommes, de 

la forme

En effet, si, dans la formule ( i3), on prend successivement pour m

chacun des termes de la suite

H -,. .·+· a^ _ 2 — p —  2 ,

4- . . .4- â -üT-p-2 =  S(-riA+·/*),
4- . . .  4- ap_2T2(P-s) =  S (TWA+y/o ),

................................................................................................................................ 9

l a04 - a 1TP-*4-a2T*(p-, ) 4 - . . .4 -a p _sT(p-*), =  S(T(p-,><ift+^*)).

Or, comme, en désignant par h une quantité entière positive ou néga

tive, on aura généralement, si h est non divisible par p — i,

( 20) 1 4- t a 4- t 2/î 4 - . . .  4 - t (p —2)* =  o

et, si h est divisible par p — 1,

( 2 1 ) i 4 - t* + t!* 4 - . . .  +  t,î ' !,* =  / ) - i ,

on conclura des formules (19), respectivement multipliées par les 

facteurs
I, T-"1, T-2"1, . . . ,  T-4P-Ü)'«.,

on en tirera

I So 4- a2 4- a2
l a04- atT 4- a2T2

09) i a04- aiT2 +'a2Tt

puis combinées entre elles par voie d’addition, 

( (p — t)a,„=p — 2 4- r~m S(t,7i+̂ )
'(22)

4 - T - 2"1 g ( _ 2 (iA+y;o) + > . . 4 . S ( t O>~2) »*+ . /* ) )

ou, ce qui revient au même,

( p — 2) a,„ — P — 2 4- T<P-2) m S (ph+jk)
(23)

. T ( p - 3 ) » t  g  ^ M i h + J k )  ( t  I P - m t / i + J f c )  ^

Ce n’est pas tout. Si, en attribuant à i et j  deux valeurs correspon-

Œ u v r e s  d e  C . —  S. I, t. III.
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dantes, propres à vérifier la formule (g), on a

ih-\-jk =  l (mod./>—  i),

l désignant l’un des nombres

O ,  I ,  2 ,  3, p — 2

on en conclura, non seulement

h~\~j h ----rçt

mais aussi
[ih+jk =  i[ (mod .p).

Donc la formule (io ) entraînera la suivante r

(24) S(i‘7i+̂ ) =  a0-f- a(i +  a2̂  +  . .. +  a^jp--  (mod./>) 

et la formule ( i 3) donnera pareillement

(25) S(limh+jmk) =  a04- a^"l+  a2ü2" ‘ +  . .. +  (mod.p).

Si, dans cette dernière, on prend successivement pour m chacun des 

termes de la suite,
O, 1, 2, 3, . . ·, P 2,

on en tirera

/ a0 -t- aj +  82 -t- . .-i-ap_2 =  p — 2

1 cio H- 3i t -f- 2̂ H“ . . - 4- a p -itp -*  EH S ( ¿ik-t-jk )

(2 6 ) ' a0+ a , i 2 -t- âg t1* H" · .. -+· a/;_2 p ip - v  =  S ( W + J V  )

\ ao +  atir-“2+ a 2<2̂ - 2) .. -1- a p - t P P - u '  =  S(i(/'-?”‘7i+y/o

Or, comme, en désignant par A une quantité entière positive ou néga

tive, on aura généralement, si h est non divisible par p  — x,

(27) 1 4 - th-\- . . . -t- o (mod.jo)

et, si h est divisible par p  — 1,

( 2 8 ) t +  i;‘+  /> — i (mod./>),
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on conclura des formules (26), respectivement multipliées par les 
facteurs

f-{p—l)tn ° 9

puis combinées entre elles par voie d’addition,

( 29)
(p — i)am = 2 +  t~m S (i‘7*+7*) +  ..

( mod./>)

ou, cp qui revient au même,

a „ t =  2  —  tiP-vmè(tih+J!() —  t<p-v,n s ( ¿ s ( ‘7 m v 7 î ) ) _ ,

'  _  tm
(3o) (mod.yo).

La quantité positive am devant être, en vertu de la formule ( n ) ,  

inférieure à p  — 2 pourra être aisément déterminée à l’aide de la for

mule (3o), si l’on parvient à trouver des quantités équivalentes, suivant 

le module p, à des sommes de la forme '

■ S (ti/i+J/c) ou S (timh+imk).

Or concevons que, dans la somme

S(*ÎA+'*),

h et k se réduisent, comme on peut toujours le supposer, à deux termes 

de la suite
O, I ,  2 ,  3, ··· , p 2.

Alors, si l ’on a

( 3 1 )  h -+- k — o ,

ce qui suppose h — o, k =  o, on trouvera évidemment

(32) S ( xih+jlc ) —; p —

par conséquent,

(33) S(tih+Ji) =  — 2 (mod.p) 

et, si l ’on suppose 

(3*4) h -+ -  k =  p —  1 ,
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on trouvera

ou, ce qui revient au même,

( 35) S ( r ih+Jlc) = —  i, 

par conséquent,

S(tlh+jk) == S ( =  £ +  £2 -t-. . .  4- <p-2 (mod.p)
\

ou, ce qui revient au même,

( 36) s  ( t ih+i k)==— i (mod./)).

Si h -+- k est renfermé entre les limites o, p  — i, en sorte qu’on ait 

(3 7) p — i > h  +  k > o ,

on trouvera, en vertu de la formule (9),

( 38) S( î/*-+-J'*) =  S[iÎA(i — #')*] (mod .p)

et puisque, pour i =  o, on aura

I — t*— o,

il est clair que, dans le second membre de la formule (38), on pourra 

étendre la sommation, indiquée par le signe S, ou comme dans le 

premier membre, aux seules valeurs de i comprises dans la suite

1, 2, 3; p  —  2

ou b ie n  e n c o r e  à to u te s  les v a le u r s  d e  i c o m p r is e s  d a n s  la s u ite

o, 1, 2, 3, p  —  2.

D’ailleurs, dans cette dernière hypothèse, on aura, en vertu des for

mules (27) et (37),

S ( i ,7t) =  o, S(£I(/'+I)) =  0, . . . ,  S (¿¿(*+*)) =  °  (mod./>);

et,  p ar  s u ite ,  a p rè s  le  d é v e lo p p e m e n t  de

(I — £'■ )*
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suivant les puissances ascendantes de le second membre de la for

mule (38) se composera d’une suite de termes dont chacun sera équi

valent à zéro suivant le module p. Donc la condition (37) entraînera 

l’équivalence

(39) S(tih+Jk) =  o (mod./>).

Supposons enfin

(40) h-hk  —

Alors, h-\-k étant renfermé entre les limites p — 1, a(/> — 1), si l’on 

pose

(40 h =  (/> — 0 — k =  (p — i) -  k,

la somme
h  +  k  =  2 ( p - i ) - ( A  +  ' î ' )

sera renfermée entre les limites o, p — 1, de manière à vérifier la 

condition .

(4a) p — i> h  +  k > o ,

Alors aussi on aura

S (tih+Jk) == S ( t -n'-Jk) (mod./>);

puis, en posant

(43) j  — i =  I (mod./>)

ou, ce qui revient au même,

on trouvera

y =  « 4- 1,

S ( iih+Jk ) =  S ( i~lk ) (mod./>).

D’ailleurs, comme, en vertu de l’équivalence (43), la formule (9) se 

réduit à

(44) t - i = \  +  L% (mod./?)
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on trouvera encore

( 45) S(£</1'+̂ *) =  S [ i _lk(i -+- i l)h+k] (mod./>).

Dans le second membre de la formule (4 5 ), la sommation indiquée 
par le signe S doit s’étendre aux diverses valeurs de t l qui permettent 
de vérifier la condition (4 4 )» Par conséquent aux diverses valeurs de i 

comprises dans la suite

O, I, 2, 3, ----  p  —  2,

mais distinctes de la valeur
, - P ~ 1t -- ------>

2

pour laquelle il ne serait plus possible de vérifier la condition (44)» 
réduite à la forme inadmissible

■ t~l =  O,

et comme, pour y — p  1 » on aura t l= =  — i , par conséquent

1 -M ‘ seo (mod./i),

il en résulte que, dans le second membre de la formule ( 4 5 ), la som
mation indiquée par le signe S pourra être étendue sans inconvénient 
à toutes les valeurs

O, I, 2, 3, p —  2

de l’exposant i. Or, dans cette dernière hypothèse, en développant

( I -t- ¿l)h+k

suivant les puissances ascendantes de t \  puis ayant égard aux for
mules (27), (28) et (42), on tirera de l ’équation ( 4 5 )

g(£i/iH-./*) =  (p  —  i) 1 . 2 . 3 .........( h k )
( 1 . 2 .........h ) ( 1 . 2 ..........k)

(mod./>)

ou, ce qui revient au même,

( 46) S ( i ^ )  =  - n M ( mod.jo)
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la valeur de n h;k étant

(47)
TT =  1·2 ·3 .... (h +  10

ll,k (1.2.......h)(i.2 ........k)

Il est bon d’observer que la formule (46), dans laquelle h,k et h,k 

sont liés entre eux par les équations (4i), s’étend au cas même où la 

somme
h +  k

redeviendrait inférieure à p  — 1 et se Trouverait comprise entre les 

limites
o ,  p  —  I.

Alors, en effet, comme on aurait

( 4 8 )  h  -+- k >  p  —  1 

et, par suite.
1 . 2 . 3 ........... ( h  +  k )  =  o  ( m o d . / > ) ,

l’équivalence (47) donnerait évidemment

(49) IIh,k= o
' . *

et, en conséquence, la formule (46) se trouverait réduite à la for

mule (39).

Observons encore que de la formule (46), jointe aux équations (41), 

on tire immédiatement

( 50) S ( i i/M-'/c) =  — p_,_* (mod./>).

Dans les formules qui précèdent, chacune des lettres h, k repré

sente l’un des nombres

0, 1 , 2 , 3, * . · , P 2

et, par suite, chacune des lettres h, k représente l’un des nombre

1 , 2 , 3, 4 , · · · ,  ■ p —  1 ·

Pour rendre les notations facilement applicables au cas où

h, A-, h ,  k  ·
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représenteraient des quantités entières quelconques, soit positives, 

soit négatives, nous désignerons généralement par

nM
ce que devient le rapport

i .2.3.......(h +  k)
(1.2.......li) (1.2........k)

q u a n d  on y  r e m p l a c e  les q u a n tité s  e n tiè r e s

h el. k

par les deux termes qui, dans la suite

1 , 2 , 3 , 4 , . . ■ , P I ,

sont équivalentes h ces quantités, suivant le module p — 1. Cela posé, 

la formule ( 5o), étendue à des valeurs entières quelconques de h et 

de k, donnera généralement, si h 4- k n’est pas divisible par p  — x,

(5 1 ) ==_ n_Ai_* (mod.jo).

Ajoutons que, si h-\-k devient divisible par p — x, la formule ( 5i) 

devra être remplacée, ou par la formule ( 33), ou par la formule (36); 

savoir : par la formule (33) lorsque p  — 1 divisera séparément h et k 

et par la formule ( 36) dans le cas contraire. .

Concevons maintenant que, dans les formules (33), ( 36) et (5i), 

on remplace
h par mh et k par mk, 

m étant un terme de la suite

o,  I ,  2, 3 , p  2.

Alors on trouvera : i° en supposant mh et mk séparément divisibles 

par p  — 1, ■

(52) g ( ¿m(/A+y*,) = = _ 2 (mod./>)

20 en supposant que p — 1 divise la somme

m(h 4 - k) — mh +  mk
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sans diviser scs deux parties mh, mk,

(53) ==_ i (rnod.jp);

3° en supposant le produit m (h -+- k) non divisible par p — i,

( 54 ) S ( /«(<*+/*) ) = — n_„, ( mod.p).

En vertu de ces dernières équivalences, la formule (3o) donnera 

a„ s 'a +  n_Al-  ̂«<*-*>»
ir (mod.c)

+  ÏI-2/,,-2* t̂ P . . +  H—(/,—2)A,— aj* l'n

ou, ce qui revient au même,

(56) a ,„s  2 +  n Ai*im4- Ilih,iictîm-+· ■ · · +  ( mod.jo),
»

pourvu que, t désignant l’un quelconque des nombres entiers

I, 2 , 3, . ■ p 2 ,

on ait soin de remplacer généralement le coefficient tlm, savoir

i° par l’unité, quand p — i divisera la somme des produits ih, ik 

sans diviser chacun d’eux ; 2° par le nombre i  quand p — i divisera 

séparément chacun de ces produits.

Lorsque, à l’aide de la formule ( 56), on aura calculé les valeurs de

a0, 8], a, . . . ,  ap_2,

correspondant à une valeur donnée do t et à des valeurs de h, k pour 

lesquelles la somme h -+- k n’est pas divisible par p — i, alors, pour 

obtenir la valeur de

il suffira de recourir à l’équation (12).

Pour montrer une application de la formule ( 56), considérons en 

particulier le cas où l’on aurait

P  =  5 .

Alors, si l ’on suppose, comme on peut le faire, t =  2, la formule ( 56)
OEuvres de C, —  S. T, t. III. 2 5
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donnera

am=  2 + n Ai*2m +  n,Ailft2î'» + n j*i,i.2s'» (mod.5). 

Si d’ailleurs on prend
h ~ \ ,  k  —  i ,

on trouvera

am=  2 +  n lil2"l +  njij2Sm-H-n3i323"t (mod.5)

ou plutôt
a,ns 2 + n , il2m4-25"t-(-Il3i3 23"t (mod.5)

en rernplaçant, comme on doit le faire,

n2iî

par l’unité, attendu que /? — 1 = 4  divise la somme

2 +  2
• ’

des indices placés ici au bas de la lettre II sans diviser séparément 

chacun d’eux. Comme on aura d’ailleurs, en vertu de la formule (47)»

Tî ï *2
n >‘ =  7T7  =  2

et, en vertu de la formule (49),

Ü3,3= 0>

011 trouvera définitivement, dans l’hypothèse admise, 

amE= 2 ■+■  2 « + ' +  2im (m o d . 5 ), 

ou, ce qui revient au même,

a , » = 2 - t - ( — I) » + a ' “+l (m o d .5 ),

puis on conclura : i° pour des valeurs paires de m,

a„, == — 2 2m+1 ;

20 pour des valeurs impaires de m,

a,„== 1 -+- 2"t+1
et, par suite,

a0 =  o, a i s 5 =  o, a2 =  6 =  1, 33=17 =  2 -(mod.5).
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Donc, puisque chacun des coefficients

a», a,, a2, a3

doit être nul ou positif et ne peut surpasser p —  2 =  3, on aura néces

sairement
9q —̂  O, B1 -—- O, B9 —  I y B3 —  2.

Cela posé, la formule (12) donnera

■ R , ,  =  T2 -t- 2T3.

On se trouve donc ainsi ramené à l’une des formules que nous avions 

déduites directement de la formule (8).

On pourrait remarquer que l’unité, par laquelle nous avons rem

placé le coefficient

est équivalente à ce coefficient suivant le module 5. Mais on se trom

perait si l ’on supposait que, dans le cas où p  — 1 divise h -1- k sans 

diviser h et k, on a toujours

IItl, k =  1 (mod./?).

Effectivement, en prenant comme ci-dessus p  =  5, on trouvera
• 1

n 1,*
I . 2 . 3 . 4  

i . ( 1 . 2 . 3 )
( m o d .  5 ).

En général, si p — 1 divise h -h k sans diviser h et k, alors h et k, 

étant réduits chacun à l’un des nombres

1, 2, 3, —  2,

fourniront une somme précisément égale àjo — 1, en sorte qu’on aura

h -t- k =  /j —  1 =  —  1 (mod./>),

k e s — li — t (mod.jo),

et, par suite,

(k +  i)(k +  2)...(k  +  h ) s ( — 1 p11.2.3.......h.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



196 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES.

Or, on tire de cette dernière formule . ·

( k 4 - i ) ( k  +  a ) . . . ( k  +  h) =  i . a .3 .........(k +  h)
' ( .2....... I) ( l .2 ....... Il) (i .2. . . . , k ) ’

par conséquent

( 5y) n„,k= ( — i)h (mod./>);

et il résulte évidemment de l’équivalence ( 5y) que, dans la for

mule ( 56), on peut laisser à itm, pour coefficient, l’expression

P th .tk ,

lors même que p —  i divise la somme th -+- ik, sans diviser ih et ik, 

pourvu que ih et ik offrent des valeurs paires.

Une conséquence importante à laquelle on se trouve immédiatement 

conduit par la seule inspection des formules (8) et ( 51), c’est que, 

dans le cas où la somme h -i-k  n’est pas divisible par p — i ,  l ’ex

pression
I l - h . - k

équivaut, au signe près, à ce que devient la fonction entière de t 

représentée par

quand on y remplace une racine primitive t de l’équation

X P - 1 —  ,

par une racine primitive t de l’équivalence

ocp~' == x (mod.p).

Cette dernière racine t doit d’ailleurs coïncider avec celle que renferme 

la formule (9).

Lorsqu’on veut appliquer à des cas particuliers les formules ci- 

dessus établies, toute la difficulté se réduit à trouver, pour des valeurs 

de h et de k positives, mais inférieures au module ^, des quantités 

équivalentes aux expressions de la forme
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c’est-à-dire aux coefficients numériques que renferme le développe

ment de la puissance .
( i  -H f ) h+k .

du binôme i -+-1. Le calcul direct de ces coefficients devient assez 

pénible lorsque le nombre t acquiert une valeur considérable. Mais 

alors même des quantités équivalentes à ces coefficients, suivant le 

module p, peuvent être assez facilement obtenues par l’une des mé

thodes que nous allons indiquer.

D’abord, si, en désignant par t une racine primitive de l’équivalence

tp~l =  i (mod.p),

on nomme indices des nombres entiers

1, 2, 3, 4> · · ·

les diverses valeurs de l’exposant i, pour lesquelles la puissance i‘ 

deviendra successivement équivalente à ces nombres entiers suivant 

le module p, il est clair, d’une part, que deux nombres seront équiva

lents, suivant le module p, quand leurs' indices seront, ou égaux, ou 

équivalents suivant le module p — i, d’autre part que l’indice d’un 

produit sera équivalent à la somme des indices de ses facteurs et 

l ’indice d’un rapport à la différence des indices de ses deux termes. 

Cela posé, si, en se bornant à considérer des nombres entiers et des 

indices plus petits que la limite p , on construit deux Tables qui 

offrent le nombre correspondant à chaque indice et l ’indice corres

pondant à chaque nombre, l’addition successive des indices placés à 

la suite les uns des autres dans la seconde Table fournira les indices

des produits , -
I .2,  I . 2 . 3 , I . 2 . 3 . 4 , · · ·

r

et dès lors il deviendra facile de calculer l’indice du rapport

n  _ i . 2 .3 ......... (h -t- k)
",k ( 1 . 2 .........h) (t . 2 . . , .  . k ) ’

par conséquent une quantité qui soit équivalente à ce rapport suivant
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le module p. M. Jacobi ayant effectivement construit les Tables dont 

nous venons de parler pour toute valeur de p  inférieure à 1000, il en 

résulte que, pour une semblable valeur, on obtiendra sans peine un 

nombre équivalent à ÜM suivant le module p.

II est bon d’observer qu’au lieu de réduire chaque indice à l’un des 

nombres
O, I, 2, 3, · · . ,  p 2,

on pourrait le réduire à l’une des quantités

Supposons, pour fixer les idées,

P — '7·

Alors en prenant, comme on peut le faire, t — io , on reconnaîtra 

qu’aux nombres

i.  2, 3. 4 · 5, 6, 7, 8, g, io, i i ,  12, i 3, 14, i 5, 16

correspondent les indices

0, 10, II, 4, 7 » 5> 9 , i4, 6, I, i3, i5, 12, 3, 2, 8

OU

o, 6, 5, 4, 7) 7> -L U 1 , 4, 3, 2 , 8,

Or les sommes formées par l’addition successive de ces indices seront 

équivalentes, suivant le module iG, aux quantités

o, — 6, 5, — 7, o, 5 , — 2, — 4, 2, 3, o, — 1, — 5, — 2, o, 8.

Donc ces dernières quantités représenteront les indices des produits 

de la forme
1.2.3.4......1),

pour les valeurs de h représentées par les nombres

1, 2, 3 , 4, 5, 6, 7, 8, 9, . 10, II,  12 i3, 14, i5, 16.
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Ainsi, en particulier, quatre de ces produits correspondront à l ’indice o 

et seront, en conséquence, équivalents à l ’unité suivant le module 17 ; 

tandis qu’un seul produit, ayant 8 pour indice, sera équivalent à 16 ou 

à — 1, suivant ce même module. Les quatre produits équivalents à +  1 

seront ceux qu’on obtiendra en prenant pour h un des nombres

1, 5, i i ,  i5
et se réduiront à

r, 1 .2.3.4-5,

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11, i . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . i o . i i . i 2 . i 3 . i 4 . i 5 ,

tandis que le seul produit, équivalent à — 1, sera, conformément à un 

théorème connu, le produit de tous les nombres entiers positifs infé

rieurs au module 17, savoir :

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11 .12.13.14.15.16.  .

Il sera maintenant facile de calculer les valeurs de

nh,k

correspondant à la valeur 17 du module p  et à des valeurs données 

de h, k. Ainsi, par exemple, en posant

h =  4» k =  4* h -t- k =  8,

les quantités

on trouvera pour indice des produits

1 . 2. 3 .4, 1 . 2 . 3 .4-5 .6.7.8

— 7> — 4· ·.
·■)

Donc l’indice du rapport

„  '  1 . 2 . 3 . 4·5 .6.7.8
"’k_ (i .2.3.4)( i .2.3.4)

sera
■ 4 -+- 7 -+- 7 =  10 =  — 6 (mod.16),

et, en conséquence, ce rapport sera équivalent, suivant le module 17, 

au nombre 2. Pareillement, si l’on prend

h — i , k  =  6, h - h k  =  8,
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on trouvera pour indices des produits

1.2, 1 . 2 . 3 . 4 · 5 .6, i . 2 . 3 ,4 -5 .6 .7.8

les quantités
— 6, 5, — 4.

Donc l’indice du rapport

„    1 . 2 . 3 . 4 . 5 .6 .7 .8
2,6 ~  (1.2)  ( 1 . 2 . 3 . 4 . 5 .6)

sera
—  4 +  6 —  5 s= —  3,

et, en conséquence, ce rapport sera équivalent, suivant le module 17, 

au nombre 11 ou, ce qui revient au même, à la quantité négative — 6.

Au reste, sans recourir aux Tables qui fournissent, pour chaque 

module, l’indice correspondant à un nombre ou le nombre correspon

dant à un indice donné, on pourrait, à l’aide de simples additions et 

soustractions, obtenir facilement des quantités équivalentes aux di

verses valeurs de IIM, c’est-à-dire aux nombres ligurés des divers 

ordres. En effet, d’après les propriétés bien connues de ces nombres, 

on peut les déduire par addition les uns des autres en formant ce 

qu’on appelle 1 e triangle arithmétique de Pascal. Il suffira donc, pour 

arriver au but qu’on se propose, de calculer quelques-uns des termes 

que doit renfermer le triangle arithmétique en réduisant chacun d’eux 

à un nombre inférieur au module donné ou à une quantité dont la 

valeur numérique ne surpasse pas la moitié de ce module. Entrons à 

ce sujet dans quelques détails.

Supposons les deux nombres h, k inférieurs au module p ou même 

kp  — 1. Il suit évidemment de la formule (47) que les valeurs de

11/,,*, n*_,,*, n*,*^

seront respectivement égales aux produits du rapport

1.2.3........( h h-  k — 1)
[ ( '•2 ........ (6 — ! ) ] [ ( ! .  2 .........( k — l)]

par les trois nombres
h +  k 1 1

T ’ k ’ h'
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Or, comme le premier de ces trois nombres est précisément la somme 

des deux autres, nous devons en conclure qu’on aura

(58) nh,k =  nh_1,k+n„,k_I.

De plus, il est clair qu’on aura, en vertu de la formule (47), non seu

lement

(5g) Tïh,k —■ ff k,h»

mais encore

(60) IIj î =  h -4- T, IIi,k= k  +  i.

Cela posé, imaginons une Table, analogue à la Table de Pythagore, 

dans laquelle la première ligne verticale et la première ligne horizon

tale renferment les valeurs de h, k positives et inférieures ap ou même 

à p  — 1, c’est-à-dire les nombres

1 , 2 , 3 ,  4 , · · · ,  p  2 ,

et concevons que, dans la case correspondant à des valeurs données 

de h, k, on place une quantité, non seulement équivalente à 3Thk, sui

vant le module p, mais, de plus, renfermée entre les limites - 4 + ^ ·'

Il résulte des formules (60) que, dans la Table dont il s’agit, chaque 

terme de la seconde ligne horizontale ou verticale sera équivalent au 

terme correspondant de la première ligne augmenté de l’unité, et de la 

formule ( 58) que, dans chacune des autres lignes horizontales et ver

ticales, un terme quelconque sera équivalent à la somme des deux 

termes antérieur et supérieur, c ’est-à-dire des deux termes qui le pré

cèdent immédiatement, l ’un dans la même ligne horizontale, l’autre 

dans la même ligne verticale. Or, ces remarques fournissent un moyen 

très simple de construire la Table .que nous venons d’imaginer et qui, 

dans le cas où l’on suppose p  =  17, se réduit à la suivante :

26OEuvres de G. —  S. I, t. III.
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Quantités équivalentes aux nombres figurés suivant le module p  =  17.

I 2 3 4 5 6 7 8 9 to II 12 i 3 i 4 i5 16

I 2 3 4 5 6 7 8 — 8 — 7 — 6 —5 - 4 — 3 —  2 —  1 0

2 3 6 7 — 2 4 — 6 2 - 6 4 — 2 7 6 3 I 0

3 4 - 7 3 I 5 - 1 — 5 —  I — 3 7 - 4 —  1 0

4 5 —  2 • 2 7 6 / 2 I ---2 5 1 O

5 6 4 5 n/ — 3 3 -7 - 5 -4 - 6 — 1 0

6 7 - 6 —  1 6 3 6 — I — 6 / > 0

7 8 2 ï 7 7 —  I — 2 - 8 —  1 0

8 — 8 — 0 - 5 2 - 5 -6 — 8 I 0

9 —7 4 —  1 I —4 7 -ri 0

10 - 0 — 2 -3 — 2 ( -6 I o · ■

I I —5 —7 7 5 — I O

12 - 4 6 - 4 1 0

i 3 -3 3 — 1 0

i 4 — 2 I 0

i 5 — 1 0

16 0

Dans la Table précédente, on s’est dispensé d’écrire les quantités 

auxquelles ITlljk devient équivalent, lorsque la somme h k est ren

fermée entre les limites p , 2(/> — i);  attendu que ces quantités, en 

vertu de la formule (49)* se réduisent toutes à zéro, comme celles qui 

correspondent au cas où l’on a

h k = p .

Quant à celles qui répondent au cas où l’on a

h + k ^ j o - 1 ,
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elles se réduisent alternativement, en vertu de la formule (57), à -t- i 

ou à — i, selon que h est pair ou impair, et occupent les cases situées 

sur l’une des diagonales de la Table. Les cases situées sur l’autre dia

gonale renferment les quantités

2, 6, 3, 2, —  3, 6, —  2, i

qui représentent les valeurs de

II|i,h
correspondant aux valeurs

I, 2, 3, s 4, 5, 6, · 7, 8

du nombre h; et, dans les cases symétriquement placées à l’égard de 

cette autre diagonale, on trouve des quantités deux à deux égales entre 

elles, conformément à l’équation ( 5$). Ajoutons que les quantités 

écrites dans la partie, du Tableau comprise entre la première ligne 

horizontale, la première ligne verticale et la première diagonale, sont 

encore, dans chaque ligne horizontale ou verticale, égales deux à 

deux, au signe près, à distances égales des extrémités de chaque ligne. 

Or, c’est ce qu’il était facile de prévoir. Car si l ’on nomme

h, k, 1

trois quantités entières, non divisibles par p — i et choisies de ma

nière à vérifier la formule

(  6  j )  l i  k  - t -  I =  —  ï

ou même, plus généralement, de manière à vérifier l’équivalence 

(62) h -t- k -l- 1 =  o (mod./? — 1),

on aura, en vertu de l ’équation (3),

0 ,^ =  )'|-

et, par suite,

lA|i,k— /-X --\ U “ ·ĥ-t-k p

Or, cette dernière équation devant subsister,' ainsi que la for-
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mule (61) ou (62), lorsqu’on échange entre eux les nombres

on en conclura
h, k, 1,

(63) ^ = ( - I)‘ B lJ= (- l)l RI* = (- i ) 1Rt,k.
P

On aura donc, dans l’hypothèse admise,

(64) (— i)»RM= ( - i ) ' ‘RM,=  ( - i ) 4t|,,k;

et, en remplaçant 1 par 1, on trouvera

(65) (— i)hIIM=  (— i)knu,=  (— i)'n„>k (mod . p ) .

On tirera d’ailleurs de la formule ( 65)

nll;l=  (— i)’_kIIh,k=  (— i)''nM (mod./>) 

ou, ce qui revient au même,
« t

(66) n„,/J_1_h_k= ( — i)"n„,k (mod. p) . '

Il serait au reste facile de déduire directement la formule (66) 

de l’équation ( 47)* par un calcul semblable à celui qui nous a con

duits à la formule ( 5y).

Les formules (49), (57), ( 5 8 ), ( 5 q), (60), (66) offrent le moyen 

de simplifier la recherche des quantités équivalentes à II,, k, et la con

struction de la Table qui les renferme ; et d’abord il résulte des for

mules (49). (57) qu’on pourra se borner k calculer, dans cette Table, 

les termes correspondant k des valeurs de h, k, pour lesquelles on 

aura

( 67 ) h h-  k <  p  — 1.

De plus, eu égard k la formule ( 5q), on pourra supposer que h est 

le plus petit des deux nombres h, k, lorsque ces deux nombres de

viennent inégaux; et, en admettant cette supposition, on tirera de la 

formule (67)

(68)
2
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Ce n’est pas tout : en vertu do la formule (66), on pourra se borner 

à calculer celles des quantités équivalentes à IIhk pour lesquelles on a

par conséquent,

( 69)

et, de la condition

k 5 p  —  i —  h —  k,

k<
_h

h < k,

combinée avec la formule (69), on tirera

( 7 0 )  b  5  p  3 - ·

On pourra donc, dans la Table ci-dessus mentionnée, conserver 
seulement la première ligne horizontale et la première ligne verticale, 

avec les cases correspondant aux valeurs de h, comprises entre les 
limites

h =  1, ou P — 2 
3 ’

et aux valeurs de k, renfermées entre les limites

k =  b, ou
k

Ainsi, en particulier, si l ’on supposep  — 17, la Table dont il s’agit 

pourra être réduite à la suivante :

Quantités équivalentes aux nombres Jigure's suivant le module 17.

1 •2 3 4 5 6

' 2 3 4 5 6 ■7

2 6 — 7 —  2 4 — 6

3 3 1 0 —  I

4 2 7 6

5 — 3
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Pour construire cette dernière Table, il suffit de placer dans la pre

mière ligne verticale les valeurs de h inférieures à

savoir

P — 1 _  «5 >
3 - 5 + 3’

i, .2, 3, 4, *3,

et dans la première ligne horizontale, les valeurs de k inférieures à

savoir

p  — 1
2

= 8,

I ,  2, 3, 4, 5, 6, 7;

puis de remplir, pour chaque valeur de h, les cases correspondant 

aux valeurs de k comprises entre les limites

h,

en opérant comme il suit : 

Pour obtenir les termes

P — ' —
2

h

• 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8

qui devront composer la deuxième ligne horizontale, on ajoutera 

l’unité aux termes correspondants de la première ligne. De plus, 

comme des formules ( 58) et ( 5g) on tire

(7 O ' D h,,i—3 Hh—l,h,

il est clair que, dans chacune des lignes horizontales qui suivront la 

deuxième, le premier terme conservé devra être équivalent, suivant le 

module 17, au double du terme immédiatement supérieur, et chacun 

des autres termes conservés à la somme faite des deux termes placés 

en avant et au-dessus de celui que l’on considère.

En opérant de cette manière, on trouvera pour termes de la troisième 

ligne horizontale, les quantités

— 7 =  6 +  4, — 2 = — 7 +  5, 4=r— 2+ 6,

—  6 == 4 “t“  y t 2 =  —  6 h— 8 ^

6 =  2.3,
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pour termes de la quatrième ligne, les quantités

3 =  2 (— 7), i =  3 —  2, 5 =  i H - 4, — i =  5 —  6;

pour termes de la cinquième ligne, les quantités

2 = 2 . 1 ,  7 = 2 + 5 ,  6 =  7 —  1;

enfin, pour terme unique de la sixième ligne horizontale, la'quantité

—  3 =  2.7 ( mod. 17).

A la seule inspection de la Table construite comme on vient de le 

dire, on obtiendra immédiatement les quantités équivalentes à IÎm > 

pour des valeurs de h et dé k non situées hors des limites

( 72 ) k =  h, k = P )

et l ’on trouvera, par exemple, en supposant toujours p  =  17,

Ih ,4 =  2 , n2)G =  — 6 (mod. 1 7 ).

Si les valeurs de h, k, n’étant plus situées entre les limites (72), 

étaient néanmoins des valeurs positives propres à vérifier encore la 

condition (67), on devrait joindre à la Table construite les for

mules (59) et (66). On trouverait ainsi, par exemple,

1X6,8=  1X5,2= 1X2,6 =  ^
(mod. 1 7 ).

n7,7s - n 7,2 =  - n 2,7 =  - 2

Enfin, si les quantités h, k acquéraient des valeurs quelconques 

positives ou négatives, mais non divisibles par p — 1, on devrait d’abord 

les réduire, par l ’addition ou la soustraction de p  — 1 ou de ses mul

tiples, à des quantités positives, mais inférieures à p — 1, puis, après 

cette réduction, on aurait recours soit à la formule (49). soit à la 

formule (57), soit à la Table construite et aux formules (59), (66),
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suivant que la somme h -+- k serait supérieure, égale ou inférieure au 

nombre/? — i.

Il est inutile de s’occuper du cas où l’une des quantités h, k et, par 

suite, l ’une des quantités h ,  k  deviendrait divisible par/ ? ,  attendu que, 

dans cette hypothèse, on n’a plus besoin de recourir à la formule ( 56) 

pour déterminer la valeur de qui, en vertu de l’équation ( 5), se 

réduit à — i .

Un moyen fort simple de prévenir et de reconnaître les erreurs qui 

pourraient se glisser dans la construction de la Table ci-dessus men

tionnée, consiste à introduire dans chaque ligne horizontale un terme 

de plus. Effectivement, en vertu de la formule (*66), si l ’on fait entrer 

un nouveau terme dans une ligne horizontale correspondant à une 

valeur donnée de h, ce nouveau terme devra être égal au terme précé

dent, pris en signe contraire, ou à l ’avant-dernier terme de la même 

ligne, suivant que la valeur de h sera un nombre impair oii un nombre 

pair. Donc si, au moment où l’on parvient à l ’extrémité d’une ligne 

horizontale, il arrivait que la condition dont nous venons de parler ne 

fût pas remplie, on devrait recommencer le calcul des termes compris 

dans cette ligne. En opérant comme on vient de le dire, et supposant 

par exemple n — 17, on obtiendra, au lieu de la Table trouvée plus 

haut, celle que nous allons transcrire :

■ Q u a n tité s  é q u iv a le n te s  a u x  n om bres fig u r é s  su iv a n t le  m o d u le  17.

1 2 3 4 5 6 7 8

I 2 3 4 5 6 R
/ 8 - 8

2 6 ~~7 — 2 4 - 6 2 - G

3 3 1 5 —  l 1

4 2 7 0 7

5 — 3 3

Si l’on supposait au contraire p — 19 ou/? =  29, on obtiendrait les 

Tableaux suivants :
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Quantités équivalentes aux nombres figurés suivant le module ig.

[ 2 3 4 5 6 7 8 9

I 2 3 4 5 6 7 8 9 — 9

2 6 —9 - 4 2 9 —  2 7 —2

3 I — 3 — I 8 6 — 6

4 - 6 - 7 , I / I

5 5 ■ 6 — 6

6 7

Q u a n tité s  éq u iv a len tes a u x  n o m b res f ig u r é s  su iv a n t le  m o d u le  29

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 i3 i4

I 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 II 1 2 i3 '4 — '4

2 6 1 0 — 14 — 8 — l 7 — 13 — 3 8 — 9 4 — 1 I 4

3 - 9 6 — 2 — 3 4 — 9 - 1 2 -  4 — 13 - 9 9

4 1 2 ÏO 7 1 1 2 — 10 — M 2 “ ‘7 2

5 — 9 —2 9 I I l — !3 — 11 11

6 - 4 5 — 13 — 1 2 4 — 7 4

7 10 — 3 1 4 — U I 1

8 — 6 8 — 3 8

9 — 13 i3

Lorsque, dans la formule ( 56), on substitue les quantités équiva

lentes à
· · · ,  Hf/j— z)h ,(p—2)/c,

déterminées par l’une des méthodes que nous venons d’exposer, on 

obtient une valeur de am qui dépend évidemment de* la valeur attribuée

OEuvres de C . — S. I, t. III. ' 27
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à t. Or, i désignant une des racines primitives de l’équation

si l ’on pose
a-p_1=  i (mod./>), 

V-=t',

i étant un nombre premier kp — i , t 'sera une autre racine primitive de 
la même équivalence; et comme, dans 0A, le coefficient de

sera
6,im =  8l"n

fp/iU/l * · >

il est clair que, remplacer dans 0A, t par t' , revient, à y remplacer 

par vlA. Donc, substituer à la racine primitive t la racine primitive 

t '~ t \  c’est, en d’autres termes, transformer 0A en 0lA, par conséquent 

0* en 0lA, et

en
R(A,i* —

Ainsi, par exemple, comme, en prenantp =  5 et

on trouve
t — 2,

Rl,l =  T! 4- 2T3, •R3i3= T 2+ 2 T ,

si l ’on prend, au contraire,

t — 3 =  23 ( m o d . 5 ),
on trouvera

R 1i1 =  T6 4 -  2 T 9= T 2 +  2 T,  R 3ij “  T8 +  2 T 3= T 2 -f- 2 T 3.

Donc, substituer à la racine primitive 2 la racine primitive

ce sera transformer 

et réciproquement

3 =  2* ( m o d .5 ),

R.,i en R 3,s 

B 3,3 en R9)9 =  R,,,.
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Les diverses formules obtenues dans cette Note se rapportent au cas 

où la valeur de 0  ̂ est donnée par l’équation (i). Si, en désignant par n 

un diviseur de/? — i, et posant

( 73)  . p  —  I =  U T i ï ,

on nommait
P> r

des racines primitives des formules

x n— \. et x n=\. (mod.p),

on pourrait prendre

p=rTCT, r =  (mod./?).

Alors, en remplaçant

h par w h, k par vzk,

puis écrivant, pour abréger,

e * au lieu de J

R*,* »

n AlA » IIct/î,CJ/î>

on obtiendrait, à la place des formules trouvées dans cette Note, des 

formules analogues obtenues dans le Mémoire. Ainsi, en particulier, 

la valeur de %h serait généralement fournie, non plus par l’équation (1), 

mais par la suivante

(7/,) 0 A= 0  +  pA0i+ p i/i0(34 - . . .+  p(i' - s)/iÔi'’“a;

et l’on aurait : 1" en supposant h divisible par n,

(75) 0/i= 0 o =  — j;

2° en supposant h non divisible par n,

(76) 0A0_A =  ( -i )® V ·
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De plus, en posant toujours

®A®A —  R a ,A®A+A>

ou, ce qui revient au même,

(77) R*,* —
0/. 0¿ 
®/l+* ’

on trouverait : i° pour des valeurs de h ou de k divisibles par n ,

(78) Ra, * = — o

2° pour des valeurs de h non divisibles par n,

(79) =  — (—

3° pour des valeurs de h, de k et de h -+- k, non divisibles par n,

(80) R  A, A R-A,-* =  />·

Ajoutons que, si h -t- k n’est pas divisible par ri, l’on aura 

(Si) Ra, * = S ( pía+'*),

le signe S s’étendant à toutes les valeurs de i comprises dans la suite

I ,  2 ,  3, . . . ,  P  —  2,

et les valeurs correspondantes de i, j  étant choisies de manière à véri

fier la condition (9), c’est-à-dire la formule

ti -sr t ¡ =  i (mod. p ).

Concevons maintenant que, dans le second membre de la for

mule (81), on réduise l’exposant de chaque puissance de p à l ’un des 

nombres
Oj 1 f 2 j 1 · · ) /t I «

Ce second membre deviendra une fonction entière de p, du degré 

n — 1; et l’on aura identiquement

( 8 2 ) S (pih+j/c) =  a0-t- 3ip _)_ a2p2 +  . . .  +  a,i_1p't_1,
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a0> a,, a2, a„_, désignant des nombres entiers, dont plusieurs
pourront s’évanouir, et dont la somme, égale au nombre des valeurs
de i, vérifiera la formule

( 83 ) 4- a, 4 - a24 - · . .  4- &n—\ —  P  — 2.

Cela posé, l ’équation ( 8 i )  donnera

(8 4 )  R/,,* =  ao4- a,p 4 - a2p24 - . . .4-

Concevons d’ailleurs que, pour se conformer aux conventions ci-
dessus adoptées, l ’on remplace

h par crh et k par crk,

dans le second membre de la formule ( 47 )· Cette formule, réduite à

(85) H|i,k —
x. 2 . 3 . . .[cr(h 4 -k )]

(t .2. . .Tüll)(l .2.. .rok)

fournira la valeur de IIM, dans le cas où les quantités h, k se réduiront 
à deux termes de la suite

1, 2, 3, . · . ,  î

et, dans le cas contraire, I IhiIt représentera ce que devient le rapport
1

1 . 2 . 3 . .  .[cr(h 4 -k)]
( i . 2 . 3 .  . .  c r  h  ) (  i .  a . 3 . .  , c r k )

quand on y remplace les quantités entières h, k par les deux termes 
de la suite

I , 2 , 3, . . . ,

qui sont équivalents à ces mêmes quantités, suivant le module n .  

D’autre part, à l’aide de raisonnements semblables à ceux par lesquels 
nous avons établi les formules (19) et (26), on prouvera que les 
valeurs de

a<» a*, · · ·> art_j,

renfermées dans les équations (82) et (84), vérifient non seulement
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les formules

/  80 +  8) 4 -  3a +  . . . +  a „ _ ,  —  p  — 2 ,

l  3o 4- 3] p +  a î p ! 4 - . . . 4 -  a^-ip" - 1 r = S ( p ih + J 'c ),

a 0 4 -  a i p 2 4 - . . .-t- a„_ip2t,1_1)*= g(pSUA+y*)̂

'  a 0 + a 2 p " · - 1 +  a 2 p 2 ( ' 1- •‘ J +  . . . - h a ;(_ 1 p ( » - 1) , =  S ( p ( ' ‘ - 1) i l7* ^ > ) ,

mais encore les suivantes :

a  0 4 * a  ( •4-a¡¡ ■ 4-. ■,. 4- a„_, ==p — 2 ( m o d .  p ) ,

9o & 1 Y* 4 -  a 2 / · 2 4 - .  ,,. +  a , . - !  r » - ‘ =  S  (  r ih+ j ’c) ,

a 0 4 -  a ! / · 2 4 -  a 2 r 4 4 - .  ·. . 4 - a „ _ !  /•2 ' , i - 1> =  S  ( r 2 U A + y * > ) ,

a 0 4 -  a ,  rn~l 4 -  a 2 / -2 (, ! ' . 4 -  a « - ,  /·("■-‘ i 5 =  g (/·(»—’J (£*-»->*)) „

et deces dernières, respectivement multipliées parles facteurs

h •—fil r—2 in 
9 '  *

puis, combinées entre elles par voie d’addition, l ’on conclura

( 88 )
n  a , „  =  p  —  a  4 -  / ·— m  S  (  r ih + i k) +  r - 2 " 1 S  (  r ‘1{ik+J'k))

_|_ r — ( n — l ) m  g  (  / · ( « — ! )  l i h + j k ) ^
( m o d .  p ) .

De plus, si l’on remplace h par xsh et k par uk dans les premiers 
membres des formules ( 5 a), ( 5 3 ), ( 5 4 ), on tirera de ces formules : 
i° en supposant rnh et nk séparément divisibles par n,

( 8 9 )  g ( r m(íA+yVc))==_ 2 ( m o d . / ; ) ;

2° en supposant que n divise la somme

m ( h  +  k )  =  m i l  - h  m k ,  

sans diviser ses deux parties mh, mk,

(90) g(/.m(£/n-y*)) =  _ 1 (mod.j»);

3 ° en supposant le produit m(Ji -t- k) non divisible par n 

(9 1  ) g (,.».<«+/*>) =  _ (m o d ./ > ) ,
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attendu que l’on devra, en vertu des conditions admises, écrire sim
plement I lmhtmk au lieu de n,nEjAimCT/c. Donc la formule (88) donnera

( 92)
■ «a,,, =  2 +  '"-i- n _ , A , . .·.

■ +· H-(n— !)/»,—(«—
(mod.p),

ou, ce qui revient au même,

(93) — (mod.p),

pourvu que, i désignant l’un quelconque des nombres entiers,

I ,  2 ,  3 ,  ' · · ,  n  * ,

l ’on ait soin de remplacer généralement le coefficient de rim, savoir :

i° par l’unité, quand n divisera la somme des produits ih, ik sans 
diviser chacun d’eux ; 2° par le nombre i quand n divisera séparément 
chacun de ces produits. Enfin, comme on tire de l’équation (73)

, nny = — i (mod.p) ,

il est clair qu’en multipliant par u les deux membres de la for
mule (93), on la réduira immédiatement à celle-ci

(g4) a „ , s ( 2 +  (mod.p).

Pour appliquer à des cas particuliers la formule (94)» on devra
d’abord rechercher des quantités équivalentes, suivant le module p,

aux nombres figurés qui représenteront les diverses valeurs de JIhk.
On y parviendra sans peine à l’aide des méthodes précédemment
exposées, en commençant par réduire chacune des quantités h, k à un
terme de la suite ' *

1, 2, 3 , . . . ,  u 1.

Ap rês cette rédaction, si l’on a

li +  k n,
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ou
l i  +  k  =  n ,

on en conclura, dans le premier cas,

(90) n hjk =  o (mod. p),
et, dans le second cas,

(96) nh,k=( — i)CTh , (mod.p).

Si l’on a, au contraire,
h  -+ - k  <  n ,

on pourra, eu égard aux deux formules

( 97 ) n k, „ = n h,k 

et

( 98) n „ ^ = ( — .)^k (mod.jO),

ramener la recherche d’une quantité qui soit équivalente à 11,, k suivant 
le module p, au cas particulier dans lequel h, k représenteraient deux 
nombres non situés hors des limites

(99) h =  1, . h = f ;  k  =  li, k  “  ·

D’ailleurs, h, k étant deux nombres de cette espèce, le terme équivalent 
à IIh k, dans la Table que nous avons appris à construire, sera celui que 
renfermeront la ligne horizontale, dont le premier terme est wh, et la 
ligne verticale, dont le premier terme est rak.

Concevons, pour fixer les idées, que l’on prenne

p  — 17 , n  —  k ·

On aura

et par suite le terme équivalent à I I , , ,  dans la Table de la page 208, 
sera celui que renferment les lignes horizontale et verticale, dont les
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premiers termes se réduisent au nombre ru =5 4 · On aura donc

11^!=  2 ( mod. 17).

Si, en supposant toujours p =  17, on prenait

on trouverait
n —  8,

16

et, par suite, le terme équivalent à n ,i3 dans la Table dont il s’agit, 
serait celui que renferment les lignes horizontale et verticale dont les 
premiers termes se réduisent aux nombres

On aurait donc alors 

Soit encore 

On trouvera

n, ,

cr =  2, 3cr =  6.

3 =  —  6 (mod. 17). 

P  =  29, n =  7.

et le second Tableau de la page 209, joint à la formule (98), donnera 

• IIM =  12, n 2 , 2 E = —  6, n 3 , 3 s = n M = - 7  (mod.29).

On aura d’ailleurs
n 4,4 =  o, iI5)6= o ,  II6j6 =  o.

Enfin, si, en nommant p une racine primitive de l’équation

ce1 — r,

l’on pose
Rm =  a0 +  a,p -t-a2p2-t-a3p34-aipt+  asp5+ a 6p6,

la formule ( 9 4 ), jointe à celles que nous venons d’obtenir, donnera 

aOT =  4(2 H- iar'“— Qrim— j r im) (mod.p),

r  étant une racine primitive de l’équivalence

x1 = \ (inod.29).
Œ uvres de C. —  S . I, t . III. 28
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D’autre part,
t =  10

étant une racine primitive de l’équivalence

¿eS8= i  (mod. 2 9 ),
on pourra prendre >

=  — 5 (mod. 29),

ce qui réduira la valeur trouvée de à

a,„5H 4 [a 4- 12( —  5 )m—  6 . 52"1—  7 ( —  5 )3"‘ ] (mod./>).

Si, dans cette dernière formule, on attribue successivement à m les 
valeurs

0 , 1 , 2 , 3, 4> 5, 6 ,
on trouvera

a0=  a4 =  a3 =  4, at =  o, a2 =  a3= 6 , a8 =  3 (mod. 2 9 );

et, par suite, puisque chacun des coefficients

a0, ai, a2, a3, a4, a6, a6

doit être nul ou positif, mais inférieur au module 2 9 , on aura

ao=a4= a 5 =  4, ai =  o, a2= a 3 =  6, a6= 3

Ri,i =  3p6+  4(iH- p44- p5) 4- 6(p! -+- p3).

Si maintenant on substitue à p l’une des puissances

ps, p3, p4, p5, p6,

on trouvera immédiatement

R2,2— 3p5-t- 4.(1 +  p +  p3) -H 6 (p4H-p6),
R3,3 — 3p*H- 4( 1 4- p5 4- p) 4- 6(p6-+- p2), 
Rt,t— 3p3 +  4(i +  p! +  p6) +  6(p 4-p5), 
Rs,5= 3p! h- 4 (i 4- p° -t- p4) +  6(p3-h p), 
R6,6= 3 p  -+ -4 ( '4 - p3 4 - p 2 ) 4 - 6(p5-+-p 4 ).
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Si, en prenant toujours
P  —  29> n =  7,

on supposait

Ri,»= a0+  ajp -t- a2p2-t- a3ps+  a*p4 -+· a5 ps aspV 

alors de la form ule (94)» com binée avec les suivantes : .

f i l ,2 —  2 , R 2,4 =  IÏ-2,1 =  2 > n t .8 s  n 4 1 S  n 2ll =  2 ,

Ü3,6 — °> H » ,1 0 =  f l ô , 3 =  °> I I 6,12S  ü 6i5^  O,

on tirerait
àm=  8(i -t- r m+  r 2m+  r 4"') (mod.29),

a0 s  8 .4 =  32 =  3 (mod.29)

a0 =  3 ;

puis, en prenant r =  — 5, on trouverait

a2=  at =  6, a 3 =  a $ —  a 6 —  2,
$

et l’on aurait par suite

Ri,i =  3 4- 6( p -b p2H- p4‘) -1- 2 (p3-t- p5-t- p6).

Comme on aura d’ailleurs

p p2-l- p3-t- p4 +  p5-h p6 =  —  I,

si l’on pose, pour abréger,

p +  p2+  p4 —  p3 —  ps— p6 =  A,

on trouvera encore ,
, , 1 — A , , . 1 + A

p +  p2 +  p4 = ------—  » p3-t-p5+ p 6 = ------- — ,

et par suite la valeur de R(j2 deviendra

RM = — 1 + 2A.

En remplaçant successivement dans cette dernière formule p par cha
cune des puissances

r,3 n6 ,̂6p > p » P > P 9 p >
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on en tirera

R l , s  —  R j , k = =  R i , 8  =  I  +  2  A ,  R 3 , 6  —  R , t,0 —  R 6 ,1 2  — ■ 1 —  2  A ,

ou, ce qui revient au même,

Rl,2 =  =  R*,l =   I -+- 2A, Rs,I =  1̂ 5,3 =  Re,« —  1   2A.

Nous remarquerons, en terminant cette Note, que, dans le cas où 
l’on suppose la valeur de @A déterminée, non par l’équation ( i ) ,  mais 
par l’équation (74). la formule ( 6 3 ) doit être, eu égard aux notations 
adoptées dans la seconde hypothèse, remplacée par cette autre formule

—  =  ( - 1 )CT,‘ Rk,i =  ( - 1  )CTk R,,h =  ( - 1 )101 R„,k,
P

qui, pour des valeurs paires du nombre ra, se réduit simplement à

®k ®1
P

—  Rk,i —  Ri,h —  Rh,k·

On doit d’ailleurs, dans ces deux dernières formules, prendre pour

b, k, 1

trois quantités entières, non divisibles par n, et choisies de manière 
à vérifier non plus la condition (62), mais la suivante :

h +  k +  l s o  (motl. n).

Si, pour fixer les idées, on suppose n == 7, on pourra prendre

ou bien
il =  I, k =  2, II •pN

h =  3,

II 1 =  6,

attendu qu’on aura, dans le premier cas

h +  k 1 —  7 »

et dans le second
h *+“ k. "f" 1 —  14· —  2.7·
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D’ailleurs, le nombre n =  7 étant impair, le nombre

ro =
I

devra être pair ainsi que p — 1. Donc, en supposant n =  7, on 
trouvera

0 , 0 2©4
--- R l , J ---  R 2)4---  R * , ! ,

0,0.,  06
: R 3,6  R , , 3  R 6,5 i

ce qui s’accorde avec les formules déjà obtenues. Comme on aura 
d’ailleurs, dans la même supposition, non seulement

mais encore 

on en conclura

R 1,1
0] 

©2 ’
R i . , =

©J
04

R4,4--
0]

®3
©I 

■ 0 /

R M  R 2,2 R 4,4 —-  01  0 2 0 4= Jp R l , 2.

Or, il sera facile de vérifier cette dernière formule, en prenant p =  29. 
Alors, en effet, en vertu de la formule.

p -+- p2 4- P3 H- P4 -i- Ps -t- P6 =  — 1,

on pourra réduire les valeurs précédemment calculées de R)i(, R2>2, 
Rm  à celles qui suivent

R i,i=  2(p24- p8) — (p6+  4p), R 2, 2 =  2 (p‘ +  p6) — (p64- 4p2),
R t ,4—  2 (p  +  p5) —  ( p 3 +  4 p4 ) î

et l’on aura par suite

Ri,iR,R4,4= — 25 4- 62(p 4- p24- p4)— 54·(p34- p54- p6) - 29 4 - 58A.= 29R1i2.
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NOTE Y I .
SUR LA SOMME DES RACINES PRIMITIVES d ’ uNB ÉQUATION BINOME,

ET suit LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES DE CES RACINES.

m et n désignant deux quantités entières, et co leur plus grand 
commun diviseur numérique, on peut toujours, comme l’on sait, trou
ver deux autres quantités entières u, v, propres à vérifier la formule

m a  —  n  v =  co.

Donc toute racine commune des deux équations binômes

x m —  i ,  x n —  i ,

et par conséquent des suivantes .

x mu-—ïf a.nv— lt

vérifiera encore l’équation binôme

x I ,

puisqu’en supposant
m u  —  n v  —  w ,

on en conclura
£ m u

x nv ~ X  ~  · .

Si d’ailleurs, n étant positif, on a pris pour x une racine primitive de 
l’équation

x n —  I ,

ou, en d’autres termes, si xn est la plus petite puissance positive de x 

qui se réduise à l’unité, co ne pourra différer de n·, et par conséquent 
m sera divisible par n, en sorte qu’on aura

m  =  o  ( m o d . r t ) .

Cela posé, n étant un nombre entier quelconque, nommons p une
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racine primitive de l’équation binôme

( l )  X n — l ,

et
/i, k, ly . . .

les entiers inférieurs à n, mais premiers à n. D’après ce qu’on vient 
de dire, p ne pourra représenter une valeur de æ, propre à vérifier une 
équation de la forme

X mh= l ,

que dans le cas où mh, et par conséquent m, sera divisible par n. Or, 
la plus petite valeur positive de m qui remplisse cette condition 
est m'= n. Donc

pnh

sera la plus petite puissance de pA qui se réduise à l’unité. Donc

P*» ?k, Ç>1>

seront autant de racines primitives de l’équation (x). Ces racines seront 
d’ailleurs distinctes les unes des autres. Car si l’on avait

on en conclurait

P /£-/(_,  ̂ gt

ou, ce qui revient au même,

k  —  h  =  O

k = h  ( m o d . « ) >

et par conséquent
k —  h,

(mod. n),

h, k devant être tous deux positifs et inférieurs à n. Ajoutons que les 
seules racines primitives de l’équation ( i )  seront les puissances 
entières de p, dont les exposants, premiers à n, pourront être réduits, 
par l’addition ou la soustraction de n ou d’un multiple de n, à l’un 
des nombres

h, k, l, . . . .
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En effet, si m  représente, au signe près, un entier qui ne soit pas 
premier à n ,  alors, w étant le plus commun diviseur de m  et de n ,  le 
produit

mn

CO

sera le plus petit multiple de m, qui devienne divisible par n; et, par 
suite,

mn

P"

sera la plus petite puissance positive de pm qui se réduise à l’unité.
Donc, alors pm représentera une racine primitive, non plus de l’équa

tion ( i) , mais de la suivante :
n

( 2 ) ' d?“  =  I .

Si m  devient premier à n ,  on pourra en dire autant des produits

Donc alors
m h, m k, m l,

r>mh
P y ?mk, pmt,

seront encore des racines primitives de l’équation ( i) . D’ailleurs ces 
racines seront encore distinctes les unes des autres. Car on ne pourrait 
supposer

p"*,< = p m*,

sans en conclure

pm(*-A)_;I> —  A) =  o (mod.H),

par conséquent 

et
k —  h ~  o, k =  h (mod.«)

k  —  h,

h  et k  devant être tous deux inférieurs à n . Donc, si m  devient premier 
à n, les diverses racines primitives de l’équation (x) pourront être re
présentées, soit par les termes de la suite

pA, p*, pl,
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soit par les termes de là suite . '

ninh r.mkP » P 9 P 9 ·  ·  ·  9

qui coïncideront avec les termes de la première, rangés dans un ordre 

différent.

Si, au contraire, m et n n’étant pas premiers entre eux, w désigne 

leur plus grand commun diviseur, alors ceux des termes de la suite

qui resteront distincts les uns des autres, représenteront les diverses 

racines primitives de l’équation (2).

Supposons à présent que le nombre n soit décomposé en deux 

facteurs
?> x>

premiers entre eux, et nommons

£> v

des racines primitives des deux équations

( 3 ) æ f = i , ·

( 4 ) x l = i .

Les puissances
-n'",

et, par suite, leur produit

se réduiront évidemment à l ’unité, si m est divisible simultanément 

par <p et par ou, ce qui revient au même, par le produit

?x =  n -

Donc on vérifiera l’équation (1) en posant

~ OKuvres de C. — S. 1, t. III. 29
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Il y a plus : si m est choisi de manière à vérifier la condition

on en conclura 

par conséquent

my =  o 
et

p ar  c o n s é q u e n t

m x ~ o

( -= If
(5n )"? =  !,' *]«'? =

(mod.x) , m  =  0

(£Y))">Xr=l,

(mod. 9 ), m =  0

I,

If

(mod.x),

(mod. 9).

Donc, pour que la puissance me du produit £y] se réduise à l’unité, 

il sera nécessaire que m soit divisible à la fois par ^ et par <p, ou, en 

d’autres termes, que m soit un multiple de n ; et, comme m =  n sera la 

plus petite valeur positive de m pour laquelle cette condition soit 

remplie, nous devons conclure que le produit de deux racines pri

mitives, propres à vérifier les équations (3) et ( 4), sera une racine 

primitive de l’équation (1).

Enfin, chaque racine primitive p de l’équation (1) 11e pourra être 

formée que d’une seule manière par la multiplication de deux racines 

primitives propres à vérifier les équations (3) et (4). En effet, conce

vons que
' l> ■ n,

désignent encore deux racines primitives de ces équations. Si l’on a

on en conclura 

par conséquent

^  = 1 *

(£ï) ) ? = ( £ , Y),)?,

5 )  =

/*

Y ) ? =  Y)J,

et, comme on aura d’autre part

par conséquent
I ,
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il est clair que le rapport ^  devra être une racine commune des équa

tions (2 ) et ( 3 ). Or, 9, y étant par hypothèse premiers entre eux, leur 
plus grand commun diviseur co sera l’unité. Donc la racine commune 
dont il s’agit.sera la racine unique de l’équation

et l’on aura
X  —  l ,

■n,
— = 1 ,  n = n .  
ri

On trouvera de même ? ,=  Donc les produits

ne pourront être égaux entre eux que dans le cas où l’on aura

l  —  l ,  ■ t i ,= -n .

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante.

Théorème I. — Si le nombre entier n est le produit de deux facteurs 9, y 

premiers entre eux, on obtiendra les diverses racines primitives de 

l’équation
X n — l ,

et on les obtiendra chacune d’une seule manière, en multipliant succes

sivement les diverses racines primitives de l’équation ,

xP —  1

par chacune des racines primitives de l’équation

x t — i.

Le théorème que nous venons d’énoncer entraîne évidemment ceux 
qui suivent.

T héorème II.  — Le nombre entier n étant le produit de deux fac

teurs 9, y , premiers entre eux, désignons par

P’ P r  P//>
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les diverses racines primitives de l’équation

puis nommons
x n—  i ;

^1> /̂/> · · ·

les diverses racines primitives des équations

x f = i  et =  i ;
o n  a u r a

( 5 ) (P ■ +■  P/-!- P/; +  · ' · )  —  (£ £/-·- ?/(-+-···) (fl -t- ■ «/-+- n4-t- · ·  ·)· ·

T héorème III. — Le nombre entier n étant le produit de deux fac

teurs (f, y premiers entre eux, si F on désigne par

N, X

le nombre des racines primitives successivement calculé par chacune des

trois équations . '
xn = j, # 9  =  1, xt=i,

on aura

(6) N =  4»X.

Comme ces trois théorèmes sont évidemment applicables non 

seulement au nombre n, mais encore aux nombres f, ŷ, facteurs de n, 

ou même aux facteurs de o, lorsqu’il en existe, etc., et ainsi de suite, 

il est clair qu’on pourra énoncer encore les théorèmes suivants :

T héorème IV. — Si le nombre entier n est le produit de plusieurs 

facteurs

<?> X> · ·

premiers entre eux, on obtiendra les diverses racines primitives de 

l’équation

( i ) æn=z ¡,

et on les obtiendra chacune d’une seule manière, en cherchant d’abord
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les diverses racines primitives des équations auxiliaires

( 7  ) x l  —  i , x X  —  i , x^t —  i , . . . ,  ·

et formant tous les produits, qui ont chacun pour facteurs : i° l’une des 

racines primitives de l’équation x̂  =  [ ; 1° l’une des racines primitives de 

l’équation xX — i ; 3° l’une des racines primitives de l’équation = i,elc.

T héorème Y. — Le nombre entier n étant le produit de plusieurs 

fadeurs
<p> +»

premiers entre eux, désignons par

P> P/> P«> · · ·

les diverses racines primitives de l’équation binôme

et soient respectivement

£> £/> £//> ··■ >' 1̂/* /̂/> . · · · ! £> ■ £/» £//> · · ·

les diverses racines primitives des équations binômes
h··

x f = i ,  - x X = l ,  x ^ = : l ,  . . . ,

la somme des racines primitives de la première équation sera le produit 

des sommes séparément formées avec les racines primitives de chacune 

des autres; en sorte qu’on aura

(8) P 4 - P/+ P/,+  ·.·= (£  +  ?//-+-..·)(VI 4- ■ /), +  (Ç 4 - ? ,+  Ç/;

et, par suite, si l’on nomme S la somme des racines primitives de l’équa

tion ( i) ,  l’on aura

(9) $ — (£ +  £/ +  ?// +  ·· ·)  (*> +'0/+ Kl//-H - · ·) (Ç.4- %, + ç„ +  . . . ) ----

T héorème YI. — Le nombre entier n étant le produit de plusieurs 

facteurs
?> X*
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premiers entre eux, désignons par

N, <5 , X ,  W, . . .

le nombre des racines primitives successivement calculé pour chacune des 

équations

x n— \, x?=zi , xX=i ,  x^— i . .. ,
on aura

(10) N =  <t>XT\...

Soient maintenant

v, v' ,  v",  . . .

les facteurs premiers de n, dont l ’un pourra se réduire à 2 .Le nombre n 

sera de la forme

(11)  n — v “ v '6v"c . . . ,

a, b, c, . . .  désignant des exposants entiers, et, si l ’ on veut décomposer n 

en facteurs premiers entre eux, on pourra prendre pour ces facteurs les 

quantités
v®, v'6, v"c, . . .,

dont chacune est une puissance entière d’un nombre premier.

Cela.posé, les théorèmes que nous venons d’établir fourniront le 
moyen d’obtenir facilement, dans tous les cas, la somme

S

des racines primitives de l’équation (1) et le nombre

N

de ces racines primitives. C’est ce que nous allons faire voir.
Si d’abord on suppose le nombre n égal à 2, l’équation (1), réduite 

à la forme
I,¿C2 =
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offrira une seule racine primitive 

et par suite on aura
p = — 1 ;

* = —I, N =  i.

Si n est un nombre premier impair, les racines- primitives de 
l’équation ·

x n —  i

seront les puissances entières de p correspondant à des exposants 
positifs, mais inférieurs à n, savoir

On aura donc
P> P*. P3» *»—1

p" —  P > — p
P i ~ p  — ■’

ou, ce qui revient au même, 

et de plus

Si «.est une puissance de 2, les racines primitives de l’équation

x n —  i

seront les puissances entières de p correspondant à des exposants 
impairs et inférieurs à n, savoir

On aura donc
P» P8

ci =  p -+- p3 + . . .  -f- p a ~ l  =
p 'l+ l  —  p

p2- '
ou, ce qui revient au même, 

et de plus
N = ^ .

2

On peut encore observer que dans ce cas on a

n n h
p2 = — 1 , ps l i  =  — p" ;
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d’où il résulte que les diverses racines primitives seront, deux à deux, 

égales au signe près, mais affectées de signes contraires. Leur somme 

sera donc' nulle, comme on l’a trouve.

Supposons à présent que n soit une puissance d’un nombre premier 

impair v; en sorte qu’on ait . .

n =  va.

Alors, pour obtenir les racines primitives de l’équation

X n —  I ,  · · ‘ '

il faudra, entre toutes les racines représentées par les termes de la 

suite
*1 > p> p \ ■■·, pn~l ,

choisir celles dans lesquelles l’exposant de p est premier à n, et non 

divisible par v, en laissant de côté celles où l’exposant est.multiple 

de v, savoir * .
ov û2v *«—vP > P f P f · · P f

ou, ce qui revient au même, en laissant de côté les racines non pri- 

mitives

t ,  p\ p2v> ··■ , p( " i ) v .

Or, ces dernières, dont le nombre est n’étant autre chose que lès 

diverses racines de l’équation

leur somme totale sera nulle, aussi bien que la somme des racines de 

l’équation (i). Donc la différence de ces deux sommes, ou la somme s 

des racines primitives, s’évanouira elle-même; et l ’on aura d’une 

part
S nu O,

d’autre part
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ou, ce qui revient au même,

N =  «

En résumé, si n est, ou un nombre premier v, pair ou impair, ou 

une puissance va d’un tel nombre, on trouvera toujours

(■ 2) N =  n(̂ i

et l ’on aura de plus

(•3) S = -

ou

(■ 4) § =

suivant qu’il s’agira de la première puissance ou d’une puissance 

supérieure à la première; ce que l’on pourra démontrer dans tous les 

cas à l ’aide des raisonnements dont nous avons fait usage, lorsque n 

était une puissance d’un nombre premier impair.

Passons maintenant au cas où, n étant un nombre quelconque, sa 

valeur est donnée par la formule ( n ) .  Alors le nombre N des racines 

primitives de l’équation (i)  et la somme s de ces racines se déduiront 

immédiatement des formules (io) et (12), ou des formules (9),· 

( i3) et (14). En effet, pour décomposer n, dans ce cas, en facteurs

.?> X- +> .··· 

premiers entre eux, il suffira de prendre

f  =  va, X =  ^ =  v"‘··,

Cela posé, on aura, dans la formule (10),

OF.uvres de C. — S. I» t. III.
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et par suite cette formule donnera

(i5) N =  v « v ' V .  • ( , - i ) ( I - £ ) ( , - 7 ) · · ·

—  v a—\ v 'b—l vVe—l . . . ( v —  1 ) ( v ' —  I ) ( v f  —  1 ) . . . ,

ou, ce qui revient au même,

De plus, çn vertu de la formule ( 9 ) ,  la valeur de 8, correspondant à 
l’équation (1), sera le produit des valeurs de s, correspondant aux 

équations
/ * = [ ,  dJv'“= i ,

et dont chacune se réduira simplement à — 1 ou à o, suivant que le 

nombre a ou b ou c, . . .  sera égal ou supérieur à l ’unité. Par suite, 

si n est un nombre composé, pair ou impair, qui renferme deux ou 

plusieurs facteurs égaux entre eux, on aura toujours

(17) * =  o.

Mais,, si n est un nombre premier, ou un nombre composé dont les 

facteurs premiers v, v', v", . . .  soient inégaux, en. sorte qu’on ait

(18) n =
< *

alors on trouvera

(19) ê — ±  [, 

savoir

(20) — 1,

quand les facteurs premiers v, v', v", . . .  seront en nombre impair, et

(21) * =  i, '

quand ces facteurs premiers seront en nombre pair.

Ainsi, en particulier, la somme des racines primitives sera — 1
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pour chacune des équations

îp* =  i , ¿c3= i ,  ¿p6= i , x 7z= 1 , æil= i ,  x ' 3 — r,

zéro pour chacune des équations

x 3= \ ,  x 3—  i ,  a?u = i ,  a>14= i ,

et -t- i pour chacune dés équations

x * = i ,  ¿b1#= i , ¿cu = i ,  a;14= i ,  ¿r21= i ,  æ22= i ,

Soit maintenant
f ( p)

une fonction entière d’une racine primitive p de l’équation (i). On 

pourra toujours, dans cette fonction, réduire l’exposant dé chaque 

puissance de p. à un nombre entier plus petit que n, et poser en con

séquence

(22) f(p) =  a o + a 1p +  a2pi +  . . . +  an_1p' '-1,

a0, a,, a2, a„_, désignant des coefficients indépendants de p.

Supposons d’ailleurs que, dans la fonction f(p), les différents termes 

se transforment les uns dans les autres, quand on y remplace la racine 

primitive p par une autre racine primitive pm. Alors f(p) sera ce qu’on 

peut nommer une fonction symétrique des racines primitives de l’équa

tion (1), ou, ce qui revient au même, une fonction symétrique des 

puissances
PA> Pk> Pl> · · ■>

h, k, l, . . .  étant les entiers inférieurs à n et premiers à n. Or, en écri

vant successivement à la place de p chacune des racines primitives

pA> pk, p1, · · · .

on reconnaîtra que, dans f(p), ceux des termes de chacune des suites

PA> Pk> p1, • 9

ni/i n2 fc „5/P > P 9 p , . . ’ >

pUl, p’ *» p3', ■ ■.
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qui sont distincts les uns des autres, doivent avoir les mêmes coeffi

cients. Mais ces mêmes termes se réduisent toujours, ou aux diverses 

racines primitives de'l’équâtion (i), ou dumoins ,aiti diverses racines 

primitives d’une équation de la forme

( 23) , '· i ,

co étant un diviseur du nombre n, qui peut devenir égal à ce même 

nombre. Par conséquent, dans une fonction symétrique des racines pri

mitives de Véqualion ( i) , les racines primitives de l ’équation (28) devront 

toujours offrir les mêmes coefficients; et une telle fonction sè rédiiira 

toujours à une fonction linéaire dés diverses valeurs que peut acquérir 

la somme des racines primitives de l’équation ( 23), quand on prend 

successivement pour co chacun des diviseurs du nombre n, y compris 

ce nombre lui-même. Si, par exemple, n est un nombre premier, 

alors, les entiers
h, k, l .............

inférieurs à n, et premiers à n, se réduisant aux divers termes de la 

progression arithmétique

1, 2, 3, . . . ,  n f ,

et les racines primitives

. . .. P*, p * ,  p', · · ·

de l’équation (i)a u x  divers termes de la progression géométrique

on aura 

et

P» pS ,p'»

ai — 82 — · .·’. — a„_i

(24) f(p)  =  a0-t-a1(p +  p5- i- . . . - t -p ' 1- 1).

Donc alors une fonction symétrique des racines primitives de l ’équa

tion (1) sera en même temps une fonction linéaire de la somme de ces

racines.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



237N O T E  VI

Gomme nous l’avons déjà remarqué, si l ’on désigne par p une racine 

primitive de l’équation (i), et par

h, k, l,

les entiers inférieurs à n, mais premiers à n, les diverses racines pri

mitives de la même équation pourront être représentées, non seule
ment par les termes de la suite

p'1, pk, p!, . . .,

mais encore par les termes de la suite

pmh, pmk, p"1', . . . ,  y

pourvu que m soit lui-même premier à n. Il est essentiel d’observer 

que, pour passer de la première suite à la seconde, il suffit de multi

plier par m les divers exposants

h, k , l, . . . ,

qui se transforment alors en ce u x-ci -

m h , m k, ml,  . . . .

Si l’on multiplie de' nouveau ces derniers par m, une ou plusieurs 

fois, on obtiendra encore d’autres suites qui seront propres elles- 

mêmes à représenter les diverses racines primitives, savoir : .

a W 1/* / jW *A  « m VP > P > r > · · · »
nmzh « w 8/P 9 P 9 P 9 · * · i

• ' · · · r ····>* · · · > . . . .

Concevons, maintenant, qu’avec les termes correspondants, par 

exemple, avec les premiers termes de ces differentes suites on forme 

une suite nouvelle * . ·
nmh r\m*h nm*h P > P 9 P 9 P > · · · · .

Cette nouvelle suite, dans laquelle les exposants de p forment une
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progression géométrique

h, m h, m î h, m 3h, . . . ,

offrira autant de racines primitives distinctes qu’il y aura d’unités dans 
l’exposant i de la plus petite puissance de m  propre à vérifier l ’équi

valence

(a5 ) m l =  i (mod. n).

En effet, la valeur de i étant choisie comme on vient de le dire, et la 

progression géométrique étant réduite aux seuls termes

/*, m h , m l h, . . . ,  m l~l h,

la différence entre deux termes de cette progression ne sera jamais  
divisible par n \  et, en conséquence, les deux puissances de p, qui 

auront ces deux termes pour exposants, ne seront jamais égales entre 

elles. Donc, alors les divers termes delà suite

( 26 ) ph, pmh, p'n?h, p'»'-1/1

seront tous distincts les uns des autres.

Si n est un nombre premier impair v, ou une puissance d’un tel 

nombre, tous les entiers premiers à n  vérifieront l’équivalence

( 2 7 )

la valeur de N étant donnée par la formule (12), ou

n = « h ;

Alors, si l ’on prend pour m  une racine primitive s  de la formule (27), 

on trouvera
t =  N,

et la suite (26) deviendra

( 28 ) p A ,  p Sh f  p s ' h }  p S »  ' A .

Cette suite se réduira même à

( 29 ) p. p·’ . Ps’> . . . ,  p‘
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si l’on pose, comme on peut le faire, h =  i .  D’ailleurs, N étant préci

sément le nombre des entiers

h, k, l, . . . ,

inférieurs à n et premiers à n, il en résulte que chacune des suites (28), 
(29) comprendra toutes les racines primitives de l’équation (1).

Si n se réduit à un nombre premier, alors, la valeur de N étant

N =  n — 1,

les suites (28), (29) deviendront

p'·, psà, psh, ■ D Sn - ‘ /l
1 · · f P »

P> Ps> Ps'> ■ as" "* , . p

et ces deux suites, dans lesquelles les exposants de p croissent en 

progression géométrique, offriront chacune, à l ’ordre près, les mêmes 

termes que la suite
p, p2, p3, . . . ,  p'1- 1,

dans laquelle les exposants de p croissent en progression arith

métique.

N O T E  V I I .

SUR LES SOMMES ALTERNÉES DES RACINES PRIMITIVES DES ÉQUATIONS BINOMES, 

ET SUR LES FONCTIONS ALTERNÉES DE CES RACINES.

Soient toujours p une racine primitive de l’équation binôme

( 1)  X n — l ,

et
h, k, l,

les entiers inférieurs h ri mais premiers à n, dont l’un se réduira sim-
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plement à l ’unité. Les diverses racines primitives de l’équation (i)  

pourront être représentées, soit par les termes de la suite

ph> P*. · · ' · »

soit par les termes de la suite

- n fn h  n tn k  f ,m lP 9 P 9 P 9 ·  ·  ·  9

m étant un nombre quelconque premier à n. Or, on pourra généra

lement, comme on le verra ci-après, partager les entiers

h , k, i, . . .
en deux groupes

h , h ',  h", ... e t  k, k ',  k", . . . . ,

et par suite les racines primitives

p \  p*, · · ·  .

en deux groupes correspondants

p \  p'1', Ph", ·■■ e t  p*, pk\ pk\ ...,
de telle sorte qu’après la substitution de pm à p, les deux derniers 

groupes se trouvent encore composés chacun des mêmes racines, ou 

transformés l'un dans l’autre. Ainsi, par exemple, si l’on suppose 

n =  5, les quatre racines primitives de l’équation ( i) , ou

.r5 =  i ,

form eront les deu x grou p es '

p, p4 et, p5, p 3,

qui deviendront respectivement, après la substitution de p2 à p,

p S  P3 e t  p \  p

après la substitution de p3 à p,

p3, p1 e t  p, p4,
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enfin, après la substitution de p4 à p,

pS P et p3, . p2.

2M

Or, il est clair que, dans le premier et dans le dernier cas, les deux 

groupes resteront composés chacun des mêmes racines, tandis que 

dans les deux cas précédents les racines du premier groupe se trans
formeront en celles qui composaient le second, et réciproquement.

Les racines primitives de l’équation (i)  étant partagées en deux 

groupes, comme on vient de le dire, de telle sorte, qu’après la substi

tution de pm à p, les deux groupes restent, pour certaines valeurs 

de m, composés chacun des mêmes racines, et se trouvent, pour 

d’autres valeurs de m, échangés entre e u x ;  il est clair que le nombre  
des racinés

ph, p'1', ph\  ■ ■ ■

du premier groupe devra être égal au nombre des racines

p*, p*', pk", ■ ■ ■

du second groupe. Donc, si l ’on représente par N, comme nous l’avons 
fait dans la note précédente; le nombre total des racines primitives ou 

des entiers
h, k, l, . . .

inférieurs à n, mais premiers à n, on verra le nombre des entiers

h, h', h", . . . ,

ou de r a c in e s  c o m p ris e s  d an s le p r e m ie r  g r o u p e ,  et le  n o m b r e  des

entiers ‘
k, k', k", . . . ,

ou des racines comprises dans le second groupe, se réduire sépa

rément à^ ; ce qui suppose N pair.

Cela posé, concevons que l’on ajoute les unes aux autres les diverses 

racines primitives de l’équation (x), jxrises avec le signe -f- ou avec le 

signe — , suivant qu’elles font partie de l’un ou de l’autre groupe. On

' 3 iOEuvres de C. — S. 1, t. III.
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obtiendra ainsi une somme algébrique dans laquelle on pourra faire 

succéder à chaque terme précédé du signe H- un terme correspondant 

précédé du signe — . Cette somme algébrique pouvant être considérée 

en conséquence comme composée de termes alternativement positifs 

et négatifs, nous la désignerons sous le nom de somme alternée. Donc, 

si l ’on pose

( 2 ) (B =: ph pà' -+- ph" .·— p*—  pk'—  pk" — . . .,

(D sera une somme alternée des racines primitives de l’équation (i). 

Lorsque, dans unô semblable somme, on remplacera la racine primi

tive p par une autre racine primitive p"\ les différents termes se trans

formeront, au signe près, les uns dans les autres, et deux termes, qui 

se déduiront ainsi l’un de l’autre, se trouveront toujours affectés du 

même signe pour certaines valeurs de m, mais affectés de signes con

traires pour d’autres valeurs de m-, par conséquent, la substitution de p"' 

à p laissera invariable la valeur de la somme, ou la fera seulement 

changer de signe. Supposons, pour fixer les idées, que des deux 

groupes
h, h ',  h 1', . . .  et k, k 1, k \

le premier renferme l’exposant i.  Alors la substitution de p"1 à p· 

n’altérera point la valeur de la somme alternée ®, si l’on a pris pourra 

un des nombres
h, h ',  h ", . . . ,

et la fera seulement changer de signe, si l’on a pris pour m un des 

nombres-
k, k ',  k", . . . .

Si, par exemple, on suppose n =  5, la somme alternée

(B =  p +  p* —  p2 —  p:|

changera de signe, quand on y remplacera p par p2 ou par p3, mais elle 

ne sera nullement altérée quand on y remplacera p par p\

Il est important d’observer que, dans le cas où la substitution de p"‘
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à p laisse invariable la somme alternée ®, les termes

p'  et pml,

par conséquent les termes

pml et p'«V t<>>

doivent se trouver affectés du même signe dans cette somme, l  pouvant 

désigner ici l ’un quelconque des nombres

h, h ',  h", . . . ,  k, k', k",  . . . ,

c’est-à-dire l ’un quelconque des nombres premiers à n. Donc, dans le 

cas dont il s’agit, le même signe doit affecter tous les termes de la 

suite

(  3 \ n/ n i n l  rim , t\°) P > P > P >. · · ·> t* >

i étant l’exposant de la plus petite puissance de m propre à vérifier 

l ’équivalence

( 4 ) m l =  i ( iu o cI. n ) .

Mais, si la substitution de p"* à p fait varier le signe de la somme 

alternée CD, alors les termes ■ · w

p' et p'"7

devront y être affectés de signes contraires, et l ’on pourra en dire 

autant des termes
pml et p'"**',

OU
pmV et p/»V __

Donc alors chacun des termes de la suite (3) sera, dans Ia^somme 

alternée ©, précédé du même signe que p' ou d’un signe contraire, 

suivant que l’exposant de p contiendra comme facteur une puissance 

paire ou une puissance impaire de m. Dans tous les cas,

/ et m
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étant doux nombres premiers à n,

p"iV

sera précédé du même signe que p*. Donc, si l ’on a pris l ’unité pour 

l’un des nombres
h , h ',  h ", . . . ,

pm' sera précédé du signe +  , ainsi que p; et, par conséquent, le groupe

h, h’ , h", . . .

renfermera tous ceux des nombres

h, k, l, . . .

qui sont équivalents à des carrés

ni*, m,%, ...,

suivant le module n , c’est-à-dire tous les résidus quadratiques relatifs 

à ce module.

Supposons maintenant que n soit un nombre premier impair, ou 

une puissance d’un tel nombre. Alors les entiers

lly ky ly . . . y

inférieurs à n et premiers à n, vérifieront l ’équivalence

(5 ) =  i (mod.  n) ,

N '
les uns, dont le nombre sera-» étant résidus quadratiques suivant le 

module n, et racines de l’équivalence

, N

(6) x % =  i (mod./t),

N
lés autres, dont le nombre sera encore —, étant non-résidus quadra

tiques, et racines de l’équivalence

‘ N

X '1 ^  —( 7 ) I (mod. n).
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D’ailleurs, si, dans la somme alternée œ, le terme p est précédé du 

signe +  , on pourra en dire autant de toutes les puissances de p, qui 

offriront pour exposants des résidus quadratiques; et, comme le

nombre do ces puissances sera précisément les autres puissances,

qui auront pour exposants des non-résidus quadratiques, devront 

toutes être affectées du signe — . Donc alors

h ,  h ' ,  h " ,  . . .

devra représenter la suite des résidus quadratiques, et

k, k', k", . . . ,

la suite des non-résidus. D’ailleurs, si l ’on prend pour m une racine 

primitive s de l’équivalence ( 5), les diverses racines primitives de 

l’équation (i)  pourront être représentées par les divers termes de la 

suite
p, ps, ps\ ps"~',

et, parmi les exposants de p dans cette suite, ceux qui représenteront 

des résidus quadratiques, relatifs au module n, seront les exposants 

carrés
I, s2, s*, s*- 'l . \

Donc, si le terme p se trouve précédé du signe -t- dans la somme 

alternée ®, la valeur de cette somme, dans l’hypothèse admise, ne 

pourra être que la suivante :

(8 )  (0 =  p — ps+ p s’ — ps>- | - . . . — p5" ' 1.

Il est au reste facile de s’assurer que, dans le cas où « se réduit à un 

nombre premier impair ou à une puissance d’un tel nombre, le second 

membre de la formule (8) représente effectivement une somme 

alternée des racines primitives

p, p , p , . . . ,  p

de l’équation (x). Car, si, dans ce second membre, on remplace p
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par pf, chaque terme se trouvera remplacé par le suivant, pris en signe 

contraire, le dernier terme étant remplacé par — p. Or, de cette seule 

observation, il résulte que le second membre de l’équation (8) restera 

composé des mêmes termes, tous ces termes étant pris avec des signes 

contraires à ceux dont ils étaient d’abord affectés, ou tous étant pris 

avec ces mêmes signes, si l’on y remplace la racine primitive p par 

l’une des racines primitives

r\S n S‘  *P > p y · · · y P 9

. ce qui revient à remplacer une ou plusieurs fois de suite p par p*.

Dans le cas particulier où n se réduit à un nombre premier, on a

, N =  «  — i ,

et la formule (8) donne simplement

(9 ) . (D =  p — ps-Hps*— ps, +  ...—  p*"-·, 

s étant une racine primitive de l’équivalence

(10) a?ra_1= i  (mod.«).

Alors, aussi, en vertu de la formule ( i4) de la Note I, on aura

( 1 . )  ( p - p ' + p * * - +  - ? * - ) * =

par conséquent
n — l

( 1 2 ) ■ (D2= ( — i)  » n.

Donc, n étant un nombre premier impair, on aura

(13) c02==w, (&— ±\fn,

si ce nombre premier n est de la forme et l ’on trouvera, au

contraire,

(14) =  — n, (ô = ±  n*\J— 1 ,

si n est de la forme -t- 3.
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Si l’on suppose, par exemple, n =  3, on trouvera

Œ) =  p —  p!, ■

,p, p2 représentant les deux racines primitives de l’équation

X 3 —  1 =  0 ,

ou, ce qui revient au même, les deux racines de l’équation

x·  +  x  + 1 =  o.

Or, ces deux racines étant

il est clair qu’en supposant n =  3, on trouvera

ffi =  32 \j— i ou ® =  — 3 2 \/— i,

suivant que l’on prendra pour p la première ou la seconde racine.

Lorsque, n étant une puissance entière d’un nombre premier im

pair v, on aura
n — va, '

et a > i ,  alors, d’après ce qui a été dit ci-dessus, deux monomes de la 

forme
P'»

seront, dans la somme alternée ffi, affectés du même signe, si les 

nombres /, l', premiers à n, vérifient la condition

( m o d . / i ) ,

ni1 étant un carré premier à n, ou, ce qui revient au même, si le rapport

l'
7 ’

étant équivalent suivant le module n à un carré, vérifie par suite la
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formule
N

•r2 =  i (mod. 2).

Or, c’est évidemment ce qui arrivera, si l ’on a

( 15 ) l ' = l  (mod.v).

Car, en élevant plusieurs fois de suite à la puissance v les deux 

membres de la formule ( i 5), on ën tirera successivement

‘ ' ' lN = l v (mod.v2),

(mod.v3),

(mod.v“),
par conséquent,

il) = ! (mod. v);

puis, en élevant les deux membres de cette dernière formule à la puis

sance entière ■— -> et ayant égard aux équations

on trouvera définitivement

Î Y
~u

V —  I
2

N — , 2

(mod. n).

Donc, lorsque n représente le carré, le cube, ou une-puissance plus 

élevée d’un nombre premier impair v, le même signe doit affecter, 

dans la somme alternée (D, toutes les puissancetde p dont les exposants 

sont équivalents, suivant le module v, à un même nombre l; par con

séquent, le même signe doit affecter, dans la somme alternée ffi, tous 

les termes de la suite

p ' ,  p'-H», p ' + 2\  . . . .  p'+»-*. . -

Or, la somme de ces derniers termes, savoir,
*

P l  4 -  p/+v - + -  p / + 2 v  +  . .  .  p / + n - v  - p l  1 ----------L ·  ,
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étant nulle avec la différence i — p", il est clair que, dans le cas dont 

il s’agit, la somme alternée © se composera de diverses parties séparé

ment égales à zéro. Donc, la somme © s’évanouira elle-même; et, 

lorsque n sera le carré, le cube ou une puissance plus élevée d’un 

nombre premier impair, on aura toujours

( 16 ) ©  =  o.

Sin  se réduisait du nombre 2, l’équation binôme

¿r2 —  1

n’offrirait qu’une seule racine primitive

p — J >

avec laquelle on ne pourrait composer une somme alternée. C’est au 

reste le seul cas où la formation d’une somme alternée des racines 

primitives devienne impossible, et où le nombre N cesse d’être pair, 

en se réduisant à l ’unité.

Il n’en sera plus de même si l ’on prend pour n une puissance de 2. 

Concevons qu’alors on réduise toujours l’un des nombres

h ,  h ' ,  h " ,  . . .

à l’unité. Si, pour fixer les idées, on suppose n =  4» on trouvera

h =  j, 4 =  3, 
et

(17) (Q =  p — p3

sera une. somme alternée des racines primitives de l’équation

x  =  i.

Cette même somme, égale à

2 p  = d t  2 y 1—  1 ,

vérifiera d’ailleurs la formule

(18) ©2= - 4 -
Œ u vre* de Ç . — S* I, t. 111. . 32
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Si l’on suppose n =  8, on pourra prendre

ou bien 

ou bien

h — 1, II k =  S, £II

h =  1, h' = 5, k =  3, l>»II
II l>.

Jl k =  3, k'=S,

et obtenir ainsi trois sommes alternées des racines primitives de 

l’équation
X8=  I.

De ces trois sommes la première, savoir

(1 9 )  ©  =  p -t- p3 —  p5— p’ 

vérifiera la formule

( 2 0 )  ® 2 —  —  8 ; 

la seconde, savoir

(2 1 )  (B =  p 4 -  p5—  p3—  p 7,

se réduira simplement à

( 2 2 )   ̂ ®  =  o ;

et la troisième, savoir

( 2 3 ) ©  =  p 4 -  p1—  p3—  p 5

vérifiera la formule

(24) ©2 =  8.

Enfin, si n est une puissance de 2, supérieure à la troisième, alors 

en posant

(25) / ' = / 4 - - ,
2

et choisissant le nombre entier d de manière à vérifier la formule

I
7 =  d (mod. n),ld =  j ou
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on trouvera
/' n  n  / .
7 = n ----- ; =  H ---- d  (inod. n ) ,l 2i , 2 v '

ou, ce qui revient au même,

V i n  V  
Y =  -h ^ î /J (mod. n),

attendu que, n étant divisible par 16,

sera divisible par n. Donc alors la valeur de l ' , déterminée par l’équa

tion (a5), sera équivalente, suivant le module n, à un produit de la 

forme

4- -  dj l ou m2/,

m étant premier à n, c’est-à-dire, impair; et les termes

v l+\
. . P. P =  P

seront généralement affectés de signes contraires dans une somme 

alternée © des racines primitives de l’équation (i). D’autre part, 

puisque, pour des valeurs paires de n, l ’équation (i)  se décompose en 

deux autres, savoir
n

( 26 ) as*= i ,
■n . *

( 2 7 ) X * = — l,

et qu’une racine primitive p de l’équation (1) ne peut vérifier l ’équa

tion (26), on aura nécessairement

n

P2=  — 1 et pr =  — p/>

ou, ce qui revient au même, ‘

p/-l- p1'— O.

Donc, si n est une puissance de 2 supérieure à la troisième, une

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



252 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES.

somme alternée © des racines primitives de l’équation (i) sera com

posée de telle manière, que les termes affectés du même signe se 

détruiront deux à deux, en fournissant des sommes partielles égales à 

zéro. Donc alors, la somme © sera nulle elle-même, et l’on aura

ffi =  o.

En résumé, si n est un nombre premier ou une puissance d’un tel 

nombre, la somme alternée © sera nulle, à moins que n ne se réduise 

à 4 ou à 8, ou à un nombre premier impair.

D ’ailleurs, lorsque © ne sera pas nul, on aura toujours

©!= ± / î,
savoir

(28) ®2= n ,  

si n est de la forme l\x -t- 1 ; '

(29) ©2 =  — n,

si n est égal à 4» ou de la forme l\x -1- 3 ; enfin, si n est égal à 8,

(30) ®2=rt ou ffi! =  — n,

suivant qu’on placera dans le même groupe les deux nombres 1 et 3, 

ou r et 7.

* Concevons maintenant que, n étant un nombre entier quelconque, 

on pose

( 3 1 ) n  =  v a v 7' v ' ° . . . ,

v, V,  v", ' . . .  étant les facteurs premiers de n,  dont l’un pourra se 

réduire à 2. Alors, comme on l’a vu dans la Note précédente, une 

racine primitive
P

de l’équation (1) sera le produit de racines primitives

£»  - n ,  K ,  · ■ · .

propres à vérifier respectivement les diverses équations

(32) , X', =  X, x vX
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Alors aussi on obtiendra les diverses valeurs de p et on les obtiendra 

chacune d’une seule manière, si dans le second membre de la formule

(33) . p =  | y, Ç ; . .

on substitue successivement les divers systèmes de valeurs de

■ ? . * ) >£>· · ·

combinées entre elles de toutes les manières possibles. D’ailleurs,

\ étant une des racines primitives de l’équation

chacune des autres racines primitives de la même équation sera de la 

forme
SV

/ étant un nombre entier premier à v. Pareillement, Y] étant une racine 

primitive de l’équation

chacune des autres racines primitives de la même équation sera de la 

forme
vr,

/' étant un nombre entier, premier à v', etc. Donc, si l’on désigne, 

comme ci-dessus, par
* S, y), ?, · · ·

certaines racines primitives, propres à vérifier respectivement les 

équations
X V“ —  I , ¿cv" ' = i ,  ^ " = 1 ,

les diverses racines primitives de l’équation (i) se trouveront repré

sentées par des produits de la forme

ç w . . . ,

I étant premier à v, U à v', l" à v", __Cela posé, considérons une

somme alternée (0 des racines primitives de l’équation (i) . Comme les 

différents termes de la somme © se réduiront à de semblables produits}
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pris, les uns avec le signe -4-, les autres avec le signe — , cette somme 

sera évidemment une fonction entière de chacune des racines primi

tives
?» *)> ?» —

/
On arriverait, au reste, à la même conclusion, en partant de la for

mule ( 33). En effet, la valeur de p, que détermine cette formule, étant 

une racine primitive de l’équation (T), la somme alternée ® sera néces

sairement une fonction entière de p, et par suite une fonction entière 

de de y)» de Ç, —  Or, concevons que, dans cette fonction, on écrive 

à la place de ?, une autre racine primitive de la première des équa

tions (32). La somme alternée ® devra rester composée des mêmes 

termes, tous étant pris avec les signes qui les affectaient d’abord, ou 

tous étant pris avec des signes contraires. Donc, chaque somme par

tielle de termes qui ne différeront les uns des autres que par la valeur 

de Ç, et par suite la somme © elle-même, seront proportionnelles à la 

somme de toutes les valeurs de ou à une somme alternée de ces 

valeurs. On prouvera pareillement que © est proportionnel à la somme 

des valeurs de yj, ou à une somme alternée de ces valeurs, à la somme 

des valeurs de ?, ou à une somme alternée de ces valeurs, etc. Donc la 

somme alternée © renfermera, comme facteur, ou la somme ou une 

somme alternée des racines primitives de chacune des équations (32); 

et sera proportionnelle au produit de divers facteurs de cette nature, 

correspondant à ces diverses équations. D’ailleurs, si l ’on développe 

le produit dont il est ici question, le développement offrira, au signe 

près, chacun des termes que renferme la somme alternée ©, et deux 

termes devront encore être affectés du même signe ou de signes con

traires dans le produit, suivant qu’ils seront affectés du même signe 

ou de signes contraires dans la somme ©. Donc la somme alternée © 

sera égale au produit obtenu, comme on vient de le dire, ou à ce pro

duit pris en signe contraire.

Réciproquement, si l’on forme un produit dont les divers facteurs, 

correspondant aux diverses équations (32), représentent chacun la 

somme des racines primitives de l’une de ces équations, ou une somme
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alternée de ces racines, il est clair que ce produit développé sera com

posé de termes égaux, au signe près, aux diverses racines primitives 

de l’équation (i), et pourra être considéré comme une fonction entière, 

non seulement d’une racine primitive p de l’équation (i), mais encore 

de certaines racines primitives

X, v, K, ■ ■ ■ ,

propres à vérifier respectivement les équations (32). D’ailleurs, dans 

ce produit, on verra évidemment reparaître les mêmes termes, tous 

pris avec des signes contraires à ceux dont ils étaient d’abord affectés, 

ou tous pris avec les mêmes signes, quand on y remplacera la racine \ 

par une autre racine primitive de l’équation

«V“= I,

ou la racine primitive V) par une autre racine primitive de l’équation

par conséquent aussi quand on effectuera simultanément plusieurs 

remplacements de ce genre, ce qui revient à remplacer la racine pri

mitive
P =  X*K · ·

de l’équation (i) par une autre racine primitive de la même équation. 

Donc le produit, formé comme nous l’avons dit, ne pourra être qu’une 

fonction alternée des racines primitives de l’équation (i), dans le 

cas où il ne se réduirait pas à une fonction symétrique de ces racines.

Il est bon d’observer que la somme des racines primitives de 

l’équation
X',a— I,

étant égale à — i, a pour carré l’unité, et que la somme alternée de ces 

racines primitives, quand elle ne s’évanouit pas, offre pour carré ±  va. 

Une pareille observation pouvant être appliquée à chacune des équa

tions (32), le produit de plusieurs facteurs, dont chacun sera, ou la 

somme, ou une somme alternée des racines primitives de l’une de ces
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équations, devra toujours, quand il ne s’évanouira pas, offrir un carré 

qui soit égal, abstraction faite du signe, au produit des nombres

V(1, v"C, . . . r

ou de plusieurs d’entre eux, par conséquent à n, ou à un diviseur de n. 

D’ailleurs, comme nous l’avons prouvé, le premier de ces deux pro

duits peut représenter une somme alternée quelconque © des racines 

primitives de l’équation (i). Donc, si une semblable somme ne s’éva

nouit pas, elle offrira pour carré ±  n, ou un diviseur de ±  n. 

Observons encore qu’on aura toujours, ou

(34) ffl =  o, 

ou

(35) ©2 =  ± « ,

si chacun des facteurs du produit qui représente © est une somme 

alternée. Au contraire, si l’un de ces facteurs est la somme des racines 

primitives de l’une des équations ( 3à), ©2, en cessant d’être nul, sera 

généralement de la forme

(36) ©2m ± c o ,

co étant un diviseur de n. Alors aussi, ©, considéré comme fonction 

des racines primitives des équations (32), sera, pour une ou pour plu

sieurs des équations dont il s’agit, fonction symétrique de ces racines. 

Pour qu’on trouve en particulier

©2 —

il sera nécessaire que, dans le produit propre a représenter ©, chaque 

facteur se réduise à une somme alternée différente de zéro. C’est ce 

qui arrivera lorsque, dans le nombre composé n, les facteurs premiers 

impairs seront inégaux, le facteur pair, s’il existe, étant précisément 

4 ou 8..

Soit maintenant
f(p)
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une fonction entière de la racine primitive p de l’équation (i). On 

pourra, dans cette fonction, réduire l’exposant de chaque puissance 

de p à un nombre entier plus petit que n, et poser en conséquence

( 37) f (p )  =  a0- f -a ,p  H-,a2ps -+ - . . .-f-

a0, a,, a2, . . . ,  are_, désignant des coefficients indépendants de p. Sup

posons d’ailleurs que, dans le cas où l’on remplace la racine primitive p 

de l ’équation (1) par une autre racine primitive pm de la même équa

tion, les différents termes con tenus dans f(p) se transforment, au signe 

près, les uns dans les autres, et que deux termes, qui se déduisent 

ainsi l’un de l’autre, se trouvent toujours affectés du même signe pour 

certaines valeurs
h, h h " ,  . . .

du nombre m, mais affectés de signes contraires pour d’autres valeurs

k ,  k>, k ”, . . .

du même nombre ; en sorte que, sous ce point de vue, les entiers

h9 k , lf .» «,

inférieurs à n et premiers à n, se partagent en deux groupes

h, h', h", . . .  et k ,  k ',  k 1',  . . . .

Alors, dans f(p), les coefficients a0 s’évanouiront nécessairement, 

et f(p) sera une fonction linéaire de chacune des sommes algébriques

p/l - t -  P* '  +  p h"  - + - . . .  —  P*  —  p* '  —  p*" — . . . ,  

p2/l +  p2*:+  pS/*'+  . . . _  p 2 * _  p2* ' _  p2/C» _  . , . ^
p3/t' p3/i"  ̂  ̂  ̂— p3k -- p3k '-- pZk"--- . . ,

chacune d’elles étant censée ne renfermer que des termes distincts les 

uns des autres. Sous cette condition, les sommes algébriques dont il 

s’agit se réduiront toujours, ou, comme la première, à une somme 

alternée des racines primitives de l’équation (1), ou du moins à des
^  ORuvres de C. —  S. I, t. III. 33
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sommes alternées des racines primitives d’équations de la forme 

(3g) x<* =  i,

les exposants ou les valeurs de to étant des diviseurs de n. Cela posé, 

dans la fonction f(p), aussi bien que dans chaque somme alternée, les 

termes précédés du signe -+- seront évidemment en même nombre que 

les termes précédés du signe — ; et, si à un terme que précède le 

signe -+- on fait succéder un terme correspondant que précède le 

signe — , on pourra obtenir, pour représenter la fonction, une suite 

de termes alternativement positifs et négatifs. Pour cette raison, nous 

désignerons sous le nom de fonction alternée la fonction f(p), formée 

comme il a été dit ci-dessus. Il est clair qu’une semblable fonction 

pourra seulement acquérir deux formes distinctes, et deux valeurs 

égales au signe près, mais affectées de signes contraires, si l ’on y 

remplace une racine primitive p de l’équation (i)  par une autre racine 

primitive pm de la même équation. Ajoutons qu’en vertu des relations 

établies par la formule (33) entre les racines primitives de l’équa

tion (i)  et celles des équations (32), toute fonction alternée des racines 

primitives de l’équation (x) sera en même temps, ou une fonction 

alternée, ou une fonction symétrique des racines primitives de chacune 

des équations (32). Il sera maintenant facile de trouver la forme la* 

plus simple à laquelle se réduise, pour une valeur donnée de n , une 

fonction alternée f(p) des racines primitives de l’équation ( i) ;  surtout 

lorsque n représentera un nombre premier ou une puissance d’un tel 

nombre. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Supposons d’abord que le nombre n se réduise à un nombre pre
mier impair v, ou à une puissance de ce nombre premier, en sorte 
qu’on ait

n =  v®,

l ’exposant a pouvant se réduire à l’unité. Les divers diviseurs du 

nombre n, y compris ce nombre lui-même, ou les diverses valeurs 

que pourra prendre l’exposant to dans la formule (39), seront respec

tivement
v», v3, va_1, va ;v,
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et les sommes alternées des racines primitives de l’équation (38'), qui 

correspondront à ces diverses valeurs de co, seront toutes nulles, à 

l’exception d’une seule, que nous désignerons par A, et à laquelle la 

fonction f(p) deviendra proportionnelle; en sorte qu’on aura

(4o) f(p) — aA,

a étant indépendant de p. La somme A dont il s’agit sera d’ailleurs la 

somme alternée des racines primitives de l’équation .

I,

qu’on obtient en posant, dans l’équation (39), « =  v.

Supposons en second lieu que le nombre n se réduise à une puis

sance
2“

du nombre 2. Alors, pour qu’on puisse former avec les racines de 

l’équation (x) une fonction alternée, il sera nécessaire que cette équa

tion offre plus d’une racine primitive et qu’on ait en conséquence

a >  1 .

Cela posé, n pourra être l’un quelconque des termes de la progression 

géométrique
4 , 8,  16,

et, les valeurs de co, dans l’équation (39), devant aussi se réduire à 

des termes de cette progression, la somme des racines primitives de 

l’équation (39) ne pourra cesser de s’évanouir que lorsqu’on prendra

a, — 4 ou w =r 8.

Donc alors une fonction alternée f(p) des racines primitives de l’équa

tion (1) renfermera tout au plus deux termes qui ne s’évanouiront 

pas, ces deux termes étant proportionnels, le premier à une fonction 

alternée des racines primitives de l’équation

( 4 0  — .

le second à une fonction alternée des racines primitives de l’équation

(42) x %— \. *
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Or, évidemment de ces deux termes le premier subsistera seul, si l’on 

a n =  ([, et alors la fonction alternée f(p) sera encore de la forme 

indiquée par l’équation (4o), la valeur de A étant

A =  p— ps =  ± a y / — i.

Si n devient égal à 8, on aura trois cas à considérer, suivant que le 

second terme deviendra proportionnel à l ’une ou à l’autre des trois 

sommes alternées
\

(43) 4p +  pJ— p5— p7, p +  p5— ps— p7=o, p +  p7— P3— P8.

Or, quand on fait successivement coïncider avec chacune de ces trois 

sommes la première des expressions (38), savoir

pA-f- pA' -J—. . .  — p*—  pk'--- . . . ,

on trouve que les valeurs correspondantes de la seconde expression

P,A+ . . .  — pu —

réduite à ne contenir que des puissances de p non équivalentes entre 

elles, deviennent respectivement

(44) o, ps — p6 =  ±  i\J—  i, o.

Donc, n étant égal à 8, le second des termes dont nous avons parlé 

disparaît lorsque le premier subsiste, et réciproquement; en sorte que, 

dans ce cas encore, la fonction f(p) est de la forme indiquée par 

l’équation (4o), A désignant une somme alternée des racines primi

tives ou de l’équation (4i) ou de l’équation (42).

Au reste, ces conclusions doivent être étendues au cas même où n, 

étant une puissance de 2, deviendrait supérieur à 8, puisqu’alors la 

fonction f(p), dans laquelle tous les termes disparaîtraient, à l’excep

tion des deux termes ci-dessus mentionnés, pourrait encore être con

sidérée comme une fonction alternée des racines primitives de l’équa

tion (42).

Revenons à des valeurs quelconques de n, et posons de nouveau

n — vav'Av'°.
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v, v', v", . . .  désignant les facteurs premiers de n, dont l’un pourra se 

réduire à 2. Comme nous l’avons déjà dit, une fonction alternée f(p) 

des racines primitives de l’équation (1) sera ën même temps ou une 

fonction symétrique, ou une fonction alternée des racines primitives 

de chacune des équations (32). Occupons-nous d’ailleurs spécialement 

du cas où f(p), considéré comme fonction des racines primitives de 

l’une quelconque des équations (32), est toujours une fonction 

alternée, jamais une fonction symétrique de ces racines; ce qui sup

pose n impair ou divisible plusieurs fois par le facteur 2. Dans ce cas 

spécial, d’après ce qu’on a vu tout à l’heure, ou la fonction f(p) 

s’évanouira, ou elle deviendra simultanément proportionnelle à divers 

facteurs
A, A', A", . . . ,

qui représenteront des sommes alternées, respectivement formées 

avec les racines primitives des équations

(45) a-v= i ,  xv — \, x'l" = i ,

si les facteurs premiers ·

v, .v', v;, . . .

sont tous des nombres impairs. Donc alors f(p ) sera proportionnel au 

produit
A A' A" . . . . ,

qui représentera une somme alternée des racines primitives de l’équa

tion

(46) V̂V'V'... __ t

ou

( 47) x ' » = i ,  

la valeur de en étant

(48)  W='vv'v' , . . . ) 

et l’on aura en conséquence

(49) . - f(p) =  aA A 'A '...,··
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a désignant dans f(p) le coefficient d’une racine primitive de l’équa

tion (46)· Si, parmi les facteurs

V, v ' ,  v", . . . ,

le premier v se réduisait à 2, on devrait remplacer la première des 

équations (45) par l’équation (4i) ou (42); et par suite on devrait, 

dans la formule (4 9 ) ,  prendre pour A une somme alternée des racines 

primitives de l’une des équations

( 0 0 )  æ 1 = i ,  x * — i .

Alors le produit
» AA'A". . .

serait une somme alternée des racines primitives de l’équation (47)» 

la val eur de w étant donnée non plus par la formule (48), mais par 

l’une des deux suivantes :

(50 u = 4vV . . . ,  « =  8v'v".. ..

D’ailleurs, en supposant n impair avec chacun des facteurs

V, V
on trouvera

( 5 2 ) A2 =  (—  1 ) 2 v ,  A'2= (  —  1 ) 2 v ' ,  A"2 =  (—i)' 1

et, par suite,
V - 1  , V ' -  I y*  —  !

( 53) . A2A'2A"2. . . =  (—  1) 2 *  2 + “ +" W v " . . . ,

ou, ce qui revient au même,
ù> —1

( 54) ■ A2A'2A"2. . . =  (— 1) 2 <a=±û),

la valeur do co étant donnée par la formule ( 48). Si au contraire on 

suppose v =  2, n étant divisible par 4 ou par 8, la première des for

mules ( 52) se trouvera remplacée par l’une des équations

( 55) A2 =  - 4, A2 =  ± 8 ,  ■

et la formule ( 53) par l’une des équations

(5 6 ) A2A'2A"2. .. = ±  4 vV'..., A2 A'2 A"2. .. = ±  8v'v"...  ;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NOTE Vil. 203
par conséquent on aura encore

(5;) A2A'2A"2...=:±&>,

la valeur de co étant donnée, non plus par la formule (48), mais par 

l’une des formules ( 5i). Dans l’une et l’autre hypothèses, on tirera de 

la formule (49)

(58) [f(p)]2 =  ±a>a2.

L’équation ( 5 8 ) se réduira simplement à 

(09) [f(p)]2 =  ±  «a2,

si l’on a

(60) ‘ w = n.

Or, pour que le nombre co, déterminé par la formule (48), ou par l’une 

des formules (51 ), devienne précisément égal à n, il est nécessaire que 

les facteurs premiers et impairs de n soient inégaux, le facteur pair, 

s’il existe, étant 4 ou 8.

L’équation (59) se réduira en particulier à

(6.) [f(p)]2=:«a-2,

si, les facteurs premiers et impairs du nombre n étant inégaux, ce 

nombre est de l’une des formes

4 «  +  i, 4 ( 4 «  +  3),

ou bien encore de l’une des formes

8 ( 4 «  -+-1), 8 ( 4 «  +  3),

pourvu toutefois que, dans ce dernier cas,· on place dans le même 

groupe ceux des entiers

h, k, l,

inférieurs à n, mais premiers à n, qui, divisés par 8, donnent pour 

restes 1 et 7, quand ^ est de la forme et ceux qui, divisés

par 8, donnent pour restes 1 et 3, quand  ̂est de la forme 4^ + 3.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



264  MÉMOIRE SUR LA, THÉORIE DES NOMBRES.

Enfin l’équation ( 5g) se trouvera réduite à

(62) [r(p)]* =  - » a * ,

si, les facteùrs premiers et impairs du nombre n étant inégaux, ce 

nombre est de l’une des formes

4^ +  3, 4(4-2? h- 1 ),

ou bien encore de l’une des formes

8(4œ +  i), 8(4*-+-3),

pourvu toutefois que, dans ce dernier cas, on place dans le même 

groupe ceux des entiers
h, k, l, . . .

inférieurs à n, mais premiers à n , qui, divisés par 8, donnent pour 

rentes 1 et 3, quand ^ est delà forme l\x-+-1, et ceux qui donnent pour

restes 1 et 7, quand  ̂ est de la forme !\x + 'à .

Nous observerons en finissant que, dans le cas oîi l ’on a n =  u>, et 

où la formule ( 58) se réduit à la formule ( 5g), le produit

AA'A"...,

renfermé dans le second membre de la formule (49)» se réduit à une 

somme alternée ce des racines primitives de l’équation (1). Donc alors 

la formule (4g) pourra s’écrire comme il suit :

(6 3 ) f(p) =  affi.

Or, en élevant au carré chaque membre de cette dernière formule, et 

ayant égard à l’équation (35), on retrouvera, comme on devait s’y 

attendre, l’équation ( 5g).
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N O T E  V I I I .
r

PROPRIÉTÉS DES NOMBRES QUI, DANS UNE SOMME ALTERNÉE DES RACINES PRIMITIVES 

D’ UNE ÉQUATION BINOME, SERVENT D’EXPOSANTS AUX DIVERSES PUISSANCES DE L’UNE 

DE CES RACINES. ' '

Soient, comme dans la Note précédente :

n un nombre entier quelconque;

h, k, l, . . .  les entiers inférieurs à n, et premiers à n ;

N le nombre des entiers h, k, l, .. 

p une racineprimitive de l’équation

( 1 )  X n — \,

et

( 2 )  ®  = .  p A +  p * ’ -+- p h "  +  . · .  —  p * —  p * ’ —  pk" — . · ·

une somme alternée des racines primitives de cette équation, les 

entiers ,
h , k ,  l ,

étant partagés en deux groupes

h , h ' ,  h " ,  . . .  et k ,  k ' ,  k " ,  . . . ,

de telle manière qu’un changement opéré dans la valeur de la racine 

primitive p puisse produire un changement de signe dans la somme ®, 

sans avoir jamais d’autre effet sur cette même somme. Enfin, supposons, 

pour plus de commodité, que le nombre 1 fasse partie du groupe

h ,  H ,  h '!.................

Si le nombre n est premier, il sera en m ême temps impair, et l ’on aura

N =  « — 1.

Alors aussi, d’après ce qui a été dit dans la Note précédente, les

nombres - 1 '
h ,  h ' ,  h " ,  . . .

OEuvrcs de C. —  S.  I, t. Ill· 34
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seront résidus quadratiques suivant le module n , et racines de l’équa

tion
/ n —1

(3) x 2 =  i (mod. n),

en sorte que chacun d’eux vérifiera la condition

«> ' ■ . [ :]= ■ ·
Au contraire les nombres

k, k', k", . . .

seront non-résidus quadratiques suivant le module n, et racines de 

l’équivalence
n  — 1

(5) x  2 =  — i (mod. n),

en sorte que chacun d’eux vérifiera la condition

m [î] =—

D’ailleurs, pour chacune des équations

n  — 1 n  — 1

X  2 =  I ,  X  2 — —  I ,

la somme des racines se réduira toujours à zéro, lorsque n~ 1 sera un 

nombre entier supérieur à l ’unité; et, par conséquent, pour chacune 

des formules (3), (5), la somme des racines sera équivalente à zéro, 

suivant le module n, lorsqu’on aura

n — i
2

n >  3.

Donc, n étant un nombre premier supérieur à 3, on aura toujours 

(7) * +  *' +  // +  . . . s  =  o.

La formule (7) comprend évidemment un théorème qu’on peut 

énoncer comme il suit :

T héorème I .  — n étant un nombre premier supérieur à 3 ,  si, parmi les
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entiers inférieurs à n, mais premiers à n, on distingue les résidus quadra

tiques
h, h', h'f, . . .  <

et les non-résidus quadratiques

k, k', k", . . . ,  '

la somme h -+- h! +  h" des résidus et la somme k -t- k' -+- k" -+-...

des non-résidus seront Vune et l ’autre divisibles par n.

Ainsi, en particulier, on trouvera, pour n =  5,

h  — i, A'=4,  h - h  h ' — 5 =  o  (mod.'5).
A· =  2, A' =  3, k -h k '=  5 =  o (mod.5),

pour n =  7,

h — B, h'=  2, A "=4,
A =  i, k’—  5, A* =6,

h - h  h - h  A" = 7 = 0  ( mod. 7 ),
A +  A -t- A" =  14 =  o (mod. 7 ),

etc..Mais, si l ’on prend 

on aura
, n — B,

h =  1, A =  2,

et la condition (7), qui cessera d’être vérifiée, se trouvera remplacée 

par la suivante :
h = — A =  i (mod. 3).

On pourrait démontrer encore le premier théorème comme il suit.

n étant un nombre premier impair, nommons s une racine primitive

de l’équivalence
> x n- l= i  (mod. n).

Les entiers inférieurs à« , mais premiers à n, seront équivalents aux 

diverses puissances de s d’un degré plus petit que n — 1, savoir, les 

résidus quadratiques aux puissances paires

t «2 p i  çtt—319 ù 9 à y · · · 9 à J

et les non-résidus aux puissances impaires

s ,  s 3, s s, . . . .  s'1
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On trouvera, par suite,
__  J

i A +  /!' +  i ' + . . . s s  +  s, +  st +  . , . +  s '- i= — r-- -- --= o  (mod. n),
s2— i x

gfl—1 _ |
k +  k'-h k" -h. . .  =  s -+- s3+  i 8-f- . . .  +  sra_2=  —p--- — =  o (mod. n),

excepté dans le cas où, n étant égal à 3, on aurait rion seulement

s"-1=  i (mod. n),

mais encore n — x =  2, et par conséquent

s2 =  1 (mod. n).

Supposons maintenant que n devienne une puissance fl’un nombre 

premier impair v, en sorte qu’on ait

n =  v°.
Alors on trouvera

N —- v a_1(v — —

Alors aussi
h, h’, h", . . .

seront résidus quadratiques suivant le module n, et racines de l’équi

valence
N

(8) d?2 =  i (mod. n),

tandis que
k, k', k",

seront non-résidus suivant le module n, et racines de l’équivalence

«
(9)  * îp2=  —  i ( m o d . « ) .

Donc, si, en nommant l un nombre entier premier à n, on désigne par

[ ; ]
le reste + 1  ou - 1 ,  qu’on obtient en divisant par n la puissance
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chacun des nombres A, h', h", . . .  vérifiera encore la condition ( 4). et 

chacun des nombres k ' ,  h " ,  . . .  la condition (6 ). D’autre part, 
chacun des groupes

h, h', h"............

k, /c\ k", . . .

pouvant être décomposé (p. 248-249) en plusieurs suites de termes 

de la forme
Z, Z H- v ,  Z 4 - 2 V ,  Z 4 -  n —  v ,

«

et la somme de ces derniers termes étant égale à

par conséquent divisible par v“"* =  -̂ > il est clair que, dans l’hypo

thèse admise, la formule (7) pourra être remplacée par la suivante :

(10) h -t- h '  -t- h ” + . . .  =  k  -1- k ' -+- k " - t - . . .  =  o  ^ m o d .  va - 1 = ;  ^  ·

Ainsi, en particulier, on trouvera pour n =  9 =  32,

h =  1, h!— k< A "  =  7, h -t- h'-1- h” — 12 =  o  ( m o d .  3 ),

h =  2, k ' —  5 , •A " = 8 ,  k  +  k ' + k " = i 5 ï s o  ( m o d .  3 ).

ha formule (xi) renferme un théorème qu’on peut énoncer comme 

il suit :

Théorème II. — v étant un nombre premier impair, et n =  va une puis
sance de v dont le degré surpasse l ’unité, si parmi les entiers inférieurs 
à n, mais premiers à n, on distingue les résidus quadratiques

et les non-résidus
h, h', h", 

k, k', k",

la somme h -4- h' 4 - h" 4 - . . .  des résidus et la somme k 4 - k' 4- k!' 4 - .·.. 
des non-résidus seront, l’une et l’autre, divisibles par \a~' ou, ce qui

revient au même, par  ^ ·
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Au reste, on pourrait encore établir le théorème II de la manière 

suivante :

Si, en supposant

n = v a et N = v <l-1(v — i), 

on nomme s une racine primitive de Véquivalence

(mod. n),

on trouvera, par des raisonnements semblables à ceux dont nous avons 
précédemment fa it usage,

_ [
A +  Ai+ À 'H - . . .  =  i .+  ss +  j ‘ + . . .  +  s, ‘ !=  —-----  (mod. n),

S - — I

. 5̂  — I
k 4 - k' k" + . . , =  î +  î 3 4-î 8 +  . . . +  sh = j -·----  (mod. n),s- — i '

et, par suite,

( î2— i ) ( / i + A ' + A ' + . . . ) =  — i = o  (mod.«),
(s2 — î) (k  +  k ' +  k" +  . . .)  =  s(în— i) =  o (mod.«).

Donc chacun des produits

(s2— i) (h +  h' +  / /  +  . . . ) ,  (s2 — i) (k  4- k '-h  k" +  . . . )

sera divisible par n =  \a; et, dans chacun d’eux, le second facteur 

h -h  h' -h h'14 - . . .  ou k 4- k' +  k" 4-. . .

sera nécessairement ^divisible par si le premier facteur

s2 — I

ne peut être qu’une seule fois divisible par v. Or, c’est précisément ce 

qui arrivera. Car, si le facteur î 2 — i était seulement divisible parv2, 

on en conclurait
sv-'==i ' (mod. v2),

et, par suite (voir la note placée au bas de la page 8r),

sv(v~1) =  , (mod. v3),
sv’ (v-o = ,  (mod. v4),

(mod. v“).
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Donc s vérifierait la formule

sv“~>('v-i) =  j  (mod. va),

ou, ce qui revient au même, la formule

N
îss i  (mod. rt),

et ne pourrait représenter, comme nous le supposons, une racine pri

mitive de l’équivalence

æn= i (mod. n).

Lorsque v est de la forme -+- i , et n de la forme v“, l’exposant a 
étant supérieur à l’unité, alors

2 2

est, ainsi que -Ÿ~> un nombre pair; donc, par suite, la quantité — i 

vérifie l’équation
N

x* =  i

et représente un résidu quadratique suivant le module n. D’ailleurs, 

/ et m étant premiers à n, les’ deux nombres

l, ml

sont toujours en même temps ou résidus ou non-résidus. Donc, dans 

le cas que nous considérons ici,

l  et — l  ou n — l

seront en même temps résidus ou non-résidus, et la somme des résidus

h, h', h", . . .

se composera, ainsi que la somme des non-résidus, de termes qui, 

ajoutés deux à deux, donneront des sommes partielles égales à n. En 

conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :
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Théorème III. — v étant un nombre premier de la form e l\x H- i , et

n =  va

une puissance de v, dont le degré a surpasse l’unité, si, parmi les entiers 
inférieurs à n, mais premiers à n, on distingue les résidus quadratiques

h, h', A", . . .
et les non-résidus

k , ; k ’ , k", . . . .

la somme h -+- h' 4- h" + . . .  des résidus et la somme k H- k' -H k" +  . . .  
des non-résidus seront, l ’une et l ’autre, divisibles par n. '

Ainsi, en particulier, on trouvera, pour n =  25 =  52,

h -h h' +  h”-sr. . . =  i -t- 4 +  6 +  9 -t- 11 +  i4 +  iô +  19 +  21+  i!\.
== 1 +  4 t) -H 9 H” 1 11 — 9 —  ̂— 4 —  ̂=== o

(mbd. 25),

k +· k' -1— k,! ■+. ·. 2 ■+ 3 4- 7 “H 8 4- 12 4- 13 4- 1 7 —1— 18 4- 2 2 4— 2 3
=  2 -1- 3 4 - 7 + 8  +  12 — 1 2 — 8 — 7 — 3 — 2 = 0  

(mod. 25).

Aux théorèmes I, II, IÎI on peut évidemment joindre le suivant :

Théorème IV. — n représentant un nombre entier supérieur à 2, la 
somme des entiers inférieurs à n, mais premiers à n, sera divisible par n, 
de sorte qu’en désignant ces entiers par

h, k, . . .
on aura

(11) h +  k + / + . . . =  o (mod. n).

Effectivement, les entiers inférieurs à n et premiers à n, étant deux 

à deux de la forme
l, n — l,

fourniront des sommes partielles toutes égales à n. On doit seulement 

excepter le cas où les nombres

l, n — l
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pourraient devenir égaux, en restant premiers à n. Or, l’équation

donne
/ =  n

l — - n ,
2

et pour que soit entier, mais premier à n, il faut qu’on ait n =  2.

Avant d’aller plus loin, nous présenterons une observation impor

tante. La somme alternée (Q étant déterminée par la formule (2), et le 

groupe des exposants

h , h ' ,  h " ,  . . .

étant supposé, dans cette somme, renfermer l’exposant 1, enfin, le 

nombre l étant inférieur, ou même supérieur à n, mais premier à n; 
si, dans la somme alternée CD, on remplace p parp', alors, suivant que l 

sera équivalent à l ’un des nombres *

ou à l’un des nombres

h , h ', h \  

k ,  k ' ,  /c",

cette même somme se trouvera multipliée par +  1 ou par — 1, c’èst- 

à-dire que les termes précédés du signe -f- s’y trouveront échangés ou 

non contre les termes précédés du signe — , cette espèce de multipli

cation ou d’échange ayant lieu dans le cas môme où n renfermerait des 

facteurs égaux, et où, par suite, en vertu des propriétés de la racine p, 

la somme alternée (B s’évanouirait. D’ailleurs, si n est un nombre pre

mier ou une puissance d’un tel nombre, on aura, dans le premier cas,

dans le second cas

=  I,

Donc, alors, changer, dans la somme alternée p en p1 revient k mul-
1

tiplier cette somme, ou plutôt ses divers termes, par [ - 1 ·

OEuvres de C. —  S. I, t. III, 3 5
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Concevons à présent que n représente un nombre impair quel

conque. Il sera le produit de facteurs premiers impairs

V, v', v", . . .

élevés à diverses puissances; et, si l’on désigne les exposants de ces 

puissances par
£2, b, C,* . . .,

on aura

( 12) n =  vavlbv"c, . . . ,
(i3 ) N =  v“-1 i . (v — 1 ) (v' — 1) (v" — 1 ) . . .

Soient d’ailleurs
l, n, Ç, ...

des racines primitives qui appartiennent respectivement aux diverses 

équations

(14) a?v*= I, £CV"S= I ,

On pourra prendre

(15) p =  £n£—

Soient, de plus,
 ̂ A, A', A", .. .

des sommes alternées, respectivement formées avec les racines pri

mitives de la première, ou de la seconde, ou de la troisième, etc. des 

équations (14), et de manière que la racine

£ ou  y) ou  ç , ' . . .

représente l’un des termes affectés du signe.-K D’après ce qui a été dit 

dans la Note précédente, si la somme alternée ® est en même temps 

une fonction alternée des racines primitives de chacune des équa

tions (14), non seulement cette somme ® vérifiera l’une des condi

tions ■"

( 1 6 )
(J7)

(B =  o,
CB2 =  ±  n,
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mais en outre le produit
AA'A"...

sera égal, au signe près, à la somme ®; et comme, dans ce produit, 

aussi bien que dans la somme le terme

frÇ. · -

sera évidemment affecté du signe + ,  on aura nécessairement 

(18) ® =  AA'A"....

Il y a plus : les divers termes compris dans la somme ® seront les pro

duits partiels qu’on peut former en multipliant les divers termes de 

la somme A par les divers termes de la somme A', puis par les divers 

termes de la somme A", et ainsi de suite. Cela posé, on pourra facile

ment décider si un entier l, inférieur à n et premier à n, fait partie du 

groupe
h, h', h", . ..

ou du groupe
k, k', k",

En effet, pour y parvenir, il suffira de savoir si, dans la somme ©, les 

termes précédés du signe H- se trouvent échangés ou non contre les 

termes précédés du signe — , quand on remplace

p =  £nÇ... par pl — ..,

ou, ce qui revient au même, quand on substitue simultanément

V à l ,  Y)' à Y), -v à Ç, . . . . .

Or, de ces diverses substitutions, la première équivaut à la multipli

cation des divers termes de la somme A par

la seconde à la multiplication des divers termes de A' par
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la troisième à la multiplication des divers termes de A" par

etc. Donc, en vertu de ces substitutions réunies, les divers termes 

du produit AA'A"... ou de la somme ® pourront être censés multipliés 

par

o p m ·
Donc, en définitive, l fera partie du groupe

ou du groupe 

suivant que le produit

h, h', h", . . .

k, k', k", . . . ,

¿ P M
sera égal à + 1 ouà — i.

Si, en supposant toujours

n =  vav'bv"c,

on se sert de la notation

U ]
pour représenter le produit

on déduira immédiatement des principes que nous venons d’établir la 

proposition suivante :

Théorème Y. — Soient n un nombre impair; v, v', v", . . .  ses facteurs 
premiers; a, b, c, . . .  les exposants de ces facteurs dans le nombre n ; 
l un des entiers inférieurs à n mais premiers à n ; et p une des racines 
primitives de l ’équation (x). Si une somme alternée ® de ces racines est 
en même temps une fonction  alternée des racines primitives de chacune
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des équations (i4)* ês deux termes

P> P1 .
seront, dans la somme alternée ©, affectés du même signe ou de signes 

contraires suivant qu’on aura

(i9> ( T H  ou T H - 1·

Il en résulte encore que, dans le cas où, comme nous l ’avons supposé, 

le groupe des nombres

h ,  h ' ,  h " ,  . . .

renferme l ’unité, l  fa it partie ou non de ce même groupe suivant que la 

première ou la seconde des formules (19) se vérifie.

Supposons maintenant que, n étant déterminé par la formule (12), 

et l désignant l’un des nombres entiers inférieurs à n, on nomme

X, V, V, ...
les restes positifs qu’on obtient quand on divise successivement l  par . 

chacun des nombres
V «, v '* ,  v"c, . . . .

L’équation
P  - = % n K ·  ■ ·

donnera non seulement 

mais aussi

( 2 0 ) p l —  tp · '. .

et pareillement la formule

entraînera la suivante :

<*'> [ = ]  =

m m
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D’ailleurs les diverses racines primitives de l’équation

X'1“ — I

seront les diverses valeurs qu’on obtient pour

en prenant successivement pour A tous les entiers inférieurs à va 

et premiers à va. De même les diverses racines primitives de l’équa

tion
a?v'‘ = i

seront les diverses valeurs qu’on obtient pour

■n1’,

en prenant successivement pour A' tous les entiers inférieurs à v'A et 

premiers h v'A; etc. Donc, en vertu du théorème IV de la Note VI, 

les diverses racines primitives de l’équation (i)  seront représentées 

par les diverses valeurs du produit

£xnv çx',

correspondant aux divers systèmes de valeurs que peuvent acquérir 

les exposants
i, v, y ,  . . . ,

quand on prend pour A un.entier inférieur à va, mais premier àva, 

pour A' un entier inférieur à v'A, mais premier à v'4, pour A" un entier 

inférieur à v"c, mais premier à V e, etc. Donc, puisque les diverses ra

cines primitives de l’équation (i) peuvent encore être représentées par 

les diverses valeurs qu’on obtient pour

p1,

en prenant successivement pour l  tous les entiers inférieurs à n, mais 

premiers à n, on peut affirmer non seulement qu’à chaque valeur de l 

correspondra, comme il était facile de le prévoir, un seul système des 

valeurs de
1, 1>, Y,
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mais, réciproquement, qu’à chaque système de valeurs de X, X', X",. .·. 

correspondra une valeur de /.

Il est bon d’observer encore que, le nombre n étant impair, la 

somme alternée ®, déterminée par l’équation (2), ne pourra, en vertu 

des principes établis dans la Note précédente, vérifier la formule (17), 

ou
®2 =  ±  n,

que dans deux cas particuliers, savoir : i° lorsque n sera un nombre 

premier; 20 lorsque, n étant le produit de facteurs premiers inégaux

v, v', v", . . . ,

® sera une fonction alternée des racines primitives de chacune des 
équations

( 2 2 )  « v =  1 ,  ¡»v' = i ,  a ,v" = i ,  ____

Ajoutons que, dans l’un et l’autre cas, on aura

si n est de la forme (\x ■ +■  1, et

®2 = — n,

si n est de la forme 4# +  3.

Jusqu’à présent nous avons supposé que dans l’équation (1) l ’expo

sant n était un nombre impair. Concevons maintenant qu’il devienne 

un nombre pair, et supposons d’abord qu’il se réduise à une puissance 

de 2.

Pour qu’on puisse former avec les racines primitives de l’équa

tion (1) une somme alternée

® =  ph-\- pA’+  p*' ·+■ ... —  pk —  p*'—  pk" — ...,

il sera nécessaire que la puissance de 2, représentée par n, soit une 

puissance supérieure à la première, par conséquent un terme de la pro

gression géométrique
4 ,  8 ,  1 6 ,  —
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et si n est égal à 8, 

ou bien

ou bien encore

Alors, on pourra supposer, si n est égal à 4,

<© =  p — p3;

' ©  =  p H -  P3 —  p 5 —  P7,

©  —  p 4 -  p 5 —  p 3 —  p 7,

©  =  p 4 -  p 1 —  p 3 —  p 5,

etc. Alors aussi la formule (17) ne pourra être vérifiée qué clans trois 

cas spéciaux, savoir : i° lorsque, n étant égal à 4, on aura

®  =  p — p 3, © *  =  — 4 ;

2° lorsque, n étant égal à 8, on aura

©  =  p 4 -  p 3 —  p 5 —  p 7, f f i !  =  —  8 ;

3° lorsque, n étant égal à 8, on aura

f f i  =  p  4 - p 7 — p 3 — p 8,  f f i J = 8 .

Or, de ces trois cas le dernier est le seul dans lequel les sommes 

h 4- h' 4- . . . ,  k 4- k' 4- . . .

deviennent divisibles par n. En effet, on aura dans le premier cas

h —  1, k =  3,
par conséquent h =—k =  1 ( m o d .  n);
dans le second cas

h 4- h '—  1 4- 3 =  4> A4- A-' = 5 4 * 7  =  12,

par conséquent

h 4-  h '~  k 4- k '=  (mod. n);

et dans le troisième cas

h 4- /¿ '=  1 4- 7 =  8, k 4 - k' =  3 4- 5 =  8,

par conséquent
h 4-  h' =  k 4- k' =  n.
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Concevons maintenant que n, étant un nombre pair, ne· se réduise 

plus à une puissance de 2. Si l ’on nomme v, v', v", . . .  les facteurs pre

miers de n, dont l ’un, v par exemple, se réduira simplement au 

nombre 2, on pourra supposer encore la valeur de n déterminée par 

l’équation (12), et la valeur de p par l’équation ( i 5),

I  n, K, . ..

diésgnant des racines primitives qui appartiennent respectivement à la 

première, à la seconde, à la troisième, etc. des formules (i4 )· H y a 

plus : si l ’on nomme
A, A', A', ' ...

des sommes alternées respectivement formées avec les racines primi

tives de la première, de la seconde, de la troisième, etc. des équa

tions (14), et de manière que la racine

l ou n ou Ç . . ,

représente l’un des termes affectés du signe -+- ; si d’autre part on 

nomme
1, y, y, .. .

les restes qu’on obtient quand on divise successivement par chacun 

des facteurs
va, v'*, v"c,

un entier l  inférieur à n, mais premier à n, on se trouvera de nouveau 

conduit aux formules (18) et (20) : et l ’on conclura toujours de la 

formule (20) qu’à chaque système de valeurs de

1, v, y , . ..

correspond une seule valeur de l. D’ailleurs la formule (18) fournira 

encore le moyen de décider si un entier l, inférieur à n, mais premier 

à n, fait partie du groupe

h, h’, h", . . .

qui par hypothèse renferme l’unité, ou du groupe

k, k’ , k", . . . .
OEuvres de C. —  S. I, t .  IH. 36
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En effet, pour y parvenir, il suffira de savoir si, dans la somme (B, les 

termes du signe -+- se trouvent échangés ou non contre les termes pré- 

cédés du signe — , quand on remplace

p = £ n Ç . . .  par p' =  . . ,

ou, ce qui revient au même, quand on substitue simultanément 

V à V à ïi, V  à Ç, ■ . . . .

Or, de ces diverses substitutions, la seconde, la troisième, . . . .  simul

tanément effectuées, changeront ou ne changeront pas les ternies pré

cédés d’un signe en ceux que précède le signe contraire, par exemple, 

les termes-affectés du signe -+- en ceux qu’affecte le signe — , suivant 

que l’expression

m  rjn.^ri
l_v'*J Lv"«J l_v'*v"c

sera égale à -+- x ou à — i. Cela posé, en passant du cas où la lettre n 

désigne un nombre impair au cas où cette lettre représente un 

nombre pair, on obtiendra, au lieu du théorème Y, la proposition sui

vante :

T héorème YI. — Soient n un nombre pair,

ses facteurs premiers,

V = 2 ,  V',  v",

a, b, c,

*

les exposants de ces facteurs dans le nombre n, l un des entiers infé

rieurs à n et premiers à n, et p une des racines primitives de l ’équa

tion (i). Si une somme alternée CO de ces racines est en même temps une 

fonction alternée des racines primitives de chacune des équations ( x4 ), 

et a, en conséquence, pour facteur une somme alternée A des racines 

primitivesIj, l·,', . . .  de l ’équation

X
• a(23)
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les deux termes
P> P'

seront, dans la somme alternée ffi, affectés du même signe : i° lorsque les 

termes
v

étant affectés du même signe dans la somme alternée A, on aura

[7*7^777] = I ’

ou, ce*qui revient au même,

(a4) T T ~ 1  ~

b /!J
20 lorsque les termes

V  V  -
i

étant affectés de signes contraires dans la somme alternée A, on aura .

[7*77777] ——

ou, ce qui revient au même, -

(25)

M -

Considérons en particulier le cas où, n étant pair, la somme (D vérifie 

la condition (17), savoir :

(B2 =  ±rt.

Dans ce cas, en vertu des principes établis dans la Note précédente, 

(D sera nécessairement une fonction alternée des racines primitives de 

pliacune des équations (i/j), et, de plus, on aura, d’une part,

ou

d’autre part,

' ¿> =  1,

a  —  1 ,

a ~— i 3,

C — l ,

2“ =  4,

2“ =  8;

n —  2av'v" . , ..
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Or, supposons d’abord 

Alors on trouvera
2° — 4 .

r t = :4 v i / v 1'. . A =  p — p3 =  p1 — p

et le théorème VI entraînera le suivant :
r

Théorème VII. — Soient n un nombre pair divisible par l\,

v\ V", . . .
« '

«

les facteurs premiers supposés impairs et inégaux, l un des entie

inférieurs à n, mais premiers à n, et p l ’une des racines primitives i 

l ’équation
X n — l .

Si une somme alternée ® de ces racines vérifie la condition

(B! — ifc n,

non seulement ffi sera une fonction alternée des racines primitives 

chacune des équations

( 2 6 )  x i= i ,  a?v' = i ,  a;v* = i ,  . . . ,

mais de plus les deux termes

P, p‘

seront, dans la somme alternée (D, affectés du même signe quand 

aura simultanément

( 27 )

l =  1 (mod. 4),
/

ou bien

l =  — \ (mod. 4)>

[ f i -

[ f i ~
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et affectés de signes contraires, quand on aura

(
I I =  i (mod. 4), f

[ n i - -
(28)

J ou bien
U J

I l  =  —  i (mod. 4 ), J

i f i - -

Supposons, en second lieu,

2a =  8.

Alors on aura
5s II 00 Z*

et, si l ’on veut que la fonction alternée ® vérifie la condition

, . ® J =-  n,
on devra supposer

A =  p -f- p7—  p3—  p5, lorsque n sera de la forme l\oc +  i,

et
A =  p H— p3—  p8 —  p7, lorsque n sera de la forme l\x  -+- 3.

Au contraire, si l ’on veut que la somme'alternée ® vérifie la condition

®3 =  —  n,

on devra supposer

A =  p +  p3— p5— p7, lorsque n sera de la forme 4 - 1,

et '
A =  p +  p7— p3— p8, lorsque n sera de la forme !\oc 4- i.

Cela posé, le théorème VI entraînera évidemment les propositions 

suivantes :

T héorème VIII. — Soient n un nombre pair divisible par 8  ;

v', . . .
\ \

les facteurs premiers de ~ supposés impairs et inégaux; l  un des entiers 

inférieurs à n, mais premiers àn\ et p une racine primitive de l ’équation

æn m .
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Enfin, supposons quune somme alternée ffi de ces racines vérifie la con

dition

Non seulement celte somme sera une fonction alternée des racines primi

tives de chacune dès équations

( 29 ) , x'1' — 1 , x w" = i ,

mais de plus les termes ,
p , p<

seront, dans la somme (Q, affectés du même signe : i° si,  ̂étant de la 

forme. 4- 1, on a'

(3o)

l  =  [ ou 7 ,

ou bien

/=  3 ou 5,

2° si,  ̂étant de la forme t\x -+- 3, on a
/

l  =  i ou 3,

ou bien

l  =  3 ou 7 , '

(3i)

[ f l -

[fl-

[ f l -

T héorème IX. — Soient n un nombre pair divisible par 8 ,

y ,  V"

les facteurs premiers de supposés impairs et inégaux, l un des entiers 

inférieurs n, mais premiers à n, et p une racine primitive de l ’équation

x n— l.

Enfin, supposons qu’une somme alternée Œ) de ces racines vérifie la con-
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dition
CB2 =  —  n . '·

Non seulement cette somme sera une fonction alternée des racines pri

mitives de chacune des équations

( 3a) ¿es=  I, a d = z i ,  ¿rv" = i ,

mais de plus les termes
P. P'

seront, dans la somme alternée (B, affectés du même signe : i° si,  ̂ étant 

de la forme 4a? h- ï , on a

( 33)

1=  i ou  3,

ou bien

I s 5 o« 7,

[ f l -  

! ·  !

2° m‘,  ̂ eVarci de la forme 4 a? -+- 3, ona

(3 4 )

Z =  i Oii 7, , I —  I =

ou bien

l  =  3 , OM 5,

[ f l
Revenons maintenant à la formule (7), où les nombres 

h, h', k", ■ ... ou k, k[, k", . . .

représentent les exposants des termes affectés du signe -+- ou du 

signe — dans la somme alternée ©. Il suit des théorèmes I et III que 

cette formule se vérifie : i° quand n est un nombre premier impair, 

supérieur à 3 ; 20 quand n est une puissance quelconque d’un nombre 

premier de la forme 4a? -I- 1. J’ajoute qu’elle se vérifiera encore, si n est 

un nombre composé qui renferme plusieurs facteurs premiers, l ’un de
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ces facteurs pouvant être le nombre 2 élevé à une puissance dont le 

degré surpasse l’unité, et si, d’ailleurs, la valeur de n étant donnée par 

la formule (12), la somme alternée (0 est une fonction alternée des ra

cines primitives de chacune des équations (i4 )· En effet, supposons 

d’abord n impair. Alors, en vertu du cinquième théorème joint à la 

formule (21), les valeurs de l qui appartiendront au groupe

h, h', h" ,

seront celles qui vérifieront la condition

(35) 

ou

(36) ' Al [XI XI -  . V«J XJ'"-1’
par conséquent, celles qui vérifieront ou les conditions

(3?) ' [à] =

ou les conditions 

<38) [ è ]  = I»

Or, le nombre des valeurs de / qui vérifieront la condition (35), ou, ce 

qui revient au même, le nombre des systèmes de valeurs de X, X', 

X", ·... qui vérifieront la condition (36), sera

-  N =  A V«-1 v'A-* v'^-1. .  . (v — I ) (v' — 1) (v» —  1) . . . , 

aussi bien que le nombre des valeurs de l qui vérifieront la condition

[ : ] = -

[ ¿ P P ] · · —

OU
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Pareillement, on reconnaîtra que le produit

i v' A - V c - i .  . , (v'  — I) ( Y —  I ) .  . .

exprime le nombre des systèmes de valeurs de

r, y ..........

qui sont propres à vérifier, soit la seconde des formules (37), soit la 

seconde des formules (38). Donc ce dernier produit, que nous repré

sentons par 4 x ,  en posant, pour abréger,

(3g )  . , ( v ' —  i) ( / — i ) . . . ,

exprimera le nombre des valeurs de l, qui, étant comprises dans le 

groupe
h ,  h 1 ,  h " ,  . . . ,

seront équivalentes, suivant le module va, à une même valeur de X, Par 

laquelle la première des formules (37) ou (38) se trouve vérifiée. 

Donc la somme des valëurs de l, comprises dans le groupe

h ,  h ' ,  h " ,

c’est-à-dire, en d’autres termes, la somme .

h  +  h '  +  h '  +  . . .

sera équivalente, suivant le module va, au produit du nombre

-  X  
2

par la somme des valeurs de X, qui vérifieront l ’une des formules

(4o, [ i ] = „  [ i ] = - „

Or, comme chaque valeur de X satisfera nécessairement à l ’une 

des équations (4o), il est clair que la dernière somme comprendra 

toutes les valeurs de X, et sera, par suite, en vertu du théorème IV,
Œ u vres de C . — S* I, t. III. » 3y
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divisible par va. Donc aussi la première somme

h -4- /t '-t- / / h- .  . .

sera divisible par va; et, comme elle devra être, pour les mêmes rai

sons, divisible par v'A, par v"c, . . . ,  il est clair que, dans l’hypothèse 

admise, elle sera divisible par le produit

n  = :  ■ ua v '6v " c . . . .

On pourra encore en dire autant de la somme

k +  k! +  k" -t-. . . ,

puisque, en vertu du théorème IV, la somme totale 

h +  h' +  h" + . . .  +  k +  k' +  k" +  . ..

devra encore être divisible par n. Donc si, n étant impair, la somme 

alternée ffi est en même temps une fonction alternée des racines primi

tives de chacune des équations (i4)> les deux sommes

h h' + A '+ . , . ,  k  4- k '  - + -  /c" -4-. . .

.vérifieront la formule (7).

Supposons maintenant que, dans l’équation (12), l’un des fac

teurs *
• V, v', v", . . .

se réduise au nombre 2, mais se trouve élevé à une puissance dont le 

degré surpasse l’unité. On prouvera encore, non plus à l ’aide d’une 

seule formule (21), mais a l ’aide des formules (18) et (28), que la 

moitié du produit OT,, déterminé par l’équation (38), exprime le nombre 

des valeurs de l qui, étant comprises dans le groupe

h, h', h", . . . ,

sont équivalentes, suivant le module v", à une même valeur de X. 

D’ailleurs, parmi les termes affectés du signe -1- dans la somme ® que 

détermine la formule (18), on en trouvera qui auront pour facteur un 

terme donné quelconque, affecté du signe +  ou du signe — dans la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N O T E  V I I I .  - 291

somme A. Donc la somme

h +  h' h" + . . .

sera encore, dans l’hypothèseadmise, équivalente, suivant le module v“, 

au produit de - >%, par la somme totale des valeurs de X. Donc, cette

dernière somme devant être, en vertu du théorème IV, divisible
\

par va, on pourra en dire autant de la première, qui devra être divi

sible par chacun des nombres

va, v'*,. v"c, . . . ,

et se réduire, en conséquence, à un multiple de n. La somme totale 

h h- h' -v- h” +  . . . +  k +  k '+  k" +  . . .

devant être elle-même, en vertu du théorème IV, un multiple de n, 

il suit de ce qu’on vient de dire que les deux sommes

.  â  +  A ' + â ' h- . . . ,  k +  k'+k" +  ...

devront encore vérifier la formule (7).

En résumé, on pourra énoncer la proposition suivante :

T héorème X. — n étant un nombre composé qui renferme divers fa c 

teurs premiers v, v', v", . . .  et ne puisse devenir pair, sans être divisible 

par  4 , si l ’on suppose que, la valeur de n étant fournie par l ’équa

tion ( 1 2 ) ,  la somme alternée CD, déterminée par la formule ( 2 ) ,  soit en- 

même temps une fonction alternée des racines primitives de chacune des 

équations ( 4 ) ,  on aura

h +  h ' A" +  . . . =  k +  / f '+ k"-sr . . . =  o (mod. n).

.11 est bon d’observer que, dans le théorème précédent, les exposants 

de tous les facteurs impairs pourraient se réduire à l ’unité.

En vertu des principes établis dans la Note précédente, pour que la 

somme alternée CD vérifie la condition

®2 =  ± n , \
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n étant un nombre premier ou composé, pair ou impair, déterminé 

parla formule (12), il est nécessaire que les facteurs premiers impairs 

de n soient inégaux, le facteur pair, s’il existe, étant 4 ou 8, et qu’en 

outre © soit une fonction alternée des racines primitives de chacune 

des équations ( i4)· Cela posé, les théorèmes I et II entraînent évidem

ment la proposition suivante :

T héorème XI. —  Lorsque la somme alternée ©, déterminée par la 

formule (2), vérifie Véquation (17), savoir

les deux groupes d ‘exposants

h, h', h",
k, k', k\

vérifient la condition (7), savoir

/i +  A ' + A '  +  , . . =  I  +  I ' - | - F - i - . . . =  o ( mod. n),
m

' à moins toutefois que le module n ne se réduise à l ’un des trois nombres

3, 4, 8.

On peut d’ailleurs observer que la condition dont il s’agit est véri

fiée, pour le cas même où l’on suppose n — 8, lorsque ©, étant réduit 

à la somme alternée
p H-P1 - p * — P»,

vérifie l ’équation
®2=  8 =  n,

mais cesse de l’être lorsque ©, étant réduit à

p +  ps— P5—  P7,

vérifie l’équation
®2 — — 8 = — n.
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N O T E  I X .

THÉORÈMES DIVERS RELATIFS AUX SOMMES ALTERNÉES DES RACINES PRIMITIVES 

DES ÉQUATIONS BINOMES.

Soient :

n  un nombre entier supérieur à 2 ;

h, k, l, . . .  les entiers inférieurs à n ,  mais premiers à n ;

N le nombre des entiers h, k, l, . . .  ; 

p une racine primitive de l’équation

(1) ¿Cn=r'i;

enfin, supposons les entiers

h, k, l, . . .

partagés en deux groupes

h, h', h", . . .  et k, k1, Ar", . . . ,

de telle manière que l’expression

( 2 ) ffi =  ph-\- p * '+  ph' + . . . — pk— p*'— pk" — . . .

représente une somme alternée des racines primitives de l’équation 

(1), et que l’unité fasse partie du premier groupe

h, h h % . . . .

Alors, la quantité m étant équivalente, suivant le module n , à l’un 

des entiers
h, k, l, . . . ,

les produits
rnh, m h ' , m h ",

seront équivalents, à l’ordre près, soit aux termes du premier groupe

k , ’ k',  k \  . . . ,

soit aux termes du second groupe

h, h ',  h", . . . ,
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selon que m fera partie du premier ou du second groupe ; et, au con

traire, les produits
m k, m k ', m k ",

seront équivalents, dans le premier cas, aux nombres

k, k',  k", . . . ,

dans le second cas, aux nombres

h, h',  h", . . . .

Donc, l étant l’un quelconque des entiers inférieurs à n, mais pre

miers à n, le nombre l et le produit ml, ou plutôt le reste de la division 

de ml par n, appartiendront ou non au même groupe, selon que la 

quantité m deviendra équivalente à un terme du premier ou du second 

groupe. Ainsi, par exemple,

l et — l, ou plulôl n — l, ,

appartiendront ou non au même groupe, suivant que la quantité

— i, ou plutôt n — i,

fera partie du premier ou du second groupe. Pareillement, si le 

nombre n est impair,
l et il

appartiendront ou non au même groupe, et par suite les produits

ih, ih', ih', . . .

seront équivalents, à l’ordre près, aux nombres

ou aux.nombres
h, h', h", ...

k, k', A',. . . . ,

suivant que le nombre i fera partie du premier groupe ou du second.

’Des principes que nous venons de rappeler il résulte encore que, si 
l ’on remplace

p par p'n,
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les deux groupes des racines primitives

P;S p/l', ?'1', ■■■ et p*, p*', p'1",

resteront composés chacun des mêmes racines, où se transformeront 

l’un dans l'autre, suivant que m sera équivalent, suivant le module n, 

à l’un des nombres

A, A\ h", . ..
ou à l ’un des nombres

k, k', k", . . . .
Donc, si l ’on nomme

I =  f (ph, ph', Ph" , ■■■)

une fonction symétrique des racines .

et
p\ ph\  ph\

J =  f(p*> pk'> p'!"r  ■■■)

ce que devient la fonction I, quand on y remplace

par

la somme

Ph> ph\  ?u">

p/c> pk'> pk",

. I  H- J

ne changera jamais ni de valeur ni de signe, et la différence

I — J

/
pourra'seulement changer de signe, en conservant toujours, au signe 

près, la même valeur, lorsqu’on remplacera la racine primitive p par 

une autre racine primitive pm. Donc alors la somme I -t- J sera une 

fonction symétrique, et la différence I — J une fonction alternée des 

racines primitives do l’équation (i).

Si le nombre n est tel que l’on ait

(3 ) <D! —  ±  n,

alors, en vertu des principes établis dans la Note précédente, cé
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nombre sera de l’une des formes '

vv'v", . . . ,  4v'v", . . . ,  8v'v",

v, v', v", . . .  désignant des facteurs impairs et premiers, inégaux entre 

eux; et, si d’ailleurs n ne se réduit pas à l ’un des trois nombres

3, 4» 8,
on aura

(4 ) A 4- h' h  A" +  . . . =  k +  Ar'-t- k " . .  . =  o (mod. n).
\

Ajoutons que l’équation (3) pourra se réduire à

( 5 ) ©2=r: n,

dans le cas seulement où, les facteurs impairs de n étant inégaux, 

n sera de l’une des formes

4^-t-i, 4(4^» +  3), 8(aa? +  i),

et qu’alors chacun des nombres

h, h', h", . . .  *

vérifiera : i° si n est de la forme t\x -+- i ,  la condition

[î]=-

2° si  ̂ est entier et de la forme l\èc -+- 8, les conditions

( 7 )

ou

( 8 )

[fl-

[ f l -

h  =  i (mod.  4),

h =  —  i (mod. 4);

3° si  ̂est entier et de là forme [\x -+- 3, les conditions

[ f l -
( a ) h =  i ou 7  (mod. 8 ),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N O T E  I X . 297

ou

(10)

[ f ]
=  — i, à =  3 ou 5 ( m o d . 7 );

4° si ^ est entier et de la forme l\x  -+- 3, les conditions

(‘ O

ou

( 1 2 )

[ p ] "

h ~  1 ou 3 (mod. 8),

—  1 = — r, A = 5  ou 7  ( m o d . 8 ).

Au contraire, l ’équation ( 3) pourra se réduire à 

( i3 ) (©*=: —  n,

dans le cas seulement où, les facteurs impairs de n étant inégaux, 

n sera de l’une des formes

l \ x 3, 4(4  ̂+  0> 8(2# 4-1); 

et alors chacun des nombres

A, A', h", . . .

vérifiera : i° si n est de la forme l\x  -+- 3, la condition (G); 20 si  ̂

est entier et de la forme l\x-\-i, les conditions (7) ou (8); 3° si 

^ est entier et de la forme l\x -+- 3, les conditions (9) ou (10)*; 4° si

£ est entier et de la forme l\x -\-i, les conditions (11) ou (12).

Si l’on désigne par
V, v ' ,  v " ,  . . .

les facteurs premiers de n, et par

a, b, c, —

les exposants des puissances auxquelles ces mêmes facteurs sont 

élevés, l’équation

(i4) /i= vav7’v'e, . . .
OEuvres de C. —  S. I, t. III. . 38
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entraînera généralement la suivante :

(15 ) N =  v®-1 v'*- 1 ·/0-1—  (v —  i ) (v'—  i) (v"—  i ) . . . .

Si l’on suppose en particulier n impair, et composé de facteurs impairs 

inégaux
v, v', v",

alors l’équation

(16) n =  v 'vv" . ..

entraînera les suivantès :

(17)

(j8)

09)

N =  (v —  1 ) (v' —  1) (v" — 1). .  ,

D’ailleurs, v étant un nombre premier impair, l’expression

V-l
=  ( - D  2

se réduira simplement à H- 1 ou à — 1, suivant que v sera de la forme 

l\x h- 1 ou (\x — x. Donc, en vertu de la formule (18), l ’expression

sera égale à +  1 ou à — 1, suivant que les facteurs premiers de n , de 

la forme [\x — x, seront en nombre pair ou en nombre impair; et, 

comme le nombre n sera, dans le premier cas, de la forme l[X-\-i, 

dans le second cas, de la forme l\x — 1, il est clair que l’équation (18) 

pourra être réduite à

(20)
n — 1

=  ( - 0 “

De plus, v étant un nombre premier impair, l’expression
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se réduira simplement à + 1 ou à — i , suivant que v2 sera de la forme 
1607 +  1 ou 1607 +  9. Donc, en vertu de la formule (19), l’expres
sion

H
sera égale à + 1  ou à - 1 ,  suivant que, parmi les carrés

v'2, v"‘ ,

ceux qui se présenteront sous la forme

1607 +  9

seront en nombre pair ou en nombre impair. D’ailleurs, le produit 
de deux facteurs de la forme 1607-1-9 étant lui-même de la forme 
160: +  1, il est clair que le carré

' / l 2 =  y V 2 ' / 2 .

sera dans le premier cas de la forme 160; -4- 1, dans le second cas de la 
forme 1607 +  9. Donc, par suite n sera, dans le premier cas, de la 
forme 807 ±  1, ou, ce qui revient au même, de l’une des formes

8 3 ? +  I OU 8 0 ; -h 7 ;

I
dans le second cas, de la forme 807 ±  3 , ou, ce qui revient au même, 
de l’une des formes

8 0 ? +  3 ou 8 0 : +  5;'  

et l’équation (19) pourra être réduite à

Supposons maintenant que, les facteurs impairs de n étant inégaux 
et représentés par

•v V ,

n renferme, en outre, un facteur pair représenté par 4 ou par 8 ; alors, 
eu égard à la formule (20), il est clair que l’équation

(22) n — 4Vv"...
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entraînera la suivante

(23)

ou que l ’équation

(24) n -  8 v V .

entraînera la suivante :
n

Des formules (20), (23), ( 25) jointes aux conditions (6), (7), (8), 

(9), (10), (r 1), (12), on déduit immédiatement les propositions que 

nous allons énoncer.

T héorème I. — Soit p l ’une des racines primitives de l ’équation (1), et 

supposons les exposants des puissances diverses de p partagés en deux 

groupes
h, h ',  h", k , k ’ , k",

chaque exposant étant censé appartenir au premier ou au second groupe, 

suivant que la puissance correspondante se trouve affectée du signe -+- ou 

du signe — dans une somme alternée © de ces racines primitives. Les

deux exposants . '
1 et — 1 ou n — 1

appartiendront au même groupe, si la somme © vérifie la condition

©2=  n,

et à des groupes différents, si la somme © vérifie la condition

®2= : —  n.

Par suite, l  étant premier à ri, les exposants

l e  t —  / ou n —  l

appartiendront au même groupe, si l’on a © =  n, ce qui suppose que
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n soit de l’une des formes

4«4-i, 4(4«+- 3), 8(224-1),

et à des groupes différents, si l’on a ©2 =  — n, ce qui suppose que n 

soit de l’une des formes -

4« 4- 3, 4(4«+-l)> 8(22 4- i).

On peut aussi, de l’équation (21), jointe à ce qui a été dit plus haut, 

déduire le théorème dont voici l’énoncé :

' T héorème II. — Le nombre n étant impair, soit p l ’une des racines 

primitives de l ’équation (1), et supposons les exposants des puissances 

diverses de p partagés en deux groupes, chaque exposant étant censé ap

partenir au premier ou au second groupe, suivant que la puissance cor

respondante se trouve affectée du signe 4- ou du signe — dans une somme 

alternée © de ces racines, qui offre pour carré ±  n. Les deux exposants

1 et 2

l e \ . 2l

appartiendront au même groupe, ou à des groupes différents, suivant que 

le module n sera de l ’une des formes

8æ +  i, 8Æ +  7
ou de V une des formes

Sx 4- 3, 8a? 4- 5.

Le deuxième théorème entraîne immédiatement la proposition sui

vante :

, T héorème III.  — n étant un nombre impair, et p une des racines pri

mitives de Véquation (1), soient

'h, lé, h”, . . .  et k, lé, k", . ..

les deux groupes d ’exposants de p dans une somme alternée © de ces 

racines, qui offre pour carré ±  n. Si n est de la forme

. 824-1 ou 824-7,

ou plus généralement
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le groupe des exposants
h, h ',  h", . . .

pourra être remplacé, dans la somme alternée ®, par le groupe des expo

sants «
2 h,  2 h',  2 h", . . . ,

qui seront, à l ’ordre près, équivalents aux premiers suivant le module n, 

et le groupe des exposants

k, k’, k " , \ . .

par le groupe des exposants

2 k, 2 k', 2 k", . . . .

Si, au contraire, n est de l ’une des formes

8 x  +  3, 8 x  h- 5,

le groupe des exposants
h , h ',  h", . . .

pourra être remplacé par le groupe des exposants

2 k, 2 k', 2 k", . . . ,

et le groupe des exposants

i k, k’, k",

par le groupe des exposants

. 2 h, 2 h',  2 h", . . . .

Supposons maintenant que, l ’équation

©2=:± n

étant vérifiée, n représente, non plus un nombre impair, mais un 

nombre pair. Alors n sera de l’une des formes

4 v V . . . ,  8v 'v" . . . ,

v', v", . . .  étant des facteurs impairs inégaux. Or» si l’on suppose
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d’abord

» =  4v V ... ,

un nombre l  inférieur à n , mais premier à n, fera partie, du premier 

groupe
, h, h 1, h \  '

si ce nombre l, pris pour h, vérifie les conditions (7) ou (8), et n’en 

fera pas partie dans le cas contraire. Par suite, deux nombres impairs

/, V,

inférieurs à n, mais premiers à n, appartiendront l’un au premier 

groupe, l’autre au second groupe, si ces nombres vérifient la condition

(26)

sans vérifier la suivante :

l '= l  (mod. 4);

en sorte que l’on ait, non pas

l'— l =  o (mod. 4),
mais, au contraire,

(27) l' — l =  2 (mod. 4)·

Or, les conditions (26), (27) seront évidemment vérifiées si, l  étant in

férieur à on pose

(28) / '= / + - .
2

puisque alors on aura

l'— l — -  — av'v".  2 ' (mod. 4).
2

Supposons maintenant

• ' n —  8 v V . . . ,

v', v", . . .  étant toujours des facteurs impairs inégaux, et la valeur de
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(O2 étant, n. En vertu des conditions (9) ou (10), (11) ou (12), deux 

nombres impairs
l, l’

%

inférieurs à n, mais premiers à n, appartiendront nécessairement, l’un 

au premier groupe, l’autre au second groupe, si ces nombres vérifient 

les deux conditions 1

(30) V— l=[\  (mod. 8).

Or, c’est précisément ce qui arrivera, si, l  étant inférieur à on sup

pose la valeur de l' déterminée par l’équation (28), puisque alors on 

aura

V —  l —  ^ = 4 v V . . .  =  4 (mod. 8).

Observons maintenant que la formule (28) entraîne immédiatement 

la suivante :

(31) '2 / ' = 2 1 (mod. n).

Donc, lorsque, n étant pair, le carré de (O sera ±  n, on pourra, aux 

termes du premier groupe

h, h',, h", . . . ,

faire correspondre les termes du second groupe

*, k", . . . ,

de manière que l’on ait, par exemple,

i h ^ i k ,  T.h'— ik', ih "=ik" ,  . . .  (mod. n).

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

T héorème IV.  —  n  étant un nombre pair, et p une des racines primi

tives de l ’équation ( 1 ) ,  soient

h, h', h", .. et k, k', k", ..
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les deux groupes d ’exposants de p, dans une somme alternée CD de ces 

racines, qui offrent pour carré ±  n. Les nombres

2 h, 2 h ' , i  h", . . .

seront équivalents, à l ’ordre prés, suivant le module n, aux nombres

i  k\ 2 k',  2 k", . . . .

Le nombre total des entiers

h, k , l, . . .

inférieurs à n, mais premiers à n, étant représenté par N, et la somme 

alternée ® renfermanttoujours autant de termes positifs que de termes 

négatifs, il est clair que dans chacun des groupes

h, h ’ , h", . . .  et k, k',  k ", . . .

N
le nombre des termes doit être égal à -  · Cela posé, l’unité étant censée 

faire partie du premier groupe ,
i

. h, k ',  h " , ' . . . ,

nommons i le nombre des termes qui, dans ce groupe, sont inférieurs 

à - ,  et j  le nombre de ceux qui surpassent^· On aura

(3 2) '  ‘ * ' + /  =  —

D’autre part, l étant un entier inférieur à mais premier à l,

n —  l

sera un autre entier supérieur à mais inférieur à n, et premier à n. 

Donc, les entiers inférieurs à n, mais premiers à n, se correspondront

deux à deux, au-dessus et au-dessous'de - ,  le nombre des uns et des
2

N -
autres étant encore —· Donc, ceux qui feront partie du second groupe 

seront, au-dessous de^> en nombre égal à

N

OEuvres de C* — S. 1, t. III.» 39

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



306 M É M O I R E  S U R  LA. T H É O R I E  D E S  N O M B R E S .

et au-dessus de -> en nombre égal à 2 °
N

N _ . _..

2 ^

Il y a plus : deux termes correspondants, c’est-à-dire de la forme

l, n — l,

seront, en vertu du théorème I, deux termes qui feront partie d’un 

même groupe, si la somme alternée Æ> vérifie la condition

(D! =  n.

Donc, alors, à l’équation (32) on pourra joindre celle-ci

( 3 3 ) i = J ,

et l ’on aura, par suite,
N

( 34) i =  J =  J ·

On peut donc énoncer la proposition suivante :

T h é o r è m e  Y. —  Le nombre n étant tel que la somme alternée ® , dé

terminée par l ’équation (2), vérifie la condition

®2= n ,

chacun des groupes d ’exposants

h ,  h ' ,  h " ,  . . .  e t  k ,  k ' ,  k " ,

offrira autant de termes inférieurs à ”  que de termes supérieurs à 'fi le

nombre des termes de chaque groupe, inférieurs à f i  étant '

* ■ .

En terminant cette Note, nous joindrons ici quelques observations 

qui ne sont pas sans intérêt.

Si, dans le cas où n représente une puissance d’un nombre premier 

impair, et l un entier premier à n, on désigne par
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comme nous l'avons fait dans la Note précédente, le reste -+- x ou — i , 

qu’on obtient en divisant par n le nombre entier

N
/a
*  9

alors on devra, dans les formules (20) et (21), supposer, ainsi que 

nous l ’avons admis, le nombre n non seulement impair, mais composé 

de facteurs inégaux. Car, si l’on supposait, par exemple,

n =  g —  35,
on trouverait

N
N =  2 . 3, -  =  3,

2

et les expressions ' *

[~7r] = ( “ , ), =  — i, [ j ] ^ 2 3 s _ I  ( mod. 9)

cesseraient d’être égales aux quantités

( _ , ) V =

Toutefois les formules (20), (21) continueraient d’être vérifiées, si, 

dans le cas où n représente une puissance v“ d’un nombre v premier et 

impair, on désignait, avec M. Jacobi, par la notation

non plus le- reste + 1  ou 

nombre

mais l’expression

x, qu’on obtient en divisant par n le

N

Alors aussi l’on pourrait étendre à des nombres impairs quelconques 

la loi de réciprocité qui existe entre deux nombi’es premiers impairs ; 

en sorte qu’on aurait généralement, pour des valeurs impaires des
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nombres entiers m et n,

(35)

N O T E  X.

SUR LES FONCTIONS RÉCIPROQUES ET SUR LES MOYENS QU’ELLES FOURNISSENT 

D’ÉVALUER LES SOMMES ALTERNÉES DES RACINES PRIMITIVES D'UNE ÉQUATION BINOME.

f(a;) étant une fonction donnée de la variable x , on a générale

ment, pour une valeur de x ,  renfermée entre les limites x 0, X ( voir le 

IXe Cahier du Journal de l ’École Polytechnique, et le Tome II des Exer

cices de Mathématiques, p. 118),

/ î { x )  =  - É ^ J '  j T  f(ii) du d r ,

S
ou, ce qui revient au même,

(i) f(;») =  — f j cos r { x — u) N u )  du d r ;
U ¿O

et pour une valeur de x , située hors des limites x 0, X, 

o = —  (  f  er{X- n'l' f~ ï ( (u )  du dr,  

ou, ce qui revient au même,

(2) o = T  / / c o s r ( x — u ) f ( u ) d u d r .
J,,

\
Ainsi, en particulier, si l ’on suppose

a;0= o, X =  °o,
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la formule (i)  donnera, pour des valeurs positives de x ,

(3) f(æ) =  -  f  f  cosr(#— u) f(u) du dr;
K J, Jo

mais on conclura de la formule (2), en y remplaçant x  par —  x ,

J r  r  I

(4) ' 0 =  — j j cosr ( x — u)î(u)dudr.
J»

Comme on aura, d’ailleurs,

cosr(# +  u) =  cos/·# cos r« — sin/·# sin/·«, 
cos/-(# — m) =  cos r x  cos ru  - + -  sinr# sinr«,

on tirera des équations (3) et (4)

>

cos r x  cos ru  f ( u ) d u  dr,(5) f w = ; / T
(6)

De ces dernières formules, données pour la première fois par M. Fou- 

rier, il résulte que, si l’on suppose

1

(7) <pO) = j '  cos/·# î (r )  dr,

on aura réciproquement
A

(8). f ( x )  = f  cos/·# 9 (r) dr ,

et que, si l ’on suppose 1
(9) +(*) = j "  sin /·# f(#) dr,

on aura.réciproquement
X

(10) f(.r) =
( « ) * / "  Sin'#  ^ ( ') dr-

On voit donc ici se manifester une loi de réciprocité : i°.entre les 

fonctions f  et œ; i°  entre les fonctions f et sJ/, de telle sorte, que

chacune des équations (7), (9) subsiste, pour des valeurs positives
\
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de x ,  quand on échange entre elles les fonctions f et f ,  ou f et 

C’est pour cette raison que, dans le Bulletin de la Société philomatique 
..d’août 1817, j ’ai désigné les fonctions

H*>)>

sous le nom de fonctions réciproques de première espèce, et les fonc

tions
ty(x)

sous le nom de fonctions réciproques de seconde espèce. Ces deux espèces 

de fonctions peuvent être, ainsi que les formules Citées de M. Fourier, 

employées avec avantage dans la solution d’un grand nombre de pro

blèmes, et jouissent de propriétés importantes, dont je rappellerai 

quelques-unes en peu de mots.

D’abord, puisqu’on a généralement, pour des valeurs positives 

de eu,

J
S\ * /* gç
' e_<0,' c o s r x d r =  —------ r> / e~u>r sinra; dr =  —-------- -,

„ w12 +  x 2 J0 .

il en résulte que la fonction

f(x) =  e~'û*

a pour réciproque de première espèce

®(x) =
2

7T

et pour réciproque de seconde espèce

On a donc, par suite,

, /  «  7T / '  r  . 71
(II) / —;------cos rx d r  =  — e~u>, / —;----- rSin r x  d r =  - e - “1.

J  CO2 -t-  I·2 2 / CO2 -+- /'2 2

On se trouve ainsi ramené à deux formules données par M. Laplace.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NOTE X. 311

Lorsque, dans la dernière de ces formules, on pose w =  o, on retrouve 

la formule connue

. . sin rx  , u
(12) / -------- dr =  - ,r 2*■' 0

qui subsiste seulement pour des valeurs positives de la variable x.

Il résulte encore de la formule connue

r  - ï l  7t - -
Ti 3) I e 2c o s rx d r— —e 2,

d<> 2

que la fonction
.r»

e  2

se confond avec sa réciproque de première espèce.

Soient maintenant s une variable, dont le module reste inférieur à 

l ’unité, et a une quantité positive. Si la série

f(o), zi(a) ,  s2f(2a), . . .

est convergente, on tirera des formules (8) et (10) '

(14) f(o)  -\-z f (a)  + z 2 ( (2 a)  + . . .  

et

(15 ) z î ( a )  4 - z 1 f ( 2a)  + . . .

( - V  f  ---------- C-° Sar -<t{r)dr\7Ty J0 1 — 2z cosa/· +  z% TV

1
z sin ar "

2 z cos ar -t- z“- ^(r) dr.

Si, d’ailleurs, on fait converger z vers la limite 1, le rapport

* ■ 1 — z cos ar "
i — 2 z cos ar +  s2

s’approchera indéfiniment de la limite '-■ > à moins que l’on attribue à r 

des valeurs peu différentes de celles qui vérifient l ’équation

cosar =  1.

Or, les racines positives de cette équation seront de la forme

r — nb,
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n étant un nombre entier, et b une constante positive liée à la con

stante a par la formule

(16) . . a b - s i t .

Cela posé, on reconnaîtra sans peine [voir le 2e Volume des Exer

cices de Mathématiques, p. i/|8 etsuivantes (*)] que, si z s’approche in

définiment de la limite i, l’intégrale renfermée dans le second membre 

de la formule (i4) aura pour limite, non pas l’expression

i

comme on pourrait le croire au premier abord, mais cette expression 

augmentée de certaines intégrales singulières dont la somme sera

 ̂ ^ <P('0) +  <P(ô) +  'PCa6) -+-···]'·

En conséquence, on trouvera
i

(17) I f ( o ) - 4- f ( a )  +  f ( 2 « ) + . . . =  ^ ^  ^<p(o)-|-cp(¿>)-h<p(2¿>) +  . . .  , 

ou, ce qui revient au même,

(18) a} |~ f̂(o) -+- f(a) +  f(2a) +  .. =  b1 Ĵ <p(o) +  y{b) -f- 9(2 ft) -+-.. .J .

Ainsi, lorsque la série

f(o),  f  ( a ) ,  f(2«2), . . .

est convergente, l’équation (18) subsiste entre les fonctions réci

proques de première espèce désignées par les lettres f et ç, pourvu 

que les nombres a, b vérifient la condition (16).

Il importe d’observer que la série

<p(o), ?{b), 9 ( 2 6 ),· . . .

peut quelquefois se réduire à un nombre fini de termes, et qu’alors

( 1 ) Œ uvres de Cauchy, S. II, t. VI.
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l’équation (17) fournit immédiatement la somme de la série 

. . ' f(o),.  { (a) ,  . f(2 a),  . . . .
*

C’est ce que nous allons montrer par un exemple.

Comme on a généralement

313

sinco/· cosra;=: s inr(w +  x )  +  sin/-(w —  x )

on en conclura, eu égard à la formule (12),

(•9)

ou

(20)

i ' “  sin'co/·

Jo r

Ç "  sincor

X r

cosrx dr=

cos r x  dr =  0,

suivant que a? sera inférieur ou supérieur à co. Donc, si l’on pose

on aura

, s i n u s
f(*) =  — — »

1
71V<p(a?)=^—j  ou' cp (a:) — o,

suivant que la valeur de x  sera inférieure ou supérieure à la constante 

positive co ; et alors, pour réduire l’équation (17) à la formule

— f(o)  f( æ) -+- ( ( ‘2a)  -t-. . .
7t\ 2 <p(0)

par conséquent à la formule

(21)
1 . sin2«w s in3 aw 7:
- a w 4 - s i n « w H -------------- 1------ 0------ (-. . .  =  ->
2 2 5 2

il suffira de choisir la constante a,  de manière à vérifier la condition

" w < . b
a m  <  27r.

OU

La formule (21) était déjà connue. Lorsqu’on y pose a  =  1, elle donne,
OEuvres de C. —  S. 1, t. 111. * qO
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pour des valeurs de co, renfermées entre les limites 0,2-rc,

. , 1 . si 112 w si 113-» 7r
( 2 2 ) -co-+-sincoH-------------------------5------- ( - . . . =  - ·

• 2  2 , 3  2

Si, dans la formule (18), on pose

' f ( æ )  =  e~  2 ,
elle donnera

i / - i — \ 1 / - i  —
(23) « 2U + e  2 s-e  2 +  e 2 + . . .

les nombres a, b étant toujours assujettis à la condition

ab =  27r.

Si, dans l’équation (2 3 ), on remplace a2 par 2a2, et ¿2 par 2&2, on en 

conclura

(24) a2 +  e~a'̂ ~ e~'>a' -t- e-9*1 H-. . .   ̂=  ¿»2 Q  4- e-*s+  e~u>' +■

les nombres a, b étant maintenant assujettis à vérifier la condition

(25) / «¿» =  71.

J’ai signalé les formules (18) et (24), avec la méthode par laquelle je 

viens de les reproduire, dans le Bulletin de la Société philomatique 

de 1817 ( ') , et j ’ai développé cette méthode dans les leçons données 

la même année au Collège do France. La relation établie par la for

mule (24) entre les termes des deux séries

(26) 1, e~a\  e~ia\ e - 9a’ , . . . .

(27) I, e-b\ e-’*b\ . . .

parut digne d’attention à.l’auteur delà Mécanique céleste, qui me dit 

l’avoir vérifiée dans le cas où l’un des nombres a, b devient très petit. 

Effectivement la formule (24), que l’on peut écrire comme il suit,

(28) a i 4  4- e~a' +- e~ba' +  . . .  ) =  7t2 i i  -t- e <'’ +  « "5 4- .  . . J ,

( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, t. II.
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donnera sensiblement, si a se réduit à un très petit nombre a,

e ~ ta'  -+-

et, pour vérifier cette dernière équation, il suffit d’observer que, d’après 

la définition des intégrales définies, le produit

« ( H -  e

a pour limite

(29 )
oo

e~x% d x
20

La formule (18), avec la démonstration que nous en avons donnée, 

peut être étendue, ainsi que la formule (24), à des valeurs imaginaires 

de a , renfermées entre certaines limites. Ainsi, en particulier, la for

mule (24) continue de subsister, comme l’a dit M. Poisson, quand on 

y remplace à 2 par a 2 \J— 1. Elle subsiste même généralement, quand 1 

on prend pour a2 une expression imaginaire, pourvu que les parties 

réelles de a  et de b soient milles ou positives ; et l’on peut retrouver 

aussi une autre formule, déduite par M. Poisson de l’équation (18), 

dans un Mémoire sur le calcul numérique des intégrales définies. 

J’ajouterai que, pour arriver au cas où la partie réelle de a  s’évanouit, 

il convient d’examiner d’abord celui où la même partie réelle est infi

niment petite, mais positive ; et qu’en opérant de cette manière, on peut, 

de la formule (24), déduire la somme de certaines puissances d’une 

racine de l’équation binôme

( 3o) ' x n- = i ,

n  étant un nombre entier quelconque; savoir : la somme des puis

sances qui ont pour exposants les carrés des nombres entiers infé

rieurs a n . C’est ce que nous allons expliquer plus en détail.

Nommons p une racine primitive de l’équation ( 3 o). On pourra sup

poser .

(3 0  p =  e“ '/="1, . ' .
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la valeur de w étant

27T
(3 2 ) u =

et alors les diverses racines de l’équation ( 3 o) pourront être représen

tées par celles des puissances de p, q'ui offriront des valeurs distinctes; 

par exemple, par les termes de la progression géométrique

(33) i =  p", P1, pS P% ··■ > P"- 1 ·

Si, dans cette même progression  ̂ l’on remplace les exposants

par leurs carrés
o, i ,  2, 3 , . . . ,  n —  i

O, I, 4, 9, . . .  (n — iy-,

on obtiendra une nouvelle suite ; savoir :
»

(34) I, p, p\ p*. ···» p<,l-1)’> ' .

et, si l’on nomme £2 la somme des termes de cette nouvelle suite, on 

aura

(35) i2 =  n - p  +  pl + p 9+-...-l--p('‘- 1>\

ou, ce qui revient au même,

(36) =  e^~l +  + . . .  +

Cela posé, ü  sera évidemment ce que devient la somme des« premiers 

termes de la série (26), quand on y remplace par — co \J— 1, c’est-

à-dire, lorsqu’on prend

( 37) ' T.

Or, dans ce cas, la formule ( 2 5 ), ou

a* =
donnera

(38)
mr /----
— \/— 1 ; 

2
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et, en adoptant cette valeur de ¿2, on verra les termes distincts de la 

série (27) se réduire aux deux premiers, c’est-à-dire., aux deux termes 

du binôme
n rc riî

1  -1- e~h' — 1  e 2

On doit donc s’attendre à voir l’équation (24) fournir’une relation 

entre la somme représentée par O et le binôme dont il s’agit. Or, 

effectivement, pour obtenir cette relation, il suffira de supposer, dans 

l’équation (24),

(3 9 ) a}— Cf?— i l  =  «2__ w v ^ ,

a2 désignant un nombre infiniment petit. Dans cette supposition, 

a 2 différant très peu de — ^ y / -- i, b* devra très peu différer de

ê2 s’évanouira en même temps que a2 ; et, comme la condition (a5 ) 

donnera

—  1. Donc, si l’on pose
2

(4o) 2

ou, ce qui revient au même,

on en conclura sensiblement

( 4 0

Concevons maintenant que l’on multiplie par na et par 26 les sommes 

des séries (26) et (27), en ayant égard aux formules (3g), (4o), et
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supposant a,ê infiniment petits. Comme chacun des produits

n a [ e- “5 -+■  e-in+u*«* +  . . . ] ,

/i a [e-1'*—*>,a’ h- g-u«—î)’«’ . . .],

26| ^ + è -4ê‘+ e -16Ss + ..

2 S [ e- ®’ -+■ e~9®’ + . . .  ] 

se réduira sensiblement à l’intégrale définie

J  e~*' d x  —  -7r2,

on trouvera, sans erreur sensible,  non seulement

n a f -  -+- e~"’ -h e~Ka' -+-. . =  - n 2 ( i -H- e“ / - 1 +  e(»-i)5wv/—>),

ou, ce qui revient au même,

na ( -  -+- e~4"5+ ...  j =  -  tt2£2, .

mais encore

26 (  ̂H-e- *’ -!-e_4i,,4- . . =  ^7t2( n - e  2  ̂ *),

puis,.on conclura, eu égard h la seconde des formules (40»

(4 2 )
-  +  e~a -h e 
2

rt1 I Z>— 1 0 — .

Î2

- +  «_i! +  e~ib' +  e~94,- K .. I +  e 2 
2

D’ailleurs, en vertu de la formule (24) ou (28), lé premier membre de 

l’équation (42) sera équivalent au rapport

TT*
a

Donc, en supposant que les valeurs de a i , b 2 déterminées par les for
mules (37), (3 8 ), c’est-à-dire, en faisant évanouir a et S, dans les
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formules (39), (4o), on trouvera

it

-I-+- e

ou, ce qui revient au même

,cri a 2 *

(43)
' J (  - ï l j —

ü  =  —  v-t-e 2 
a

Mais alors de l’équation (37) présentée sous la forme

,  27T - ; H
a--- — e 2 ,n

on tirera (voir Y Analyse algébrique, Chap. YII et IX) ( ')
\

'anN* ' ït‘
6 ’ ^  V2,

2 f t '- 1 n- / /----\
e4 (i +  v/— 1)·

Donc la formule ( 43) donnera 

(44) £> =: — (1 4- \J— i j\i  +  e
2 N )■

En conséquence, l ’on aura: i° si n est de la forme l\x,

(45) £2 =  ns (i + (/— j);

2° si n est de la forme -+-1,
jt

(46) £ t= « 4;

3° si n est de la forme [\x H- 2, . 4

(47) . ' £2 =  o;

4° si n est de la forme 4# +  3, ~

(48) =  1. '

Ainsi les formules ( 44). (4$). (46). (47). ( 48) que M. Gauss a éta

blies dans l’un de ses plus beaux Mémoires, et dont M. Dirichlet. a

(■) OEuvres de Cauchy, S. II, t. III.
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donné une démonstration nouvelle en 1835, se trouvent comprises, 

comme cas particuliers, dans l’équation (24) de laquelle on déduit 

immédiatement la formule (44)> en attribuant à l’exposant — a2 une

valeur infiniment rapprochée de la valeur imaginaire ^  \J— 1, ou, ce

qui revient au même, en réduisant l ’exponentielle e~“' à une racine 

primitive p de l’équation (3o).

11 est important d’observer que, dans les équations précédentes, la 

valeur de ü, déterminée par la formule ( 35), peut encore s’écrire 

comme il suit

(49) ‘ Q  =  1 +  a(p ‘ +  p4-t- p9-t-. . .4- p ( ~ )  ),

puisque, l étant un entier quelconque inférieur h  ̂n, on aura généra

lement
(n — /)*·=!* (mod./i).

Nous avons supposé, dans ce qui précède, la valeur de p déterminée 

par la formule (3i). Pour savoir ce qui arriverait dans la supposition 

contraire, il convient d’examiner d’abord séparément le cas où n est un 

nombre premier impair. Dans ce cas, si l’on nomme

h, h', h", . ..
les résidus, et

'  * , k>, A", . . . ,

les non-résidus, inférieurs à n, les termes de la série

p , p , p , ...

se confondront, à l’ordre près, avec les termes de la série

p. pS p9, --j, p

et, par suite, on aura non seulement

1 +  PA+  p h '  +  pA’ +  ... +  P*+ p4'-+- P*" +  H- P -(- P2 -J-. . - -+- p ' l ~ l = z  O,

ou, ce qui revient au même,

1 +  p '1 -H pA’-t- p*” —  —  p k  —  p ,c'—  P*' — .. ■,
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mais encore

72=1 )'
p +  p* +  . . . 4- p'' * '  = ■  p h +  p h '-+ -  pA'- t - .  . . .

Cela posé, la valeur de O, donnée par la formule (49)» deviendra 

(5o) Î2 =  i +  2(pft4-pA'4-p*'-t-. . .)>

ou même

(50 £2 =  pA - . —  p k —  p * '—  p*" ■

D’ailleurs, le second membre de la .formule ( 5i) est une fonction 

alternée des racines primitives de l’équation (3o), et si, dans cette 

fonction, l ’on remplace p par pm, m étant premier à n, elle changera ou 

ne changera pas de signe, en conservant, au signe près, la même 

valeur, suivant que msera ou ne sera pas résidu quadratique (p. 232). 

Donc, si n est un nombre premier impair, la valeur de Q déterminée 

par la formule ( 35) ou (49) ne sera autre chose qu’une fonction 

alternée des racines primitives de l’équation ( 3o); et la substitu

tion de p'" à p, dans cette fonction, n’aura d’autre effet que de faire

varier la valeur de 0  dans le rapport de 1 à . Donc, puisqu’en sup

posant

on a, en vertu de la formule (46) ou (48),

(5a)

si l ’on suppose au contraire

(53).

£2 =  J ( ^ T 7 ) ( V ) \

!> y/— T

m étant premier à n , on trouvera

(54) £ 2 = [ ^ J  J ( v/ ~ 1) ( V )  _

Si m cessait d’être premier à n, c’est-à-dire, s’il était divisible par n, 

alors la formule (35) donnerait immédiatement

(55) £2 =  /¡.
O E u vres d e  C . —  S. I, t. III. ¡- 41
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Supposons maintenant que n soit le carré d’un nombre premier v, 
en sorte qu’on ait

n =  v! ;

alors ces deux entiers
i ,  a ,  3, , . . y n i ,

qui seront divisibles par v, et dont le nombre sera v, offriront dos 

carrés divisibles par v2 ou n. Donc, dans le second membre de la for

mule (35), v puissances .de p, qui offriront ces carrés pour exposants, 

se réduiront chacune à l’unité. Si d’ailleurs on continue de nommer

h, h', h", . . .

les résidus quadratiques inférieurs à n, on obtiendra, au lieu de la for

mule ( 5o), la suivante :

(56) Î2 =  v -4- 2.(p* +  p'1’ +  p'1" +  . . . ) .

Enfin, si p désigne une-racine primitive de l’équation ( 3o), et si, 

parmi les résidus quadratiques

relatifs au module
h, h', h”,

on considère ceux qui sont équivalents à un même nombre, représen

tant un résidu quadratique relatif au module v, ces résidus correspon

dront à des puissances de p, dont la somme sera nulle (p. 248-249). 11 

y a plus, pour que cette somme s’évanouisse, il ne sera pas nécessaire 

que p désigne une racine primitive de l’équation (3o), mais seulement 

une racine distincte de l’unité. Donc par suite si, n étant le carré d’un 

nombre premier impair v, p diffère de l’unité, la somme totale des 

diverses puissances de p, qui offriront pour exposants les divers rési

dus quadratiques, s’évanouira, en sorte que l’on aura

p7t H- PA' H- p*" -H. . . =  O,

et l’équation ( 56) donnera simplement

(57)  ■ =  v.
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Si p se réduisait à l ’unité, la même équation donnerait

. Qi —  n ,

ei l’on se retrouverait ainsi ramené à l’équation ,(55). Au reste il est 

facile de reconnaître que l’équation (57) se trouve elle-même comprise, 

comme cas particulier, dans la formule ( 54), lorsqu’on attribue géné

ralement à la notation Je sens que lui donne M. Jacobi, et que l’on 

pose en,conséquence

Supposons enfin que n soit une puissance entière d’un nombre pre

mier et impair v, en sorte'q'u’on ait

Il —  va .

Alors,· par des raisonnements semblables à; ceux qui précèdent, l’on 

prouvera encore que l’équation (54) subsiste, pour des valeurs de m 

premières à n, pourvu que l’on pose généralement avec M. Jacobi

: [5 ] = [ ? ] ·
Effectivement, m étant premier à n, posons

_ \j n— 1 ___
P = s·

ç sera une racine primitive de l’équation

# v= i ;

et l’on reconnaîtra sans peine : i° que, dans le développement de Î2, la 

somme des puissances de p dont l’exposant est divisible par une puis

sance de v d’un degré inférieur à a — 1 s’évanouit ; 20 que la somme 

des autres termes se réduit, pour des valeurs paires de a, au nombre

a l
A =  n1,

t I
et pour des valeurs impaires de a, au produit
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Or, comme on aura pour p 

et pour p =  enM̂ ~'

S =  e_  \l »

ç =  e

il en résulte que la somme 

se réduira pour

p zz  e“ /-1 à v* (y/— i)(  2 ) ,

et pour

p = e m*^T à

Donc, par suite, pour des valeurs impaires de a, le produit

a— 1
v 2 ( H - ç 2+ s i -H.. .-t-ç(^i)>)

se réduira, tant que m et n seront premiers entre eux, à l’expression

/  v a  / V  — 1 \ *

qui ne différera pas de la suivante,

9

en sorte que la formule ( 54) se trouvera encore vérifiée. Par des rai

sonnements semblables; on déterminera généralement la valeur que 

prend O, lorsque, la valeur de n étant

n =  v®,

m cesse d’être premier à n ; et l’on reconnaîtra que, dans ce cas, O est 

le produit d’une certaine puissance de v par la valeur de O qu’on aurait 

obtenue, si l’on eût substitué au module n le dénominateur de la frac

tion ^  réduite à sa plus simple expression. Si l’on supposait m =  v",
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on trouverait
\

R =  i>

et la valeur de £2 serait précisément celle que fournit l ’équation (55).
Il est facile de vérifier sur des exemples particuliers les principes 

généraux que nous venons d’établir. Ainsi l ’on trouvera, pour« =  3,

£2 =  H - p + p ‘ =IH -2p.

Donc alors, en supposant

' /—7 0.7Tp =  eiù'/-x, —

ou, ce qui revient au même, '

2 7p =  cosT ^ v ..... 32  7T ,--------- .  2  7T I  3 2 /--------
—  I S l l l —  = ----------1------

2 2

on aura

£2 — 3* \J— i, .

tandis qu’en posant successivement

et

I 3 2 ,------■
p  =  e -b> ------------------------J —  jr O O ’

P =  >

on trouvera, dans le premier cas,

i^=:_ 3V “ = [ | ]  3V ~ .

et dans le second cas
£2 =  3. ■

t

On trouvera de même, pour n =  5,

£2 =  I 4- P -1- P4 4- P9 -t- p16 =  I +  2  p +  2  p4. 

Donc alors, en supposant

1 Z  Tt / ---------  . Z 7t
p~e ° =  cos 4- v ~  1 sm — >D Î)
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on aura

1
£2 =  i +  4 cos ̂ - =  5-, 

tandis qu’en posant successivement

p —  eïu\/—î> p =  e3t0/ - ), p =  e>"S=ï, p =  i ,

' on trouvera, dans le premier et le second cas,

47T 6 7Tp =  i +  4 cos — =  i -+- 4 cos — =  — 5!,O O

ou, ce qui revient au même,

- [ M l *
dans le troisième cas,

* ,  87T . 2  7T
p =  1 +  4 c o s  - g -  =  1 +  4 c o s  - g -  =  5 2 ,

ou, ce qui revient au même,

et dans le dernier cas,
■ =m*

pr=5.

De même on trouvera, pour x  =  9 =  32,

£2 =  1 -+- p  +  p 4 -+ - p 9 -H··. .-t- p 6 i =  3 -4- 2 (p -hp 4 - ) -  p 7 ) 3 +  2 p Ej— i =  3;

et, par suite,

a  =  3 =  gS

à moins que p ne se réduise à l’unité, et la valeur de 0 à celle que donne 

la formule
0 =  9.

Si au contraire l’on prend x =  27 =  33, on trouvera

£2 =  1 +  p -+- p4 +  . . · +  pî6’=  3 H- 6 p9 -t- 2 p(i -t- pJ-+- ... +  p24);

et, par suite, en supposant
_ 2« /ry

p _ eŴ - l _ e 27  ̂ f
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on aura

£2=  3(i 4- ap2),

- ou, ce qui revient au même,

/ m /—<\ i __  i£2 =  3( r 4- 2e 3 ) =  3.32̂ /— i =  2y2 y/— i,

tandis que, si l ’on pose

m étant premier à 3, l ’on trouvera

£2 =  32(i 4- 2 c o s ^ v / - 1) =  Ĵ -yJ 27V ~ >  

ou, ce qui revient au même,

Si m cessait d’être premier à 27, alors on trouverait : i°en supposante 

divisible une seule fois par 3,

. £2 =  3 4- 6 p27 =  9 ;

2° en supposant m divisible par 32 =  9,

£2 =  34-64-2.9 =  27.

Passons maintenant au cas où le module se réduit à 2 ou aune puis

sance de 2.

Lorsqu’on a précisément n =  2, l’équation

æi= i
offre pour racines

— 1, -1- 1 ;
et par suite la valeur de

£2 =  1 4- p

se réduit à zéro ou à 2, suivant que l’on prend pour p la racine positive 

ou la racine négativé. Dans le premier cas, on retrouve la formule (55). 

Lorsqu’on suppose x  — 22 =  .4, l’équation .

X h — \ ,1
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a, pour racines.primitives,

, — ewV—î — i
et

/_! O * *p _  gSW/-1— g 2 _ --- y/— X.

Alors les valeurs de O que fournit l’équation

& =  1 +  P +  p* H-'p® =  2 ( l 4- p),

quand on y pose successivement

. •■ p =  V/^T,  p = —

sont
£2 =  2 ( 1 4 - v / = 7 ) ,

£2 =  2(1 —  \J—  1).

La première de ces valeurs est, comme on devait s’y attendre, celle 

que fournirait l’équation (45). Si l’on prenait pour p, non plus une 

racine primitive de l’équation

mais l’une des deux autres racines — 1, 1, la formule
f

£2 =  2(1 4- p) ,

donnerait, pour p =  — 1, 

et, pour p =  1,

£2 =  o

£2 =  2.2 =  4-

Lorsqu’on suppose n =  23 =  8, l’équation

a pour racines primitives les expressions imaginaires

s“ /-', eW —>. e W -1. e W -1.

2 TT 7T · »
l’arc<0 étant-g-= ou, ce qui revient au même, les expressions ima-
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ginaires'

'  T +  \J —  I  —  i  + \ / — i  —  i  —  \J—  i  ’ -+- I  —  y / ~  _

v/ 2  v*2 \/2 v̂2 J

et, si l’on prend alors pour p’ I’une deces expressions,. la valeur de Q, 

généralement déterminée par la formule ’

£2 =  I - + -  p -h  p4 +  p9 +  p 16 +  p29 +  p 36 4* p'"9 =  2 ( ( -+- 2 p p* ) ,

se réduira simplement à

4 p =  82( ±  i q= s / ^ J .

Lorsque, dans ce dernier produit, on réduit chaque double signe au 

signe on retrouve, comme, on devait s’y attendre, la valeur de Î2 

fournie par l’équation (45)'. Si l ’on prenait pour p une racine non pri

mitive de l’éqiiation
. æ8 =  i,

c’est-à-dire l’une des racines

■ ■ \J— } ,  — s/— U — I, h

qui vérifient l ’équation de degré moindre

æk =  i ,

la valeur de i), réduite à
i 4 ( i -+- p ),

serait évidemment double de celle qu’on aurait trouvée en supposant, 

non plus n =  8, mais n =  4·

. On obtiendrait avec la même facilité les valeurs de O correspondant 

à n =  2"1 =  16, à n — 25 =  32, etc.

Concevons maintenant que n , cessant de représenter un nombre 

premier ou une puissance d’un tel nombre, désigne le produit de plu

sieurs facteurs premiers

V, v', v",...........

élevés à des puissances entières, dont les degrés soient respective-
OEuvres de C . —  S. I, t. III. * *
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ment
ci) b) Cf ·. *,

.en sorte que l’on ait ·

( 58) n =  vav'*v"c . . . .

Alors, en vertu du théorème IV de la Note VI, si l’on représente par p 

une racine primitive de l’équation (i), p sera de la forme

(5g) p =  frç...,^

chacun des facteurs désignant une racine primitive de la

première, ou de la seconde, ou de la troisième, etc. des équations

(6o) ¿c',a =  i ,  ¿cv'b= i ,  ¿ev“‘ = i ,  . . . ,

et les n racines de l’équation ( i )  seront les n valeurs qu’on obtient 

pour p', en prenant successivement pour l tous les entiers

O, 1, 2, 3, · ■ >, Ç l

inférieurs à n. Soient d’ailleurs

X  y ,  y ,  . . .

les restes qu’on obtient en divisant successivement l’exposant/par les 

divers facteurs
v“ , v'b, v"c, . . .

de l’exposant n. Comme les valeurs de A seront en nombre égal à va, 

les valeurs de X' en nombre égal à v'\ les valeurs de X" en nombre égal 

à v,/c, . . les systèmes de valeurs de X, X', X " , ... seront en nombre égal 

au produit
vav'bv"e. . . —

c’est-à-dire, en même nombre que les valeurs de /. Donc à chaque 

valeur de / correspondra un seul système de valeurs de X, X', X ", . . . ,  et 

réciproquement. Ce n’est pas tout. Comme les formules

1 = 1  (mod.va), 1 = 1 '  (mod.v'*),  1 =  1"  (mod.v"c),
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entraîneront évidemment les suivantes,

331

/l=Xl (mod.va), (mod.v'*), /l==X"‘ (mod.v"«),

quel que soit l ’entier désigné par t, on peutaffirmer quel’équation ( 5<)) 

entraînera non seulement la formule

(6x) p/=  ^nx'Çx''. - -,

mais encore la suivante,

(62) pl'=z£-'rik 'Ç>' . . .

Donc, en posant, pour abréger,

V“r=<p, v'*=x,

on aura non seulement

1 +  p  +  p ! + p s +  . . .  +  p “ _ l

=  ( l  +  X - t -  £ 2 +  +  . +  î;? - 1 ) ( 1 +  Y) 4 - Y)* +  Ï )3 - H .  · . + Y!*- 1 ) .  .

mais encore

1 l +  p +  p ^ + p ^ + . l .  +  p1"-11'

(64) < =  (i +  Ç

(. x  (l +  V) +  /  +  -il5' +  . . .-h-flC-C-*)1). . ..

Ainsi, en particulier, en prenant 1 =  2, on trouvera*

/ I +  p - t -  P4 4 -  P9 -+■· . . +  p ' " - * ) 2

(65) - +  S +  +
( X  (1 +  Y) +  Y)4 - f -  ï )9 +  . . .  4 -  yi^ - O ’ ) . . . .

De cette dernière formule, que M. Gauss a établie comme nous venons 

de le faire, il résulte évidemment qu’une valeur de Ci, correspondant 

à une valeur donnée du degré n de l’équation (3o), est le produit de 

divers facteurs dont chacun représente une valeur de Î2 correspon

dant, non plus au degré donné n et à l’équation (3o), mais à l’un 

des degrés va, v'é, V e, . . .  et à l’une des équations (Go). Donc, puisque 

nous avons appris à trouver la valeur de Î2 correspondant au cas où n
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est une puissance d’un nombre premier, la formule (65) offrira le 

moyen d’obtenir la valeur de 0  dans tous les cas possibles.

- Considérons en particulier le cas où n est un nombre impair com

posé de facteurs impairs inégaux

V, v ' ,  V ................

en sorte qu’on ait simplement

vv'v'/. . . =  n.

Alors les équations (6o) deviendront

(66) a?v= i ,  xv= i ,  xv''~ î,

par conséquent, la formule ( 65) sera réduite à

/ n - p  + p * 4 - p 9 +  . . . - t - p i , , - l ) ‘

(67) =  (] +  ç + 5*-+-$·

( X ( n -  D 4- n‘ +  V)9-t-. · . h- Ï)(v'-1)’). . . ,

et l’on conclura de cette formule que la valeur de £2, correspondant à 

l ’équation ( 3o), est le produit de facteurs dont chacun représente une 

valeur de 0  correspondant à l ’une des équations (66). D’ailleurs, d’après 

ce qui a été dit plus haut, le premier, le second, le troisième, etc. 

de ces facteurs représenteront des sommes alternées des racines pri

mitives de la première, de la seconde, de la troisième, etc. des équa

tions (66). Donc, le produit de ces mêmes facteurs, ou la valeur de Î2 
correspondant à l’équation ( 3o), représentera une somme alternée 

des racines primitives de cette équation ; et, en raisonnant comme à 

1 la page 276, on reconnaîtra facilement que la formule ( 52) entraîne 

encore, dans le cas dont il s’agit, la formule ( 54).

Pour montrer une application de la formule (67), supposons en 

particulier
« —  15 =  3.5.

%
Alors on trouvera

£2 —  i  +  p H - p * + p 9 +  . . .  +  p u l

=  1 -+- 4 P + 4 p 4+  2 P6 4- 2p9-H 2p10:= (l +  2p10) (l +  2p®+ 2p9);

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N O T E  X.

et, par suite, si l’on pose

• on aura
. \ — p10> *1 =  P6,

&  =  (t 4 -  2 ? )  ( i  +- 2 Y) +-  2 -fl4),

ou, ce qui revient au même,

&  =  ( 1 +  % + -  £*) ( i + -  r u -  Yp + -  Y)9 + ·  Y)16 ),

attendu que, p étant racine de l’équation

Xn — I,

\ — p'° sera racine de l’équation

x*— i,

et Y) =  p6 racine de l’équation

X s — l .

Si, pour fixer les idées, on suppose

on trouvera

TT v'“ 2 77 /---- . 2 77
—=■ +  V— i sin—?-> i5 v i5p — e16 — cos

l  =  , T T ^n =  e 5 ,
1

I +  2$ =  -  32 \/ — I, 1 +  271 +  2 Y)1 — -

et par suite on aura, conformément à l’équation ( 5:
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NOTE XI.
MÉTHODE SIMPLE ET NOUVELLE POUR LA DÉTERMINATION COMPLÈTE DES SOMMES 

ALTERNÉES, FORMÉES AVEC LES RACINES PRIMITIVES DES ÉQUATIONS BINOMES.

Soit
P

une racine primitive de l’équation

( I ) Xn — I ,

et supposons d’abord que n soit un nombre premier impair. Les di

verses racines primitives de l’équation (i) pourront être représentées 

par

P> P*. p3> > P
rt-l}

ou par
p(n—i)m9

m étant premier à n. Soit d’ailleurs ffi une somme alternée de ces racines 

primitives. Cette somme sera de la forme

( 2 ) (Q —  p '‘ -+r p*' +  p ,l" +  . . . — p k—  p k' —  p/c"— . . . ,

les exposants
1, 2, 3, . . . ,  n  —  1

étant ainsi partagés en deux groupes

h, h', h", . . .  et k, k', k", . . . ,

dont le premier pourra être censé renfermer les résidus quadratiques

1 ,  4 ,  . . . ,

et le second les non-résidus suivant le module n. Si l ’on suppose en 

particulier n =  3, on aura simplement

ffi =  p1 —  p* =  p1 —  p_1,

. en sorte qu’une somme alternée © pourra être représentée, au signe
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près, par le binôme

p ' - p - 1, ,

ou plus généralement par le binôme

m étant non divisible par 3. Si n devient égal à 5, les binômes de la 

forme pm — p~m se réduiront, au signe près, à l ’un des suivants,

pl —  p4 =  p’ —  P"1» P* —  P3 =  P® —  p—2,

et le produit de ces deux derniers binômes, savoir 

(P1 —  P4) (p1—  P3) =  p2-l· p3—  p —  pS 

représentera encore, au signe près, la somme alternée

ffi=p +  p3— p5— p3,

qui pourra s’écrire comme il suit :

dD =  (p‘ — p - ‘ ) (p3— p~)

J’ajoute qu’il en sera généralement de même, et que, pour une valeur 

quelconque du nombre premier n, la somme alternée œ pourra être 

réduite au produit tt’ déterminé par la formule

(3) *  =  (p‘ -  P"1) (P* -  P~'} · · p - (n- s>)·

Effectivement, ce produit, égal, au signe près, au suivant,

/  n  —  1 n - h l \

(p1 — P")(ps— p"_i) · ·  Ap  2 —  p s )>

changera tout au plus de signe, quand on y remplacera p par pm, attendu 

qu’alors les termes de la suite

p, ph p3, . . . ,  p«-1

se trouveront remplacés par les termes de la suite

n rn rfitn. A 3 m
Y  y _ Y  9 Y  9 · · · 9 P 9
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qui sont les mêmes,  à l ’ordre près, et chaque binôme de la forme

pl —  p~!

par un binôme de la même forme

Donc le produit <3? ne pourra représenter qu’une fonction symétrique 

ou une fonction alternée des racines primitives de l’équation (i). Donc 

il sera de l’une des formes ^

a, a

a désignant une quantité entière positive ou négative, et son carré tf2 

sera de l’une des formes
a2, a2®2.

Comme on tirera d’ailleurs de l’équation ( 3), non seulement

$  =  p l + 3 + 5 + . . . - H n - i )  ( j  _  p - 2 )  ( i  —  p - 6 ) .  . . ( i  ----  p - ! ' “ - 2) ) ,

ou, ce qui revient au même,

*  =  P ^  (» -  P"-2) (i -  P"-6 )· · · (i -  P4),

mais encore

ÇP=  (— ,)* p  ̂ 2  ̂ O — p2) ! 1 — p6)···(» — p"-4),

et par suite

n —  î

(—  I)“ (| —  P2) (I —  P4) (I —  p6) . . · (I —  P"-6 ) (I —  P'1“ 4) (i —  p " - 2)

=r(— l ) ~ ( l  — p)( l  — P! ) . . . ( l  — p»-1) 
n  —  1

=  ( - 0  2 «>

il est clair que f 2, n’étant pas de la forme a2, devra être de la forme 
a2®2. On aura donc

n  —  l

(4 ) (— 1) 2 n =  a2® 2, Æ =  a'JD.

Or, <P2 ne pouvant être qu’une fonction symétrique de p, p2, . . . ,  p"~‘ ,
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et par conséquent un nombre entier, la seule manière de vérifier la 

première des équations (4 )  sera de poser

On aura donc 

par conséquent

n  —  1

a2— r, (D2 — (— i) 2 n. 

a =  ±  i,

(5) Æ =  ±(B;

et toute la difficulté se réduit à déterminer le signe qui doit affecter le 

second membre de la formule (5). Or, si, dans la somme alternée

® =t p* +  p*'-t- p*"-f-. . . — p*— pÆ'— p*"-- . . . ,

on remplace généralement

P' Par. [ £ j

cette somme sera remplacée elle-même par la suivante,

(mod. n),

tandis que la somme alternée CD se changera en

— (« — i) =  i (mod.«).

Donc, pour décider si, dans la formule ( 5), on doit réduire le double 

signe au signe 4- ou au signe — , il suffira de chercher la quantité en 

laquelle se transforme le développement de <8, quand on y remplace

chaque terme de la forme p' par |^J> et de voir si cette quantité,

divisée par n, donne pour reste - i o u +  i. Or, comme le développe

ment de <8 se composera de termes de la forme

-+ -  0 ± l d = 3 ± 5 ± . . .— P >

le signe qui précède p étant le produit des signes qui, dans l’exposant 

de p, précèdent les nombres i,  3, 5, . . . ,  la quantité dont il s’agit sera
OEuvres de C. — S. 1, t. III. * 43
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la somme des expressions de la forme

le signe placé en dehors des parenthèses étant le produit des signes 

placés au dedans. Elle sera donc équivalente, suivant le module n, à la 

somme des expressions de la forme
n  — 1

(6) ± [ ±  i ±  3 ±  5 ± . . ·. ±  (n  —  2)] 2 .

Ainsi, en particulier, elle sera équivalente, pour n =  3 , à

i 1— (— i ) ‘ = 2 s — i (mod .3);

pour n =  5, à

(n -3 ) 2+ ( — i — 3)2— (— 1 +  3)2— (i — 3)2 =  4 =  — i (mod. 5).

D’ailleurs, si l ’on suppose le nombre des lettres a, b, c, . . .  égal à m, 

la somme des expressions do la forme

(7) ±  ( ±  a  ±  b ±  c ± . .

développées suivant les puissances ascendantes de a , b, c.........ne

pourra renfermer aucun terme dans lequel l’exposant de a, ou de b, ou 

de c, s’évanouisse. En effet, comme, dans cette somme, deux expres

sions qui ne différeront l’une de l’autre que par le signe placé devant 

la lettre a, présenteront, en dehors des parenthèses, des signes con

traires, elles fourniront deux développements, dont les divers termes 

se détruiront mutuellement, à l ’exception de ceux qui renfermeront 

des puissances impaires de a. Donc, chacun des termes qui resteront 

dans la somme dont il s’agit sera proportionnel à une puissance 

impaire de a ; et, comme il devra être, par la même raison, propor

tionnel à une puissance impaire de c, . . . .  il est clair que, dans un 

terme conservé, ces diverses puissances, dont les exposants auront 

pour somme le nombre m, devront toutes se réduire à la première 

puissance, et chaque exposant à l’unité. Donc, les seuls termes qui ne 

se détruiront pas les uns les autres, seront les termes proportionnels
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a b c . ..

de toutes les lettres a, b ,c, . . . ;  et, puisque chacune des valeurs de 

l’expression (7) offre dans son développement un semblable terme, 

précisément égal au produit

( 1 . 2 . 3 . .  , m ) a b c . . . ,

il suffira, pour obtenir la somme de ces valeurs, de multiplier leur 

nombre i m par ce même produit. Do'nc la somme des valeurs de l’ex

pression (7) sera
2m(i . 2 . 3 . .  , m ) a b c . . . .

Si maintenant on remplace

par les nombres 

le produit 

deviendra

a, b, c, . . .

1, 3, 5, . . . ,  2m — 1,

2"‘(i .2.3...  m)abc...

2m(i . 2 . 3 . . .  77i ) i . 3 . 5 . .  .(2 îïi —  i) =  i . 2 . 3 . 4 - . . 2 / n .

Donc, en écrivant n 1 au lieu de m, on reconnaîtra que la somme 

des expressions (6) a pour valeur le produit

1.2 .3 . ..(n — 1) =  — 1 (mod.n).

Donc <g se transformera en une somme équivalente à — 1, si l ’on y 

remplace généralement

P' Par [ ï ï ] ;

d’où il suit que l’équation ( 5) devra être réduite à

( 8 ) =

En d’autres termes, on aura

(9)
( p '  —  p - ‘ ) ( p 3 — p - 3 ) . . . (  pn~2 —  p - ( » - î )  )

=  p/l+  p h ' +  p h" 4-  . . . —  Pk —  P k ' — p k" . . .,
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h, h', h", . . .  étant les résidus quadratiques, et k, k', k", . . .  les non- 

résidus quadratiques inférieurs au module n. On së trouve ainsi ramené  
à la belle formule que M. Gauss a donnée le premier dans le Mémoire 

intitulé: Summalio serierum quarumdam singularium, et qui convertit 

la somme alternée

(0 =  pA -+- p h' -h  p ,l': -+■. . . —  p* H- p*' -+- p4'". . . ,

dont le carré ®2 vérifie l’équation
n — 1 .

(10) i) 2 n,

en un produit de la forme

( p 1 — p - 1) (p3— p - 3) . . . ( p » - s— p - ( " -2 ) ) .

Or, cette conversion une fois opérée, il devient facile, comme l’on sait, 

d’assigner, dans tous les cas, la valeur exacte de la somme alternée ©. 

On y parvient, en effet, comme il suit.

Observons d’abord qu’en vertu des formules

p / ( - 2 _  p - ( n - 2 ) _ — (p! —  p - 2), p*“ 4— p - ( n - u  — _  ( p ( _  p'-4), . . . ,

le premier membre de l’équation (9), ou la valeur de la somme ffi, se 

réduira' : i° si n est de la forme 4# H- 1, à

(11) (®==(_ I ) V (p1_ p - 1)(p! _ p - 2) i . . ( p V _ p - V ) .

2° si n est de la forme 4^ 4- 3, à

(.2) ® =  ( - l ) ~ ( p > - p - ‘ )(p3- p - 3) . . . ( p ^ J - p ~ V ) >

attendu que le nombre des entiers pairs, et inférieurs à ^n, sera

\ n — i n — 1

et
2 2

2 \  2 J 4

SI

SI
n —  1

est pair,

est impair.

— y/̂ 1 _ n »

D’autre part, si l’on pose 

( 13 )

2
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on en conclura généralement

(i4) p'— P"1— 2 sin — l ;

et il est clair que, pour toute valeur de l  inférieure à  ̂ n, le coefficient

de sj — i, dans le second membre de l’équation ( i4 ). sera une quantité 

positive. Enfin, l’on tirera de l’équation ( i4) : i° en supposant n de la

forme

(*5)
( p 1 — p “ ‘ ) ( p ' - r ’ ) - - A p

/> —i n — l
2 _ A IT"

n— 1 n — 1 / _2TT_... 47T
=  (— ( ) *  2 ! sin —  s i n —  • • s i n --------- ;' a n  n

2° en supposant n de la forme l\x 3,

(16)
ti —  3 n — 1

. 27T . 4 tT
=  ( — i) k 2 2 s i n — s i n ---- • • s i n --------

' n n n v ~ .

Donc, si l’on attribue à p la valeur que détermine l’équation ( i3), on 

tirera des formules (i i) et (12) : i° en supposant« de la forme [\x 4 -1,

n — i

( ' 7 )
„  ~r~ . 2 7T 4^
03 =  2 sin —  sin —  · 

n n
sin

20 en supposant n de la forme t\x +  3 ,

n — 1

( . 8 )
27T . 4^

03 =  2 2 sin —  sin  · 
n n

sin V=ri

Or, en substituant l’une de ces dernières valeurs de la somme alternée 

© dans la formule (10), on en conclura que le produit

n —r r
-T- . 27T . 4TC · 22 2 sin —  sin — · · · sin--------n n n

a.pour carré le nombre n. Donc ce produit, qui ne renferme que des
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facteurs positifs, sera lui-même positif, et égal à ri1. On aura donc, quel 

que soit le nombre premier n, pourvu qu’il surpasse 2,

n — 1
n— 1 /  " 1 " 7T 1

/ V . 27T . 4 ^  . 2  r(iq) 2 À sin—  sm —  • ••sin--------=  /r, ̂ n n n

et, par conséquent, les équations (17), (18) se réduiront, la première 

à
1

( 2 0 )  (D =

la seconde à
1 ____

(21) · (B =  n* y/— 1 ;

en sorte que l’une et l ’autre seront comprises dans la formule

( 2 2 )  ®  =  r i  ( \ / —  i ) (  s ■

Si maintenant on veut obtenir la valeur de ® correspondant à la 

valeur de p que détermine, non plus la formule ( i 5), mais la suivante,

2W7C
(23) p =  e n \

m étant un entier quelconque non divisible par n , il suffira évidem

ment de remplacer, dans la valeur de ® que fournit l’équation (22), 

p par pm, ou, ce qui revient au même, il suffira de multiplier cette 

valeur par

H ·

Donc, lorsque la valeur p sera donnée par l’équation ( 23), m étant 

premier à n, la valeur de la somme alternée ® deviendra

Les formules (21), (24) s’accordent avec les formules ( 52), ( 54) de 

la Note précédente ; et cela devait être, puisqu’en vertu de la formule
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( 5i) de la même Note les sommes désignées par û  et par <B sont tou

jours égales, quand, n étant un nombre premier impair, p désigne une 

racine primitive de l’équation (1).

Il n’en serait plus de même si, dans les sommes O et ®, on rempla

çait p par la racine non primitive de l’équation (1), c’est-à-dire, par 

l’unité, puisqu’alors évidemment la somme O se réduirait au nombre 

n, et le second membre de l’équation (2) à zéro.

Les formules (22), (24) une fois établies pour le cas où n désigne 

un nombre premier supérieur à 2, il est facile de les étendre au cas où 

n désigne un nombre impair composé de facteurs premiers inégaux. 

Ainsi, en particulier, soit
n =  V'/ ;

et supposons que, ij, V) étant des racines primitives des deux équations

( 2 5 )  x ’̂^ i ,

l ’on pose

( 2 6 )  p =  fy .

p sera une racine primitive de l’équation (1); et, si l’on nomme

©, A, A'

trois sommes alternées, formées avec les racines primitives des trois 

équations
x n =  i , x'* — 1, xv' =  1,

de telle manière que, parmi les termes affectés du signe( -H, on trouve 

dans la somme alternée ffi le terme p, dans la somme A le terme £, dans 

la somme A' le terme Y], on aura, en vertu des principes établis dans la 

Note VII,

( 2 7 ) ffi =  AA'.

Soit d’ailleurs m un nombre entier, premier à v et à v', par conséquent 

premier à n ; et supposons que, dans les sommes alternées

©, A, A',
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on remplace
' p> l,  ̂ -

par

Les valeurs de
p"1,. lm, Y)"1.

CD, A, A'

ne cesseront pas de vérilier la condition (27) ; et, comme, en vertu 

des principes établis dans la Note VIII, les valeurs de

A, A'

se trouveront multipliées par les quantités

[ ? }  [ ? ] ·
dont chacune se réduit, au signe près, à l’unité, la valeur de © se trou

vera multipliée par le produit

[ ? ] [ ? ]  =  [ ? ] ·
Donc, la substitution de pm et p changera ou ne changera pas le signe 

de la somme alternée ©, suivant que le nombre rn vérifiera la première 

ou la seconde des conditions

m
n =-■ · H

Concevons, à présent, que l’on pose

1.

? =  e v , n =  e v~ V' v

l’équation (26) donnera

P — e
2 7T ( V — V ')  / --------V — t

et, comme on aura, en vertu de la formule (22),

1 _____ / v - i y  1 _____ / v ' - i y
A =  v2 (y/— i)'· 3 ' ,  A/,=  v'3 (y/— i e  2 ' ,

on conclura de l’équation (27)

1 / v —1\» / v '  — i y
(D =  nï(N/37 )(—( 2 8)
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ou, ce qui revient au même,

v —1 v' — 1 1  _____  / v —v*\a
( 2 9 ) © =  ( - 1 ) *  2 ),

attendu que l’on a identiquement

+
V —  I v ' —  I 

2 ’ 2

11 y a plus : comme les nombres

dont la somme

V —  v'

2
et

(v — i) (v'— i) 

2

est divisible par 2, seront tous deux pairs ou tous deux impairs, on 

aura

■ ) =

Donc la formule (29) pourra être réduite à

v —1 v1—1 1 ____  / n—i y
(3o) CO =  (— 1 ) 2 2 2 ' ·

Cette dernière équation suppose que, dans la somme alternée ®, l’un 

des termes précédés du signe +  est

2 TT ( V -K V' ) -...........v'—1

Si à la valeur de ffi, fournie par l’équation ( 3o), on veut comparer celle 

qu’on obtiendrait en prenant pour l’un des termes précédés du signe 4- 

la valeur de p déterminée par la formule

on conclura des observations précédemment faites que chacune de ces 

deux valeurs de © est le produit de l’autre par l’expression

m = [ ^ ] · = [ ; ]  [ ? ] = < - > -
Œ u vres de C, —  S. I, t. III. A4
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Donc, puisque la première valeur est donnée par la formule (3o), 

la seconde sera fournie simplement par l’équation

(3i) ©  =  « 2( v / - i ) ^  2 > ;

et si, au lieu de poser

on pose plus généralement

- n. 1

V 1

on devra multiplier par 

qui deviendra

m

n

(3 a )  . CiD =

le second membre de la formule (3i),

-, 1 /n-J\*
-  /î  (v/·— ï) 2 ' .n ' ' '

Les formules (31 ) et (3a) ne sont autre chose que les formules (22) et 

(24), étendues au cas où n est le produit de deux facteurs impairs et 

premiers v, v'. Il y a plus: les raisonnements dont nous avons fait usage 

suffisent pour étendre les formules (22), (24) au cas où n est le pro

duit de deux facteurs impairs quelconques, pourvu que ces facteurs 

soient premiers entre eux, quand on suppose ces mêmes formules 

séparément vérifiées pour des valeurs de n représentées par chacun de 

ces facteurs. Donc, puisque,

v, v', v", . . .

étant des nombres premiers impairs, les formules (22), (24) se véri

fient quand on prend

;i =  v, n —  v', n =  v", . .  .,

elles se vérifieront quand on prendra pour n le produit vv' de v par v', 

ou le produit v v'v" de vv' par v",. . . ,  et par conséquent lorsqu’on pren

dra pour n le produit de tous les facteurs premiers v, v', v", —

En résumé, si, n étant un nombre impair, et le produit de facteurs 

premiers inégaux, co représente une somme alternée, formée avec les
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racines primitives de l ’équation (i), de telle manière que l’un des 

termes précédés du signe +  soit la valeur de p déterminée par la for

mule

et si d’ailleurs la somme ffi est une fonction alternée des racines primi

tives, non seulement de l’équation (i), mais encore de chacune des 

équations que l’on pourrait obtenir en remplaçant successivement 

l’exposant n par chacun de ses facteurs premiers, on aura : i° en sup

posant n de la forme L\x 4- i ,
1

( 3 3 ) îjO =  /i“2j 
*

2° en supposant n de la forme l\x 3,

1 __
( 3 4 ) ■ ® =  r t V - i .

Mais si, dans la somme alternée ®, l’un des termes positifs est celui 

que détermine la formule

on aura : i° en supposant n de la forme L\x -t- i ,

(•35)
1

2° en supposant n de la forme L\x +  3,

(36) \J — i .

Il sera maintenant facile do déterminer complètement, dans tous les 

cas possibles, la valeur d’une somme alternée ©, formée avec les 

racines primitives de l’équation (i). Considérons particulièrement le 

cas où la somme © est une fonction alternée des racines primitives, non 

seulement de l’équation (i), mais encore de chacune des équations 

qu’on peut obtenir, lorsqu’après avoir décomposé l’exposant n en fac

teurs premiers entre eux, on remplace successivement «par chacun
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de ces facteurs. Alors, d’après ce qui a été dit dans les Notes VII, VIII, 

IX, pour que la somme © ne soit pas nulle, il faudra que, les facteurs 

impairs et premiers de.« étant inégaux entre eux, le facteur pair, s’il 

existe, se réduise à l’un des nombres

4, 8;
et l ’on aura, ou

( 3 7 ) (Q2= n ,  f f i = ± « ,

ou bien
1

(38) ©* = — n, © =  ±  n2 y' — 1,

les formules (37) devant se vérifier, par exemple, quand n est de l’une 

des formes
[ \ x  +  i ,  4(4# +  3),

et les formules (38), quand n est de l’une des formes

l\x  -h 3 , 4 (4 « +  i)· ‘

Nous avons d’ailleurs donné (p. 296, 297) les conditions auxquelles 

doivent satisfaire les exposants

A, h', h", . . .
dans la formule

© =  p*4- p/j'+  p/l” +  . . .—  p k—  p ,c'—  p*’ —. . .,

lorsqu’on en déduit les formules (37) ou les formules ( 38), et que le 

groupe des exposants
h, h', h", . ..

renferme l’unité. Or, de ces conditions on déduira sans peine, à l ’aide 

de raisonnements semblables à ceux dont nous venons de faire usage, 

les conclusions suivantes :

D’abord, si l’on suppose n impair, et

P -
Î2/TÎe n y

la seconde des formules (37) se réduira simplement à la formule (33),
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et la seconde des formules (38) à la formule (34). Alors aussi, en pre

nant, non plus

mais

et supposant m premier à n, on obtiendra, comme on l’a dit, non plus 

l’équation (33) ou (34), mais l’équation (35) ou (36).

Supposons à présent que, le facteur pair de n étant le nombre 4> on

désigne par u le nombre premier ou non premier^, par

a, ç, p =  « s

des racines primitives des trois équations

p =  e n

p =  e n f =ï

enfin par
æi= i ,  æ')= i ,  ¿en =  i,

A, A', ®

des sommes alternées, formées respectivement avec ces racines, de 

manière que, parmi les termes précédés du signe -4-, on trouve dans la 

somme A la racine a, dans la somme A. la racine ç, dans la somme © la 

racine p. Si l’on pose
i_ 11 »

on aura, non seulement
27T r—
—  ( y - f - 4 )

mais encore

A =  a  —  <x3 =  2 \f— ï ,  A'rr u5 ( s / —  l)  ̂ 2 \  

et par conséquent

(3g). ffi =  AA'= ^ ( vCT7)1+( ~ ) .

Pour savoir si cette dernière formule fournit ou non la valeur de ®, 

relative au cas où l’un des termes affectés du signe -+- se réduirait à

— yCTp =  e n
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il suffira d’examiner si l’exposant u +  4 doit être censé ou non faire 

partie du même groupe que l’unité. Or, comme l’expression

se réduit évidemment à

il suffira d’examiner si u -f- 4» divisé par 4. donne pour reste i ou — i . 

Le premier cas a lieu lorsque 0 = 7  est de la forme i\x —t— 1 ; le second 

cas, lorsque n est de la forme l\x +  3 ; et par suite, en supposant, dans 

la somme <D, l’un des termes positifs réduit à

on obtiendra pour cette somme, dans le premier cas, la valeur qui 

détermine la formule (39), savoir,

1 __ OLzlY 1 __
CD —  ( s /  —  1 ) \ 2 ' =  n *  \ J —  1 ,

et dans le second cas, une valeur qui différera seulement par le signe 

de celle que donne la formule (3q), savoir, la valeur

1 ______ / u - i y  1
®= — / ÿ t y n r y n  2 ) — n\

Donc, si le facteur pair de n se réduit à 4» la supposition

• p  =  e "  v

reproduira encore, ou la formule (33) lorsque ^ sera de la forme

4a?-t-i, ou la formule (34) lorsque ~ sera de la forme L\x -t- 3. Quant 

à la supposition
Lüi/rï 

p —  e n *

elle reproduira, pour la somme soit la valeur que détermine la for-
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mule (33) ou (34), soit cette valeur prise en signe contraire, suivant 

que l’exposant m fera ou non partie du groupe A, K, h", qui est 

censé renfermer l’exposant i.
Supposons enfin que, le facteur pair de n étant le nombre 8, on 

désigne par u le nombre premier ou non premier par

«, ç, p =  «s

des racines primitives des trois équations

et par
X n — \,

A, A', (0

des sommes alternées, formées respectivement avec ces racines, de 

manière que, parmi les termes affectés du signe h- ,  on trouve dans la 

somme A la racine a, dans la somme A' la racine ç, dans la somme © la 

racine p. Si l’on pose

on aura non seulement

mais encore
P =

5TC

en
(U + 8)V-1

Alors aussi, quand la somme alternée A différera de zéro, elle sera, ou 

de la forme
1

(40) A =  a +  a1 — ex3— a6=  2 ( oc +  a7) =  4 cos  ̂=  82, 

ou de la forme
__ 1 __

(41) · A =  a a3— a8— a7 =  2(a 4- a3) =  4 sin s/ — i =  82 \J— i,

et l’on aura, dans le premier cas,

(42)

dans le second cas,

(4 3 )

© =  AA'— n2(\/— i)̂  2  ̂ , 

Œ» =  AA'= (v/=r7)1·'' C ^ ) ’.
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Pour-savoir si les formules (4a) et (43) fournissent ou non les 

valeurs de Œ>, qui sont relatives au cas où l’un des termes affectés du 

signe -+- se réduirait à

p =  e n ,

et qui d’ailleurs diffèrent de zéro, il suffira de voir si, dans chacune des 

valeurs de ffi, les termes p, p'J+4 sont affectés du même signe, ou, ce qui 

revient au même, si l’exposant u + 4  fait partie du même groupe que 

l’unité. Or, d’une part, l ’expression

et, d’autre part, u -t- 8, divisé par 8, donnera le même reste que u, 

savoir : un reste représenté ou non par l ’un des nombres i, 7, suivant 

que l’expression

aura pour valeur +  1 ou —  1 ; ou bien encore un reste représenté ou 

non par l’un des nombres 1, 3, suivant que l’expression

se réduit évidemment à

( - 0

aura pour valeur +  1 ou -  1. Donc, puisque l’on a

(_,) . (_ ,)  * = ( — ip 2 > = ( — 1) 2 ,
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que détermine l’équation (42) ; mais, dans la valeur de la ,mêmê 

somme, déterminée par l’équation (43), ils seront affectés du même

signe ou de signes contraires, suivant que sera pair ou impair.

Donc, si, en supposant

on affecte du signe H-, dans la somme alternée CD, toute puissance de p 
dont l’exposant h vérifie la condition (g) ou (10) des pages 296, 297,

on aura, en vertu de la formule (42) : u0 quand u =  |  sera de la 

forme t\x + 1 ,
1

Œ> =  n1 ;

20 quand  ̂sera de la forme l\x -+- 3,

1
CD := n* \J— 1 ;

et si, en supposant toujours

p =  e n ,

on affecte du signe + ,  dans la somme alternée CD, toute puissance de p 
dont l’exposant h vérifie les conditions (11) ou (12) de la page 297,

on aura encore : i° en vertu de la formule (43), quand u =  ^ sera de la 

forme l\x -+- 1,
1 __

(D =  n? — 1 ;

20 quand u =  -¡j sera de la forme l\x h- 3,

(D =  n2.

Si, dans la somme D, formée comme on vient de le dire, on remplaçait 

la racine primitive

par la racine primitive
p =  e ' 1

p =  e n. 17. T

OEuvres de C. —  S. I, t. III. 45
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m étant premier à n, cette somme conserverait le même signe avec la 

même valeur, ou bien elle changerait de signe, suivant que m serait ou 

ne serait pas un dos exposants h compris dans le groupe qui renfer

mait l’unité.

Il importe d’observer que les conclusions diverses auxquelles nous 

venons de parvenir, en supposant successivement le nombre n impair, 

puis divisible par 4, puis divisible par 8, se trouvent toutes renfermées 

dans un théorème général, qu’on peut énoncer simplement comme il 

suit :
*

T héorème. — Soit © une fonction alternée, formée avec les racines 

primitives de l ’équation (i), et de manière à vérifier la formule

(D =±n.

Si l ’on suppose que, dans la somme alternée ©, l ’un des termes précédés 

du signe +  soit la racine primitive

on aura simultanément : ou

ffis=  n
ou

—
p =  en

1
et © =  n?, 

1
ffi! =  — n et =  — i;

en sorte que la valeur de © sera toujours fournie par l ’une des équa

tions (20), (21) ou (33), ( 34).

Exemples. — En prenant 

on trouvera
a 5T '/- 1n — i, p =  e 1 ,

© =  p — p*= 1 sin ^  sj— 1 =  3'2 j — 1.

En prenant 

on trouvera
n — 4 , p =  e .S/=ï
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En prenant 

on trouvera :

ou

• 2 Te , — T 7X

n =  8 , ■ p =  e 8 =  e4 ,

1
CD =  p -+- p7 — p3 — p5 =  '4 cos| =  82

* 7£ __ _ 1
® =  p +  p3—  p5— p7 =  4 sin 7- y/_ I —  8 y :

En prenant
, T* ^n =  2 4 , p =  e 3‘ =  e12 ,

on trouvera : ou

ou

CO =  p +  p5 -t- p7+  p11 —  p13 —  p17—  p19 —  p23 

=  (p3 - p 13) ( p 3 + p 2l - p 9 - p 15)

=  2̂ s in ^ \ /— i j ^4 cos =3* 82\/— î =  24s \/ — 1,

CD =  p H- p5 -t- p19-i- p23— p7 — p1 1 — p13— p17

=  (p8—  P16) (p15+ p 21 — p3 — p9)

=  ^ .2 s i n ^ v /— ^  ^— 4 sin ^  == 32 82= : 242.

Nota. — Si, dans la somme alternée CD, formée comme on vient de le 
dire, on supposait précédé du signe -+- le terme représenté, non par la
racine primitive

/

mais par la suivante

m étant premier à n ; alors la somme alternée CD offrirait ou la valeur 
que fournit le théorème énoncé, ou cette même valeur prise en signe 
contraire, suivant que le nombre m ferait ou non partie du groupe des 
nombres ci-dessus représentés par

h, h’ , h", . . .

(voir, pour la détermination de ces mêmes nombres, les pages 296 

et 297).

X-Zj=i

HniTi .—
p =  e n \
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Nous terminons cette Note par une observation qui n’est pas sans 

importance.

Supposons que, dans le cas où l’on prend

— / ï̂ 
p =  e "  ,

la somme alternée

(44) <0 =  p/l-H pA'-t- p * 'H - . . .  — pk — p*'— p*" — . ..

vérifie l’équation
(03 =  ±  n ;

la même équation sera encore vérifiée quand on prendra

Üîii v/~ 
p =  e n

si m est premier à n. Mais, si m cesse d’être premier à n, alors en 

prenant
i

p — e n ,
on trouvera toujours

(45) ® =  o,

comme on va le faire voir.

Pour que la somme Œ> vérifie l’équation

(0î =  ±  n ,
I

il est nécessaire, comme on l’a dit, que les facteurs impairs et premiers 

de n étant inégaux, le facteur pair, s’il existe, se réduise à l’un des 

nombres
4, 8.

D’autre part, lorsque dans la formule

m cessera d’être premier à n, p deviendra une des racines non primi

tives de l’équation
x" — 1 .
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Donc alors, si n désigne un nombre premier impair, ou le nombre 4» 

ou le nofnbre 8, p se réduira, dans le premier cas, à l ’unité ; dans le 

second cas, àVunc des racines

de l’équation
I,

x- — i;

dans le troisième cas, à l’une des racines

+  I| — — \J^l

de l’équation
x 1· =  i.

Or, dans ces trois cas, la formule (2), que l’on doit, en supposant le 

terme p précédé du signe + ,  réduire, pour n =  4» a

. ® =  p -  pS

et pour n =  8 à l ’une des suivantes

<£> =  p 4 -p7— p3— pV (D =  p - t -p 3— p5— p7,

donnera évidemment
® =  0.

Si maintenant on suppose

n — v v' v". . . ,

v, v', v",. . .  étant des facteurs dont chacun se réduise à un nombre 

impair et premier, soit à l’un des nombres 4. 8 ; alors la racine primi

tive

p —  en

pourra être présentée sous la forme '

p =  £nÇ.. . ,

V), . . .  désignant des racines primitives propres à vérifier respecti
vement les équations

x ' — l ,  X ^ ' — ï ,  X V' = l ,
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et la somme ©, formée avec les puissances de la racine primitive p, 

sera le produit des sommes alternées

A, A', A",

respectivement formées avec les puissances des racines primitives

£» *)» K, —

Or, remplacer, dans la somme alternée

ffi =  AA'A'..'.,

la racine primitive

? =  <

par la racine non primitive

revient à substituer, dans la somme ©, le produit

p ,n ~ .

au produit
p =  £nÇ...;

par conséquent à substituer, dans les sommes A, À', A", ...»

l'n à l  Y)"1 à y), K"1 à Ç,

Or, en vertu de ces dernières substitutions, une ou plusieurs des 

sommes
A, A', A". ...

s’évanouiront, suivant que le nombre rn cessera d’être premier à un ou 

à plusieurs des facteurs

donc aussi la somme

y ,  v ',  v " ,

© =  AA'A"...

s’évanouira elle-même, et l ’on pourra énoncer généralement la propo

sition suivante :
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T héorème II. — Soient p une des racines primitives de l ’équation

x n — I 
et

(46) CD —  ph +  p,l' +  ph" 4 - . . .  —  pk—  pk' —  pk"...

une somme alternée de ces racines qui vérifie la condition

Si, dans celte somme alternée, on substitue à la racine primitive p une 
racine non primitive, en prenant par exempte

latüxrî
p — e n ,

et supposant que le nombre m cesse d'être premier à n, la valeur de la 
somme CD, que déterminera la formule ( i  i ) ,  sera

CD =  o.

NOTE X I I .
FORMULES DIVERSES QUI SE DÉDUISENT DES PRINCIPES ÉTABLIS 

DANS LA NOTE PRÉCÉDENTE.

Soient toujours :

n un nombre entier quelconque ;

h, k , l , . . .  les entiers inférieurs à n et premiers à n ;

p l’une des racines primitives de l’équation

(  I  )  X n — l  '

et

( 2 ) (D =  p /l - h  p h’ - l ·  p /l" +  ■ ■  · —  p k —  p k ‘ —  p k" — . . .

une somme alternée formée avec ces racines primitives, les entiers

h ,  k ,  l ,  . . .
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étant partagés en deux groupes

h, h', h", . . .  et k, k', k", ..

de telle manière qu’un changement opéré dans la valeur de la racine 

primitive p puisse produire un changement de signe dans la somme ®, 

sans avoir jamais d’autre effet sur cette somme, et que l’unité fasse 

partie du groupe
h, h', h", . . . .

Enfin, considérons spécialement le cas où la somme ® vérifie la con

dition

( 3 ) (B5 =  ±  n ;

c e  q u i  s u p p o s e  les  f ac t e u r s  i m p a i r s  d e  n i n é g a u x ,  le f a c t e u r  pa i r ,  s ’ il 
existe, étant l’ un des nombres 4, 8. Si l’on pose

ÎZj=Tl
(4) P =  e "  >

on aura, en vertu du premier théorème de la Note précédente : ou

I
(5) ®2= n  et ® «2,

ou
1

(6) =  — n et (0 n} \J— i ,

les équations ( 5) étant relatives au cas où n est de l’une des formes

4(4^ h- 3), 8(4#~f-0 ,

et les équations (6), au cas où n est de l’une des formes 

4#-t-3, 4 ( 4 ¿K? -i- I ), 8(4a?-t-3).»
D’ailleurs, en vertu des formules (3), ( 4), la seconde des équations ( 5) 

donnera-

2 A'TT 2 k'-Tt 5
cos------- cos---------. . .  — n\n n

. 2 kiz . ik 'r .  
s m ---------—  s m -------------------. .  . =  o ;

2 /¿7T 2 /i'7T
COS--------h COS-

( 7 )
n n

. ihiz . ih  %
s i n -------------1-  s m ----------n n n n
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et la seconde des formules (6 ) donnera

361

( 8 )

ilnz ih 'u ik-K 2k tccos------- h cos---------h. . .  — cos--------- cos-----------. . .  =  o,n n n n

. ihn . 2 h 71sin--------1- sin------n n
. 2kn . 2k'n -sin--------- sin----------- .. . =  n\

Il y a plus : si, m étant un nombre impair premier à n, on pose

2 m  7 Z  j —

(9) P = e  “

alors, en désignant par tw un coefficient qui se réduise à

-1- i o u à — i,

suivant que le nombre m fait partie du groupe

/(, h', h", . . .

l· y yA ,  A  ,  A  ,  ·  ·  * >

on aura, en vertu des principes établis dans la Note précédente : ou

ou du groupe

( 1 0 )

et, par suite,

( I I )

® =  lm V?,

2mh-K 2mh''K 2/nkit 2mk'v:
cos-------- f- cos--------+ . . .  — cos---------- cos--------

2 m h 7r . 2 m h'usin-----------h sin--------- 2m kn . 2 m k' ttsin------------ sin-----------

OU

( 1 2 )

et, par suite,

(i3)

(B =  <-m W2 S/- 1 ,

2inhit 2mh,'Kcos-----------h cos---------

2inhn . 2mh tïsin-----------h sin---------n n
OEuvres de C. —  S. I, t. III.

2m kn 2mk'n
■ C O S -------------------- C O S ---------------- - .

n n

2mk'n2mkn. — sin------------ cos
n · — <■mn*. 

46
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On aura d’ailleurs : i° si « est impair,

(*4)

2° si n est divisible par 4, mais non par 8,

3° si n est divisible par 8, et de la forme 8( 4# + 1 ), la valeur © étant 

fournie par l’équation (io), ou de la forme 8(4# h- 3), la valeur de © 

étant fournie par l’équation (12),

4° enfin, si n est divisible par 8 et de la forme 8(4# H- 3), la valeur 

de æ étant fournie par l’équation (10), ou de la forme 8(4#-l·- 1), la 

valeur de © étant fournie par l’équation (12),

(17)

M. Gauss est parvenu le premier aux formules (11) et ( i3), qu’il a 

données en 1801, dans scs Recherches arithmétiques [§ 356], pour le 

cas où n est un nombre premier, mais sans déterminer le signe du 

coefficient im, dont la valeur numérique se réduit à l’unité. C’est dans 

le Mémoire intitulé Summatio serierum quarumdam singularium que le 

même géomètre, en reproduisant les formules (11) et ( i 3), les a dé

duites d’une méthode qui lui a permis de fixer le signe de im.

Si, dans la valeur de p, que fournit l’équation (9), le nombre m 

cessait d’être premier à n, alors, en vertu du théorème II de la Note 

précédente, la somme alternée ©, que détermine la formule (2), se 

réduirait à

( . 8 ) © =  o;
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et, par suite, on aurait simultanément

(19)

cos ■

sin

2 m  h  TT 

n
2 m in e  

n

COS ■

sin

2 m  h ' T: 

n
2 m  h '  71 

n

COS·

H- . . . — SI 11

2 m  k  T. 

n
2 m  k r .  

n

COS ■

sin

2 m  k ' 7T 

n

2 m  k '  7i  

n

. =  0 ,

— . . . =  o.

Donc, si l’on veut étendre les formules (11) et ( i 3) au cas où les 

nombres m et n cessent d’être premiers entre eux, il suffira d’ad

mettre que, dans ce cas, la valeur du coefficient représenté par im est 

nulle et vérifie L’équation

(  2 O ) t  m  nz: O.

r
Avant d’aller plus loin, nous rappellerons ici qu’en vertu des con

ditions énoncées à la page 296 et à la page 297, les deux nombres

1, n — j= — 1 (mod.n)

et, par suite, les deux nombres

l, n — 1 =  — l (mod./î),

l étant inférieur à n, mais premier à n, appartiendront à un seul des 

deux groupes

h, h', h", . . .  et k, k’, k", . . . ,

ou l’un au premier de ces groupes, l’autre au second, suivant que la 

somme alternée æ sera déterminée par la formule (10) ou par la for

mule (12). Donc, si l’on représente par

h, h', h", . . .  ou par k, k', k\ ...

les seules valeurs de h ou de k inférieures à  ̂n, alors, dans la somme

alternée ® que détermine la formule (10), le système entier des valeurs 

de h pourra être représenté par

h, h', h " ,  . . . ,  n —  h, n —  h ',  n — h", . . . ,

et le système entier des valeurs de k par

k, k', k\ . . . ,  n — k, n — k', n — k", . . .  ;
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mais, au contraire, dans la somme alternée © que détermine la for

mule (12), le système entier des valeurs de h pourra être représenté 

par
h, h', h", . . . ,  n —  k, n —  k', n —  k", . . . ,

et le système entier des valeurs de k par

k, k', k", . . . ,  n —  h, n —  h', n —  h", . . . .

Comme on aura d’ailleurs généralement

p » - '= p - ' ,

il est clair qu’à la place de la formule (2) on obtiendra, dans le premier 
cas, l’équation »

( 21) ©  =  p''-H p_/i-l·- p/*'-+- p~ . . — p*— p~k— p*'— p~k'— . . .

et, dans le second cas, l ’équation

( 22) ©  =  ph— p~,l+  p*'— p—/·1·'H— - . . — Pk-h p~k— P*’H- P~k' — . . ..

Par suite, on pourra facilement constater l’exactitude de la seconde 

des formules (11) qui se trouvera remplacée par une équation iden

tique, comme la première des formules ( i3), tandis que la première 

des formules (11) se trouvera réduite à

. ain/nz imh'-K imkiz 2 mk'r: i I
(23) c o s ---------- 1- c o s ----------- 1- . . .  —  c o s -------------c o s -------------- .. . =  n-,

n n n n 2

et la seconde des formules ( i 3) à

. . 2 mhiz . . 2 mk% . ‘imk'n 1 £
(24) sin-------- H sin--------- k  . . — sm----------sm----------- .. .=  - i mn

n n n n 2

Des observations que nous venons de faire on déduit encore une 

conclusion qui peut être aisément vérifiée à l’aide des formules (i4)> 

( i 5), (16), (17) ; savoir, que l’on a généralement

(25) t_m— £m,

quand la somme alternée © satisfait à l’équation ( io),  et

(26) ■ l - l— II, t_m =  — i,„,
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quand la somme alternée (O satisfait à l ’équation (12). On peut aussi, 

à l ’aide des formules ( 14), ( i 5)> (16), (17), s’assurer facilement que, 

si l ’entier m  est décomposable en deux facteurs premiers ou non pre

miers p., p.', l’équation

( 2 7 )  m  =  w j.' 

entraînera la suivante

( 2 8 )  Im —  t|JL'·

Pareillement une équation de la forme

( 2 9 ) m  =  i i p 1 n " . . .  

entraînerait la suivante

(3û) · tm=  (p(|i'c|J.'· * ■·

Soit maintenant N le nombre des entiers

h, k, l, . . .

inférieurs à n, mais premiers à n. Ceux d’entre eux qui ne surpasse

ront pas  ̂n seront en nombre égal à et, parmi ces derniers, les uns,

dont nous désignerons le nombre par i, seront ceux que représentent, 

dans les formules (2 3 ), ( 24), les lettres h, h ' . . . ,  tandis que les autres, 

dont nous désignerons le nombre par j ,  seront ceux que représentent, 

dans les mêmes formules, les lettres k, k ' , __Cela posé, on aura néces

sairement

(3i)

D’autre part, dans la somme alternée ffi, le nombre des termes affectés 

du signe -+- est égal au nombre des termes affectés du signe — , par

conséquent à la moitié du nombre total des termes ou à N. Or, comme

la somme alternée ®, lorsqu’elle vérifiera la formule (10), offrira une 

valeur déterminée par l’équation (21), on aura nécessairement dans
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cette hypothèse
. N  . N11— — ) 11 — —. 2  2

et, par suite,

(32) · -  ·— N.
~~ 2 '

Des formules (i i) e t ( i3), ou ( 23) et (24), combinées avec les équa

tions connues qui servent à développer les fonctions en séries ordon

nées suivant les sinus ou les cosinus des multiples d’un arc, on déduit 

aisément divers résultats dignes de remarque, et en particulier ceux 

que M. Dirichlet a obtenus, à l’aide de semblables combinaisons, dans 

plusieurs Mémoires qui ont attiré l’attention des géomètres. Concevons, 

par exemple, que l’on combine les formules (11) et ( i3), ou, ce qui 

revient au même, les formules (10) et (12), avec l’équation

(33)

a
f'( u) du +  2 

2

X
X

a
COS

a
COS

11 t {x  — u) 
n

4 TT (¿P — u) 
11

f (u)du 

f(a) du  -H.. .,

que l’on déduit de la formule (77) de la page 35  ̂ ( ' )  du deuxième 

Volume des Exercices de Malhématiques, en y remplaçant

a par n, x 0 par o, X  par a,

et qui subsiste, pour des valeurs de a inférieures à n, entre les limites 

x  =  o, x  — a de la variable x , dans le cas où la fonction f(#) reste 

continue entre ces limites. Comme, en prenant

(34) u = — ,' n

on aura généralement

1 mit (oc — u)
c o s ------ ----------- =  cosmwOr —  u) — cosmuix c o s mtùu +  s m m w «  sm/rc««,n ' '

(*) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 410.
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si l ’on suppose la quantité a positive et supérieure à n — i,  mais infé

rieure à n, on tirera de la formule ( 33) jointe à la formule (io) ou (12): 

i° en admettant que la somme alternée ® soit déterminée par la for

mule (10), et que l’on ait en conséquence i_m =  i„,,

[ ;  n* [f(A) +  f(A') + . .  . - f ( A )  -  f(A') ..]

, ·  ·■
CiSfÎ'i / =  I  c o s ù ) U  f ( u )  d u - i - i 2  I C0 S2 WM f(w) d u

I
*/ 0 *'0

-h  h  I c o s 3 gou f ( u ) du  + . . .  ;

« - 0̂

20 en admettant que la somme alternée ce soit déterminée par la for 

mule (12), et que l ’on ait par suite i_m =  — tm,

l-  J  [f(A) +  f(A') + . . f(/c) -  f(A') ..]

(36) . / = £ 1 / sinww f(ii) d u  -1- £2 1 sin2Cü££ f ( «) d u
1 J  0 *-K

1 ■ +  h / sin3a)u  f(«) d u  -+■
'o

Les formules (35) et (36) supposent, comme les formules (11) e t( 13),

que h, h', h " ,__représentent les diverses valeurs de h, et k, k', k", . . .

les diverses valeurs de k, renfermées entre les limites o, n. D’ailleurs, 

en vertu de l ’équation (20), on doit, dans les seconds membres des 

formules (35) et (36), remplacer par zéro le terme général tm de la 

suite
¿1, t2> ¿31 · · · y

toutes les fois que le nombre entier m cesse d’être premier à n.

On peut remarquer encore que l’on a, pour des valeurs quelconques 

de ce,

(3 7 ) / cos m u n i  d u
sin/ncoa---------  y

m (x)
f .

a

sin /raw u  d u  = i —  co s m  « a

Or, de ces dernières équations, différentiées l  fois par rapport à co, on
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conclut : i° pour des valeurs paires de /,

(38)
ti'cosmuiii/« =

ul sin mtùu du =

i

ml
Di

sin m coa 
mio , ’

i
(-')»

in‘ Di cos;ncoa 
m co

2° pour des valeurs impaires de t,

(39)

u1 cos mu u du =

ul sin muu du —

nv ■ Di
r — cosmwa 

mu> ‘ )

( - 0
m‘

sinmcoa
mw

la notation indiquant / différentiations relatives à co. Cela posé, on 

pourra aisément faire disparaître les signes d’ intégration contenus dans 

les seconds membres des formules (35), ( 36), toutes les fois que î ( x )  

représentera une fonction entière de x,  composée d’un nombre fini ou 

même infini de termes. Si cette fonction entière est de plus une fonc

tion paire de x,  on tirera de la formule ( 35), jointe à la première des 

formules (38),

£n*[f(A) +  f(/i') + .  · f(*) -  f (A')- ·  · ·]

, ,  ; ,----- ... \ si ii coa , (  \J— i \ s m 2 c 0 a(4o) / =  1 Dto)----------1- *2 fl —0— Dm3 / 2C0
sin 3 coa

u f ( Î ^ D c ol* M — 3— uu,y 3w 

ou de la formule (36), jointe à la seconde des formules (38),.

-u? [f(/i) +  f(A') 4- . . .  -  f(*) -  f(Ar') ..]

(4j) ( =  il f(\Z— Dco)
i — cos co a 4- u f

2

s/37»

i _  \ i — cos 2 co aDco
2 àJ

i — cos 3 coaD co >C04- ts f
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NOTE X II . 369
Si au contraire f(a?) est une fonction impaire de x,  on tirera de la for

mule (35), jointe à la première des formules (39),

1
I O
4 n*y—  I [f(A) +  f(A') + . . f(k) -  f(k')  - . . .]

(42) ' — t, f(y/— i Dco) i — cosco a „ / y / — i _  \ i — C0S2 C0CC
-+- (3 f ----- D co I---------

"  2 co

i — cos 3 coa
■ **f ' 3 Di 3co

ou de la formule (36), jointe à la seconde des formules (39),

i  « V -  1 [f(A) H- f(A') -t-·.. — f(*) — f(/c') — .. .]

(43)
„/ /---- „ \siiicoa f / V - - 1 ™ \ sinäcoa: ia f(v/— ï D co)--------  H-tîfl------ Dco

U f

2

v E j
3 Dco

2 co

sin 3 wa 
3co

Au reste, les formules ( 4 o), ( 4 *)> ( 4 2)» ( 4 3 ) sont comprises comme
cas particuliers dans celles que nous allons établir.

Si, dans le second membre de l’équation (35), on transforme les 

cosinus en exponentielles imaginaires, on tirera de cette équation, en 

prenant pour fj(x)  une fonction entière de x
*

=  t , f (  y / = 7  Bco)jT +  ^ - 4 -D cô J ^  e~iu>a^  du -t-...

H— f (— y/— îDco)^ e““/_lda-i-t2f^— — — D&)j

et, par suite,

«2 [f(A) H-f(A') + .  . f(/c) -  f(A') -  . . ·]
f — 1

(44)
- ti f( ( - i b c o ) -  

-+- u f(— y/— i Dco)

co y/— \

V-

~t- h f ̂ ' '/~ D „
2

■ +" *! f f

I — e—StoayZ-i
2 co y/— I

gSwa/̂ T_j

2 co y / —  I

4 7OEuvres de C. — S. I, t. III.
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On tirera au contraire de l’équation (36)

L= J  [ f(A) +  f(A') + ·  · · - f ( *)  -  W - ·  · ·]
V — 1 .

=  i , f (  y / ^ l D c o ) ^  e-^y^du-h  i,f(^

„ ¡ ^ ( - y / ir T D w ) ^  eW^rfa — j f  e W - ‘ rfw— ...

et, par suite,

/t'o
e- 2MK/CTdu

=  „ ( (  v ^ T P ^ - C 1· ^ -*-■ ■ '(

- r ( - v ^ i «») + < .f (

On ne doit pas oublier que les formules (4o), ( 4a), ( 44) correspon

dent à l ’équation (xo), et les formules ( 4 0 » (43), ( 45) à l’équa

tion (12). Dans ces diverses formules, la quantité a doit être non seu

lement positive, mais supérieure à n — 1 et inférieure à n. On peut 

même supposer qu’elle atteint la limite n, et, dans cette hypothèse, 

après avoir effectué les différentiations relatives à w, on verra le pro

duit œa se réduire à 2tc, et les exponentielles de la forme

I
T

D i o j

I  ___ Q— 2 (*> « /— '1

+
2 2  CO

D u )

j ___g 2 c * )a /^ " ï
-4 -

2 2 CO

Q(j gtniàa/̂ i

à runité.
Pour montrer une application des formules qui précèdent, concevons 

que, m étant un nombre entier quelconque, l’on pose

et faisons, pour abréger,

(4 6 ) A,„ = h m+ h 'm +  . . k m —  k'm — -----

On tirera des formules ( 4o) ou (4i), pour des valeurs paires de m : 

i° en supposant œ2 =  n,

m 1
(47) ( - i)T5«5Am= D 2 s i n  coæ H

2m
s i n  2 c oa sin3c

3coco 2 CO
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NOTE XII. 371
2° en supposant ®2 =  — n,

tr.*\ ! , N Ï ‘ J *   Tun ( .  t  — COSCO« , h  I - C O S 2 B f l  I j  T —  COS 3 CO «- j an û ÎB_ U uli, — V %m 2W +3», 3^

On tirera au contraire des formules (42) et (4.3), pour des valeurs im

paires de m : i° en supposant ad — n,

(/¡a) ( W r  I - costoa ] t2 , ‘3 I COS3rpa(4 9 )  ( I) - n  & m —  w + 2 «  2W + 3 « ,  3tü

2° en supposant dr =  — n,

/r n \ ^ ir  i A /  sincoa , h sin atoa t3 sin3wa
( 5 o )  ( - 0  - a A , „  =  i ) ï ï i t l - 1 7 - + - ^ r -  - H g

3 to

D’ailleurs, O désignant une fonction quelconque de co, on aura géné

ralement

BS(co-1iî) =  i2DSto-1-i- - D uÛD2r, u - ‘ +  /n(W~ ' ) D ^ l ) ^ ^ 1+ . . ' . ,I 1.2

et, par suite,

D£‘(U-'i2) =  ( - 0 “ - 4 ^ ( û - 7 l ) « o « + ^ D £ f t - . . . ± i:^ D S ? f l ) .

Donc, en désignant par / un nombre entier quelconque, et posant, 

après les différentiations,
2 TT

a ■=. n . ¿> =  — > aco — 2 7T,ai .

on trouvera, pour des valeurs paires de m,

BS
sin/toa __

CO
-

2 . 3 . . .  /à ^
(27t)"‘

4 . 5 . . .
(27r)"1" 1

D S -
— cqs/ to a __

CO
“ 3./|. . . / »  /s
_(27r)"1-1

5 . 6 . .  . m

(2 7T)"1-3

( 2 7 î )  

J

: ¿'«-1

--- lm
2TT

et, pour des valeurs impaires de m

sin ¿toaB"lJu

TVUr,
: — cos /coa n m+l

2 . 3 .  . .  m  j  __ 4  · 5  · ■ . / n  ^

( 2 7 T ) " ! ( 2 T r )"i_1

" 3 . 4 · · · ' » »  o . 6 . . .  m

( 2 7 T ) ' " - 1  ( 2 7 T ) m ~ 3 "+~ ‘

[
2  71 

m
( 2  7T ) s

/'«-l
to
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Donc, si l’on pose, pour abréger,

3,=  t,+  -  -+- -K
2 O +  ^  + · ·

et généralement

(5.)
lf> ¿3 Î5

=  (1 +  -¿k +  3̂  +  +■  5̂ t

on tirera des formules (47) et (49), en supposant œ2 = n  : i° pour des 

valeurs paires de m,

. a m+ l T m k ( m —  2 ) ( m —  1)  m K
,<M> A- = 2“ [(î ï ? 3----------- (,.)■  *■

2" pour des valeurs impaires de m,

' .  « '"+;r m „ (m — 2) (m — 1 )m H(53) A„,= 2n 21 -— - 3 , - ^ -------r"~~  -------—  3„

2.3.4
(  2 TT ) " l ■ ]'

3.4···'»,
L(2 7r)2 ( 2 7 T ) 4 ( 2 7 T ) ' ]■

mais, en supposant ©2 =  —  n, on tirera des formules (48) et ( 5o) : 

i° pour des valeurs paires de m,

(54) i„, =  -2 H
1m + 5 J_3 _  —

2 7T 1 (2 TT)3

2° pour des valeurs impaires de m,

3 - r  · ·  .  —
3.4 · . ·  Jw „ 
; ( 2 1 t r ‘ ,“- 1

(55) A,„ =  — 2/1
[_ 2  TT

(ni — 1) /n , 2.3.4.. .m
(  2  7T )3 ’  (  2 TT ) " l

Ainsi, en supposant ®2=  n, on trouvera successivement 

(56) A „ = o ,  A, — o, A2—  ^|«2, A3= - ^ « 2,
tt- 2 TT*

tandis qu’en supposant Œ>2 =  — n, on trouvera

(57) A0= o , A , = — — rc2, A : - ^ « 2, A3=  - - 4 - ^  «2,
7T ’  3 \  2 7T3 TT '

3 .1. 3.
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Comme on a d’ailleurs

A0 =  A ° +  —  /r°—

A[ —  /ï H" h1 + . . .  —  k —  k ! ·— . . , ,  

A2 =  /¿2 +  h'*. + . . .  —  /r2 —  k '1 - . . . ,  

A3 =  h 3 4- h '3 -t- . . . —  k 3 —  k '3 — . . . ,

il est clair que les équations ( 56) ou (67) feront connaître les diffé

rences qu’on obtient, quand du nombre des valeurs diverses de h, ou 

de la somme de ces valeurs, ou de la somme de leurs carrés, de leurs 

cubes, etc., on retranche le nombre des valeurs de k, ou la somme de 

ces valeurs, ou la somme de leurs carrés, de leurs cubes, etc. On 

conclura en particulier de la première des équations ( 56) ou ( 57), 

c’est-à-dire de la formule
Ao =  o,

que le nombre des valeurs de h est toujours, comme nous le savions 

d’avance, égal au nombre des valeurs de k. On conclura en outre de la 

seconde des équations ( 56) que, dans le cas où® vérifiera la condition

®s =  «,

la somme des diverses valeurs de h équivaut k la somme des diverses 

valeurs de k. C’est au reste ce qu’il était facile de prévoir, puisque 

alors les valeurs de h étant deux à deux de la forme

l, n —  l,

la somme de ces valeurs doit se réduire, en même temps que la somme 

des valeurs de k, au produit

f N _  «N.

22 — 4

Ainsi, par exemple, si l’on prend n =  5 , on aura N =  4 ,

© =  p +  P4— P2— p3,
h h- h' — 1 -H 4 > k -+- k' =  2 -I- 3,

A +  h ' = k - h k ' = ^  =  5.
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Pareillement, si l’on prend n =  21 =  3.7, on aura N =  2.6 =  12,

®  =  p -+- p4-|- p5 +  p16 +  p17+  p20 — p2— p8— p10— p11— p18 p19
A  +  A ' + . . . =  1 +  4  +  5 +  16 + 1 7  -t- 20, 

A1 -t- k1 H-·. . ■ 2 -H 8 —t- 1 o —t— 11 13 -I- 1 9 ,
1 2 . 2 1

: k  4- k' +  . . . =  3.21 =  ■ 4

Il importe d’observer que, parmi les valeurs de 3ra, les seules quan

tités

entrent dans les seconds membres des formules ( 56), et les seules 

quantités
3], 33, 3s, . . .

dans les seconds membres des formules (57). Il en résulte que les 

diverses valeurs de Am, c’est-à-dire les divers termes de la suite

Aj,  A. ,  A3, A4, . .  · ,

sont liés entre eux par des équations de condition que l’on obtiendra 

sans peine en éliminant
a., a*, · · ·

entre les formules (56), ou

3 i,

entre les formules (57). Ainsi, en particulier, si l’on suppose ®2 =  n, 

on trouvera, en vertu des formules ( 56),

3
( 58) &3 =  — n A2 ;

ou, ce qui revient au même,

/ ¿ 3 +  / i '3  +  . . k 3 —  k '3 —  . . . =  ^ n {h ‘--+- h'* +  . . . —  k -—  k , 2 — . . . ) .

On trouvera, par exemple, pour n =  5,

®  =  P -+- p4 — p2— p3,

Aa=  J -h 42 — 22— 32^r/|, A3=  i +  43— 23— 33=:  3 o =  3.5
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pour n — 8,
© =  p +  p7—  p3—  p5,

A2=  i +  7s—  3s-  52 =  i6, A3 =  r +  73-  33-  53 =  192 =  3.8

pour n = 1 2 ,
(0 =  pH-pu — p'5— p7,

A2 =  i +  i i 2- 5 2- 7 s = 4 8 ; A3 =  i +  h 3-  5 3-  7 3=  8 6 4  =  3 . 1 2  —  ;
• 2

pour n =  i 3 ,

ffi =  p +  p 3 +  p 4 +  p a +  p 10 +  p 12 —  p 2 —  p 1 —  p 6 —  p 7 —  p 8 —  p n ,

A 2= i +  3 2+  42+  92+ i o 2 +  i 22—  22-  5 ! — 6 s -  7 2-  8 2— i i 2 = 5 2 ,

A 3= n -  3 3+  4 3+  9 3- H i o 3+ i 2 3—  23—  5 2—  63—  7 3—  83— i i 3= i o i 4  =  3 . i 3 ^ ;

pour « =  17,

©  = p + p 2-+-p4-t-p8+ p 9 +  p 13 +  p154-p16— p3— p5— p6— p7— 'p10 —  p11 —  p12 —  pu ,

Aj= h -2*h- 4s-(-82+ 9s+ i 32+ ] 5ä-f-i62— 3s— 52— 6!— 72— io2— h s— 12s— i 42= i 36, 

A3= n - 2 3+ 4 34-83-t-93+ i 3 3+ i 5 3-Hi63— 33— 53— 63— 73— io3— h 3— i23— i43=  34 68 =  3 . 1 7 ^

pour n =  21,

© = p 4 - p 4 +  p s - H p 1 6 - t - p , 7 H- p - °  —  p 2 —  p 8 —  P10 —  p 11 —  p 13 —  p 19,

A 2= i +  4 2 4 - 52+  i 62 +  i 7 2 +  202—  22—  8 2— i o 2 — I I 2— i 32 — i 9 2=  168,
. ¿*q

A 3=  i -+- 4 3+  5 3-)- i 6 ’ +  i 7 3h-  203—  23—  83—  i o 3—  1 1 3—  i 3 3—  i g 3=  6292 =  3 . 2 1  ——  ;

etc.
Si l ’on suppose, au contraire, (B2 =  — n, on aura, en vertu des for
mules ( 5 7),

( 69) A2 =  n A],

ou, ce qui revient au même,

* * +  /f,2 +  . . . —  A 2—  A ' 2 —  · · · =  n ( k  +  k '  +  . . h  —  h'  — . . . ) .

On trouvera, par exemple, pour« =  3 ,

—  Aj =  2

pour n =  4,

■ A[ =  3 ■

CD =  p —  p 2,

—  r, —  A 2=  22—  1 =  3 . 1 ;

( D  : =  p p 3,

2, —  A2 =  32 —  1 =  8 =  4 . 2 5
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pour « =  7,
CD— p 4-p24-p4 — p3— p5 — p6,

. — Ai =  3 +  5 + 6  — 1 — 2 — 4 = 7 ' ,
' -  A2=  324- 524-62-  1 — a2 — 42=  49 =  7-7î

pour n =  8,

— A, =  54-7 —

ffi =  p 4- p3 — p8 p7>
— 3 =  8, — A2=  52 +  7 2—  I — 32= 6 4 y

pour n =  11,

© =  p +  P3 4- P3 +  P5 -H P9 — p2— p6 — P7 — P8 — P10,
—  A =  2 4 - 6  4 - 7  4 - 8  4 - 1 0  —  1 —  3 —  4 —  5 —  9 = 1 1 ,

—  A  =  a24- 62+  7 2+  82+ i o 2 —  1 —  3 2 —  4 2—  5 2—  g 2 =  121 =  1 1 . 11;

pour n —  i 5 — 3.5,

©  =  p 4 -  p2 4 - p 4 4 - p8 — p7— p 11 — p13— Pu ,

— A t =  7  —1— 11 -4- 13 -h 14 — 1 — 2 — 4 — 8 =  3o,
—  A 2= 7 2+ u 2- f - i 3 2+ x 4 2 — 1 —  a2 —  42 —  8 2 =  45o =  i5.3o;

pour n =  19, v

© =  p H-p4+p s-(- P6 4r P2 -h P9 H- P11 4-p16 +  p'7-  p2- p 3- p 8- p 19- p ,2- p 1J- p u -  P18-  pl8> 
—At= a  4-3 4-8 4-10 4-12 4 - i 3 4- 14· -H 15 4-18 — 1 —4 —5 — 6 — 7 — 9 ~ 11 — : 
— A1= 2 2-b324-824 -io 24-J22+ i 3 2-M424-i524-i82— r —42—52—62 — f  —g2 — 1 12— 162— 172:

pour n =  20,

© =  p 4- p3 4-  P7 4-  p9 — Pu — P13— p” — p19,
- A i  =  n  4 - j3 4 - 1 7  4 - 1 9  -  .1 — 3 — 7  — 9  = 4 o ,
—  A 2 = u ! 4 - i 3 2 4 - î 7 2 4 -  1 9 2—  I —  32 —  7 2 —  9 2 = 8 0 0  =  2 0 . 4 0 ;

etc.
Il est bon d’observer encore que la valeur dea,„ est positive, et même 

ordinairement renfermée entre des limites qu il est facile d obtenir, lin 

effet, cette valeur qui, en vertu delà formule

( 6 0 ) U —  1»

peut être réduite à

( 6 1 ) , · 3 / » =  1 d s  +  3 ^  +  · · ·>

19.
36i =  ig!
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sera évidemment comprise entre les limites

1 +  2 m
et >* V«

ou,-ce qui revient au même, entre les limites

2 —  ( I +  —  +

Or, comme, én prenant m =  2, on a, en vertu des formules connues,

, +  ^  +  =  I +  5  +  ^ + - - - - T - 1 ’ 6449· · · ’

il en résulte que 32 et, à plus forte raison, 33, 34, . . .  sont positifs et 

renfermés entre les limites

i , 6449 · · ·  e t  2 — i , 6 4 4 9 · · ·  —  ° >3 5 5 i . . . .

Comme, d’ailleurs, les nombres de Bernoulli

1 I I
-> «—> 7—> ···
2 00 42

vérifient les équations

3 2

__ I î ï ï !

6 i . 2

T
f I T 237T̂

3 o î . 2 . 3 . 4 5

I +  i  +  i  +
_  I 2 5 7T8

—  4 2 i . 2 . 3 .4  · 5 .6  ’

il en résulte que les quantités

»*, 3„ ···

sont respectivement supérieures aux produits

I 2 7TS I 2 3 7T4 I 3 5 7T3

^6 i . 2 * 3o 1 . 2 . 3 .4 ’  42 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 ’

OEuvres de C. — S, I, 1. III, 4 8
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et inférieures aux différences

I 2 7T- 
6  I .2

i ·2'i τ:!, ■ i 2sit5

3o 1 . 2 . 3 . 4 ’ 2 4  ̂ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 -6 ’

Quant à la quantité 

(62)

on.peut seulement affirmer qu’elle sera nulle ou positive. C’est ce qu’on 
démontrera sans peine, comme l’a faitM. Dirichlet pour le cas où «est 
impair, à l’aide d’une méthode de transformation qu’Euler a exposée 
dans le Chapitre XV de Y Introduction à l’analyse des infinis, et que nous 
allons rappeler.

Puisque la formule (29) entraîne généralement la formule ( 3 o), il 
est clair que, si l’on nomme

ceux des nombres premiers qui ne divisent pas le module n, on aura

Or, cette dernière formule, subsistant toujours, tant que la série com
prise dans le premier membre est convergente, ou, ce qui revient au 
même, tant que m surpasse l’unité, quelque petite que soit la différence 
m — 1, pourra être étendue au cas même où l’on a m =  1. On aura 
donc, pour toutes les valeurs entières de m, et même pour m — 1,

a, 6, y, . . .  désignant les facteurs premiers qui ne divisent pas m. Or, 
comme les facteurs, que renferme en nombre infini le second membre 
de la formule (64), sont tous positifs, il en résulte que la valeur de 5 nt 
donnée par cette formule 11e sera jamais négative. Elle ne pourra donc

«, 6, y, . . .
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être que positive ou nulle. On a vu d’ailleurs que les valeurs de 3,„· 

étaient toujours positives pour des valeurs de m supérieures à l’unité.

Lorsqu’on a obtenu des limites entre lesquelles se trouvent com

prises les quantités
^3> · · · >

on peut en déduire d’autres limites entre lesquelles se trouvent ren

fermées ou les différences

A 2> A 3, A4, . . . ,

ou des fonctions linéaires de ces différences. Ainsi, en particulier, 

dans le cas où l’on a © — n, on peut affirmer non seulement que la 

valeur de est renfermée entre les limites

mais encore, en vertu de la formule

. _  3, |

que la valeur de la différence

. A2= / i2+ A ' 2 +  . . . - * 2- * ' 2- . .  ·

est renfermée entre les limites

el. o ,o 35. . .« 2 \fn.
6

Donc alors la valeur de A est toujours inférieure à g/î2^ .  

Ainsi, par exemple, on a, pour n =  5,

A 2 =  4 < g 5 2V/5·

Les formules qui précèdent sont, pour la plupart, déduites de l’équa

tion (33) qu’on peut encore écrire comme il suit :

211X
2 C O S -------

n

. 2 n x
H- 2 s i n -----

n

21: 11.. . , , !±%x
c o s ----- i ( m) du ■ +- 2 cos-1-----

n n

. 21:11 , . 4 nx
s i n ----- 1 ( u) au  -+- 2 s i n ------

n n

C  3n u  „
/ c o s ------ f ( u )  du-\-

J q n

f  s i n ^ Î f ( u ) d u - h
J q h .
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ët en vértü de laquelle la fonction f(a?) ou n f(a;) se trouve développée 
suivant les cosinus et les sinus des multiples de l’àrc

arc#
n

Or, on peut démontrer que, dans le cas où la quantité a ne surpasse 

pas la limite les deux parties du développement, savoir : la somme 

des termes qui renferment les cosinus des arcs

n : x  !\v:x
c ----- , ------,

n n

et la somme des termes que renferment les sinus, sont égales entre 
elles, par conséquent égales à la moitié du produit ni(x). On a donc,

pour des valeurs de a inférieures ou tout au plus égales à -  n, et pour 
des valeurs de x renfermées entre les limites o, a,

f(®) —

du +  2 cos

. 2TVX
2 s i n -----

n

2 -K U

n

2 71 u 

n

{(u )  du  2 cos 

f (u )  d u  ■ +· 2 sin

k r .x  r a 
-—  / cos

». J»

4 7 I X  C a .
- —  / sin

n J ,

47XU 

n

47TU

n

((u )  du  

f ( u ) d u

et, en effet, pour obtenir les formules ( 6 5 ), (66), il suffira de remplacer 
dans les formules (109), (n o ) , delà page 3 6 4  du deuxième volume 
des Exercices de Mathématiques ( 1 ),

a  par x  par o, X  par a.

Or, de la formule ( 6 5 ) jointe à l ’équation ( 2 3 ), ou de la formule (66) 
jointe à l’équation (24), on tirera i° en supposant ®2 =  n,

(67)

« 5 [ f ( 4 )  +  f(A')■ +  . .  · -  f(/0 -  f ( />' )  - . . . ]

c o s c o îî  f ( w )  du

a
C 0 S 2  w u  f (  u) du '

4- C3/ û

a

cos3 mu  f  (u) du  H-. . .  ;

( ' )  Œuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. /\ 18.
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2° en supposant ®2 =  — n,

/
(t. s* a

s i n y £ £ f ( £ £ ) « ? £ £ 4- £ 2J  s i n 2WM f ( / / )  d u

+  t, / s inîM« î ( u ) d u  +  . 
*'o

pourvu que la valeur de o> soit toujours

. 2 TT
U =  --- ,

n

et qu’en tenant seulement compte des valeurs de h ou de k inférieures

à  ̂n, on place a entre la limite  ̂ et le nombre entier immédiatement

inférieur à cette limite. Les équations (67), (68) ne sont, évidemment 

autre chose que les formules (35), ( 36) étendues au cas où l’on sup

pose les quantités

h ,  K ,  h " ,  . . . ,  k , '  k ' ,  k ",  . . .

inférieures, non plus au nombre n, mais s l̂a limite^» la dernière a

pouvant atteindre cette limite. Or, de ces formules, par des raisonne

ments semblables à ceux dont nous avons fait usage, on déduira encore, 

dans le cas dontil s’agit, les équations (4o), (4 0 > (42), (43), (44)» 

(45) ; et par suite, si l ’on pose dans le même cas

(69)  è,tt= h ' n -h h 'm +  . . . —  k m—  k " '1.

c’est-à-dire si l ’on représente par Sm la partie de Am qui renferme des 

valeurs de A et de A inférieures à ·̂ n,. on trouvera, pour des valeurs 

paires de m : i° en supposant®2 =  n,

( 7 0 ) n2ôm =  J)S h
s i r i w a

y
i2 s i n 2 w a  t3 s i n 3 y a  

■).m  2 y  "+" 3 '" 3 y
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2° en supposant Œ>2 =  — n,

m 1

( 7*) =  DS
i —  C0S6)tf 

G)
l2 J —  COS2 Wfl 

2 ,/ l 2 6)

¡3 T —  C0S36><3
V*' ~3 w F

On. trouvera au contraire, pour des valeurs impaires de m : i° en sup

posant ©2 =  n,

m —1 1

( 73) ( - 0  2 V < L  =  D s (
'' i —  coswa i2 i —  cosacoa t3 i — cos3« a

“H 3m

2° en supposant æ2 =  —

w  . 2 \ CO 2 "1 2M 3"1 3 CO

On ne doit pas oublier que, dans ces dernières formules, tout comme 

dans les équations (67), (68), la quantité a doitêtre renfermée entre

la limite supérieure qu’elle peut atteindre, et le non>bre entier

ou -  — 1 immédiatement inférieur à cette limite.
2

Concevons en particulier que l’on prenne

n

en substituant cette valeur de a dans les expressions de la forme

„ „ s i n / u a  1 — cos/coet
JJo,-------------- » D w ----------------------- >

après avoir préalablement effectué les différentiations relatives à w, l’on
ïi

trouvera, pour des valeurs paires de m,

Dt
s m W  _  f n \ m^  / 2 . 3 , .  ,m  _  4 .5 . . .  w  „ v

CO \ 2 /  l  7tm 7T"1—Î , 7T2 D

/M+i
J

1“ 1. 2.3..

[_ 71
, i . a .3. . .m _  ,, . „ ‘-H 1

t O l jjm-H TT'“- 1 TT
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et,  p o u r  des  v a l e u r s  i m p a i r e s  de m ,

s i n / c m , , / n \ " + ‘ / a . 3 . . . m  4 . 5 . . . m  i \

V < Ü  1 0  ~ {  j U  J  A  7 1 -  1 . t + “ , ± H l l ·

j jm  I —  COS I f f l f l   / / i \ " l+ l T I .2 .

10 W \ 2  /  [_ 7T

3 ...ni

/it—2

1 . 2 . 3  , . , / n

7T/ « - H
M . Y m  m \~|
----- ---- i2 -U -+-__ lm—l \

^  -K*1 ) \

D o n c ,  si l ’on p o s e ,  p o u r  a b r é g e r ,

I _, s2 , î _, l* , ls

et  g é n é r a l e m e n t  

( 74)
» _ _ . 3̂ _ H

—  1,1 2 /n 3 m ^/» · · ' ’

on t irera d e s  f o r m u l e s  ( 7 0 )  et  ( 7 2 ) ,  en s u p p o s a n t  Œ>-  =  r i  : i ° p o u r  de s  
v a l e u r s  p ai r e s  de m ,

( 7 5 ) 3,„ =  — /I2 — ( m _ 2 ) ( w  — i ) m ~ : 2 . 3 . . . w AüL
7T"1

2° p o u r  des  v a l e u r s  i m p a i r e s  de m ,

( 76 ) èm =  - '/i\™ i r  i 2
— m —

, 2 /  L 71
( /n — 2 ) (m — i ) m ^ +  . . . ± i . 2 . 3 . . . w i i i ± l ± l

/ / l  4 -11 J
m a i s  en s u p p o s a n t  te2 =  n ,  on tirera des  f o r m u l e s  ( 7 1 )  et  ( 7 3 )  : i °  p o u r  
de s  v a l e u r s  p ai r e s  de m , .

(77) * » = ( 7 )  " î [ n - ( , , , - I ) ,wè  

2 0 p o u r  les  v a l e u r s  i mp a i re s  de m ,

I/n-t-l +  3m+,
l ·

(78) - ,
I, , . I*
------(m  —  i ) m —  -h.
7T It* . ±  2 . 3 . . .  m ~

T,ni

A i n s i ,  en s u p p o s a n t  ® 2 =  n ,  on trouvera s u c c e s s i v e m e n t

I I9
2 7T- :------- ; «

2 7T2
(79) · ^0=  ° ,
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tandis qu’en supposant ©a =  n, on trouvera

- (80) i a = ii +  a. 
, n

1 i 3

2 7T

i Ii i I3-+- 53\
4 TT 2 TT* )  ’

Comme on aura d’ailleurs, en tenant compte seulement des valeurs de
i

h et de k inférieures à -  n,
2

50 =  h° +  A'0 + . . .  —  k° —  k '0 —  . . . =  i  —  j ,  

è i =  h  -t- A'· + . . .  —  A: —  k' — . . . ,

A'* +  . . . —  A·2—  k '! —  . . . ,

il est clair que les équations (79), (80) feront connaître la différence 

i  — j ,  et celles qu’on obtient quand de la somme des valeurs de h infé-’

rieures à - ,  ou de la somme de leurs carrés, etc., on retranche la somme 
2

des valeurs de k inférieures à -  , ou la somme de leurs carrés, etc. La
2

première des équations (79), c’est-à-dire la formule

ô „ = o  ou i — j  =  o,

s’accorde, comme on devait s’y attendre, avec l’équation (3 i) .

Avant d’aller plus loin, observons que les quantités

II, L ,  I3, · · · ,

ou les diverses valeurs de Im, sont liées aux quantités

3i, 3 2, 33, . . . ,

c ’est-à-dire aux diverses valeurs de 3 m, par des équations qu’il est 

facile d’obtenir. En effet, comme on aura généralement

et par suite

!2 \ _ ts _1_ L SS _ 1 ,« T \
2 m  Q , n  - + - --------------- “ \ ° r n  ~  1 m ) t

l n  =
ta

2 m - i 3m·

on en conclura 

(81) 1 —

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N O T E  X I I . 385

On aura donc

(8a) 1. =  ( 1- 103 ,, . I , =  ( i - ^ 3t, I 3=  3„ .  .

Ajoutons que, im se réduisant toujours à l ’une des trois quantités

les valeurs'de
—  i , o» + 1, 

. ■ I2, I3) 1*

seront, en vertu des formules (82), des quantitéspositives, tout comme 
les valeurs de

3», 3« 3*,· . . . .  '

• Quant à la quantité I,, liée à 3, par la formule 

, . . ' I i = ( i - i0 3 „

elle sera ou positive ou nulle, ainsi que 3,, et pourra même s’évanouir, 

sans que 3, s’évanouisse, avec le facteur 1 — i2, lorsqu’on aura

ce qui suppose n impair et de la forme 8a? 4- 1 ou 8a? 4- 7. Supposons 

en particulier n de la forme 8a? h- 7, et composé de facteurs impairs 

inégaux. On aura
(£>2 =  —  n,

et comme alors I, s’évanouira, ainsi que 1 — i2, la seconde des for

mules (80) donnera
êl =  o.

On trouvera, par exemple, pour n =  7,

¿, =  14 - 2  —  3 = 0,

pourra =  i 5,

¿1=14-24-4 — 7 =  0, —

Revenons maintenant aux formules (79) et (80). Si, dans ces for

mules, on substitue les valeurs de I,, I2, I3, . . .  fournies parlés équa-
. OF.upres de C. — * S. T, t. IH.  ̂ 49
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tions (82), on trouvera, en supposant =  n.

( 8 3 )

(8 4 )

à0 =  o, a ,= -1 J ,V 4 / ·*»
â0= (2  — 3 - 

u ) — n\ i - t2 32||I
ir 2 7T

1 f  O i 3 t  |
—  n ,

2 3 V 2 j

3  —  f 2
—  i 2 Si 8 ----- ¿3

° 2 ----- \

00 8 7T 3

1

5

etc.
Lorsqu’à la première des équations (79) ou ( 8 3 ) on joint la pre

mière des équations (79) ou (84), on arrive à cette conclusion remar
quable que la différence

o0 ou 1 —  j

est toujours nulle ou positive. On peut donc énoncer la proposition 
suivante :

T héorème. — Supposons que, p étant une des racines primitives de 

l’équation
X n ■ = I ,

la somme alternée

ffl =  pA+  p/l -1-... — pk— p*',

vérifie la condition

et que le groupe d’exposants

h, h',  h", . . .

renferme l’unité. Si les entiers inférieurs à n, mais premiers à n, sont en 

nombre égal à i dans le groupe h, A', A", . . . ,  et en nombre égal à j  

dans le groupe k ,  k ' , k " ,  . . . ,  la différence

* * w

sera toujours nulle ou positive, et ne cessera d'être nulle que lorsqu’on 

aura f
(0S =  —  n.

Les quantités
do, 3i, § 2 , â„ âit .. .

sont évidemment liées non seulement entre elles, mais encore avec les
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quantités
Ai, A2, A3 A4i . . . ,

par des équations de condition qu’on obtiendra sans peine en élimi

nant
32, 34, . . .

entre les formules ( 56), ( 83), ou en éliminant

3i, 3S, . . .

entre les formules (57) et (84)· Ainsi, en particulier, on tirera des for

mules ( 56), (83), en supposant ®2 =  n,~

( 85)
A3   —  (\n à]   —  4Ô2

3 4 —  £2 2 —  c2
— n
2

ou, ce qui revient au même,

( 86)
2 —  i2

4 h
A. =  -

2 —  t.
-/* A2;

et des formules ( 5 7 ) ,  ( 8 4 ) ,  en supposant <©2 =  —  n ,

,(87)
A2
n ’

ou, ce qui revient au même,

< 8 8 > '

Dans l ’application de chacune des formules (87) et (88), on doit 

distinguer trois cas correspondant aux trois valeurs .

— ° v  1 v

que peut acquérir la quantité i2. Ainsi, en prenant pour n un nombre 

impair, on tirera de ces formules': i° lorsque n sera de la forme

8a?-t- I ,  ' . '

(89) 52=^«(5,, A2 =  — |/i3„ A3 =  — 2n2ât ;
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2° lorsque n sera de la forme 8a? -h 3 ,

(90) A i = — n 1—^ ·,  As z= — nil—~ ;

3 ° lorsque n sera de la forme 8a? -h 5 ,

3 4 6
( 9 1) d i = j 7ndi,  Aj =  — A3 =  —

4° lorsque ra sera de la forme 8a?-t-7,

(92) ' Ô! =  o, , A , = — n(i —y), . As —  —  n * ( i — /).  .

Au contraire, en prenant pour n un nombre pair, divisible par 4  ou 
par 8, on tirera des formules (87) et (88) : i° lorsqu’on aura (fi2 =  n,

(g3 ) A2= — nàu A3 =  — ^«2<3,;

20 lorsqu’on aura ce2 =  — n,

(94) A ! =  — A2 =  — a21~~̂ ~ '

On vérifiera aisément ces diverses formules dans les cas particuliers, 
et l’on trouvera, par exemple : pour n =  17,

a, =  - 6 ,  ô s = - 34 = £ ô „  A2= i 36 =  - ' 3 i-â1,

A3= 3 4 6 8 = - 2 n2ô1; . -
pour n — n ,

i =  4 , y =  1, i—j —  3 ,  ~ l  =  i t 

§l==ll —n1—̂ -, A, =  — \i = nÎ-^L, As —— 121 =  —a2—2^;

pour« =  5 ,
' 'o f '

¿i =  — 1, 2̂ =  —  3 =  g/iâs, A s =  4 = —  g 71 1̂*

A 3= 3 o =  —  | « 2ôi i
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pour n  =  7 ,
i  =  i ,  j  —  o ,  i — j  —  i ,

dl=o, Ai = — 7 = — n(i— y), A2= — 49 =  — «*(*' — j).

On trouvera pareillement : pour n =  i 3 ,

o t
S1 =  — 5, =  — 3g =  ^/ i3i, A2=  5a = — g/i i i ,

• ^
A 3r = I O l 4 =  - '  g  « 2^l ;

pour n =  1 5 =  3.5,

1 =  3, y =  i ,  i — y =  2.

S1=vo, A = — 3o = — « ( i — y),  A , =  - 45o —  —  n * ( i — y ) ;

pour ra =  21 = 3 .7 ,

ôj —  —  1 0 , ô2 =  — 1 2 6  =  |  «3i, A2 = i 68

A3=t5 2 9 2 = — | « a3i·

Si l’on attribue à n ,  non plus des valeurs impaires, mais des valeurs 
paires, on trouvera : pour n  =  4 * ®2 =  ·— 4» ce =  p — p9,

î =  i, j  —  0, ¿ — J  =  h

§! =  1 =  n { .·■■■ > A2 =  — 2 =  —  n ---- - > A2 =  —  8 =  —  n 2 -— -  ·
1 4 2 2 ’

pour n  =  8 , ©a =  8 , ® =  p -+- pT — p9 — ps,

i i  =  — a ;  d ,  =  — 8  =  ^ « „  A2 =  i 6 :

' - 3
A3 =  i 92 = —  à " ' 51’

pour n  =  8 , œ2 =  — 8 , © =  p -t- p3 — p5 — p\

. ' . i  —  y1 =  2, J — O, l —J = 2 ,  ~Y~

—  4 =  n ~ . ^ 1 A, =r— 8 = — n -----— > A2 =
4 2

=  —  nài,

U

—  6 4 = : - , î î i l Z Z ;
2
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pour n =  12,

.3i = — 4, § ,,= — 2 4 =  —¿i, A2=48 =  — nij,
' ' '  ' ' ' ' 3

A3=:864  = — — n^S,;

pour n — 20, ■ ' ■ '

/ · , i — j  ■ i — j
« =  4, ./ =  °> l — J =  4, — —  ̂ =  2, — 7- ^ = 1»

ç  ̂ a ' ¿4

3, =  20 =  /i -  t— , A, =  —  4o =  — n - — -> A2 =  —  8o o  =  —  « ! -— - ·
• 4 2 2

Les diverses formules établies dans cette Note comprennent les for

mules du même genre trouvées par M. Dirichlet. J’ajouterai que les 

équations, de condition par lesquelles se trouvent liés les uns aux autres 

les termes des deux suites

A|, A2, A3) . . . ,

*0, 3,, èi,  ¿3, · . · ,

peuvent être démontrées directement, et d’une manière très simple, 

comme je l’ai remarqué dans un Mémoire que renferment les Comptes 

rendus des séances de l'Académie des Sciences, pour l’année 18/¡o ( i cr se

mestre, page 444) ( ') ·  ·

N O T E  X I I I .

SUK LES FORMES QUADRATIQUES DE CERTAINES PUISSANCES DES NOMBRES PREMIERS, 

OU DU QUADRUPLE DE CES PUISSANCES.

Soient :

p  un nombre premier impair;

n un diviseur de p  — i ; - ~ ; . . .

h, k, l, . . .  les entiers inférieurs à n, mais premiers à n; ·

N le nombre des entiers h, k, l, . . .  ;

( ' )  Œuvres de Cauchy, S. I, T. V, p. 14a.
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p une racine primitive de l’équation

( i )  X n = l

et supposons les entiers
h , k, L,

partagés en deux groupes

' h, h',  h", . . .  et k, k ' ,  k", . . . ,

de telle manière que la somme alternée

( 2 ) © =  p * -+- pA' H- p*' -t- — p* — p*' — pÆ" —. . .

vérifie la condition

( 3 ) - · ■ ®!= ±  n.

Soient encore :
t

6 une racine primitive de l’équation

(4 ) ¿rp=  ' ;

t une racine primitive de l’équivalence

( 5) x p ~1=  i ( m o d .p ) ,

et de plus
©/,

des expressions imaginaires déterminées par des éqüations de la forme 

Aux deux groupes

h, h 1, h", ... et k, k ’ , k", . . . ,

entre lesquels se partagent les exposants ou indices

. h , k, l ............

correspondront deux groupes . .

0/i.' K®h’, 0/i", ·· ·  et %k, %k·, 0 /c», .
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entre lesquels se partageront les expressions imaginaires
V

©*. ©*. ©/> · · · ;
et, si l ’on pose

(7) I == 0 /j0 A'0 A». . J =  @A0 4.0 /c. . . . ,

alors, en vertu des principes établis dans la Note précédente, les deux 

binômes
I +  J, I - J ,

considérés comme fonctions des racines primitives de l’équation (1), 

seront, le premier, une fonction symétrique, le second, une fonction 

alternée de ces racines. Il y a plus, comme la condition (3) suppose 

que les facteurs premiers et impairs de n sont inégaux, le facteur pair, 

s’il existe, étant 4 ou 8, la fonction

I - J

sera, dans l’hypothèse admise, de la forme indiquée par la formule (63) 

de la Note Vil ; et l’on aura en conséquence

(8) I -t-.J =  A,  I —  J =  BA,

A, B désignant ou des quantités entières, ou des fonctions qui renfer

meront seulement les racines

. ,  e, e‘ , ,e<\ . . .

de l’équation (4) respectivement multipliées par des coefficients

entiers. -

Observons maintenant qu’en vertu de la formule (7) de la Note III,

on aura
/ R*,/,

(.9) | et '

-

R/i.aU'',... ot R* , * - , d é s i g n a n t  deux fonctions entières de la seule 

variable p. D’autre part, si la condition ( 3) se vérifie sans que n se
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réduise à l’un des trois nombres

on aura (voir la Note précédente)

( 1 0 ) h  H- h ' ■ +■  h "  +  . . .== k  -+- k ' - h  k "  +  . . . =  o  ( m o d . / i ) ,

et, par suite, eu égard à la formule (2 ) de la Note III,

Donc alors les équations (7 ), (9) donneront simplement 

0  O  I — J —  J

et comme, en vertu des formules (12), les fonctions I, J deviendront 
indépendantes des racines de l’équation (4), ces racines n’entreront 
pas non plus dans les coefïicients

A, B,

qui se réduiront nécessairement à des quantités entières.
Si l ’on pose pour abréger

alors, en désignant par l un quelconque des entiers inférieurs à n, 

mais premiers à n, on aura, en vertu de la formule ( 3 ) de la Note III,

Si le nombre a est pair, la formule ( i 4 ) donnera simplement

Si, au contraire, uj est impair, n devra être pair, ainsi quep — x =nnr 
et, par suite, le nombre l, premier à n, étant impair, la formule (14) 
donnera .

0 4 ) 0 / 0 _ , =  (—  I ) u lp  —  0 / 0 n_ / .

0 5 ) 0,

0 6 ) —  p .

Cela posé, on tirera évidemment des formules (7), dans le premier
OEuvres de C. — S. I, t. III. 5o
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cas,

(17) IJ = p 2, 

et dans le second cas,
N N

(18) IJ =  (— O V 2·

Mais, comme dans le second cas, n étant pair et de l’une des formes

4 v V ..., 8vV .,.,

— ne pourrait devenir impair que pour la seule valeur

n —  k,

dont nous faisons ici abstraction, il est clair que la formule (18) se 
réduira elle-même à l’équation (17).

D’autre part, comme on tire des équations (8)

(19) 2l =  A +  BA, 2 J =  A— BA,

par conséquent
41J — A2— B2A2,

il est clair qu’en ayant égard à l’équation (7 ) et à la formule ( 3 ), on 
trouvera

N

(20) 4/>2 =  A2—B2A1— A2±  nB2.

Pour que la condition ( 3 ) se réduise à ·

(21) ®2= « ,

il est nécessaire que les facteurs premiers et impairs du nombre n 

étant inégaux entre eux, ce nombre soit de l’une des formes

4 x +  i, 4 (4 x 4- 3 ), 8(2X +  i ).

Mais alors, en vertu du théorème 1 de la Note IX, l désignant un 
quelconque des entiers renfermés dans les deux groupes

h, h',  h", . . .  el  k, k',  k", . . . ,
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les deux termes
/ et n — l

appartiendront au même groupe. Donc alors, en vertu des équa
tions (7 ), jointes à la formule ( i 5 ) ou (16), on aura

N

(22) I =: J = ±  /r,

savoir .

(23) 1 = 1 = ^ ,

si l’un des deux nombres xs, ^ est pair, et

(a4) I =  J =  —  p *,

N ’si les nombres m et j  sont tous deux impairs, ce qui suppose n =  4v,

v étant un nombre premier de la forme 4 x -+- 3 . Alors aussi l’on tirera 
des formules (8 ) et (22)

N
(20) A. — ± 2 p'*, B = o .  .

Ces dernières valeurs de A,B satisfont effectivement à la formule (20). 
Pour que la condition ( 3 ) se réduise à

(26) =  — n,

il est nécessaire que, les facteurs premiers et impairs du nombre n 

étant inégaux, ce nombre soit de l’une des formes

4 x +  3, 4 ( 4* -m ), 8(a x  + 1).

Nommons alors p1 la plus haute puissance de p qui divise simulta
nément A et B. On aura

(27) A =  p>'x, B — p x v,

x, y désignant deux quantités entières non divisibles par p ; et, en 
posant

N
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on verra la formule (20) se réduire à la suivante

(29) l\pV- —  x i -+- «„vs.

Il s’agit maintenant d’obtenir les valeurs des exposant s p. .  On peut 

y parvenir à l’aide des considérations suivantes :

Comme nous l’avons observé page 112, on a généralement

R A, * , R*,*R/i+*,/,...,

en sorte que les formules (12) donneront

(3o) I  — —  R a .A 'R a+ A '.A 'R a+A'+AV»'’ ..·»

J  —  —  R* . * '  R *+ *·,*·' 11/.·+*·+*",/,··” ....

Or, dans chacun des facteurs qui composent les seconds membres de 

ces dernières, on peut immédiatement réduire les deux indices placés 

au bas de la lettre R à des nombres

l, /'

représentés par des termes de la suite

o, 1, 2, 3, . . . ,  n —  1.

On pourra même, en vertu des formules (10) et (12) de la Note I, 

remplacer le facteur

par ± p ,  lorsque'la somme des indices l, l' sera le nombre n, et 

par — 1, lorsque l’un des indices s’évanouira. Ce n’est pas tout, lorsque 

h, h', étant positifs l ’un et l’autre, offriront pour somme un nombre 

différent de n, on aura généralement, en vertu de la formule ( i3) de la 

Note I,
B/, /R-/-/'— P>

ou, ce qui revient au même,

( 3 l )  R/,/'Rn—/,rc— - p î
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et, comme des deux sommes

/ -H V, ( n —  /) +  ( n  —  V ) 2 n —■ ( l  -H /; ),

renfermées entre les limites o, in ,  il y en aura toujours une comprise 

entre les limites o, n, l’autre étant comprise entre les limites n, ih ,  il 

résulte des équations ( i4) et ( i 5), jointes à l’équation (17), qu’on 

aura toujours

(3 2 ) . . I = ^ | ,  i  =

ou, co qui revient au même,

( 33) I G = / ^ 'F ,  JF =  /^G,

/ ,  g désignant deux nombres entiers propres à vérifier la condition

,  N
=  T  . -

et F, G des produits composés avec des facteurs de la forme

« V

dans chacun desquels on pourra supposer les indices l, L' tous deux 

inférieurs à n, et leur somme l 1' renfermée entre les limites n, in .  

Si d’ailleurs on substitue dans les formules (33) les valeurs de I, J 

fournies par les équations (19), on aura identiquement

( 34) ( A -+- BCD)G =  z p f F ,  (A —  B ® ) F  =  2/^G,

ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules ( 27),

( 35) · - t - y® )G =  i p f V, p ^ ( x — y ® ) F  =  2 p * G .

On aura donc par suite

( 36) p K~ m(x  -+- y  CD) G =  i p f - ’n V, — y®) F =  2 p£~m'G,

m, m! étant deux entiers que l’on pourra réduire, le premier au plus 

petit des nombres . ■ -
\  f r
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le second au plus petit des nombres

afin que chacun des exposants

"h —  m, f — m, 1  —  m ', g — m'

soit nul ou positif.
Avant d’aller plus loin, nous ferons une observation importante. Les 

formules ( 3 3 ), comme toutes celles d’où elles sont déduites, et par 
suite les formules ( 3 6 ), offrent chacune deux membres représentés 
par des fonctions entières de p qui sont identiquement les mêmes, 
quand on réduit l’exposant de chaque puissance de p à l’un des en
tiers

o, i,  2, 3 , . . . ,  n —  i ,

ou qui du moinspeuvent alors être transformés l’un dans l’autre à l’aide 

de la seule équation

i H— p —I— p2 —t— p® —f- -. . H— p'i_1 =  o.

Donc, après les réductions dont il s’agit, la différence entre les deux 
membres de chacune des formules ( 3 6 ) sera le produit d’un nombre 
entier par le polynôme

( 3 7 ) I H- p + p ! +  p3 - K  . . +  P " - 1 .

D’ailleurs, réduire, dans unefonction entière de p, l ’exposant de chaque 
puissance de p à l’un des nombres

o, 1, 2, 3, . . . ,  n —  1,

ou, ce qui revient au même, remplacer

p". p2«, p3", '  ·· par P ° = 1
p”-·-1, p2,i+1, P > par P>

P'i+S, p 2 r e + s , p3«+2, . . par Ps.

• · · M

ps"- 1 ,

• · * * »

p’ " - 1 »

• · · · >

p4«- ' ,  · · ’ par p«-1,
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c ’est ajouter aux divers termes de la progression arithmétique
0» o«4-l nn~hiP 9 P 9 ? 9 . . .  p2«, rJin-+-JP 9 p * n + î ,

03« n S n - h l  3̂/1+2 
* * · P > P 9 P  9

les différences
1 — p™, p  —  p,1+1, p2 — O«-*-2P 9 · · · 9

1 — p2«, P -  P2B+1> p2 — P  9 · » ·>
I —  p 2«, p — P:,,I+1. P2- q3«4-2p > ‘ * 9

9  ................................9 ·  ·  * I

respectivement égales aux produits
1 —  p», p ( ‘ - p " ) , P2(1 - p ' 1).

I -  p2«, p(> -  P2"), p 2 ( . - p 5'1),
i —  p3", P(» —  p3’1), p 2 (. - p 3" ) ,

qui tous ont pour facteur'le binôme

I —  Pn=>(l —  p) (i -l ·  p H- p2 +  . . . +  pn_I),

et par conséquent le polynôme (37). Donc, en définitive, dans chacune 

des formules ( 3 6 ), la différence entre les deux membres sera toujours 
une fonction entière de p, qui, avant réduction, aura pour facteur le 
polynôme

nn_1
I +  p 4 - P S +  . . . +  P , !_1 =  ------------

P 1
Donc, si dans ces formules on remplace la racine primitive p de 

l ’équation
x n— \.

par une racine primitive r de l’équivalence

x n = i  (mod/)),

les deux membres de chacune d’elles offriront pour différence une 
fonction entière de r qui aura pour facteur le polynôme

r ’1 —  r1 -H /· +  r3-\-... -t- rn~l=  — _   ̂ =  o (mod./));

et comme dans cette différence les coefficients des diverses puissances 
de r seront des entiers, elle devra, ainsi que le polynôme

1 +  / ' +  -+- r n~ l,
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être équivalente à zéro, suivant le modulep. Donc, si l’on nomme

ô, g

CD, F, G
ce que deviennent

quand on y remplace p par r, les formules ( 3 6 ) entraîneront les sui 
vantes

( 38) p k~m\ x —  y ô ) §  =  2 p s—m’ g  ( m o d . /?),

dans lesquelles on devra, eu égard à l’équation (2), supposer 

( 39) è = r /l + r /,'4 - . r k — r k' — . . .  (mod./?).

D’autre part, l’équation (26) pouvant s’écrire comme il suit

(pA+  p/¡' +  . .. — pk— p*'—. . . )2 = — n,

on tirera de cette équation, en y remplaçant p par r,

(/•A+  r ,l' + ...—  r k — r k'—. ..)2= — n. (mod./?), 

ou, ce qui revient au même,

(4o) 32 =  — n (mod.p).

Donc le nombre entier § sera premier ap; comme, dans l’équation (29), 

les quantités x, y  ne sont, ni l’une ni l’autre, divisibles par p, on 

pourra en dire autant de la somme 2n et de la différence 2yS des 

deux binômes
x  y  è, x  — y $ .

Donc de ces deux bigornes l’un au moins sera premier à p. Concevons, 

pour fixer les idées, que ce soit le second x — yS qui remplisse cette 

condition. Comme, en vertu des principes exposés dans la Note V 

(p. 196 et suiv.), les deux quantités §, (J seront elles-mêmes pre

mières à p, il est clair que, dans les deux membres de la seconde des 

formules (38), les exposants de p, savoir

X — m ’ , g  —  m'

ne pourront s’évanouir l’un sans l’autre. Or, c’est précisément ce qui
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arriverait si, les nombres X, g étant inégaux, on prenait le plus petit 

pour valeur de m!. Donc; lorsque x  — est premier à p, la première 

des formules (38) entraîne la condition

l  =  g .

Mais alors, en posant, dans la première des formules ( 38),

m. —  m ' — 'k —  g ,

on en conclut
f — g  —  o OU f — g >  O,

suivant que le binôme „

" x

est ou n’est pas supposé premier à p. Donc, si le binôme

X — J'Ô

est premier à />, les formules (38) entraîneront la condition

* =  g î f ·

Pareillement si le binôme
. x  ■ +· y à

était premier àjo, les formules (38) entraîneraient la condition

Ainsi, dans tous les cas, X devra se réduire au plus petit des deux 
nombres

/. g}

et comme, en vertu des formules (28), (34), on aura

(4 0  p = / + £ ·  — 2 *,

il est clair que p. devra se réduire à celle des deux différences

f — g> g — f .

qui sera positive, par conséquent à la valeur numérique delà différence
' - OEuvres de C. — S. I, t. 111. , 5 l
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/  — g. Au reste, cette différence elle-mêmepeut être, dans tous les cas,

facilement déterminée comme il, suit :.. ' *

Posons pour abréger

( 4a) P =  R a.aR a',*'. · ·,  Q =  R*,* R*·,

ou, ce qui revient au même,

(43) m m · . . .

©2/i®2/i'· · ■

e m . . .
02*0-2/,;·. . -

On en conclura, eu égard aux formules (7) et (3a),

(44)

(45)

P̂  _  P  ®2* ®2*·· · · 

Q “  J2 ®,A

• p q = A

D’ailleurs, en vertu des théorèmes 3 et 4 de la Note IX, on trouvera : 

i° en supposant n de la forme 8x 7,

®2/t ©2/i' * · · —  ®/i©/i' - · · ■— - I ,  ®2k ®2k' · · · —  ©A ©A' · ·    *1 »

20 en supposant n de la forme 8x +  3,

®2A ©2/,'· . . — · · =  J, ©2* ©24'· · ·=  ®/(®/i'- · ·=  IJ

3° en supposant n divisible par 4 ou par 8.

©2/i ©2/i' · · · ---  ®2k ®2k' · · · ·

Donc les formules (43) et (44) donneront : x° si n est de la forme 

8X-+-7,

(46)
P I

P  =  l ,  Q = J ,  ^  =  v

20 si n est de la forme 8x +  3,

(47)

3° si n est divisible par 4 ou par 8,

p _ p  0 __ I!
P —  J ’ Q “  I Q ~  J3’
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Concevons maintenant que, parmi les entiers premiers à n, mais infé

rieurs à  ̂n, on distingue ceux qui appartiennent au groupe

h, h', h",

et dont le nombre'sera désigné par i, les autres, dont le nombre sera 

désigné par j ,  formant une partie du groupe

k, k', k", . . . .
On aura évidemment

N '
(¿¡9 )

et, par des raisonnements semblables à ceux dont nous avons fait 

usage pour établir les formules (32), on trouvera, eu égard à l’équa

tion (45),

' ( 5o) P = / > ‘- y ,  Q

U, Y, désignant des produits composés de facteurs de la forme

. K /,/' 1

dans chacun desquels on pourra supposer les indices l, /' tous deux 

inférieurs à n, et leur somme /+/' renfermée entre les limites n, m .  

Or, les formules (32) et ( 5o) donneront

( 5 j)
I
J

P U2
—. —  Dl~“J ----Q. r  v 2

D’autre part, si l ’on désigne par

comme dans la Note précédente, une quantité qui acquière la valeur

—  i ou; i

suivant qu’on aura

i ou

ou o,

ou n =  o „ ( mod. 2),
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les formules (46), (47), (48),donneront

. P Ie
(5a) Q =  W

la valeur de e étant

( 53) e =  2 — t,.

Cela posé, les formules ( 5i) et ( 52) donneront

F 2E 'u* 
n U f - g )  Z —  =  D i - j  LL ,P (}H P y* »

ou, ce qui revient au même, f

(54) =

et par suite

( 55 ) pt(f-g)-m pîE V2 —  pi-j-m (JJe U*,

m étant un nombz’e entier quelconque.

Imaginons maintenant qu’on remplace p par r dans les deux mem

bres de la formule ( 55), et soient

t ) ,  y
-  ·

ce que deviennent alors U, V. Les quantités t), seront non seulement 

entières, mais premières kp  aussi bien que ç; et de même que les 

équations (33) entraînent les formules (38), de même la formule ( 55) 

entraînera la suivante :

(56) p<Hf-g)-mps-ç>*==pt-j-mqu'0 * (mod./z).

Or, dans la formule ( 56), comme dans chacune des formules (38), les 

deux exposants dep  ne peuvent s’évanouir l’un sans l’autre ; et, puis

qu’on peut réduire l’un d’eux à zéro, en prenant pour m le plus petit 

des nombres
e ( / —  g ) ,  i — j ,

il faudra que ces deux nombres soiept égaux et qu’on ait

( 57 ) i —  j  =  t ( f — g ) ;
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par conséquent

(58) . ' f — g — '— l l

D’ailleurs e, toujours positif, se réduit à

• 1, 3 OU 2,

suivant que n est de la forme

4x +  3, ■ 4* + 1 ou 4*»

et, en vertu de ce qui a été dit dans la Note précédente, la différence 

i —j ,  quand elle ne s’évanouit pas, est toujours positive. Donc, la dif

férence f — g  ne pourra jamais devenir négative, et l ’équation (4 i)  

donnera toujours

( 59 ) - P — f — S  —  — ^ "

<
En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème. — Le degré n de l ’équation binôme

X n =  I ,

dont p désigne une racine primitive, et la somme alternée

©  =  p* -t- p ,l ' +  p h " H- . . . —  p k — ■ p /c' — p k " . . .

étant supposés tels qu’on ait

si les exposants de p prem ïers à n, mais inférieurs à  ̂n, se trou vent en 

nombre égal à i dans le groupe

h, h', h", . . . ,
i

et en nombre égal à j  dans le groupe

k ,  k ',  k " ,  . . . ,

on pourra satisfaire, par des valeurs entières de æ, y , à l’équation .

nyi,
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pourvu qu’on prenne
F =  *'-/>

r

..quand n sera de la forme 8x -h 7 ;

quand n, sans être égal à 3, sera de la forme 8x +  3 ; et

F = 1— .1---J2

quand n, sans être égal h 4, sera divisible par 4 ou par 8. Si n se rédui

sait à l’un des nombres 3, l\, alors (en vertu de ce qui a été dit dans la 

Note IY) on aurait simplement

P =  I.

Pour vérifier l’exactitude du théorème qui précède, dans le cas par

ticulier où l’on prend pour n un des.nombres 3, 4, il suffit d’observer 

que l’équation
i \ p  =  oĉ  4 -  n y * ,

réduite alors à la forme

ou à la forme
kp — 3/S

4p = a ;4+ 4y ! ou. p — Q œ j  + y !,

coïncidera, pour rc =  3, avec la formule ( n o )  de la page i 63, quand 

on posera x  =  A, y  =  B, et pour n =  4, avec la formule (93) de la 

page 153, quand on posera x  =  2 A, y  — B.

Si, dans le théorème qui précède, nous n’avons pas fait une mention 

spéciale du cas où l’on aurait

«  =  8, ©* =  — 8, ©  =  p -1- p3— p5— p7,

et où la condition (io ) cesserait d’être vérifiée, c’est qu’en vertu des 

principes établis dans la Note III on peut encore, dans ce cas, résoudre 

en nombres entiers l’équation (29), en prenant p. =  i,  et que cette
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dernière valeur de p. est comprise dans la formule

En effet, dans le cas dont il s’agit, l’équation (29) réduite à

l\p V -=  aj2-(- 8/2,

ou, ce qtfi revient au même, à

pV,~  (f) + 2J'*>

coïncide avec la formule (io 3 ) dè la page 169, quand on pose

p =  i, x  — ik., /  =  B ;

et, comme alors aussi l’on trouve

on en conclut
i =  2, j  =  o,

i —J
2

' Il nous reste à indiquer une méthode à l’aide de laquelle on peut 

faciliter le calcul des valeurs de x , y  qui sont propres il résoudre 

l’équation (1). ,

L’exposant p. étant supposé plus grand que zéro, ainsi que i —j ,  la 

différence f — g  sera elle-même supérieure à zéro, et, en vertu des 

équations
* =  <?» «(/ — g) = i  — h

les formules (38), (56) pourront être réduites aux suivantes :

=  o, x  — y ä s s 2
9

(60)

(I)"-  (!)'

Or, les formules (60) donneront 

(62) x  = —
f j

(mod.p), 

(mod.p).

(mod.p),·
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et il est clair que cette dernière équation fournira immédiatement le- 

reste de la division de x  et de y  par p ,  ce qui facilitera le calcul des 

valeurs de x, y  et suffira même à la détermination de ces valeurs, dans 

“tous les cas où elles devront être, abstraction faite des signes, infé

rieures à  ̂p .  Quant à la détermination des quantités §, i j ,  ou ü, elle

s’effectuera sans difficulté. En effet, en vertu des principes établis dans 

la'Note V (p. 196 et sui vantes), pour déduire § de F, et ç  de &, il suf

fira de remplacer p par r, dans les divers facteurs de F et de G, ou, ce 

qui revient au même, de remplacer chaque facteur de la forme '

IL,/·,

par une quantité entière équivalente, au signe près, à

fi/î—

la valeur de ÏI^- étant donnée par la formule

(63) IL,,
1 . 2 . 3 . .  . ( I  - h  C ) u s  

1 . 2 . 3 .. . l u s .  1 . 2 . 3 . .  . l ' u s

La formule (62) n’est pas applicable aux cas où n se réduit à l’un 

des nombres 3, 4.» 8 et doit alors être remplacée par celles que nous 

allons indiquer.

Les valeurs de P, Q, fournies par les équations (42), sont évidem

ment, ainsi que I, J, des fonctions symétriques’, d’une part, des racines 

primitives
ph, p/l', p*·, . . .

et, d’autre part, des racines primitives

pk, p*', p**, -----· .

Donc la somme P +  Q sera, comme I-t-J, une fonction symétrique 

des diverses racines primitives de l’équation (1), et la différence P — Q 

sera, comme I — J, une fonction alternée de ces mêmes racines; d’où 

il résulte qu’on pourra aux équations (8) joindre encore celles-ci

(64) P +  Q =  3i, p  — Q  =  u æ ,
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■■31, B  désignant des quantités entières. Cela posé on tirera, des for

mules (45) et (64),

2P =  5l +  ®(B, · 2Q =  a  — JJÛE),
4i’ Q — -a2— ®2©2,

N

. 4/>* =  ^2— B2CD2; 

et par suite,, si la condition

ffl2 =  —  n

est vérifiée, on trouvera
s

(65) . 4/)2=  «U2.

Or si l’on substitue l’équation (65) et les formules (5o) à l’équation (20) 

et aux formules (32), alors, par des raisonnements semblables à ceux 

dont nous nous sommes servis pour établir le théorème énoncé plus 

haut et la formule (62), on prouvera qu’on peut satisfaire à l ’équation

¡ i p v · —  x 1 -+- n y 2,

en posant généralement

et prenant, pour æ ,  y ,  certains nombres entiers qui vérifieront la 

condition

(66) æ =  — (mod./>).

Considérons en particulier le cas où l’on a n  =  3. On trouvera, dans 

ce cas,
® -  P —  p2,

h =  1, k  =  2, z —  1, j —  0, z — j  —  i ,

P — Ri,i, Q =; It2i2>
U =  o, V =  R2,2,

et par suite on pourra prendre

0 =  0, 9  =  -  n,.,.
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Donc, p étant un nombre premier de la forme 3 x +  i,  on pourra tou
jours satisfaire à l’équation

(67) . ttp =  æ * + 3 y 1,

en prenant pour x, y  des nombres entiers qui vérifient la condition

.x= —/ô  =  — H,,,.

Il importe d’observer que, dans cette dernière formule, la valeur de 
ï ï (i1 sera

„    1 .2 .3 . . . 2 W  (CJ -I- 0 .  . .2BT
’ ( I . 2 . .  .SJ)2 1 . 2 .  . .SJ

la valeur de ra étant
_______P  —  1 ·

, 3 ’
et que d’ailleurs on aura

0 =  r — r-,

par conséquent

r étant une racine primitive de l’équivalence

îc3= !  (mod./>);

r = F (mod.jo),

t étant une racine primitive de l’équivalence

xp~1= 1 (mod. p).

Cela posé, en ayant égard à la formule

ô2 =  - 3,
de laquelle on tire

8 — 3 ’
on trouvera

(68) ■= — nM, 7  =  (mod. ̂ ).

D’autre part, comme on aura, en vertu de l’équation (67),

^ ' < 4  p, 7 !< n p

les valeurs numériques de x, y  seront respectivement inférieures aux

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NOTE XIII.

nombres
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dont le second au moins restera inférieur à p, pour une valeur de p 

égale ou supérieure à 7 ; le premier remplissant lui-même cette condi
tion dès qu’on supposera p supérieur à 16, par conséquent à 7 et 
à i 3 . Donc les formules (68), ou au moins la seconde d’entre elles, 
fourniront immédiatement la résolution en nombres entiers de l’équa
tion (67). On trouvera, par exemple, pour/? =  7,

et comme 3  étant une racine primitive de l’équivalence

¿c6 =  i (mod.7),
on pourra prendre

r =  3 2= 2  (mod.7 );
par conséquent

i =  r — r- = 2 — 4 ; 2 (mod.7) ,

les formules (68) donneront ' "

x  =  —  6 = i, />==4 = — 3 (mod.7).
On a effectivement

4 . 7  — i2-t- 3.32.

Prenons encore/? =  i 3 . On trouvera

, „  5 . 6 . 7 . 8

=  ni’2== 77074 ~  7° ’

et comme 3  étant une racine primitive de l’équivalence

xlî= 1 (mod. i3 ),
on pourra prendre

r ~  34=  3, è =  r — r * = 3  — 9 = — 6 (mod.i3),

les formules (68) donneront

.« =  —70 =  —5 , . y =  io =  — 3 (mod.i3 ).
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On a effectivement
4.7 =  52-t- 3 . 32.

La valeur numérique de x  remplit déjà, comme on le voit, pour les 

valeurs 7 et i 3 du nombre/?, la condition d’être inférieure à ^p. Donc,

d’après ce qui a été dit ci-dessus, cette condition sera toujours rem

plie et, pour résoudre en nombres entiers l ’équation (67), il suffira, 

dans tous les cas, de recourir à la première des équations (68). On 

trouvera, par exemple, pour p =  19, \

vs =  6 , n 1,1
7.8 9. IO. I I . I2

1.2.3.4.5.6
=  7 . I I I 2 =  I 2

.r =  i2E= — 7 (mod.19),

On a effectivement
X  —— 7.

4 .19 =  72-l- 3 . 32.

(mod. 19),

Dans les exemples précédents, la valeur de y  est constamment divi

sible par 3. On peut démontrer qu’il en sera toujours ainsi (voir les 

numéros des Comptes rendus des séances de l ’Académie, des Sciences,pour 

l ’année 1840).

Les formules (68), jointes à la remarque que nous venons de faire, 

comprennent l’un des théorèmes énoncés par M. Jacobi en 1827, dans 

un Mémoire qui a pour titre De residuis cubicis commentatio numerosa 

(voir le Journal de M. Crelle, de 18.27).

Au reste, après avoir résolu l’équation (67) à l’aide des formules (68), 

on pourra toujours obtenir immédiatement deux autres solutions de la 

même équation, en ayant recours à la formule

4 p — x 2-\- 3 y 2 — oc -t- 3 y  
2

2

On trouvera par exemple

4. 7 =  1 +  3 .3 2 =  52h- 3 . i 2:=  42 +  3 .2 2, 
4 .i3  =  5, - f -3 .3 2= 7 i + 3 . i 2=  224- 3 .4 2,
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Considérons maintenant le cas où l’on a n  =

cas
(D =: p -  p3,

>· II ** 1! OJ V«. ! != '. J —  0,
: p  =  K u Q —  3̂,3,

ü =  R,.„ V =  R,,„

et, par suite, on pourra prendre

V) =  i , ^ = —  HJ,,.

Donc,/) étant un nombre premier de la forme l\% H- i> on pourra tou

jours satisfaire à l ’équation

(69) —  +

en prenant pour x, y  des nombres entiers qui vérifient la condition 

' x =  — yà =  — n M.

Dans cette dernière formule, la valeur de II,,, sera 

„  __1 . 2 . 3 . .  .2 m _  ( b t -H  i ) .  · - 2 w

1,1 (I.2...TÜ)2 1.2. ..SJ ’

la valeur de ta étant

et l’on aura d’ailleurs
â  =  r  —  r 3.

r étant une racine primitive de l’équation

æ4e= i (mod./)),

en sorte qu’on pourra prendre

r =  t™,

t étant ce qu’on nomme une racine primitive du nombre p, c’est-k-dire 

une racine primitive de l’équation

=  1 (mod./))·
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Cela posé, en ayant égard à la formule

â ! =  —  4  (m o d . j p ) ,

de laquelle on tire
. i _  a 

a -  4 ’
on trouvera

(7°) ® =  — n,,„ y  =  — (mod./?).

D’ailleurs, pour que l’équation (69) soit vérifiée, il est nécessaire que 

x  soit un nombre pair; et alors, en écrivant i x  au lieu de x , dans cette 

même équation, on obtient la suivante

(71) p  =  x * - h y * ,

à laquelle on devra satisfaire par des valeurs de x , y  propres à vérifier 

les formules

( 7 2 ) y = — ^ n M â ·

D’autre part, comme, en vertu de l’équation (71), les quantités x , y

devront offrir des carrés inférieurs à p, et des valeurs numériques 
1

inférieures à p , par conséquent à

attendu que p, au moins égal à 5, vérifiera la condition p 2 >̂ 2; il est 

clair qu’à l’aide des formules (72), ou seulement de la première de ces 

formules, on pourra déterminer complètement les valeurs entières de 

x , y  qui vérifieront la formule (11). On trouvera par exemple, pour 

p = 5,

x  =  — 1 (mod.5)„
x — — 1.

On a en effet
5  =  i 2 4 -  2 ’ .
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Prenons encorep =  i 3, on trouvera

us —■ 3,

On a en effet

_ 4· 5.6
Hi. i =  ■ 2 3 =  20 ( m o d . i 3 ),

x  =  —  io =  3 ( m o d . i 3 ),

x  z= 3.

i 3 =  32-+- 22.

Prenons encore p =  17 ; on trouvera

. „  5 . 6 .7.8 ■ „® =  4» n ,, ,=  — —̂  =  0.2.7 =  70, = 21.2.3.4

On a en effet

x  =  —  1

X — — ! .
(mod. 17),

, 17 — i2 -H

Prenons enfin p =  29. On trouvera

US —  J,

(mod. 17),

„ 8.0.10.11.12. i3 .14
n'' '=  i . , . 3.4:5.6.7—

D’ailleurs, il ne sera pas nécessaire de calculer la valeur exacte de II, 

et l ’on pourra se borner à déterminer, par l’une des méthodes exposée» 

dans la Note Y, une quantité équivalente à IIM, suivant le module 29. 

Cette quantité sera immédiatement fournie par le tableau de la 

page 209, et se réduira au nombre 10, renfermé dans les deux colonnes 

horizontale et verticale dont les premières cases offrent le nombre 7. 

On aura donc
11^1=10 (m o d .29),

¿c =  -r-5  ( m o d . 29), ‘ .

x — — 5.
On trouve en effet

29 =  52 +  22.

La première des formules ( t3) fournit précisément le beau théorème 

énoncé par M. Gauss, et relatif à la résolution de l’équation (71) en 

nombres entiers.

Il est bon d’observer que, dans le cas où l’on suppose, comme on 

vient de le faire,
p  =  ^US-h l ,
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l ’équation connue

i . 2 . 3 . .  . ( p  —  i) =  —  i (mod./>)
donne

( I  . 2 . 3 . . . 2 C J ) 2 =  —  I .

Donc alors on vérifie la formule

â2 =  - 4,

Î  =  2 ( l  . 2 . 3 . . . 2 C J ) ,

et la seconde des formules (72) peut être réduite à * '

I . 2.3 . . .  2 HT ,

en prenant

y =  - n M.

Ainsi, par exemple, on trouvera, pour p =  5,

/  =  —  11,,, =  —  2 (m o d .5),

par conséquent 

pour p =  i 3,

y =  — 3.4.5.. .611,,, =  4IIt(1 =  80 s  2 (mod. i3),

y =  2 ,

Considérons maintenant le cas où l’on a n — 8,

y =  — 2 ;

(D =  p +  ps- p 5-  p1.

Dans ce cas, on ne peut plus se servir ni'de la formule (61), ni de la 

formule (66). Mais les équations (7) donnent

1 =  0, 03=  R,,3®4, J

et les coefficients de 0,, dans ces formules, savoir :

. R|,3> Rb,7 >

représentent des fonctions symétriques des racines primitives

p, p3 ou p5, p7.

Rl ,3 H- R5,7
Par suite, la somme
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R],3 Rs,1
et la différence 

seront de la forme
<

H,,3+  R5, ,=  À, Ri.s- R 5,7=B®,

A, B désignant des quantités entières ; et, comme on aura d’autre part

B],3B5,7==/?)

on trouvera définitivement ·

kp =  A * -B 2®4;

puis, en ayant égard à la formule

©* =  - 8 ,

on en conclura
k p  —  A 5-t-8B2.

Dans cette dernière équation, A sera nécessairement pair, et en posant

k  —  ’i x ,  B = / >

on la verra se réduire à

( 73) p  —  x'i ^ - i y ' i '

Ajoutons que, si l’on remplace p par r dans les deux formules 

Rli3-|- R5,7=  2Æ, Rl,3— B5,7 = / © ,

on devra y remplacer © par S ; et comme alors R(,3 se trouvera remplacé 

par zéro, et R3-7 par
—  R l , 3 )

on aura définitivement

%x =  —  — Ri ,3 ■

Donc, en ayant égard à la formule

ô2 =  — 8 (mod./j),

de laquelle on tire

8
(mod./?),

CEuvres de C. — S. I, t. III. 53

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



418 M É M O I R E  S U R  L A  T H É O R I E  DE S N O M B R E S .

on trouvera

(74) ' x =  — -n,,3, ' y =  — g H,,,3 (mod./?),

la valeur de II,t, étant donnée par l’équation 

„  1.2.3.. ,l\XS (2_  1 ·-·-’ · ■ "t1" _
*’* (i .2. . .us) (l .2. . . 3tü)

(3ct-+- i). . . 4^
.2. . .GJ

et la valeur de a  étant

Quant à la valeur de S, elle sera

â =  r -i- r* — r5 — z·7 (mod.p) 

r étant une racine primitive de l’équivalence

x s = t  ( inod.p)

en sorte qu’ori pourra prendre

r =  (mod .p),

t étant une racine primitive de l’équivalence

x p ~  * =  i (mod./?).

Les formules (jl\) suffiront à la détermination complète des valeurs 

de x, y  qui vérifieront l’équation (73), attendu que ces valeurs devront

être, l’une et l’autre, inférieures, abstraction faite des signes, à p2, et à

de x, à l’aide de la première des formules (74)· On trouvera, par 

exemple, pour p =  17,

plus forte raison à ^p. On pourra même se borner à déterminer la valeur

' On aura effectivement
[ J = 3 ! +  J.2S.
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On trouvera pareillement, pour p = 4i,

,, „  i 6 . 17.18.10.20 . v® = 5 , nli3= —]  ̂3 5— = 15.17.3.19=—6 . (mod.4i),
x  = — 3 (mod .4 0 i 

a; =  — 3.

On a effectivement
4i =  3! + 2.42,

La première des formules (74) fournit un théorème donné par 

M. Jacobi, en 1838, dans les Comptes rendus des séances de l’Académie 

de Berlin.

Revenons maintenant au cas général où n désigne un entier qui 

vérifie la condition
®2 =  — n,

sans toutefois se réduire à l’un des trois nombres

2, 4, 8.

Alors les valeurs entières de x , y, propres à résoudre l’équation

(ipV-=xt+  ny*,

vérifieront la formule (62) ; et, comme on aura d’ailleurs

!= — n (mod./>),

- -  (mod./j),

par conséquent

on trouvera

(75 )

ô

g  a g  . , ,

Avant d’aller plus loin, il est bon d’observer que, dans la formule

4/?!*·= ¿p2-t-ziy2,

le second membre devra être pair tout comme le premier, et qu’en 

conséquence les deux termes
*

a·2, « j2
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seront tous deux pairs ou tous deux impairs. Donc, si n est impair, les 

deux carrés
a;5, y 2

seront en même temps pairs ou impairs. D’ailleurs, si les carrés ce'2,y 2
sont tous deux impairs, chacun, divisé par 8, donnera i pour reste, et

par suite la formule ■ ·
x i -t- «y2 =  p̂v-

donnera
14- n =  4/>|l=  4 (mod.8),

ou, ce qui revient au même,

(76) n =  3 (mod.8).

Donc, si n, supposé impair, et de la forme 4 X +  3  afin qu’on ait 
©*.== — n, ne vérifie pas la condition (76), c’est-à-dire, en d’autres 
termes, si l’on a

(77) f t s 7 (mod.8),

x 2, y 2 seront pairs l ’un et l’autre. Alors, en écrivant i x  au lieu de x , et 

■ xy au lieu dey ,  on obtiendra, au lieu de l’équation (29), la suivante

(78) ny2,

à laquelle on satisfera par des valeurs entières de x , y, qui vérifieront 

les conditions

. . ' i g  0 g  . . .
(79) * = - | >  y =  —  J  (mod. /?).

Enfin, si n est un nombre pair, divisible par 4 ou par 8, il est clair 

que, dans l’équation
4pV·— x * n y * ,

x  lui-même devra être pair. Alors, en écrivant i x  au lieu de x, on verra 

cette équation se réduire à la suivante

(80)

et l’on pourra satisfaire à cette dernière par des valeurs entières
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de x , y, qui vérifieront les conditions

(Si) y ^ ï ï l  ( m o d . p ) .

Pour montrer quelques applications des formules qui précèdent, 

prenons d’abord pour« les nombres premiers qui, étant de la forme 

4x4-3, et supérieurs à 3, restent inférieurs à ioo. Parmi ces nombres . 

premiers, les uns, savoir

I I ,  19, 43, 59, 67, 83,

seront de la forme Bx 4- 3 , les autres, savoir

7, 23, 31, 47. 7 '»  79.

seront de la forme 8 x 4 -7 ;  et Pour chacun d’eux, on obtiendra facile

ment les valeurs des résidus quadratiques

h, h ’ , h ", . . .

en cherchant, dans les Tables construites par M. Jacobi, ceux des 

nombres
1, 2, 3 , '  n —  1,

qui offrent des indices pairs suivant le module n. Ainsi, par exemple, 

comme, pour n =  7, les indices des nombres

1, 2, 3, 4, 5 , -6,

sont dans ces mêmes Tables

o,  2, I, 4, 0, 3

on trouvera, pour ri — 7,

h —  1, h ' —  1,  h " —  4,

• ®  =  p +  p24 - p 4— pJ— p5— p6.

En opérant de la même manière pour les diverses valeurs de n, on 

reconnaîtra que les quantités h, h', h" , . . .  inférieures ou supérieures 

à le nombre i ou j  des unes ou des autres, et la différence i — j  sont
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n - 7  

n —  11 

n =  19 

/i =  a3

n = 3 i

71 = '4  3

71 =  47

«=59

72 =  67 

« =  7I 

n = 7 9

72=83

respectivement, pour

I, 2

4
i , 3, 4,5 
9
I, 4, 5, 6, 7, 9
I I ,  16,17

1.2,  3, 4, 6 , 8, 9 

12, 13, 16, 18 

1 , 2 , 4 , 5 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 4 ,
16, 18, 19, 20, 25, 28
1 ,4,6,  9, 10, 11, i 3, i 4, 15, 16, 17,21,

2 3 , 24, 2 5 , 3 1, 3 5 , 3 6 , 3 8 , 4 °, 4 1 

1, 2, 3 , 4 , 6 ,  7, 8, 9, 12, 14, 16, 17, 18, 21,

24, 25, 27, 28, 32, 34, 36, 37, 42

1, 3, 4, 5 , 7, 9, 12, 15, 16, 17, 19, 20, 21,22,  25, 26, 27, 28, 29,

35, 36, 4i , 45, 46, 48, 49, 5i, 53,57
1, 4, 6, 9, 10, i 4, 15, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 29, 33,

35, 36, 37, 39, 4o, 47, 49, 54, 55, 56, 5g, 60, 62, 64, 65
1.2,  3, 4 , 5, 6, 8, 9, 10, 12, i 5, 1 8, 19, 20, 24, 25, 26, 27, 29, 3o, 32,

36, 37, 38, 4o, 43, 45, 48, 4g, 5o, 54, 57, 58, 60, 64
1, 2, 4 , 5, 8, 9, 10, 1 ), i 3, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 3 i,  32, 36, 38,
4o, 42, 44, 45, 46, 49» 5o, 5 i,  52, 55, 62, 64, 65, 67, 72, 74, 76

1, 3, 4, 7, 9, io, xi,  12, 16, 17, 21, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 3o, 31 , 33, 36, 37, 38, 4o, 4 o  ( t 
44 ,4 8, 4 9 , 5 1 , 5 9 , 6 1 , 6 3 , 6 4 , 6 5 , 6 8 , 6 9 , 7 0 , 7 5 , 7 7 ,7 8 , 8 1  \ j

Donc les valeurs de

qui permettront toujours de résoudre en nombres entiers l’équation

pV-=xi+  ny*,

1—

=  3 |

=7
=  4
—.9
=  6

U =

12

9
*4
9 
19
10 

18
15
21

i4
22 

J7 
25
16

seront respectivement :

Pour

et les valeurs de

n —  7, 2 3 ,  3 1 , 47, 71, 7 9 ,

p. =  r, 3, 3 , 5, 7, 5 ;

1 —

1—

1—

7 =  0

7 =  3,

7 - 3, 

7  =  3, 

7  =  3, 

7  =  3,

7 = 5,

7 = 9,

7 = 3,

7 = 7 ,

7  =  5, 

7 = 9·

f* =
_  »— y

qui permettront toujours de résoudre en nombres entiers l ’équation

4/?f-= ¿c2 —H /ijk2,
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seront respectivement :

Pour n —H, 19» 43, 59, 67, 83,
U 1, i , 3, i, 3,

De plus, on aura, pour n =  7,

01I =  0,©204=/> ^ , J =  030506= /> % ^ , 
U11

ou, ce qui revient au même,

l --Rl,2 “= : D ’ J ----U6,5
/ =  2, g - I ,  f — g -

F =  J, G — Re,s;

et par suite, on pourra prendre

$ =  1, §==— 11!,5.

Donc, en vertu des formules (79), on pourra satisfaire à l ’équation

(82) p  =  x î + 7 y î ,

par des valeurs entières de x ,y ,  qui vérifieront les conditions

(83) x  ~  d II, 2, y = — {mod.p),
2 14

la valeur de III)2 étant donnée par la formule

J J  _  1 .2 . 3 .  . . 3sj _ _ _ _  ( 2SJ +  1 ) .  .  .  3sj '
1,2 (1 . 2 . . .5j) (l . 2 . . , 2Sj) 1. 2 . ..SJ ’

dans laquelle on aura
p —  1SJ — - -------j

7

et la valeur de 0 par la formule

ô =  r -+- r2 +  J"4— r3— rs— r6,

dans laquelle r sera une racine primitive de l’équation

x n=  1 · (mod. p),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



424 M É M O I R E  S U R  L A  T H É O R I E  D E S  N O M B R E S ,  

en sorte qu’on pourra supposer

r =  Ps,

l étant une racine de p, c’est-à-dire une racine primitive de l’équiva

lence
t c P - '  = =  î  ( m o d . / p ) .

On trouvera, par exemple, pour p =  29,

_____ ,  „  - ___ 1 . 2 . 3 .  . . 1 2  _ Ç ) .  1 0 .  I I .  1 2

ro _  4 , ( , . 2 . 3 -4 ) ( i -2 . 3 . . . 8 ) —  , .2.3.4«

X  = — 1 ( m o d . 2 9 ) ,

x — — I.
On a en effet

29 =  1 +  7 . 2* .

Au reste, la quantité 2, qui, dans cet exemple, est équivalente à II1|2, 

suivant le module 29, se trouve immédiatement fournie par le tableau 

de la page 209, et se réduit, comme on devait s’y attendre, à celle que 

renferment à la fois les deux colonnes horizontale et verticale dont les 

premières cases contiennent les deux nombres

CT =  4, 2  CT =  8.

M. Jacobi, dans son Mémoire de 1827, avait déjà indiqué les for

mules ( 83) comme pouvant servir à la résolution de l’équation (82). 

Pour arriver à ces formules et à d’autres semblables, il avait suivi une 

marche analogue à celle par laquelle M. Gauss lui-même a établi la 

première des formules (72), et il avait eu recours, nous a-t-il dit, à 

des considérations qui 11e diffèrent, pas de celles que j ’ai exposées dans 

le Rulletin des Sciences de 1829, c’est-à-dire à la considération des

fonctions ci-dessus désignée^ par 0A, 0A, 0,........

• Si, au lieu de supposer n =  7, on prend successivement pour n les

nombres premiers *
I I ,  19 , 43 ,  6 7 ,

pour lesquels on a aussi ¡x =  1, il suffira de recourir aux formules (75),

=  9.5.11 =  2 (mod.29),
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ou du moins à la seconde d’entre elles, pour déterminer complètement 

les valeurs de oc, y  propres à vérifier l’équation

b p  i= x -  -f- « y 2. ' '
f „ , 1 * . r

D’ailleurs,,on trouvera, pour n — n .

J —  ' fî-1 ,3 ,4 ,5 ,9  =  R l , 3  R l + 3 ,4  ^ 1 + 5 + 1 , !  Rl-t-3-|_.(,+ 5 ii) ,

I  —  R l 0,8,7 ,0,2 — R 10,8 t ï 10-h8,7 10-t—SH—7,6 R lO -t-8+74-6,2 î
• . , 1 ' ^ /  f

par conséquent ;

I R«·,4Rs,s — P3r;— — >

J =  /7R10,8R7)7R3,0 =  yO2% A ’ ,
A'8,s - ;

. f —  3, g =  t f f — g - l - l- Z l  =  ^

F  —  R 8 , sî G  =  R 10,8 R 7; 7)

et l’on pourra prendre

■ ¿ = — nM) g =  n 1)3nM.

Donc, en vertu des formules (75), lorsque p  divisé par n  donnera 

pour reste l ’unité, on pourra satisfaire à l’équation

(84) b  P  —  x 2 - h  ii y2

par des valeurs de x , y  propres à vérifier les conditions

(85) ■ c -  Hm R,,, 8 nVint,t
■ 2̂,6 I I Ilĝ g

les valeurs de n ij3, n 4)4, II2)6 étant données par les formules 

11,,,= (3ct+  ') · -j-4?7, Iltt — ( ^  +  0 — n _  (6® + 1),. ,8ro
I  . 2 .  . .TU

dans lesquelles on aura

OEuvres de C. — S. I, t. III.

TU :

: . 2 . . . 4 W

p  —  \

* 2,6  -

1.2 ... am

11

54
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Si, par exemple, on suppose p  =  23, on trouvera

ŒT — 2, Hl,3— ' 

IIM =  28 =

7,8
1.2

0,

„  __ 9 . 1 0 . i i . 1 2 . i 3 . 1 4 . i 5 . 1 6  ^  __ i 3 . i 4 . i 5 . i 6

1 1 m _  2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8  ’  2 ’ 6 ~  1 . 2 . 3 . 4  ’

II4 t =  9. to. r i . i 3  = — 1 0 ,  II2)G =  i 3 . 1 4 . 1 0 =  3 , 

(m o d . 2 3 ) .

=  — y  = — ^  53 —  9 (mod .23).

Le carré de x 2 devant d’ailleurs être inférieur à 4,23 =  92, on ne peut 

supposer que
x = —  9·

On pourrait opérer de la même manière pour les trois valeurs de n 

représentées par
■ 19. 43, 67.

Mais il est bon d’observer que chacune d’elles, divisée par 3, donne 

1 pour reste. Or, quand cette condition est remplie, ou, ce qui revient 

au même, quand, n étant premier, n — 1 est divisible par 3, on peut 

ajouter, trois à trois, les nombres renfermés dans chacun des groupes

h, h1, h", . . .  et k, A', k", . . . ,

de manière à obtenir des sommes divisibles parn. En effet, soit s une 

racine primitive de l’équivalence ■
I

x n- ' = i  (mod. n).

Les nombres renfermés dans le groupe

k, k', k\ . . .

seront équivalents, suivant le module n, aux divers termes de la pro

gression géométrique

1 o - (·♦ , çfl—ZJ1 ·' î ” î · « m -> y
*

et les nombres renfermés dans le groupe

k, k', k", . ..
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aux divers termes de la progression géométrique

•V, . V ,  s

Comme on trouvera d’ailleurs, en supposant n — i divisible par 3,

n — 1 0 n — 1 -I J

l-t-S 3 + S  3 =  ----- =  o (mod.«),

S 8 ----  I

il est clair que, dans cette hypothèse, on aura

h +  h'-i-/i"= o (mod.rt),
si l ’on prend

/ 7i—l n_
h =  sm, h '~ s  3 + , h” — s 

m étant un nombre pair, et

k +  k'  -+- k" =  o ( mod. «),
si l’on prend

k =  sm, k' =  s
71 — 1 „77 — 1

3 +'”, k"~s  3

m étant un nombre impair. Par suite, chacune des fonctions représen

tées précédemment pari, J pourra être censée résulter de la multipli

cation de divers produits de la forme

dans chacun desquels on aura

l + l ' - ’r - l" —  o (mod.«) .

Or, on trouvera sous cette condition

0,©,. ©,. — ©,©,·©__/_,.— p =  p R/ /·,
, wi+r

l, l' pouvant être deux quelconques des trois nombres

l L' L"l ,  l  j L· ,

par exemple les deux plus petits, lorsqu’on aura

l l1 -h l" — n,
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et les deux plus grands lorsqu’on aura

14- 1' h- /" =  -i n.

Donc, dans l’hypothèse admise, chacune des fonctions .

i, J

pourra être censée résulter de la multiplication de facteurs de la 

forme

ce qui permettra de calculer facilement les valeurs de §,

Concevons, pour fixer les idées, qu’on ait n — 19. Alors, si l’on 

prend s =  10, les nombres qui, étant inférieurs à 19, seront équiva

lents, suivant le module 19, aux quantités

1, S, s3, s5,
c6 ¿ H S1, s8, s\ s* °, s " .

s'2, s13, s'\ s13, s10, s'~

c’est-à-dire les nombres correspondant aux indices

0, I ) 2, 3 , 4 . 5 ,

6, 7 > C
O

«p 10, 1 r ,

12, i 3 . ‘ 4 , i 5 , 16, 17, *

seront respectivement ceux qui se trouveront contenus dans les trois 

premières lignes horizontales du tableau

( 86)

I ,  10, 5 , 12, G, 3 ,

n ,  i 5 , * 7 , 18, 9 ) ' 4 ,

7 » l 3 > 16, 8, 4 , 2.

19, 3 8 , 3 8 . 3 8 , l 9 > >9

les trois nombres renfermés dans une même colonne verticale pouvant 

être censés représenter trois valeurs correspondantes de l, dont 

la somme
l +  l'+ l",

toujours égale soit à n =  19, soit à >n =  38, se trouve placée au-dessous
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de ces trois nombres, dans la quatrième ligne horizontale. Donc, 

n étant égal à 19, 1 pourra être censé résulter de la multiplication des 

trois produits

0 1  ® l l  ® 7  —  P  E l , 7) ® 5 ® 1 7 ® 1 G  — " /-  ̂ï t  16,17? ® 6  ® 9  ® 4  —  ÿ  E i , 6 >

et J de la multiplication des trois produits

0 1 0  0 1 5  0 1 3  —  / ? R l 3 , l « )  0 1 2  © 1 8  © 8  =  / ? R l 2 , 1 8 ,  , © 3 © 1 4  © 2  =  1T2 , 3 J

et l’on aura

I =/?3Rm

J  — Z *3 E l 3 , 1 5

RlG,17R*,6 — P 

E j  2,18 112 ,3  —  P

R l G , 1 7

R l 2 , 1 8  R  13,15 

. E ] 2 , 1 8  R i 3,15

H 16,17

)

>

f — 5, g =  k,

F  =  R i o ,  , 7 ,

f — S - i  =  -

G =  E.j.isE

en sorte qu’on pourra prendre

i = - n 2>3, g  =  n , , 7n M .
Donc, en vertu des formules (75), lorsque p, divisé par 19, donnera 

pour reste l’unité, on pourra satisfaire à l’équation

( 8 7 )  tKp  =  ^ - w g / 2 ,

par des valeurs entières de x , y, qui vérifieront les conditions

( 88)
n,,7lh,6

« 2 , 3  ’

_ 2 _  E l 7 ] l i 6 

•9 E 2,3
(mod·/?).

On peut remarquer qu’en vertu des formules (88) la quantité x  est 

équivalente, au signe près, suivant le module p, au rapport

ll,,7llv,0
—Fï---- >

dont le numérateur et le dénominateur ont pour facteurs les trois 

valeurs de

correspondant aux trois colonnes verticales du tableau (86) qui
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offrent des valeurs de l, Î , L" dont la somme est n =  19 ; chaque valeur

devant être considérée comme facteur du numérateur ou du dénomi

nateur, suivant qu’elle correspond à une colonne verticale de rang 

impair, ou de rang pair. Or, il est facile de prouver que cela devait 

arriver ainsi. En effet, soient l, l ,  l" trois nombres renfermés dans l’une 

des colonnes verticales, au bas desquelles se trouve placée la somme 

n =  19. Si la colonne dont il s’agit est de rang impair, ces trois nombres 

correspondront à des indices pairs, et par suite

sera l’un des facteurs de I. Si, au contraire, la colonne dont il s’agit est 

de rang pair, une autre colonne de rang impair, mais au bas de laquelle 

on lira la somme 2n =  38, renfermera les trois nombres

et par suite
n — n — l', n — ltf,

sera l’un des facteurs de I. Donc, dans le premier cas, sera un

facteur de G, et — II,/ un facteur de g, tandis que, dans le second cas, » 

R«-/,*-/' sera un facteur de. F, et — II,/ un facteur de §. On peut ajouter 

qu’à toute colonne de rang impair, terminée par la somme 2 n =  38, 

correspondra une colonne de rang pair, terminée par la somme n =  19. 

Donc, pour obtenir tous les facteurs de § et de il suffira de consf- 

dérer les colonnes  ̂terminées par la somme « = 1 9 ;  et chacune de ces 

colonnes fournira un facteur de la forme

c
soit au numérateur, soit au dénominateur du rapport 4, > suivant qu’elle 

sera de rang impair ou de rang pair.

La remarque que nous venons de faire donne le moyen d’appliquer 

facilement les formules (75) aux cas où n se réduit à l ’un des
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nombres 43, 67; et d’abord, si l’on suppose n — 43, s — 28, alors, 

en vertu des tables construites par M. Jacobi, les nombres inférieurs 

à n — 1 et équivalents aux quantités

t  e  o2 e t l — 11 î à 1 · · · > * Î

* c’est-à-dire les nombres correspondant aux indices

0 , I, 2 , 3, 4, 5, 6 , *
7, 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 12, 13,

i4, i5, 1 6 , 1 7 , 1 8 , 1 9 , 2 0 , 2 1 , 2 2 , 23, 24, 25, 2 6 , 27>
2 8 , 2b, 3o, 3i, 32, 33, 34, 35, 36, 37> 38, 39, 4o, 4«,

seront ce u x que renferm ent les trois prem ières lign es horizontales du
tableau

I, 2 8 , 1 0 , 2 2 , i4, 5, n , 7, 2 4 , 3 7, 25, 1 2 , 35, 34,
6 , 39, !7>' 3, 4i, 3o, 23, 4 2 , 15, 33, 2 1 , 2 9 , 38, 32,

36, 1 9 , 1 6 , 1 8 , 3i, 8 , 9, 37> 4, 2 6 , 4o, 2 , J 3, 2 0 ,
43, 8 6 , 43, 43, 8 6 , 43, 43, 8 6 , 4 3 , 86, 86, 43, 86, 86,

les trois nombres renfermés dans une même colonne verticale pouvant 

être censés représenter trois valeurs correspondantes de

l, i, l\

dont la somme n ~  43, ou 2/z==8G se trouve placée, dans la quatrième 

ligne horizontale, au-dessous de ces trois nombres. Cela posé, les 

valeurs de
il/,/·,

correspondant à des colonnes terminées inférieurement par la 

somme 43, seront

Πι,6, n i0)16, n,,t8j ΙΙβ,β, π9ί11, Π4ι|5, Π2ί12; 

et parmi ces valeurs, quatre, savoir

Hl,6, Πΐ0,16, U9,11, 1̂4,15,

correspondront à la première, à la troisième, à la septième, à la neu

vième colonne verticale, c’est-à-dire à des colonnes verticales de rang
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impair, tandis que les trois autres, savoir . .

H3,18l H5,8l Hî.lSl

correspondront à la quatrième, à la sixième, à la douzième colonne 

verticale, c’est-à-dire à des colonnes verticales de rang pair. Donc, en 

vertu de ce qui a été dit ci-dessus, si le nombre premier p, divisé 

par 43, donne pour reste l ’unité, on pourra satisfaire à l ’équation

(90) 4 p = ; r 2d - 4 3 7 2

par des valeurs entières de x , y  qui vérifieront les conditions

(9')

n, ,6 H, o,,6 Hç̂ i 1 IÏ4,
IIj, 18 H*,8l^*,12

y = —
a D| ,6 lï 10,16 ,11 H4,l fi

43 113,18 Hs,8 II*,12

(mod.p).

Supposons, en second lieu, n — 67, s =  n. Alors, au lieu du 

tableau (89), on obtiendra le suivant *

1 u, 12, 10, 53, 33, 61, 62, 7, !7l 3, 36, 3o, 25, 32, 49, 52, 21, 5 i, 9, 4i, 23, 8,
1 29, 13, 2 2 , 63, UJi 27> 56, 3, 2 4 , 2 0 , ’ 391 6 6 , 55, ' 57> '4 , 34, 6 , 5, 60, 5o, 64, 31,

( 9 2 ) j 3 7 , 4?., 35, .8, i5, 46, 16, 58, 26, 44, 6 9 , 38, 54, 45, 4, 48, 4o, n, 65, 43, 47, 28,

f fi7- 67, 67, 1 34, 6 71 i34, i34, 67, 67, 67, >34, i34, i34, «34, 67, 134, 67, 67, i34,. .34, i34, 67·

Or, les valeurs de H,/ correspondant aux colonnes verticales qui, 

dans cc tableau, se trouvent terminées inférieurement par la somme 

n — 67, sont respectivement, pour les colonnes de rang impair,

i l l , 2 9 l  H i  0,221 H l 5 , 1 9 l  H n , 2 t l  H i ,  14) Ü 6 , 2 1 )

et pour les colonnes do rang pair

H l2 ,1 31 ■ ^ 2 ,7 1  Ü 3 ,2 0 l Ib> ,11 , Ü 8 ,2 8 ·

Donc, si le nombre premier p, divisé par 67, donne pour reste l ’unité, 

on pourra satisfaire à l’équation

(93) 4 p  =  67 J 2
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par des valeurs entières de x, y  qui vérifieront les condilions

(94)

______  D l  ,19 D |  0,22 R |  3,19 R l  7,24 R t , 14 R $ , 2 1

Hia.isn.̂ IIs.jDlIĵ i H8,|8

____nM9II10,nn,8,,9n,7,?tnM..II6,2l
(mod./j).

t>7 JIj2î i3 II2i7 Il3iï0IIgi 11

Si maintenant on prend pour n, non plus un nombre premier, mais 

un nombre composé, pour lequel on ait

<£)* = — n,

on trouvera, au-dessous de la limite ioo, trois nombres de la forme 

8x -i-3, auxquels les formules (7 )) seront applicables, savoir les trois 

nombres
1 35 =  5 . 7, 5 1 =  3 .17,  9 1 = 7 . 1 3 ,

\

et cinq nombres de la forme 8 x +  7, auxquels les formules (79) seront 

applicables, savoir

* i5 =  3.5, 3g =  3 .i3, 55 =  5 .n , 87 =  3 . 19, 95 =  5 . 19.

Si, pour fixer les idées, on suppose n =  i 5 =  3.5, on trouvera

CD =  p +  p2- t -p4 +  p8 —  p7—  p u  —  p13—  pn ,

1 =  © 1  © 2  © 4  ©8 = ---- R i ,S  R l+ 2 ,4  R 1+2+4,8 ^ / ^ R l ^  R î , i ,

J 1= @J4@13®11 @7 —- — Rl4,13Rl4+13,U Rl4+13+ll,7 — P Rl4,13 R12,11 ·> 

ou, ce qui revient au même,

I =  p 3
R14,13 R12,1

J =  Rl4 ,13 Rl2,l 1 i

par conséquent

i —  3, /  =  ' ,  / =  3, ff —  i ,  f — g — i — j = 2,

I' =  r , G  —  R l 4 , 1 3 R 12.11 )

en sorte qu’on pourra prendre

5̂ =1, 9 —-.Rl.sRi,!·

Donc, si le nombre premier p, divisé par i 5, donne i pour reste, on
OEuvrea de C. — S. I, t. III. 55
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pourra satisfaire à l’équation

(9.5) P' —

par des valeurs entières de x , y , qui vérifieront les conditions

I 5
(96) .r == -  i n , , 2 l I M , y  = —  ^ n , , 2n 3l4 (mod./z).

Or, comme en vertu de l’équation (9$) les valeurs numériques de x , y  

seront inférieures kp, il est clair que les formules (96), ou au moins 

la seconde de ces formules, fourniront le moyen de déterminer com

plètement les valeurs de x , y.

Supposons, par exemple, p =  3i : on aura

5T —  2,
TT 5 . 6  2  e  TT 9 .  1 0 .  I l  . I 2 . l 3 . l 4 0 3
II, , ,= ---- = 3 . 5 ,  II3 4“  —--------- 2 . . „—  =  3 . 7 . 1 1 . 1 3

1.2 . 1 .2.3.4.0.6 '

et
8 =  r  +  r! +  z·4 -+- /-* —  z·7 — z·11-

r étant une racine primitive de l’équivalence

¿c18== 1 (mod .3 i),

ou, ce qui revient au même,

§  =  P  -+-  P  +  ¿ ® - l -  £ * « —  i 1 *-—  £ * * —  —  i i 8 ,

1 étant racine primitive de 3i. Cela posé, les tables de M. Jacobi don

neront

3 =r io 4- 7 + 1 8  +  14 —  20 — 19 —  9 —  2 8 = —  4 (mod. 3 i), 

et l’on tirera des formules (9ÜJ

_  33 . 35.39 2 . 4.8  ,  , , 3 ,
x  = — ----------- = ------- -— ss -  1, y  =  — 2d x  = —  8 (m o d . 3 i).

Donc, puisque la valeur-numérique d e y  devra être inférieure à p et
. > Pmeme a on aura 

\J 10
* _ _ . r =  — 8.

On trouvera effectivement

■ 3i* =  i ! -+- > 5 .8”.
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Si n cesse d’être impair, alors pour vérifier la condition

®2 = — n,

il devra être de l’une des formes

4 (4x + i), 8(ax+i),
les facteurs impairs étant inégaux. On pourra, par exemple, prendre 

pour  ̂ un des nombres

5, i3, 17, 21, 29, 33, 37, 4 r,
ou pour |  un des nombres

3 , 5 , 7, 11, i 3, i 5, 17, 19, 21,

c’est-à-dire qu’on pourra prendre pour n un terme quelconque de- 

l’une des deux suites

20, 52, 68, 84, 116, 132, 148, 164,
* 24, 4o, 56, 88, io4 , 120, 136, r52, . .  .

Si, pour fixer les idées, on attribue successivement à  ̂ les valeurs 

représentées par les nombres premiers

5, i 3, 17, 29, 37, 4 1, . . . .

on pourra déterminer facilement les valeurs des nombres

h, h', h\ . . . ,

par conséquent celles des trois quantités
1

i —  i
6 y.

à l ’aide des principes établis à la page 3oo; et l’on trouvera successi- 

ment, pour valeurs de i, les nombres

4, 8, 12, 20, 20, 28, . . . :
pour valeurs de /, les nombres

°* 4, 4, 8, 16, 12, ..
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et pour valeurs de p., les nombres

2, 2, 4, 6, 2, 8...........

D’ailleurs, en vertu des formules (8 1 ), on aura :

Pour y  — 5, n =  20,4

_  . l n i i 9 n 3i7 =  ±  ¿ n 5i9, y =  — X  (mod./j) ;

Pour y =  i 3, n =  52,4
1 1111,11^1) 
2 113,23 Hs,21

£ / Hl,2sH9,l7
2 \ 113,23

2

> J (mod p),

etc.,

En terminant cette Note, nous ferons observer que si l ’on veut obtenir 

directement, dans tous les cas, non plus seulement des quantités équi

valentes aux quantités entières x ,y ,  qui vérifient l ’équation

^pV·—  n y î ,

mais les valeurs mêmes de x  et de y,· il suffira de recourir aux équa

tions (35); desquelles on tirera, eu égard aux formules k — g , 

(O2 — -  n,
F G

x  -+- y  © =  2 p f ~ s  jr > oc— j ®  =  2 JT)

et par conséquent

Ces dernières valeurs de y  pourront toujours être calculées ainsi que 

les facteurs de la forme
R/,ri

compris dans F et dans G, à l ’aide des principes établis dans la Note V. 

On pourra d’ailleurs, si l’on veut, déduire des formules (97) les valeurs 

exactes d e x ,  y , en remplaçant dans les seconds membres le signe =  

par le signe = ,  et la racine primitive de l’équation

I
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par une racine primitive r de l’équivalence

x n =  \ (rnod./3m)

m  étant un nombre entier assez considérable-pour qu’il ne reste aucune 
incertitude sur la valeur de oc ou de y . Dans le cas particulier où l’on 

a [x =  i ou p. =  2, on peut déterminer complètement y ,  en supposant 

m =  i. D’ailleurs, cette dernière supposition réduit les équivalences, 
qui doivent remplacer les équations (97), aux formules (70).

NOTE XIV.

OBSERVATIONS RELATIVES ADX FORMES QUADRATIQUES SOUS LESQUELLES 

SE PRÉSENTENT CERTAINES PUISSANCES DES NOMBRES PREMIERS, ET 

RÉDUCTION DES EXPOSANTS DE CES PUISSANCES.

Soient, comme dans la Note précédente :

p un nombre premier impair ; 

n  un diviseur de p  — 1 ;

h, k, l, ·.. .‘ les entiers inférieurs à n mais premiers à n ;

N le nombre des entiers h, k, 

p l’une des racines primitives de l’équation

( 1 ) x " = i ,

e t  '

( 2 )  CD = :  p * 4 -  p / l '  + -  p * ' ■ + - .  . . —  p k  —  p k' —  p*" —  . . .

une somme alternée de ces racines, les entiers h ,  k ,  /, . . .  étant ainsi 

partagés en deux groupes

. h, h1, h", . . .  et k, k', k”, . . . ,

dont le premier sera censé comprendre l’unité. Enfin supposons que, 

parmi les entiers
/¿, /., /, . . . ,
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ceux qui sont inférieurs à  ̂ n se trouvent, en nombre égal à i, dans le

groupe li, h', h ",. . .  et en nombre égal à  j ,  dans le groupe k, k", . . .  

Pour que le module n vérifie la condition

(3) (tà* — —  n

il faudra que ce module soit de l’une des formes 

4 x + - 3 ,  4 ( 4 x  +  i ), 8 ( 2 x  +  i )

et qu’en outre les facteurs impairs de n soient inégaux. Alors, en vertu 

du théorème établi dans la Note précédente, on pourra toujours satis
faire, par des valeurs entières de ce, y , à l ’équation

(4) 4/#=a;s-t- n/*,

dans laquelle on devra poser généralement

i —j  i —jp  =  i — J OU p =  ·—7^ ou fJL= ------ - ,ô 2

suivant qu’on aura

n =  7  (m o d .8 ) ou n =  3 (m o d .8 ) ou n==o (mod.4)·

On doit toutefois observer qu’il y a deux exceptions à faire à cette 

règle, et qu’on aura : i° pour n — 3

p =  i — j  — i au lieu de p =  1 ■■■

2° pour n =  4

p —- i  —,/ =  i au lieu de p =  —~  ·

Ajoutons qu’on pourra réduire l’équation (4), si n divisé par 8 

donne 7 pour reste, à la formule

(5) pV-— x ï -Jr n y î ,

et, si n est divisible par 4 ou par 8, à la formule

( 6 )  pV·—  , r ! +  ^  j 2.
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En calculant, dans la Note précédente, les valeurs de l’exposant u. 

correspondant à des valeurs données du module n, nous avons tou

jours obtenu des valeurs impaires de p, quand n était un nombre pre

m ie r , e t d e s  v a le u r s  p a ir e s  de p, q u a n d  n é ta it  u n  n o m b re  c o m p o sé ,  
supérieur à 4. On peut affirmer qu’il en sera toujours ainsi. En effet, si 

nous prenons d’abord pour n un nombre impair, ce nombre sera de la 

forme 4x +  3, et l’exposant p représenté par la valeur numérique de la 

différence

o u  p a r  le  tie r s  de c e tte  v a le u r  n u m é r iq u e , se ra  p a ir  o u im p a ir  a ve c  e lle ,
suivant que la somme

. . N
* + y - 2

sera elle-même paire ou impaire. Comme on aura d’ailleurs, si n est 

un nombre premier,
N =  n— 1

et, si n est le produit de plusieurs nombres premiers impairs v, v', .. .·,

N =  ( v - i ) ( v ' — 1) . . . ;

il est clair que p sera impair avec -l ■ 1 > si n est un nombre premier 

d‘e la forme 4x +  3, et pair avec le rapport

------------------------,2 ■

si n est un nombre composé de la même forme 4* +  3. Dans l’un et 

l ’autre cas, d’après ce qui a été dit dans la Note IX,

h, h 'r  h\ ...

seront ceux des entiers inférieurs à n et premiers à n, qui vérifieront 

la condition
~h~
n

Supposons maintenant qu’on prenne pour n, non plus un nombre
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impair de la forme 4x +  3, mais un nombre pair divisible par 4· Ce 

n o m b re  d e vra  être de la fo rm e

4w V .. . ,

v,  v ' ,  v" ,  . . .  étant des facteurs premier impairs, inégaux entre eux, et 

dont le produit soit de la forme 4*x +  i.  Alors aussi les nombres

h, h', h", . . .

seront ceux des entiers inférieurs à n, et premiers à n, qui vérifieront

/¿ =  i (mod.4))

h =  —  i (mod.4)·

On peut en conclure que, dans le groupe

A, h',, h”, . . . .

' les nombres entiers inférieurs à -  seront deux à deux de la forme *
2

7i, — — h.
2

Donc, dans 1’hypothèse admise, i sera pair, et, comme l ’équation

N =  2 ( v  —  l) ( v ' --- l ) .  . .

e n tra în e ra  la  s u iv a n te

*-*-./  =  7  =  (v  —  O  (v ' — I ) .  .

on peut affirmer encore : i° que i +  J  sera pair et même divisible par 4; . 

2° quey sera pair avec i et i -hJ ; 3° que la somme

ou les deux cond it ions

ou les deux cond it ions
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sera paire elle-même, et qu’on pourra en dire autant de la différence

i_ _  j  i'—j  _
2 . 2  2 

{ * * ' ’
Supposons enfin qu’on prenne pour n un nombre divisible par 8. 

Ce nombre devra être de la forme r

■ 8vvV...,

v, v', v " ... étant des facteurs impairs inégaux; et les entiers

/¡, h1, h", ■■.... ‘ · ' . ’

seront : x° si ~ est de la forme 4x -+- i. ceux qui vérifieront les deux 

conditions

[ f l - -
o u  3 ( m o d . i ) ,

ou les deux conditions

: —  i '■ h =  5 o u  7 ( m o d . 8 ) ;

[ f l
2° si |  est de la forme 4 * +  3, ceux qui vérifieront les deux condi

tions - ■
P 7i T

h  =  i  o u -  , 7  ( m o d . 8 ) ,[A -
ou les deux conditions

· = — i ,  /i =  3 o u  5 ( m o d . 8 ) .

[ f l
On en conclut encore que, dans le groupe

h, h h ", . . . ,

les nombres inférieurs à ^ seront, deux à deux, de la forme

h, "  — h. 
2 ·

OEuvres d e 'C . — S. I, t» III. 56
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Donc i sera pair, et, comme on aura

N =  4(v — i)(v'— i) ...,

*-+“/ =  ^  = a ( v  —  i ) ( v ' — i ) . .

la somme i-\-j sera non seulement paire, mais divisible par 4· Donc, 

par suite,

seront pairs, et l ’on pourra en dire autant de la différence

2 2 2 ‘

Ainsi, en résumé, l’exposant p. sera, dans l’équation (4), ( 5) ou (6), 

un nombre impair ou un nombre pair, suivant que le module n > 4  

sera un nombre premier ou un nombre composé. D’ailleurs, dans 

le dernier cas, on peut, à l’aide d’une méthode souvent employée par 

les géomètres, réduire, comme on va le voir, la valeur numérique de 

l ’exposant p..

Prenons d’abord pour n un nombre composé de la forme 8 x4 -7. 

Alors l’équation (4) pourra être rëmplacée par la formule ( 5), dans 

laquelle p. sera un nombre pair ; et, comme par suite p  ̂ sera un carré » 

impair, c’est-à-dire de la forme 8 x 4 -1 , x 2 devra être un carré de la 

même forme, e t j 2 un carré pair. Cela posé, les deux facteurs

£ £ 
p2 — æ, p1 4-«,

'< ü ' ■ . - i
dont la somme sera 2p*, et le produit p* — x 2 =  ny2, auront évidem

ment pour plus grand commun diviseur le nombre 2; et, pour satis

faire à l ’équation ( 5), on devra supposer
·

V £
p 2 — æ =  2«m2, p 2 4- x  =  2 6 p’ ,

’ ¿ i . 1. 1 4  , . . .
par conséquent

£ \
( 7 )  /?2 =  « t i î + 6

•\
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a, ë, u, v désignant des nombres entiers qui vérifieront les conditions

{ 8 ) ao — n,

{ 9 )  l u v — v.

11 y a plus : comme le produit uë =  n sera diviseur de/) — i, on aura

et par suite la formule (7) entraînera les conditions

-g- -- T . "a"
a -- i y _g _

auxquelles les facteurs a, 6 devront encore satisfaire. Enfin, comme 

on l’a dit dans la Note IX, la loi de réciprocité comprise dans la for

mule

(II)

est applicable au cas où l’on représente par a, ê, non pas seulement 

deux nombres premiers supérieurs à 2, mais encore deux nombres 

impairs quelconques ; et, comme-, n étant de la forme 4 x4-3, l ’un des 

facteurs oc, 6 devra être de la forme 4x -t- 1, il est clair que, dans l’hy

pothèse admise, la première des conditions (10) entraînera la seconde, 

et réciproquement. Donc : lorsque usera un nombre composé de la forme 

8 x 4 -7 , l'équation ( 5) entraînera la formule (7), dans laquelle a, 6 

devront vérifier les conditions

Supposons, pour fixer les idées, n =  i 5 =  3.5. On trouvera pour h 

les nombres
I, 2, 4, 8,

dont trois sont inférieurs et un seul supérieur à 7^· On aura donc
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et l’équation ( 5), réduite a

entraînera la formule
p* =  x*-t- l5 / 2,

p  =  ««’ +  ëe5;

oc, 6 étant des entiers assujettis à vérifier les deux conditions

aS =  ‘ 5 ,

Or, de ces deux conditions, la première sera vérifiée si l ’on prend pour 

a, 6 les nombres i et i 5 ou 3 et 5. Mais comme on a

. . · . . . "  K H -  . .

la seconde condition nous oblige à réjeter les nombres 3 et 5, en pre

nant pour oc, 6 les nombres x et io. Donc,p  étant un nombre premier 

de la forme i 5x-+- ï ,  ou, ce qui revient au même, de la forme 3ox-t-1, 

.la considération des facteurs primitifs de p fournira la solution, en 

nombres entiers, de l’équation

p  =  îî2 +  i5es. '

Supposons, par exemple, p =  3i. On trouvera d’abord (voir la Note

précédente) x  =  — i ,  ,
3 i * =  i s 4 - i 5 . 8 2 ;

puis on en conclura ,

(3 i -t- i )(3 i — i ) = 4 . i 5 «2ps,

le produit uv devant vérifier la condition

a2 =  42 ;

et, comme des deux nombres ' ■

3 i — x =  3 i -H i =  3 2 , 3 i - ( - a := 3 i — i ~  3o,‘

c’est le second qui se trouve divisible par i 5, on aura, dans le, cas pré 

sent,
OC =  I ,

' 31 -t-1 =  2 «*,·

6 =  15,

3 i — i = 2 .1 5 e8.
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On vérifiera effectivement les deux dernières équations, en prenant

4 S «,s= i;

et, par conséquent, il suffira d’attribuer à u, v les valeurs numériques 

4 et i pour résoudre, en nombres entiers, l ’équation

3 i =  (5('2.

Prenons maintenant pourn un nombre composé de la forme g x -i-3. 

Alors 6n pourra vérifier en nombres entiers l ’équation,(4)· De plus, 

les deux facteurs
l  ü:

2 p ' 2 —  X , 2 p *  +  X ,

r .
dont la somme sera l\p* et le produit 4 ^  — x^— ny*, resteront pre

miers entre eux, si a?2, y 2 sont des carrés impairs. Donc alors pour 

satisfaire à l’équation (4), on devra supposer ,

2p* — x  =  uu%, ip* -l- x =■  6e2,
et par suite

(13 )
ü:

4 P* —  a u *  H- ê p 2,

a, 6, u, v étant des nombres entiers qui vérifient les formules

<x§ =  n ,  u v  —  v ,

avec les conditions (io ). Si, dans le cas que nous considérons, x 2, y 2 

éfaient des carrés pairs, on pourrait, comme dans le cas précédent, 

réduire l’équation (4) à l ’équation ( 5), et l’on arriverait à la for

mule (7), qui peut être censée comprise dans.la formule ( i 3), de 

laquelle on la déduit, en remplaçant u par 2 «et v par 2e. On peut donc
1

énoncer la proposition suivante :

Lorsque n est un nombre composé de la forme,8x +  3, l’équation (4) 

entraîne la formule ( i 3 ), dans laquelle a, 6 doivent vérifier les condi

tions (12). ■ -

Prenons maintenant pour n un nombre composé, divisible par 4*’ 

mais non par 8. Alors, on pourra satisfairé en ¡nombres entiers à l’équa-
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tion (6), si  ̂ est de la forme 4x +  1 ? et, par des raisonnements sem

blables à ceux dont nous venons de faire usage, on prouvera que l’équa

tion (6) entraîne l’une des deux formules

(•4)

(i5)

ü:
/?2 =  oc 6 p2, 

2 p2 =11X11*+ ëe%

a, 6 désignant des nombres impairs assujettis à vérifier la condition 

( 1 6 )  ■ « 6  =  · ·̂,

et h , e des quantités entières qui vérifieront l ’une des conditions

n u v ^ z y ,  a v — y .

D’ailleurs, le produit

étant de la forme 4x -+-1 ,
- = î

«, ë

seront tous deux de cette forme, ou tous deux de la forme 4x +- 3 ; et, 

comme l’équation (i4 ) entraînera les formules (io), en vertu des

quelles la formule (i i)  donnera

(17) ( - 0 =  I,

il est clair que, dans l’équation (i4)> a> 6 ne pourront être tous deux 

de la forme 4x-t-3. Ils y seront donc l’un et l ’autre de la forme 4 x -h i · 

Quant aux valeurs de a, ë, renfermées dans l’équation ( 15), elles 

devront vérifier les formules

«■ ·> G H S ·  [ ï ] - [ i ] ·
desquelles on tirera, en les combinant avec les formules (10) et (16),

tt-l 5 -12 .
( '9)
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et, comme u-, v2 devront être impairs dans l ’équation ( i 5), cette équa

tion donnera encore

(20) 2 =  «+.ë (inod.8).

Or, en vertu des formules (19)# (20), les entiers

a, 6

devront être tous deux de Ja forme 8x -1- 1, ou tous deux de la forme

8x4- 5, si -7 est de la forme 8x 4-1; et l ’un de la forme 8 x4 -3 , l ’autre 
a

de la forme 8x 4- 7, si  ̂est de la forme 8x -+- 5. On peut donc énoncer 

la proposition suivante : t

Lorsque n est un nombre composé divisible par 4 et non par 8, l ’équa

tion (6) entraîne ou les équations ( i 4 ) et (16), ou les équations ( i 5 ) 
et (16) ; a, S étant deux nombres impairs qui devront être tous deux de

la forme 8x -1- 1, ou tous deux de la forme 8x 4- 5, s i  ̂ est de la forme

8xH- 1, et l’un de la forme 8x 4-3, l’autre de la forme 8x -1- 7 , si ^ est

de la forme 8x 4- 5. Ajoutons que a ,-ë devront encore satisfaire, si l ’équa

tion (14) se vérifie, à l’une des équations (10), et, si l ’équation (15) se 

vérifie, à l ’une des équations (18).

En appliquant, au cas où n est divisible par 8, des raisonnements 

semblables à ceux dont nous venons de faire usage, on obtiendra la 

proposition suivante :

Lorsque n est un nombre composé, divisible par 8, l'équation (6) en

traîne la formule
e

( 2 1 ) jo·2 =  (jeîî2h-  aÆ

a, S étant deux nombres impairs assujettis à vérifier la condition

(2 2 )
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avec les deux suivantes

«  [?]=■ · [ ï ] - Ë l ·
desquelles on tire, eu égard à la formule ( i i),

« —1 6 — 1 p -,
( - x ) .  2 = [ : - ] = ( - « ) '

* ,
et, par conséquent,

■ \

a — i o — i . _ i a  — r a - t - i

2 2 7 2 2 2

î «—ia+i
2 2 2

, (mod.2);

ou, ce qui revient au même,

( 2 4 ) ( a — i ) ( a — 2 6  +  3 ) =  o  ( m o d . i ô ) .

En vertu, des diverses propositions que nous venons d’établir, l ’ex

posant p. de la puissance de p renfermée dans l’équation (4), ( 5) 

ou (6), peut être réduit, lorsque n est un nombre composé, à l ’expo-

sant j ·  Ce dernier exposant, s’il est pair, pourra souvent lui-même être

réduit à et celte nouvelle réduction sera particulièrement applicable

aux formules (7), ( i 3), ( i4), (21), si dans ces formules, a se réduit 

à l ’unité. .

Pour vérifier cette dernière observation sur un exemple, supposons

n == 68 =  4· *7·

Alors, parmi les entiers inférieurs à 17, et premiers à 68, ceux qui 

feront partie du premier groupe, savoir

1 , 3, 7 , 9 , n ,  i3, .

seront au nombre de 6, et ceux qui feront partie du second groupe,

savoir . ;
5, i5,

seront au nombre de'deux. On aura donc par suite ' '
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et l ’on pourra, en supposant que /?, divisé par 68, donne l ’unité pour 

reste, résoudre en nombres entiers l ’équation

/>* =  x 2 -i- 17 y 2. ·

Or, celle-ci entraînera l ’une des formules

p 2= U 2-(-17 Ç>2, 2 p 2 ■= U2 IJ V2,
dont la première à son tour entraînera l’une des suivantes

p z = S 2 +  l j t 2, 2 p S2 +  I ’] t2,

s, t désignant encore des nombres entiers. Effectivement on sait que 

tout nombre premier delaforme 68x 4-1 peut être représenté par l’une 

des formules
y 2 - h  2 y s  +  18z2— (y  +  z)2-+-iqz2.

2y 2 -t- 2yz  + g z 1r= ( 2 /  -t- ^)a-+-17 z2 
2

POST-SCRIPTUM.

La note placée au bas de la page 179 , et relative à la loi de réciprocité qui 
existe entre deux nombres premiers, se réduit à celte observation très simple, 
que la démonstration empruntée par M. Legendre à M. Jacobi ne paraît pas 
avoir été publiée par l’ un ou l’autre de ces deux géomètres avant i83o. Je suis 
loin de vouloir en conclure que celte démonstration n’ait pu être découverte 
par M. Jacobi à une époque antérieure. Dans le Mémoire de 1827, intitulé : 
De residuis cubicis commentatio numerosa, M. Jacobi, avant d’énoncer les 
théorèmes relatifs à la résolution des équations indéterminées kp — x 2-1-  27y 2, 
p =  x 2-\r qy2, dit expressément : ln  fontem uberrimum indici, e quo in ter 
alia et demanare sequentia theoremata vidi, La source féconde dont M. Jacobi 
parle dans ce passage est, comme lui-même me l’a déclaré depuis {voir, dans 
le Bulletin  des Sciences de M. de Ferussac, le Mémoire de septembre 1829), 
la considération des propriétés dont jouissent les racines de l’équation auxi
liaire, qui sert à la résolution d’une équation binôme, c’est-à-dire, en d’autres 
termes, les fonctions ci-dessus désignées 0A, 0 * ,. . . .  Quelques-unes de ces

OEuvres de C. —  S. I, t. III. ^7
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propriétés 'avaient d!ejà conduitM. Gauss aux importants .résultats, quecbn-’· 
tiennent les dernières pages de .ses Disquisitiones arithmeticœ, et à son 
théorème sur la résolution de l’équation p — x 1 -t- y r. Ainsi, les recherches de 
M. Jacobi sur les formes quadratiques des nombres premiers, et l’on doit en 
dire autant des miennes, peuvent être considérées comme offrant de nou
veaux développements de la belle théorie exposée par M. Gauss. J’ajouterai 
que, les propriétés des fondions de la forme 0 * étant supposées connues, il 

’ devient très facile d’obtenir la démonstration ci-dessus rappelée. Il est donc 
tout naturel qu’à une époque renfermée entre 1827 et î 83o , M. Jacobi ait 
trouvé cette démonstration et l’ait communiquée verbalement ou par écrit à 
M. Legendre. Mais quelle est la date précise de celte communication? C’est 
un point sur lequel je n ’ai aucun renseignement, et je m ’en rapporterai au 
témoignage de l’illustre géomètre de Kœnigsberg. ,
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