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Le relazioni fondamentali 

tra i moduli d i  periodicità degli integrali 

abeliani di prima specie 

(del Prof F. CASORATI). 

L7importantissima opera Theorie der Abelschen Functionen pubblicata 
dai professori Clebsch e Gordan (Leipzig, 1866), siccome scritta, oserei dire, 
da penna desiderosa di sempre nuovi lavori, non si trova condotta con tutta 
la perfezione in ogni luogo. Cosi, in una parte del quarto Abschnitt (Perio- 
dicith), del quale esclusivamente intendo qui occuparmi, si trova attuabile 
una notevole semplificazione, e di esso si pu6 rendere assai piu agevole 10 
studio coll'aggiunta di alcuni schiarimenti. E pertanto, riflettendo alla spe- 
ciale importanza di questo Abschnitt per chi voglia evitare l'impiego della 
superficie di Riemann, e sapendo com'esso realmente opponga non lievi diffi- 
coltà agli studiosi dell' opera, giudico opportuno di ripresentarlo in questo 
articolo coi miglioramenti che mi sembrano possibili. Indicherd anzitutto l'or- 
ditura dell'articolo, perche ne riesca più ovvio il confronto coll'dbschnitt. 

Sotto gli stessi titoli dei 59 22 e 25 di questo Abschnitt presento le pro- 
prietà date in questi luoghi dell'opera ( t rame la riduzione dei moduli di 
periodicità a 2p, che non pud precedere il 3 23), aggiungendovi quelle 
altre delle quali è presupposta la cognizione dalle Recherches sur  les fon- 
ctions algébriques del signor Puiseux; e cid nella mira di dispensare 10 
studios0 dalla lettura non molto breve di tali Recherches, mentre le pro- 
prietà, occorrenti sono qui esposte in modi più concisi e più adatti al pre- 
sente scopo. Espongo poi la materia del 5 23, con una più semplice dimo- 
strazione dell'ultima proprieta del 8 24. Poscia la materia di questo paragrafo, 
con schiarimenti per mettere in tutta evidenza la perfetta reciprocità delle 
due sorte di punti fondamentali. Poi la materia del $j 26. Ed é qui che, in 
virtù della nominata perfetta reciprocit8, attuai la semplificazione che teste 
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2 C a  s O r a t  i : Relazioni tra i moduli di periodici th. 

dissi notabile. Il passaggio dalla equazione (1) alla (5) si compie con due 
trasformazioni in luogo di tre: ciok con la prima stessa eseguita nell'opera, 
e con l'analoga relativa ai punti fondamentali della seconda sorta, che non 
richiede nuova meditazione. Restano cosi evitati 1' ultima parte del para- 
grafo in discorso e tutto il penoso § 27, tranne le facili proprieth dei coef- 
ficienti c. Infine riproduco , conformemente alla semplificazione , il 28 ; 
tralasciando i restanti che non darebbero qui luogo a veruna modificazione. 

Pnnti di diramazione. 

Concepiamo la sfera come luogo rappresentativo dei valori della variabile 
indipendente x (*). In ogni punto della medesima potremo concepire n valori 
per la funzione s definita dall'equazione algebrica dell' nmO grado F (s, x)  = O. 
Non ostante questa moltiplicità di valori di s potremo concepire come in- 
dividuato il valore di s in ogni punto al variare O muoversi di x, imagi- 
nando scelto inizialmente uno sa@) tra gli n valori sa('', sa'", . . . , di s 
per un valor iniziale a di x, e ritenendo come valori successivi di s quelli 
che succedono con continuità ad sa('). Perd questa scelta e la continuith 
seguiteranno a individuare il valore di s soltanto insino a che x non pas- 
ser% per un punto x O  dove il valore sO proveniente da sa(') coincida con uno o 
più dei rimanenii valori di s ;  imperocché, se in xO la radice proveniente da 
sa(') prenda il valore so insieme con ~ r a  -1 altre radici di P = O ,  passando 
da xi ad altro punto infinitamente vicino, si presenteranno rn valori di s 
infinitamente poco diversi da so, ognuno dei quali potrh assumersi per pro- 
seguire con continuith la serie dei valori di s principiata'con sa(''. 
A ben riconoscere la influenza dei punti xO giova risolvere il quesito: se, - - - 

evitando il passaggio per questi punti, deva O no essere dato in ogni sua 

Fig. 1. parte il cammino di x da1 punto iniziale a al punto finale 
(variabile) X, affinchb risulti determinato il valor finale della 
funzione? Quesito che pud anche formularsi come segue : te- 
nendo fissi gli estremi a e X del cammino di x e deformando 
qualche parte intermedia, varierh il valor finale di s? Comin- 
ciamo a confrontare tra loro due cammini infinitesimipq e 

ppi qiq  (Fig. 1), supponendo che x passi da p a q una volta pel cammino pq 

(*) Vedi i 35 92, 93,. . . della nostra Teorica delle funz. di var. complesse. 
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cas or a t i : Relazioni tra i moduli di periodici th. 

ed altra volta pel pp, q,q, ed essendo entrambe le  volte 10 stesso il valore 
s,(') da prendersi per s in p. Si 1' uno che 1' altro cammino produrrh una va- 
riwzione infinitesima ne1 valore di s ;  percid , se uno solo fra gli n valori 
di s in q differirh infinitamente poco da sJ1), i valori prodotti per s dai due 
cammini non potranno che essere eguali. Confrontiamo, in secondo luogo, 
un cammino qualunque da a ad X con un  altro infinitamente poco diverso 
fra gli stessi estremi. Imaginando congiunti due a due una serie di punti 
p, q, . .  . (Fig. 2) del primo con altrettanti p,, q,, . . . 
dell'altro mediante linee infinitesime pp, , qq, , . . . ; il 
primo risulta come aggregato dei cammini infinite- 
simi ap , p q , .  . . , t X ,  ed il secondo equivale, qiianto 
alla determinazione del valor finale di s ,  all'aggre- 
gato dei cammini infinitesimi ap,p , pp, q, q ,  . . , t t, X. 
Pel confronto precedente si fa cosi manifesto, che, 
se il valore scaturiente da sa(') si conservera sensi- 
bilmente diverso dagli altri n - l in ogni punto della 
listerella ove corrono i due cammini, il valor finale 
di s risultera Io stesso per l 'un cammino e per l'altro. 
Imaginando, ormai, il cammino primitivo a p X  ridotto 
con una infinità di deformazioni infinitesime ad altro 

Fig. 2. 

sensibilmente diverso , otteniamo il teorema : Due cammin i d a a a d  X ,  
r i duc ib i l i  l ' uno  a l l ' a l t ro  c o n  u n a  s e r i e  d i  deformazioni  in f in i te -  
s i m e  s e n z a  s o r p a s s a r e  v e r u n  p u n t o  d o v e  il v a l o r  c o r r e n t e  (*) 
co inc ida  con  a l t r i  v a l o r i  di s ,  conducono  dal lo  s t e s s o  va lor  ini-  
z i a l e  al10 s t e s s o  v a l o r  f i n a l e  di  S. Questo teorema si riconosce tosto 
equivalente a quest'altro: Se x p a r t i r &  d a  a e v i  f a r à  r i t o r n o  p e r  u n  
c a m m i n o  r i d u c i b i l e  a l  so lo  p u n t o  a s e n z a  s o r p a s s a r e  v e r u n  p u n t o  
d o v e  i l  va lo r  c o r r e n t e  co inc ide rebbe  c o n  a l t r i  va lo r i  di s ,  s r i -  
p r e n d e r à  i n  a i l  va lor  i n i z i a l e  (**). 

(a) Vogliamo dire quel10 proveniente da sa('); non importando qui che valori diversi 
da esso riescano t ra  loro coincidenti. 

(**) Ricordiamo che il punto oc della sfera potrA essere sorpassato come qualunque altro 
punto, ogniqualvolta il valor corrente ivi non coincida con altre radici ossia valori di S. 

Altrettanto valga di qualsiasi punto dove una O pih radici fossero infinite. Se il valor 
corrente ivi resterà finito O non diverrà infinito insieme con altre radici, il punto potrk 
essere sorpassato. Gli enunciati del signor Puiseux lascierebbero credere il contrario, il 
quale non ha luogo per 1s funzione algebrica, ma soltanto per un suo integrale che ne1 
punto divenga logaritrnicamente infinito. 
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4 C a  s O r a t i : Relazioni tra i moduli di periodicità. 

Esaminiamo che cosa possa accadere quando ne1 deformare un cammino 
s i  venga a sorpassare un punto xO dove parecchi valori di s coincidono. 

Fig. 3. Possiamo supporre due cammini 
a p q r X ,  a p t r X  (Fig. 3, 1) diffe- 
renti tra loro soltanto per brevis- 
simo tratto vicino a xO. Al secon- 
do cammino possiamo sostituire 
1' ap t r q p q r X  (Figura 3 ,  II), che 
con esso coincide riducendo la 
porzione r q p q r  al solo punto r. 
Col primo cammino, da p si an- 
drebbe a X pel tronco p q r  X; col 
secondo vi  s i  andrebbe facendo 
prima il giro p t r  q p  intorno a x" 
e poi pel tronco suddetto. L'ef- 
fetto della deformazione si riassu- 
me dunque ne1 giro intorno a xO. 

Se al termine di questo giro la funzione ripiglierà in p il valore di par- 
tenza, essa prenderCl poi su1 tronco iq rx  gli stessi valori che ne1 primo 
cammino. Ne1 caso contrario, i valori che andr(l prendendo su  questo tronco 
saranno diversi, e diverso sarh quindi anche il  suo valor finale in X. 

Ogni punto, intorno a cui facendo x un giro la s non riprende il valor 
iniziale, dicesi pun to  di d i r  a m a z  ion  e della S. Il valore di x rappresentato 
da uno di questi punti con uno dei valori di s che iui divengono eguali 
deve soddisfare le equazioni 

L'eliminazione di s fra queste due dà l'equazione a cui deve soddisfare la x. 
Ma non tutte le radici di quest'equazione daranno sempre punti di dirama- 
zione. Parecchi valori di s possono coincidere in  un punto, senza permutarsi 
t ra  loro al girare di x intorso a questo punto, in che sta essenzialmente la 
diramazione. Il sig. Puiseux rnostra nelie sue Recherches corne si possano 
discutere tiitti i casi possibili. Qui cominciamo a considerare il cas0 generale, 
che & pure il pi6 semplice, e da1 quale si possono desumere come casi limiti 
tutti gli altri. In esso cas0 le coppie di valori (sO, xO) che soddisferanno le 
due precedenti equazioni non soddisferanno le 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C as or a t i : Relazioni tra i moduli di periodicità. 5 

perche dovrebbero sussistere particolari relazioni tra i coefficienti della F. 
Nello sviluppo della F secondo le potenze di x - xO e s - sO saranno 

i termini del minimo ordine rispetto all'infinitesimo x - x" laonde, ponendo 
zero la loro somma, se ne caverà, come primo termine del10 sviluppo di s - s" 
secondo le potenze di x -xO, la espressione 

1 

s - sO = Cost. (x - xO)". 

Essendo due le radici di F=O che vengono a coincidere in xO, per ottenerne 
separatamente le espressioni approssimate, porremo 

ed avremo 

Se x farà un giro intorno a xO, la radice aritmetica VE ripigliera in fine il 
valor iniziale (e non varierà nè anche durante il giro se questo si farà su 
circonferenza di centro xo), mentre 9 crescerà O diminuirii di 2n, e quindi 
l 'una radice piglierà il valor iniziale dell'altra. 

Quanto a casi particolari, prendiamo in considerazione soltanto quelli che, 
riguardando la F=O come equazione di una linea in  coordinate cartesiane 
s e x, danno le singularità ordinarie di essa linea, cioe i punti doppi e di 
regresso. E, riportandoci al già esposto ne1 § 3 dell'opera, ricorderemo solo 
cid che segue. Il posto dei punti di diramazione dipende dai coefficienti della 
F e varia in modo continu0 con essi. Il caso di un punto doppio pud ima- 
ginarsi nascente da1 venire a coincidenza tra loro due punti che sieno di 
diramazione per due medesime radici (dl) e d2)) della F =  O. Un giro intorno 
a l  punto doppio equivale ad un giro intorno al sistema dei due punti, e perd 
ad un giro intorno all'uno (per cui s(') diverrà d2)) più un giro intorno all" 
altro (per cui dB) ridiverra dl)). Non v'& dunque diramazione intorno al punto 
doppio, come infatti gli sviluppi delle due radici contengono soltanto potenze 
intere di x-xO. Il caso del punto di regresso pud imaginarsi nascente da1 
venire a coincidenza fsa loro tre punti di diramazione fra due medesime 
radici. Evvi quindi diramazione, come infatti gli sviluppi delle radici dipen- 
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6 C a s O r a t i : Relazioni tra i moduli di periodici th. 

t - 
dono da (x - x " ) ~ .  Esprimendo d il numero dei punti doppi, r quel10 dei punti 
di regresso, e dovendosi ciascuno degli r noverare corne un punto di dira- 
mazione, il numero dei punti di diramazione sarh 

~ i g .  4 (*) Da1 punto a imaginiamo ora condotte le 
linee ap (Fig. 4) verso ciascuno dei punti 
di diramazione e intorno ai medesimi de- 
scritte altrettante circonferenze pqrp pic- 
cole quanto si voglia; otterremo cosi per 
ciascun punto di diramazione un  cammino 
rientrante ap q rpa che per brevith chiame- 
remo il  cappio  (**) di esso punto. 1 cappi 
li riterremo sempre cos1 descritti da non se- 
garsi tra loro, e numerati in qu.el1' ordinc 
secondo cui le  loro tangenti (tangenti le 
linee ap) in a verrebbero incontrate da chi 
descrivesse una piccola circonferenza intor- 
no ad a. Imaginiamo ora di percorrere un  
cappio, per esempio ap, q, r,p,a, partendo 

da a con uno fra gli n valori di s e ritornando ad a. Possono darsi due casi: 
O che il valor finale di s sia l o  stesso iniziale, O che sia uno dégli altri n - 1. 
Quest'ultimo caso si presenta soltanto se si parte da a con l'una O I'altra delle 
due radici che diverrebbero eguali in  xO,, ossia per le quali xO, riesce punto 
di diramazione. Possiamo quindi asserire che o g n i  p u n t  O d i  d i r amaz i  o n e  
r i e sce  c o o r d i n a t 0  a due  fr a g l i  n va lo r i  dl), de),.. ., s(") d i  s i n  a, O, 

cid ch' è 10 stesso, che ogni cappio congiunge due fra le n radici. Il modo 
di coordinamento cambierebbe, s e  si deformassero i cappi ossia le linee ap 
tanto da sorpassare qualche punto di diramazione (del che un esempio si 
troverà nelle Qg. 8 ,  9). 

Un cammino qualuilque uscente e rientrante in a potrà sempre ridursi con 
deformazioni infinitesime senza sorpassare punti di diramazione ad una, ed 
una sola, serie di cappi, e potra quindi essere surrogat6 da questa serie i n  

(*) Facciasi astrazione per adesso dalla linea continua e dalle tratteggiate, considerando 
solo le punteggiate. 

(**) È la Schieife dell'opera, e il contour él&nentaire del sig. Puiseux, 
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.C as  or  a t i : Relazioni tra i moduli di periodicit&. 7 

quanto allyeffetto finale, cioh in quanto al valor finale che deva risultarne 
per S. Per convincersi di questa verith basta effettuare tale riduzione in alcuni 
casi particolari. Per esempio, il cammino aO'OfrOfrra della fig. 4 riducesi alla 
serie dei cappi nell'ordine stesso di loro numerazione; le deformazioni a ci6 
necessarie sono in parte raffigurate nelle h e e  tratteggiate. Fatta la riduzione, 
B subito riconosciuto qual debba essere per un  dato valor iniziale il valor 
finale di s, sapendosi, ben' inteso, quali radici sieno congiunte dai singoli 
cappi. Se, per esempio, il cammino siasi ridotto a due cappi, il primo dei 
quali congiunga s(*) con dB) e il  secondo con d3); da1 valor iniziale scl) 
scaturirebbe il valor finale d3). 

$ pur facile riconoscere i valori che devano scaturire ordinatamente dagli 
.n valori iniziali al  termine di un cammino a x X  (Fig. 5) conducente comunque 
da a ad un punto X, qualora cid siasi già trovato 

Fig. 5. 
per un cammino particolare a k X .  Imperocché, 
da un dato valore iniziale scaturirB Io stesso 
valore per s in X, sia percorrendo il cammino 
a x X ,  corne il cammino a x X k a k X  e consideran- 
do questo, ' e  riducendo la sua porzione rientrante 
a x X k a  a serie di cappi, si riconosceril con qual 
valore di s si giungerà al termine della mede- 
sima, cioé in a ,  e quindi con qual valore si 
giunger8 per la porzione a k X  in X. Se, per 
esempio, sia d3) il valore in cui :si scambia dl) 
a l  termine della porzione rientrante, e se siano 
Si), S2), .., S(n) i valori in X scaturienti ordi- 
natamente da dl', sc",.., dn) lungo a k X ;  sarà S3) il valore scaturiente da 
h n g o  il cammino a x X .  

Integrazione lungo cammini ùiversi. Noduli di periodicith. 

di  una funzione razionale 4 in s e as, preso da un valor a sino ad altro valore 
X di x, riesce perfettamente determinato se sia fissato il cammino lungo il 
quale x deva passare in modo continu0 da a ad X, se questo cammino non 
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8 C as  o r  a ti : Relazioni tra i moduli di periodicità. 

traversi punti di diramazione O d'infinito della S, (*) e se sia dato il valor 
iniziale cli S. Indicando cogli indici 1 , 2 ,  . . , rn i valori di x e 4 in una serie 
di punti ad intervalli infinitesimi da a ad X su1 cammino prescritto, il valor 
dell'integrale s'intende definito da 

JS,dx=+a(a-x,) +S/,(x,-x,) + +,( x,-x,)+...++,(X-x,). 

Circa l'influenza del cammino su1 valore dell'integrale sussiste, per valori 
finiti di x, il seguente teorema: L ' i n t e g r a l e  d i  * d x ,  p r e s o  l u n g o  u n  
dato c a m m i n o ,  n o n  cambia  d i  v a l o r e ,  s e ,  r i m a n e n d o  f i s s i  i p u n t i  
e s t r e m i  ed  i l  va lor  i n i z i a l e  d i  s ,  i l  c ammino  s i  d e f o r m i  s e n z a  so r -  
pas sa re  v e r u n  p u n t o  di  d i r amaz ione  O d ' i n f i n i t o  d i  4. Il qua1 teo- 
rema dà O rientra ne1 seguente: L ' i n t e g r a z i o n e  di S/dx l u n g o  u n  c a m -  
m i n o  r i e n t r a n t e  e r i d u c i b i l e  ad u n  p u n t o  s e n z a  s o r p a s s a r e  v e r u n  
p u n t o  di d i r amaz ione  O d ' in f in i to  de l l a  4 d à  r i s u l t a m e n t o  nu l lo .  
La dimostrazione, come fu data da Cauchy, b affatto ovvia. Imaginando variato 
i l  cammino primitivo apX  (Fig. 2), di guisachb la distanza fra ogni punto 
variatop, e il primitivo p sia infinitesima di prim'ordine, si pud subito ridurre, 
trascurando un infinitesimo di terz'ordine, la variazione di + d x  a un diffe- 
renziale esatto, e quindi la variazione dell'integrale a zero. 

Se ne1 deformare un  cammino si deva soltanto aver riguardo che non si 
alteri il valor finale della funzione algebrica (s O S.), abbiamo visto preceden- 
temente che si possono liberamente sorpassare i punti dove la funzione sia 
infinita, come anche il punto x =cc della sfera, quando in essi non avvenga 
diramazione; ma, se si tratta di non alterare il valore di un integrale S + d x  
di essa funzione, questi punti non possono più essere sorpassati, se non 
quando siasi riconosciuto, per ciascuno di essi separatamente, che la inte- 
grazione di + d x ,  lungo una linea che circondi esso punto (Fig. 3) e nessun' 
altro punto eccezionale, dia risultamento nullo; come appunto dà la  integra- 
zione di d s  O di d S/. 

Gl'integrali che devonsi considerare in questo articolo sono soltanto quelli 
di prima specie relativamente all' equazione fondamentale F (s , x) = O ,  ciok 
quelli pei quali S, b della forma 

(*) 1 punti di diramazione di + sono evidentemente quelli stessi di S. 
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Q significando funzione intera del grado n - 3 che deve annullarsi propor- 
a F  

zionalmente a x -xO per ogni punto xO doppio O di regresso. Siccome la - a s  
diventa sero soltanto nei punti doppi ed in quelli di diramazione, e nei punti 
doppi diventa zero del10 stesso ordine. di Q ,  cosi m a  tale 4 non diventa in- 
finita che nei punti di diramaziono (*). Inoltre, essendo il grado del nume- 
ratore inferiore di due unità al grado del denominatore, per x = cc questa 4. 
diventa zero del second'ordine (e soltanto diverrebbe infinita per due fra gli n 
valori di s che intorno a x =cc si scambiassero-tra loro), condizione sufficiente. 
perche il punto x=cc possa essere sorpassato (**). E perd per gl'integrali 
di prima specie il teorema precedente pud enunc.iarsi più semplicemente corne 
segue: D u e  c a m m i n i ,  c h e  s i  possano  r i d u r r e  l ' una  a l l ' a l t r o  so rpas -  
s a n d o  q u a l s i a s i  r e g i o n e  d e l l a  sfera  m a  n e s s u n  p u n t o  di  d i r a m a -  
z i o n e ,  s c m m i n i s t r a n o  10 s t e s s o  va lo re  p c r  l ' i n t e g r a l e .  Quando due  
cammini non siano riducibili l'uno all'altro, somrninistrano in generale valori 
diversi per l'integrale. Comunque sia, si pud sostituire, come vedemmo, all'un 
cammino a x X  (Fig. 5) il cammino chiuso axXkcc più l'altro cammino akX.  
Siccome poi i valori che essenzialmente importa di considerare, come spettanti 
ad un integrale J?F.dx, sono quelli che esso pub prendere rimanendo gli stessi 
non solo i valori estremi a ed X della x ma anche gli estremi s, ed S della 
s,  si ehe trattisi veramente di valori di un intepale  

J I X '  s)J.dx 

esteso fra due determinati punti della linea P= O ("*%); cosi le due serie di 
valori di s corrispondenti a due di questi cammini, e siano ancora a kX e 
a x X ,  si congiungeranno in X in guisa da formare un'unica serie continua,. 
ed il cammino chiuso i x X k a  av r i  la proprieth di principiare e finire non 
soltanto nello stesso punto-valore di x ma anche collo stesso valore di S.. 

(*) In quelli fra questi che sono di regresso Q si annulla proporzionalmente a x- ma, 

aF 3 
ma ,- proporzionalmente a @ - S O ) ~ .  

r) s 
(G) Per rnaggiori schiarimenti su questa e le altre enunciate proprieth d'integrazione 

veggansi i $ 3  69, 72, 99, 101 della nostra Teorka delle funzioni di variabili complesse. 
pu+) Riconoscendo questa verit(l e concentrando l'attenzione esclusivamente su questi 

cammini, il sig. Puiseux, dopo avere stabilito il teorema della sua seconda Memoria (J. de 
Liouville t. XVI) avrebbe potuto condurre egli stespo a maggior compimento la terza 
parte della prima Memoria. 

Anszali di Matematica, tom0 III. 2 
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Chiamando ci  c l i  c O ogni cammino dotato di questa propriet8, potremo dire 
che un cammino qualunque percorribile per formarc l'integrale di 4 d x  s i  
pu6 ottenere da uno scelto a piacimento tra essi aggiungendo al medesirno 
pin cammino ciclico. E chiamando modu lo  d i  p e r i  od i  ci tà. dell'integrale il 
risultato dell' integrazione di 4 d  x lungo un cammino ciclico , potremo dire 
che tutti i valori possibili dell'integrale si possono ottenere da uno fra essi 
aggiungendovi dei moduli di periodicitlt. 

Prima di investigare le proprietà che si connettono col sistema completo 
dei cappi, notiamo ancora le seguenti proprieta relative ad ogni cappio sepa- 
ratamente. Supponendosi che ogni punto di diramazione sia tale per due sole 
radici, l'effetto, che da1 percorrere un cappio pu6 venirne sulle quantità che 
qui occorre di considerare, rimane 10 stesso sia percorrendo il cappio in  un 
senso come ne1 contrario. Ed invero, le quantith che entrano in considera- 
zione sono O la s ,  O funzioni razionali S, di s e x, O integrali di siffatte fun- 
zioni. Riguardo alla s ,  l'effetto & in entrambi i sensi la trasposizione tra i 
due valori sciI e sck) coordinati al cappio. Riguardo alla 4, parimenti l'effetto 
é sempre di scambiare 4(s(", x) con $(s(~), x). Riguardo all'integrale di +dx ,  
cominciamo ad osservare che, partendo ciascuna volta col valore di) per s, 
la integrazione da a a p e (dopo il giro) da p ad a dB evidentemente in en- 
trambi i sensi 10 stesso risultamento. Quanto all'integrazione luzigo la cir- 
conferenza p qrp, facciamola su ogni singolo termine del10 sviluppo secondo 

le potenze intere di (x  - xO))" che in- prossimità di xO sappiamo sussistere per 
la funzione da integrare 

m 

4 = 2 ~,(x-xo)Z. 
Avremo 

m 

J + d x = ~  ~ ~ J ( x - x ~ ~ d x .  
m 

Consideriamo il termine qualunque S(X- xO)t d x. Ponendo x - xO = teM,  e 
m 

prendendo come valor iniziale di ( x  - xO)*, tanto per integrare ne1 senso p g r  
na miip m 

come iiel contrario, la quantita reale e positiva (2 e ' ) P=O = c 4 ,  avremo, per 
ri diverso da - 2, rispettivamente questi risultati : 
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i quali sono appunto eguali tra loro. Il cas0 d'eccezione (m=- 2) & quelIo 
in cui i'integrale diverrebbe logaritmicamente infinito ne1 punto di dirama- 
zione. Se il punto di diramazione fosse nell'infinito, si porrebbe 

m 

e si avrebbe 10 stesso risultato, 

Cicli e gironi. 

Noi supponiamo la equazione F (s, x) = O irriducibile; quindi sussiste il 
teorema: Percorrendo oppor tuna ser ie  d i  cappi ,  s i  p u 6  passa re  con 
con t inu i t a  da  un  qualeivoglia va lo re  d i  s i n  a a d  uno pure  qual- 
s i v o g l i  a d e g l i  a l  t r i  n - 1. Iufatti, se il teorema non fosse vero, dovrebbe 
esservi un gruppo di valori s(a), SV),. . . che si permutassero soltanto tra 
loro percorrendo qualsiasi combinazione di cappi. Ogni funzione simmetrica 
di da) ,  SV), ... ripiglierebbe quindi sempre 10 stesso valore ogni qualvolta x 
ritornasse in a, e quindi anche uno stesso valore al ripassare di x per 
un altro qualunque punto della sfera; in altre parole, essa funzione avrebbe 
assolutamente un solo valore per ogni valor di x e sarebbe dunque razio- 
nale (*). E perd, si potrebbe formare un'equazione, a coefficienti razionali 

(*) Questo teorema costituisce il pregio della seconda Memoria del signor Puiseux. Pre- 
sentemente ai su01 presentare negli elementi della teorica generale delle funzioni di variabili 
complesse senza presupporre algebrica l a  funzione, ma soltanto continua (oltreché rnono- 
droma) per tutta la  sfera della variabile. Chi avesse sott'occhi la nostra Teorica d. f. 
d. v. c., e non altre, potrebbe riconoscere la verità di questo teorema, che cornparira 
nella Sez. V, corne segue. Dai §§ 79 e 98 discende che una funzione w monodroma e con- 
tinua senza eccezione non pub avere che un numero limitato di infiniti. Essendo P,,. ., Pk, GC 
e v,, . . ., Y,, v i posti e gli ordini degli infiniti di w, la  funzione cf> =(z- P,)'c.. . . (z- Pb)? 
1 

L w  sarà finita dappertutto, ed in una calotta sferica O cerchio piano col centro in O e di 
2 .  
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in x, avente per radici soltanto alcune fra le n radici dell'equazione F = O ;  
laonde questa non sarebbe irriducibile. 

Scegliendo un punto di diramazione, del quale diremo s(') e s(') le radici 
coordinate, vi sarh dunque sempre una radice sc3) che sa& congiunta cori 
.dl) O coi1 de) per via del cappio di un altro punto, e poi una radice sc4) che 
aarCi congiunta con di) O con d2) O con s(') ,  e  COS^ via. E pertanto, imaginiamo 
scelti n - 1 punti di diramazione, che denomineremo p u n  t i  f O ndam en  t a l i  
d i  prima s O r t  a ,  siffattamente che pel cappio del primo punto si passi, per 
,esempio, da dl) a d2); pel cappio del secondo si passi da s(') O de) a d3), pel 
cappio del ierzo da d l )  O d2) O scS) a d4), e eosi di seguito. 

Con sol i  p u n t i  fondamenta l i  n o n  si pub  fo rmare  u n  c ic lo ,  vale 
a dire che non si pub formare un cammino ciclico con soli cappi fondamentali. 

Fig. 6. Basta fissare comunque n punti in un piano (Fig. 6 ,  
per n=4) come rappresentativi delle radici dl), O, . . ,  s("), 
e congiungerli tra loro mediante rette come le radici 
sono congiunte mediante cappi fondamentali , per 
scorgere affatto chiaramente esservi un solo cammino 
compos~o di queste rette che possa condurre da una 
radice ad un'altra; laonde il ritorno alla radice di parc 
tenza non pud effettuarsi che rifacendo in senso con- 
trario il cammino già percorso. Un cammino ciclico 
cornposto di soli cappi fondamentali conterrebbe dun- 

que ogni cappio un egual numero di volte positivamente come negativab 
mente il che, per 10 scopa a cui miriamo (*), vale come se esso cammino f o ~ e  
nul10 O non esistesse. Dalla stessa ~appresentazione risulta evidente che o g n i  
.cappi0 non  fondamenta le  forma c o n  a l c u n i  d e i  fondamenta l i  uno;  
.ed u n  solo c i c lo .  Nella fig. 6 ,  per esempio, il cappio conglungente 
.e d3) forma un ciclo coi cappi fondamentali congiungenti scl) e scZ), sc" e ~ ( ~ 1 ;  

Un c ic lo  qua lunque  pu6 decompors i  i n  c ie l i  sempl ic i ,  c ioé  con- 
t e n e n t i  ciascuno u n  solo p u n t o  non fondamenta le .  Infatti, aggiun- 

!iQ S F. E siocorne, ponendo r = Re , riesce raggio R si potrà esprimere con <f> =- 2 x i  

.!z dove pub anche supporsi R = w e quindi - = O ; cosi <P non pu6 di- 

X 

pendere da s, ossia dev'essere costante, s 4.0 razionale. 
(*) Cio& in quanto ai risultamenti della integrazione di un differenziale + (s, x) d 8. 
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gendo ad ogni cappio non fondamentale del ciclo proposto i cappi fondamentali 
necessari per costituire un ciclo semplice e da questo sottraeiido ogni volta 
i cappi stessi aggiunti, il ciclo proposto appariri costituito di cicli semplici 
con fratnmezzo aggregati di cappi fondamentali; il complesso dei quali, do- 
vendo pur eondurre s ema  salto da una radice alla medesima radice, conterrà, 
corne osservammo, ogni cappio l'egual numero di volte positivamente e ne- 
gativamente, e pot& essere trascurato. E s  e m pi o. Sia proposto il ciclo 

(1,2>(2,3)[3,4] [%2] 

ne1 quale [3,4] e [4,2] significhino cappi non fondamentali conducenti da 
sO a s ( ~ )  e da da) a si2), m.entre gli altri simboli sieno di cappi fondamentali, 
;e sia pur fondamentale il cappio (1,4). Aggiungendo e togliendo i cappi 
necessari a formare i cicli semplici, il proposto apparirà ne1 seguente modo 

i n  cui ben 10 si vede composto di due cicli semplici e dei cappi fondamentali 

(1,2)(2,3) (3,2)(27 N i 9  4) (47 1)(& 2)P7 4 )  9 

che  a due a due si elidono. 
Ricordando la definizione di modulo di periodicità e chiamando semplic; 

i moduli di periodicith scaturienti da cicli semplici, il teorema qui dimo- 
strato si puO tradurre nei seguenti termini: Un modulo  di pe r iod ic i t à  
q u a l u n q u e  é u n a  funz ione  l i n e a r e  a coeff icient i  i n t e r i  dei  modul i  
di p e r i o d i c i t à  s empl i c i .  

Fra i cicli .alcuni vanno particolarmente notati, e sono quelli che risul- 
tano girando intorno all'intero sistema dei punti di diramazione. Il cam- 
mino, che si percorre in un tale giro grande O g i r o n e  (che pur3 vedersi 
raffigurato. nella linea continua a Of 0'' tlvr a tanto della fig. 4 come della 
6g. 7), pu6 riguardarsi e come contorno della porzione 1 di sfera conte  
nente tutti i punti di diramazione e come contorno della restante porzione II; 
ed in questo secondo modo 6 manifesto ch'esso cammino piid stringersi 
sino a ridursi ad un solo punto, per esempio al punto a, sema  sorpassare 
verun punto di diramazione; d' onde segue che un girone riconduce al valor 
iniziale di S. Esistono dunque n gironi, coincidenti, se si vuole, ne1 cam- 
mino, ma tra loro distinti per la radice O valore di s col quale principiano 
e terminano in a. Imaginiamo il loro cêmmino ridotto alla serie dei cappi, 
nella quale sia primo il cappio di xO, e ultimo' quel10 di x;, e prendiamo a 
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percorrere questa serie con una fra le n radici. Troveremo che alcuni punti 
di diramazione saranno essenziali, inquantochb il relativo cappio condurrà 
da una ad altra radice, ed altri saranno non essenziati. In due diversi gironi 
uno stesso cappio non pu6 essere percorso coi medesimi valori di s nello 
stesso ordine, altrimenti tcitti i cappi precedenti e susseguenti, vale a dire 
i due gironi in tutta la loro estensione, dovrebbero coincidere. Siccorne, 
d' altronde, ogni punto & essenziale nei due gironi che principiano con quelle 
due radici che verrebbero a coincidere ne1 punto stesso, se vi si arrivasse 
pel cammino dei gironi ridotto a rasentare esso punto; cosi ogni cappio sarh. 
essenziale in due, e due soli, gironi, nell'uno dei quali condurrg da una sciJ 
delle proprie radici coordinate all'altra s (~ )?  e ne1 secondo da sCk) a di). Ima- 
giniamo il cammino di ciascun girone ridotto alla serie dei rispettivi cappi 
essenziali; essendo ciclico, potremo inoltre imaginarlo ridotto alla serie dei 
cicli semplici corrispondenti a quelli tra i detti cappi che non sono fonda- 
mentali. Inoltre , essendo esso cammino , come dicemmo , riducibile ad un 

Q punto, l'integrazione di un differenziale di prima specie - lungo il mede- 
aF 

simo darà zero; dunque sarà zero la somma degli integrali di - Q d x  lungo 
aF - 
8% 

i singoli cicli semplici, ossia uno di questi integrali O moduli di periodicità 
semplici si pot& esprimere per la somma negativa degli altri. 11 numero dei 
moduli di periodicith semplici che possono cosi esprimersi coi rimanenti non 
B perd eguale precisamente al numero n dei gironi, ma ad n - 4 .  ImperocchE 
ne1 cammino risultante dall'aggregato di tutti i gironi ogni cappio entrera 
due volte essenzialrnente, e,  come s'B detto, l';na volta condurrh da s(') a 
sCk) e l'altra da sck) a di) ;  quindi anche ne1 complesso dei cicli semplici, risul- 
tante da1 sommare insieme tutti i cicli semplici degli n gironi, entrer& e il 
ciclo semplice che contiene il detto cappio conducente da di) a sCk) e il ciclo 
semplice contrario, in cui ci08 'il cappio stesso condurrh da sCk) a di)). 1 moduli 
di periodicità semplici si distruggeranno dunque #due a due identicamente 
nella somma; la qua1 cosa avverte che una qualunque delle n relazioni lineari 
somministrate dai singoli gironi é una pura combinazione delle altre. Sic: 
come il nnmero dei cicli semplici O dei moduli di periodicith semplici. é 
2p $ n - 1, ed n - 1 fra essi possono esprimersi cogli- altri, si fa manifesto 
che i l  n u m e r o  dei  modul i  di per iodic i t s  semplici  é r ido t to  a 2p.  
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Tutti i moduli di periodicità, che . già riconoscemmo funzioni lineari. a 
rzoefficienti interi dei moduli di periodicith semplici, saranno dunque funzioni 
lineari a coefficienti interi di 2p  fra i semplici. Indicando con I('), .U2), . . , I p p )  
q u e s t i  2p modul i  d i  per iodic i th  semplici  per  un dato i n t e g r a l e  e 
con  I i l  va lo re  di esso i n t e g r a l e  preso l u n g o  un  cammino p a r t i -  
c o l a r e  quals ivogl ia  f r a  (a, sa) e (X, S); t u t t i  i va lo r i  o t tenibi l i  per  
l a  in f in i t a  va r ie th  degl i  a l t r i  cammini,  fra le s t e sse  copp ie  d i  
v a l o r i  d i  x e s, s i  a v r a n n o  dalla formola 

a t t r i b u e n d o  a l le  m t u t t i  i poss ib i l i  va lo r i  numeric i  in te r i  pos i t iv i  
~e n e g a t i v i  (*). 

Abbiamo notato  OC' anzi che nell' aggregato degli n gironi ogni cappio 
entra due volte (e~senzialmente); ora, per contrario, notiamo che, i n  un  
a g g r e g a t o  di i < n  g i ron i  havv i  s e m p r e  almeno un cappio n o n  
fondamentale c h e  e n t r a  u n a  v o l t a  sola. Infatti, prendiamo una fun- 
zione simmetrica delle radici s('), s(", . .. , di)  colle quali questi i gironi princi- 
piano, e consideriamo il suo modo di comportarsi percorrendo la intera serie 
dei cappi. Ogni cappio che entri in due degli i gironi riesce non essenziale 
per questa funzione, poiche facendo cambiare simultaneamente dk) in e sch1 
in  sck) non altera il valore di essa. Ma qualche cappio deve pur riuscire essen- 
ziale, altrimenti questa funzione, non avendo punti di diramazione, sarebbe 
razionale, e la F= O non sarebbe irriducibile. Vi sarà dunque almeno un 
cappio che entrer& m a  volta sola negli i gironi. Ora, sostituiamo ai gironi 
1s rispettive serie di cicli semplici. 1 cappi fondamentali c,he si tralasciano 
in tale sostituzione sono sempre due a due eguali e contrari. Un cappio che 

(*) I n  questo enunciato ammettiamo che un modulo di periodicith semplice possa sempre 
aggiungersi e quante volte si voglia positivamente O negativamente ad un valore I già otte- 
nuto integrando lungo un determinato cammino Ci. Per  riconoscere questa verità, conside- 
riamo un cammino ciclico qualunque Cm corrispondente al modulo di periodicità M (semplice 
KI no), e, se gia non pasda per a, deformiamolo senza sorpassare punti di diramazione tant0 
che vi passi, e sia s; i l  valore che in questo punto esso porta per S. Tracciamo un cam- 
mino C che partendo da cc col valore sa v i  ritorni col valore s:, e prendiamo come cam- 
mino d'integrazione il simbolizzato da C+ Cm- C+ Ci. 1 risuliati dell'integrazione lungo 
i cammini C e - C saranno eguali e contrari, laoncle, come valore dell'integrale lungo 
I'intero cammino, restera M+ I. Invece di inserire fra C e - C il cammino Cm una sola volta, 
si pu6 inserirvelo qualunque numero di volte nell'un senso O nell'altro. . 
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entra una sola volta non pud dunque scomparire e si troverà in :un ciclo 
semplice, il quale entrerà pure una sola volta negli i gironi. Il cappio non 
fondamentale di questo ciclo entrerà dunque parimenti una sola volta. 

Reciprocith fra due sorte d i  gironi e di punti fondamentali. 

Descriviamo, partendo ogni volta da a ,  w cammini aiascun .dei quali ab: 
bracci tutti i punti di dirarnazione tranne uno. Indichiamo con A, ,  A,,.., A, 
questi cammini e con a, , a,, .. , a, i cappi ne1 solito ordine : Ap potrà rite- 
nersi format0 dalla serie dei cappi, ommesso ap. Ciascun cammino A riesce 
coordinato a due gironi, e precisamente ai due nei quali é essenziale il cappio 
escluso a. Ed invero sieno s(a) e s(P l e  radici con cui principiano questi due 
gironi, ed s(Q e s(" le radici congiunte da1 cappio a. Il cammino A ,  se non 
sia principiato con una delle radici da)  O s(P, riconclurrà sempre alla radice 
.inhiale; poichh il cappio n riuscirà sempre, in tale supposto, non essenziale, 
ed il cammino A equivarrh ad un girone. Ma se si comincia il cammino A 
colla radice il tutto procederà come ne1 girone ano (cioB priucipiato con $(a)) 

soltanto fino al cappio escluso, cioè. sino al punto in  cui mediante questo 
.cappi0 SC" doveva diventare s'k). Ed invece si passa al cappio successivo con 
di), come sarebbe avvenuto ne1 girone pmO,  ne1 quale appunto a avrebbe ter- 
minato con di) e non con sCk). E pertanto la serie dei valori di s provocata 
da1 cammino A ,  se principiata con s'a), consterà della prima porzione del 
girone amo (ci06 da1 suo principio sino al cappio a)  e della seconda porzione 
del girone Brno (cioé da1 cappio a sino alla fine); O viceversa, se principiata 
con SV), colister8 della prima porzione del girone ,Om0 e della seconda del - - 
girone ano. 

Questo cammino A'& dunque coordinato ai gironi amo e pmO o ~ s i a  congiunge 
le radici d a )  e SV) come il cappio a congiunge le radici di) e dk). Esso cam- 
mino inoltre pu6 parimenti ridursi alla ordinaria forma di un cappio, abbrac- 
ciante 10 stesso punto di diramazione del cappio a, ma non riducibile a questo, 
tranne se sia il primo O l'ultimo della serie. A ben caratterizzare la  diversa 
giacitura del sistema dei-cappi A in confronto del sistema degli a, imagi~iamo 
una linea 8 (la aOf6"Pa della fig. 7) che parta da a, passi per tutti i punti 
di diramaziosq secondo l'ordine stabilito, e ritorni in a, in guisa da costituire 
il contorno di m a  poraione 1 della sfera che contenga totalmente i cappi 
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b. 1 cappi' A potremo imaginarli 
aontenuti totalmente nella restante 
pofzione II della sfera, della quale 
la 8 costituisce parimenti il con- 
torno. 1 cappi A.formano un siste- 
ma affatto analogo al sistema de- 
d i  a;  desso sarebbesi potuto pren- 
dere sino da principio invece di 
questo; esso pure dà luogo ad n 
gironi, ed b cosi conjugato al pri- 
rnitivo che, s e  u n  capp io  de l -  
l ' u n  s i s t e m a  c o n g i u n g e  l e  ra-  
d i c i  da) e s'p?, i l  cappio  co r r i -  
s p o n d e n t e  del l 'a l t ro  s i s t e m a  
B e s s e n z i a l e  n e i  g i r o n i  d i  
q u e s t o  c h e  p r i n c i p i a n o  con  
da) e s(p); e r e c i p r o c a m e n t e .  

tra i moduli di pcrioclicilà. 17 

Fig, '7 (*). 

A rendere viepiù chiara la perfetta reciprocita dei due sistemi di cappi 
presentiamo anche le fig. 8 e 9 ;  la prima 
fjg. 7 ridotta alla' serie dei cappi a ,  ne1 
solito modo indicato sino dalla fig. 4 ;  men- 
tre la seconda rappresenta la stessa 8 ri- 
dotta analogamente alla serie dei cappi A. 
La 8, concepita come- contorno della regio- 
ne 1, si presenta, secondo fù d ~ t t o ,  come 
il cammino comune (ciob non ridotto ai 
Soli cappi essenziali) dei gironi di prima 
sorta ; coneegita invece ' coqie contorno 
della regione II, si presenta oome il cam- 
inino comune dei gironi di seconda sorta. 

.Corne percorrendo ' opportuni cappi di 
prima sorta , cosi percorrendo opportuni 

delle quali rapprese 
K g .  S. 

(*) In questa figura suppongonsi soltairto quattro punti di diramazione (1,2, 3, 4). La 
linea continua, più forte, rappresenta l a  8, le punteggiate rappresentano i cappi a, le trat- 
f,eggiate i cappi A. Le circonferenze di tutti i cappi soppongonsi infinitesime. Che, per 
esempio, il cappio ,A2 possa essere una deformazione di un cammino il quale parta e ritorni: 
+d cc rinchiudendo i punti 1, 3,  4, Io si riconosce subito, tràcciando effetthamente un ta1 
pammino e deformandolo a travers0 la regione di sfera opposta alla qui osservata. Anche 
una porzione b'8"Of11 della û pub cosi deformarsi che compaja a destra della restante por- 
zione 011'a81, come 6 raffigurato in 81.31'8"f. 

Annali d i  Maternatica, tomo III. 3 
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cappi di seconda sorta si pu6 passare da un qualsivoglia valore di s in a ad 
uno qualsivoglia degli altri n- 1- Corne si sono presi n - 1 cappi fondamen- 
tali della prima sorta sempre bastanti per effettuare tale passaggio; cosi si 
possono scegliere come sempre bastanti n - I  capp i  fondamen  t a l i  d e l l a  
s e c o n d a  s o r t a .  Questo é ovvio; ma inoltre, c o m u n q u e  s i a n o  s t a t i  
s c e l t i  i p u n t i  f o n d a m e n t a l i  di p r i m a  s o r t a ,  s i  p o s s o n o  s e m p r e  
s c e g l i e r e  c o m e  f o n d a m e n t a l i  d i  s e c o n d a  s o r t a  p u n t i  t u t t i  d ive r s i  
d a i  pr imi.  Ed invero, in  un girone di prima sorta, dove entri come essen- 
ziale il primo punto fondamentale (di essa sorta), deve entrare essenzialmente 
almeno un punto che non sia tra i fondamentali, non potendo questi formare 
da soli un ciclo. Scegliamo il detto punto come primo punto fondamentale di 
seconda sorta. Nell'aggregato del detto girone e di quell'altro in cui il 
punto prescelto é pure essenziale dev'esservi ( b  il caso i = 2 di teorema gi8 
dimostrato) almeno un punto non fondamentale che entra in un solo dei due 
gironi. Scegliamolo corne secondo punto fondamentale di seconda sorta. Nel- 
l'aggregato dei due gironi e di quel10 in cui questo punto é pure essen- 
ziale dev'esservi almeno un punto non fondamentale che entra una sola volta. 
Scegliamolo come terzo punto fondamentale di seconda sorta. Cosi continuando, 
otteniamo un completo sistema di punti fondamentali di seconda sorta tutti 
diversi da quelli di prima. 

Relazioni fra i moduli di periodicitii degli integrali di prima speeie. 

Sieno I ed H due qualunque integrali di prima specie, e integriamo il 
differenziale IdH percorrendo n volte la intera serie dei cappi di prima 
sorta, la prima volta principiando col valore dl), la seconda col valore d",, 
e cosi via. Ma prima osserviatno che il valor iuipiale di s determina ogni 

d H  dB volta anche il valor iniziale di dfI = - d x , poiche - B razionale in s, x ; 
d x  d x  

e che per 1 imagineremo fissato ogni volta a piacirnento il valor iniziale. 
En virtU di questo valor iniziale, I potrb riguardarsi corne determinato non 
soltanto per ogni successive punto della serie dei cappi, ma anche per 
tut ta  la regione della sfera esteriore ai medesimi (cioé per la regione II 
della fig. 8). Infatti, imaginiamo che a: abbandoni in  qualche dove la linea 
dei cappi a fine di scorrere per tutta la detta regione; ad ogni posizione 
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d i  
di x la integrazione di d I = -- d x  dà un valor corrispondente per 1, e se x 

d x  
ripassa per un medesirno punto la detta integrazione ridona il valore quivi 
gih dato; giacchb la linea rientrante descritta da x ne1 ritornare ad esso 
punto potrà sempre-ridursi a questo solo punto senza sorpassare i punti 

a 1  
di diramazione O d'infinito della dz, che sappiamo coincidere coi punti di 

diramazione della s, i quali sono fuori della. regione in  cui adesso suppo- 
niamo mobile la x. Ritornando ora al differenziale I d H ,  osserviamo che in  
ognuna delle n volte la integrazi~ne di esso lungo la intera serie dei cappi 
darà per risultato zero, potendosi questa serie, corne contorno della consi- 
derata regione della sfera, ridurre ad un punto ; giacchb entro ta1 regione 

d H  
la funzione 1- non si dirama, nb diventa infinita, e ne1 punto x = cc, s e  

d x  
esso non sia di diramazione, e Quindi giaccia nella detta regione, diventa 
nulla del second'ordine. Sarà dunque zero anche il risultato d'integrazione 
complessivo, cioè 1 7 S I d H  proveniente da1 percorrere n volte la scrie dei 
cappi. Di questo integrale passiamo a trovare una espressione che egua- 
gliata a zero darà la relazione che'b l 'oggetto di questo paragrafo. 

Questo integrale si spezza non solo nelle n parti corrispondenti agli n 
gironi, ma ognuna di tali parti si spezza in altre w parti, che sono gli in- 
tegrali presi ,lungo i singoli cappi. Di queste parti sarà zero ogniina che si 
riferisca ad un cappio non essenziale ne1 relativo girone, potendosi in ta1 
cas0 il cappio ridurre ad un punto senza sorpassare punto di diramazione 
per eeso girone. Xestano quindi a considerarsi nei singoli gironi soltanto 
i cappi essenziali. Ogni  cappio si presentera ne1 complesso due volte; en- 
trambe le volte presenterà 'gli -stessi valori - ' - ^ 

~ i g .  10. 
di s e x ma in  ordine contrario, conducendo 
l'una volta da s(" a e l'altra da s ( ~ )  a s(lb). 
Paragonando due elementi degli integrali 
relativi a questo cappio, i quali mrrispon- 
dano ad un punto qualunque m (Fig.. lO) 
dove siavi la stessa coppia di valori di s e z, 
si scorge che dH avrh valori ,co.ntrari; per 
cui indicando con I e I f  i due valori di 1, 
l'elemento dei due integrali riuniti sarh 

(1- I f )  d H. 
Con I propriamente intendiamo 17integrale 
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preso da1 principio del girone, in cui il cappio conduce dalla radice 
d' indice minore a quella d' indice maggiore (k > h), sino al cominciamento 
di esse cappio, e da qui sino al punto qualurique m ;  e quindi con I f  l'inte- 
gra le  preso da1 principio dell' altro girone, in cui il cappio' B essenziale, sino 
al cominciamento del medesimo (col valore d k ) ) ,  e da qui sino al punto m. 
Invece di - F  si pu6 mettere il resto di qfiesto girone, vale a dire l'inte- 
grale da1 punto m sino al termine del cappio (dove si trova il valore dh))  
e da qui sino alla fine del girone. Siccome le due porzioni d'integrale da 
sch) a m ne1 cappio del primo girone e da m a s(h) ne1 cappio del secondo 
girone si elidono, cosi I- I f  risulta un integrale preso lungo un cammino 
khe racchiude tutti i cappi meno quel10 in considerazione, cammino che pre- 
cedentemente abbiamo ridotto a foggia di cappio e dichiarato di seconda 

- .  sorta. 
Indichiamo dunque ormai con a,, a,, .. ., a, i valori dell' integrale I preso 

lungo i cappi di prima sorta, assumendo come vnlor iniziale di s per formare 
ai quella delle due radici (dh) ,  dk))  coordinate che porta l'indice minore; e 
indichiamo con A , ,  A, ,  . . . , A ,  i valori del10 stesso integrale preso lungo i 
cappi di seconda sorta, assumendo per formare A i  quella tra le radici dalla 
quale col percorrere il cammino di Ai (concepito, come primitivamente, in 
forma di serie di cappi a )  si arriverebbe al cappio ai colla radice (sch), sCk)) 
d'indice minore. L'elemento sopra considerato (1-1') d H ,  supposto relativo 
al cappio imO, potrh rappresentarsi con A i d l i ,  e la somma dei risultati 
dell'integrazione lungo l'inter0 cappio stesso in entrambi i gironi sara 
AiJd H = Ai bi, ritenendo espresse con bi e Bi rispetto a H le quantità desi- 
gnate  con ai e Ai rispefto a I. La proprieth sopra notata, dell'essere nullo 
1' JTdH lungo gli n gironi, si traduce dunque nella seguente relazione 

E qui riflettiamo che potremmo scrivere questa relazione anche nella forma 

Infatti, sommandole insieme e ricordando la loro origiue, abbiamo 

2 (Ai bi + Bi ai) = J' ( I d H  + HdP) = S d ( H I ) ,  

0 poichh cosi H come I riprendono al termine d'ogni girone il valore avuto 
in  principio, 1' integrale di d (HI) riesce nullo per ogni girone ie quindi 
anche pel loro insieme. Si vede dunque che, tenendo per le quantith. A e B 
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leloro espressioni in a e b somministrate dalla composizione dei cappi di 
seconda sorta mediante quelli di prima, dev'essere possibile di trasformare le 
espressioni (4) e. (2) 1' una nell'altra col puro ajutci di quelle relazioni lineari 
delle a tra loro e delle b tra loro, le quali esprimono che 17integrazione di 
d I  O di d H  lungo tutti i cappi di uno stesso giron-e dii zero. 

Le relazioni (1) e (2) sono fya integrali I ed H presi lungo singoli cappi. 
Si pu6 krasformarle in guisa che siano soltanto fra 2p integrali I e 2 p  in- 
tegrali H presi lungo cammini ciclici semplici, vale a dire fra i 2p  moduli 
di  periodicitii semplici dell' uno e dell' altro integrale. Cid si ottiene mediante 
due successive trasformazioni. 

Cominciamo a introdurre invece degli integrali b, , b,, . . . . gli integrali 
(b13, (b,), . . . . presi lungo i camrnini ciclici relativi ai corrispondenti punti 
di diramazione. Percid imaginiamoci formate, come combinazioni degli in- 

, tegrali lungo cappi fondamentali di prima sorta, n - l quantità f,, f,, . . , f,, 
i cui cammini conducano rispettivamente da s(') a d a ) ,  da s(') a dS), . . . . , 
da s(') a dn); il che è possibile in un solo modo, come emerge dalle ri- 
flessioni fatte sulla fig. 6. Se bi conduce da sca) a (+), l'integrale preso 
lungo il cammino ciclico corrispondente ossia il modulo di periodicitii (b i )  
sar& dato da : 

(bi) = bi - fb + fa 
dooe presentandosi f, b da interpretarsi come zero. Poniamo ne1 primo mem- 
bro della (1) 

ed osserviamo per quali A 'riusciranno moltiplicate le f,, f 3 , .  . , f,. La fa sarà 
moltiplicata per ciascuno di quegli A a cui corrisponde un cappio di prima 
sorta avente da) per una radice coordinata; e precisamente moltiplicata per 
- A ,  se s@) sarh la radice d' indice minore in esso cappio, per + A  ne1 caso 
contrario. Ora, i cappi di seconda sorta, cammini di cotesti integrali A ,  
riuniti con la detta regola dei segni, costituiscono un girone, e precisa- 
mente il girone di seconda sorta che principia con A riconoscere tale ve- 
rit& basta riflettere come si formi questo girone; noi perd formeremo il girone 

(+) S'impiegano le lettere a, A, b,  B anche per designare i cammini, non nascendo da1 
doppio impiego veruna confusione. ;Nè confusione pub venire dall'uso di a in e in f, 
con quel10 di a per designare il solito punto di partenza. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



22 Ca s or a t i : Relazioni tra i moduli di periodici th. 

T 

di segno contrario OS& negativo (*). Imaginiamo dunque di partire da1 solito 
punto a col valore s[a) e di percorrere. la serie dei cappi A,, A, , .  .. , A,, ed 
osserviamo con quali valori di s giungeremo al principio di ciascun cappio, 

t 
per esempio dellPA, ( ~ i ~ .  9). Al principio di questo cappio si giunge dopo 
aver descritto i cappi A, e A,,  O cii, ch'é 10 stesso, dopo aver descritto una 
linea che parte e ritorna ad a abbracciando i punti 1 e 2. Ora, questa linea 
equivale anche all'aggregato dei cappi a, e a,, che sarebbero da percorrersi 
volendo ritornare da1 cominciamento del cappio a, (Fig. 8) al punto di 
partenza a di un girone di prima sorta. E perd, se imaginiamo di partire 
da1 detto cominciamento col valore d a )  e di percorrere il detto aggregato, 
arriveremo in a con ,lo stesso valore col quale saremo giunti al principio 
del cappio A, partendo da a col valore sca) e percorrendo i cappi A, c A,& 
E perd, xiflettendo all' origine dei cappi di seconda sorta, emerge ormai 
chiaramenté; i0 ohe se s(a) sia radice eoordinata al cappio a,, il cappio A,  
sa& essenziale ne1 girone di seconda sorta che principia con s(a); 2' che se 
s(a) sia la radice d'indice minore tra le due coordinate al cappio a,, il cappio 
A, entrer& positivamente ne1 girone che si considera. Questo girone b dun- 
que eguale e contrario all'aggregato dei cappi A ,  come si è asserito. E perb 
il coefficiente di fa, siccome risultato dell'integrazione lungo un intero gi- 
rone, & nullo. Quindi il primo membro della-(4) si ridurrà semplicemente a 

h questa la prima trasformazione. Il secondo membro contiene n -1 ter- 
mini di meno del primo membro, essendo nulli tutti i (b;) corrispondenti a .. 
punti fondamentali di prima sorta. 

La seconda trasformaeione si eseguisce affatto similmente introducendo 
invece degli integrali A presi lungo i singoli cappi di seconda sorta glf 
intégrali [A]  presi lungo i rispettivi cammini ciclici di seconda sorta, cioé 
formati -ciascuno con un cappio A non fondamentale e con -opportuni cappi a 
fondamentali. Se indichiamo con Ic,, k, ,  . . ., k, le combinazioni dei cappi fonda- 
mentali di seconda sorZa conducenti ordinatamente da s(l-) a s(", da s(') a s(,), ... 
da dl) a dn), ed in- pari tempo anche i valori degli integrali I presi lungo- 

. . 

- .- --O - 
(*) P e r  girone positivo di seconda sorta é naturale d'intendere quel10 che si  ha percor- 

ren'do I i  serie dei cappi nell'ordine A,,  A,., , . . . , ossia il contorno in  direzione positiva 
della rogione II deIla sfera (Fig. 7 e 9). ?el resta, p e r l a  nostra dimoskazione è, in sostanza, 
indifferente tenere l'un ordine O I'altro. . . . . 
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esse combinazioni, avremo 

supposto che Ai conduca da s(a) a SV). E ponenda, come dianzi, 

nella espression: I;(bi) Ai (la quale, se si vuole, si pu6 ancora imaginare 
composta di w termini, in n- 1 dei quali (b)  ha il valor zero), ogni quan- 
titti ka riesce moltiplicata per una somma algebrica di ( b )  esprimente un in- 
tegrale preso lungo un intero girone di prima sorta, e perd nulla. La espres- 
sione 2 (bi) Ai si ridurrh dunque semplicemente a 

11 Ai (bi) = C [Ai] (bi) . 
È: questa la seconda trasformazione, il cui risultato coincide c o i  la egua- 
glianza che porta 10 stesso numero ne1 26. 11 secondo membro contiene 
soltanto 2 p  termini, e precisamente quelli che non si riferiscono ne a punti 
fondamentali di prima, ne di seconda sorta; essendo nul10 per i primi il 
fattore (b)  e per i secondi il fattore [ A ]  (*). 

Egli & poi evidente c.he, fissati .i cappi fondamentali di seconda sorta, s i  
formano sema  difficoltti cogli integrali A gli integrali k ,  , k ,  , . . . , k ,  e quindi 
gl i  [A] in  funzioni lineari a coefficienti interi degli A. Dalle espressioni 
degli A in a si avranno quelle degli [ A ]  in a e quindi in (a); e siccome 
gl i  n- l (a) corrispondenti ai punti fondamentali di seconda sorta si pos- 
sono cavare (pag. 14) dalle relazioni lineari somministrate dai gironi in fun- 
zioni lineari a coefficienti interi dei restanti (a);  cosi, sostituendo, si otter- 
ranno infine gli [A]  espressi ancora in funzioni lineari a coefficienti interi 
con soli 2p tra gli (a), ciob cogli (a) non corrispondenti a punti fondamentali. 

(*) Che questi [A] coincidano con quelli dell'opera pub anche subito riconoscersi riflet- 
tendo che tanto a l  cappio A, come agli altri cappi A contenuti in k ,  e k p  si possono sosti- 
tuire i rispettivi cicli semplici di prima sorta senza che si alteri il risultato dell'integrazione 
lungo l'aggregato ciclico designato ne1 secondo membro dell'eguaglianza [Ai]= A,- kp+kq 
per la quale sostituzione l'integrale Ai diviene (Ai), e k ,  e kp  divengono gli h, e hg della 
prima eguaglianza del § 27. E qui vogliamo di passaggio avvertire come sia sempre lecito 
di sostituire ai  singoli cappi i rispettivi cicli semplici, dell' una sorta O dell' altra, in una 
9guaglianza di cui un membro sia ciclico Q zero. Gli [Ab],  [A5] ,  [A6], che nell' esempio 
5 28 corrispondono ai punti fondamentali di seconda sorta, vi s i  veggono appunto eguali 
a zero; se non che, invece di essere. questo loro valore dato come conseguenza della de- 
finizione degli [ A ] ,  vi figura corne. risultatoFdel processo indicato alla ,fine del § 27. 
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Che, reciprocamente, gli ( a )  si possano esprimere in modo anaIogo cogli 
[A] che non ~ o r & ~ o n d o n o  a punti fondnmentali é affatto evidente per la 
perfetta reciprocità dei due sistemi di cappi. 

Per dispensare del tutto 10 studios0 dalla lettura del § 27 riproduciamo 
la dimostrazione delle due seguenti propiet&. Poniamo 

O 

dove per cornodith impieghiamo gli indici 1, 2,. . . , 2 p  per designare i punti 
non fondamentali. Sostituendo nella relazione C [A;] (bi) = O ,  avremo 

Vogliamo dimostrsre due proprietà dei coefficienti interi c di questa rela- 
zione fondamentale. 

Poichè la equazione 

come si é già notato, deve diventare una identità in virt-ii delle relazioni 
lineari tra gli a e di quelle tra i b ;  cos1 la equazione 

2 [Ai]  (bi) + Z: [Bk] (ak)  = O 

dev' essere per sé stessa identica, essendo già state impiegate le dette re- 
lazioni lineari per ridurre in essa a 2p tanto il numero degli (a) come qnello 
dei (b). 'Ponendo dunque in essa effettivamente per gli [A].e pei [BI le loro 
espressioni in (a) e (b) ,  le quali ultime sono parimenti 

[ B k ]  = C k l  (bl)  + C k 2  (b,) + . -. . + c k  ,, (b,,) , 

cioé dire, si avranno le 2p ('P+ l) equazioni 
2 

Quindi tutti i prodotti (ai)(bi) mancheranno nella espressione (6) e i coef- 
ficienti di (ai)(bk) e (bi)(ak) saranno di valor contrario. 1 coef f ic ien t i  c 
formano d u n q u e  u n  d e t e r m i n a n t e  gobbo .  
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Per dimostrare la  seconda proprietà, cioé che i l  d e t e r m i n a n t e  d e i  c é 
e g u a l e  a 1,  indichiamo con C questo determinante e con I' il determinante 
dei coefficienti dei 2 p  (a) nelle espressioni dei 2 p  [ A l .  1 due determinanti C 
e r sono determinanti aggiunti, laonde Cr=1. Essendo anche niimeri interi, 
C e I' non potranno che essere entrambi eguali a t l ,  e dovranno finalmente. 
essere eguali ad 1; poichh C ,  come determinante gobbo d' ordine pari, b iI 
quadrato d'una espressione formata razionalmente coi suoi elementi, e quindi 
positivo. - 

Termineremo presentando le formole strettamente necessarie per l'esempio 
del § 28, il qua1 paragrafo potrà quindi pure tralasciarsi; non intendendo 
perd con questo di dichiarare superflue tutte le  altre formole, che almeno 
possono servire d' esercizio. 

Esempio ai determinazione della relazione 

&a i modnii di periodicità degli integal i  di prima specie. 

Esso si riferisce al caso di n= 4 e p = 3, ne1 quale dunque il numero dei 
punti di diramazione t? 12. 

Indici 'dei punti di diramazione : 

1 cappi di prima sorta congiungono le radici : 

1 - 2 1 2 - 3 ~ 1 - 4 1 2 - 4 / 3 - 4 I 1 - 3 I 2 - 4 I 1 - 2 I 2 - 3 ~ 2 - 4 ~ 3 - 4 ~ 3 - 4 .  

Relazioni tra gli a date dai gironi di prima sorta: 

Osservando per ogni cappio i numeri preposti alle due relazioni dov'esso 
entra positivamente e negativamente, si ha che i cappi di seconda sorta con- 
giungono le radici: 

4 

1 - 2 1 1 - 3 1 2 - 4 1 3 - 2 1 1 - 3 1 4 - 3 1 2 - 1 1 3 - l j 3 - 4 1 4 - 2 1 3 - 4 1 4 - 3 .  
Annali di Matematica, tom0 III. 4 
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Gli A espressi in a :  

A, = a,-a,+a,-a,, 

A, = al+a,-as-a, +a, +a9 +a,,-a,, 
A, =-a,+a6-ag+a,o-a11+al, 
A4 =-a,+a,-a,, 
A, = al+a,-a,+a,+a9+a,,-a,, 
AG =-ag+a,+a9+al,-a,, 
A, = -alta,-a,-a, 
A, =-a,+a4-a5-a, 
A =-  

9 a,+a,-a6-a, +a, +alo-a,,+a,, 
Ale=-asta,-a, 
_All =- a,+a4-a,-a, +a, +a, +a,, 
Al% = - - ~ d ~ + a ~ - a , + a ~ ~ - a ~ ~ .  

punti fondamentali di prima sorta : Punti fondamentali di seconda sorta: 
1, 2, 3. 4, 5, 6. 

Cammini f (Pa$?. 21) : Cammini k (pag. 23) : 

[ A l ] = A l  -A4-A, 

[A2 ]=A*  -A5 
[As l = P ,  +As+A4 
[A, 1 =O 
[A,  ] = O  

I A 6  ]=O 
[A , ]=A,  f A5+Ak 
€4 ] = A ,  +A5 
[ A ,  1 =A9 +A, 
[AloI=A,,-A4-A6 
IAil1 =A11 + -46 

LA,,] = A 1 2 - A 6 -  
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Sostituendo nelle espressioni dei sei ultimi [A] in A i valori di questi in a, 
e tralasciando di scrivere gli a fondamentali, ponendo le parentesi agli 
altri, si hanno le espressioni di detti [ A l  in (a) : 

Espressioni di (a,), (a,), (a,) desunte dalle 1: 

(a41 = (a,) - (a10 ) 

( ~ 5 )  = (a,) + (a, 1 
(ad = (a,) - (a,,) + (a,,) - (a,,). 

Definitive espressioni dei sei [A]  mediante i sei (a )  n 
punti fondamentali : 

[ A , ] =  @ I O )  

[Al01 = - (a, )-(a, 1 -(a, > 
[A111 = ('8 1 + (a9 1 +(a12) 

[Al 2 1  = - (a, 1 - (a9 ) -(a,,). 

Il determinante gobbo dei c B dunque: 

O O O '  1 O O 

O 0 -1 1 -1 1 

O 1 O 1 - 1  1 
- 1. -1 -.i O O O 

O 1 1 O O 1 

O -1 -1 O -1 O 

orrispondenti 
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Combien y a-t-il de sécantes communes 

h deux cubiques gauches? 

(par R. STURM, à Bromberg.) 

1. É tant donnée une cubique gauche CS, soient El et E deux plans ar- 
bitraires dont le premier coupe la cubique aux points arl ar, a',, l'autre aux 
points a, a, a,. Chaque point xr du plan Er envoie à la courbe C8 une 
seule sécante (c'est-&-dire une droite qui s'appuie sur cette courbe en deux 
points), qui perce le' plan E au point z.; la même chose a lieu pour les 
points de ce dernier plan. De cette manibre les deux plans reçoivent une 
projectivite ponctuelle : B chaque point de l'un plan corrqond, en général, 
un seul point de l'autre; les plans sont « punteggiati projettivamente ». 
Les exceptions sont celles-ci. ,4 un des points ar correspondent tous les 
points de la conique qui est la trace du cdne qui projette la cubique du 
point a' sur E; il en est de même pour les points a. A tous les points 
d'une droite qui joint deux points ar  (ou a) correspond le point oii elle 
rencontre la droite (Er, E). Les points de cette dernihre droite se correspon- 
dent à, eux-memes. 

2. Quelle est la courbe correspondant en E à une droite Gr, du plan El? 

A cause de la projectivité ponctuelle' des deux plans, le genre de cette 
courbe sera égal ?L celui de la droite 'GfX, par conséquent 0, c'est-à-dire que 
la courbe aura le maximum des points doubles (inclus les rebroussements). 
En effet, les sécantes d'une cubique gauche qui rencontrent une droite en- 
gendrent une surface réglée du quatrième degré, sur laquelle la cubique est 
double; notre courbe est donc du quatribme ordre et passe deux fois par 
chacun des points a ;  désignons-la par G,'. Elle rencontre évidemment la 
droite (Er, E) aux points e, , a,, , a,, , a,, où celle-ci est coupée par les droi- 
tes Grx, arl ar,, ar,al,, ar,ar3 e t  qui correspondent aux points ea (E e . ) ,  
(G:, aria1,), (Gr,, arl ara) et (Grm, ar,ar,) de la droite Grx. La courbe cor- 
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S turrn : Sécantes communes à deux cubiques gauches. 29 

respondant B une droite Gr, qui s'appuie sur C%n un point af dégénkre 
dans la conique correspondant 5 ce point et une autre conique qui prisse 
par a, a, a, et rencontre la Gr, sur (Er, E). 

3. Ajoutons une autre cubique gauche l? qui n'ait, en général, aucua 
point commun avec CS et qui coupe les plans Er et E aux points a', a', a', , 
al a, a,. Nommons 5: le point correspondant A x' par rapport à F3;  les 
points et, sur (Er, E) se confondent avec leurs deux points correspondants 
e, et E,;  conservons la dénomination e,. A la droite GZ correspondra par 
rapport à rJ une courbe du quatriéme ordre r4, ayant les points doubles 
a, a, a, et passant par les points e, = (GIS, Er, E ) ,  a,, = (E, a', ar2) ,  
a,, = (E, af,a',) et a,, = (E, ar,a',), situés sur (El, E). Les courbes G4, 
et  Faz ont, excepté le point e,, 15 points en commun. Il y a donc, dans 
le  plan E,  15 points non situés en Er qui envoient aux courbes CS et J? 
des sécantes rencontrant la droite Grx. 

4. Si Gr, pivote dans le plan Er autour d'un point P l ,  les courbes G4=, - - - 

ayant en commun les points doubles a, a, a,, les points a,, , a,,; a,, et le 
point P correspondant & Pr par rapport 3, C3, engendrent un faisceau du 
quatrième ordre; de m&me les courbes r4,, auxquelles sont communs les 
points doubles a, a, a,, les points a,,, a,,, a,, et n, correspondant & Pr 
par rapport B I". C ~ S  deux faiseaux sont évidemment homographiques et 
engendrent, parce que les courbes correspondantes ont toujours un point e, 
en commun, excepté la droite (El, E) décrite par les ex, une courbe S7 du 
septihme ordre qui passe deux fois par les 6 points a et a. Donc: tous les 
points du plan E, desquels proviennent aux courbes CS et F3 des sécantes 
perçant le plan Ef en des points situés en ligne droite avec un point donné Pf, 
se trouvent sur une .courbe du septieme ordre S7 qui passe deux fois par 
chacun des six points d'intersection des deux cubiques gauches avec E. 

5. Un autre faisceau de rayons en 'Er autour d'un point Prl nous donne 
une courbe analogue S: qui a les mêmes points doubles que S7. Ceux-ci 
valent 24 points d'intersection des deux courbes. Les 25 autres points sont 
tels qui envoient aux courbes CS et r3 des sécantes dont les traces (en E3 
sont situées en ligne droite aussi bien avec Pl qu'avec Prl. Si ces traces 
sont distinctes, il faut p7blles se trouvent sur la droite Pr P:; ornous avons 
vu (n.O 3) qu'il y a en E 15 points, dont les deux sécantes rencontrent, 
l'une et l'autre, une droite donnée. Par conséquent les traces des shcantes 
des 10 autres points ne peuvent pas être distinctes, ce qui veut dire que 
les deux sélcantes se  confondent. Donc: 
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30 S tu r m : Sécantes communes à deux cubiques gauches. 

aant  données deux cubiques gauches qui n'ont aucun point commun, il 
y a 10 droites qui s'appuient deux fois sur chacune des deux cubiques (*). 

Puisque par tout point de l'espace il ne passe qu'une seule sécante d'une 
cubique gauche, aucune de ces dix sécantes communes n'en rencontre 
une autre. 

6. Supposons que les deux courbes C9 et rS ont un point m, en commun; 
il y aura quatre droites issues de ce point, dont chacune s'appuie encore 
une fois sur chacune des deux cubiques: ce sont les quatre arêtes com- 
munes des deux cônes projetant les courbes du point ml. Il n'y aura donc 
plus que six sécantes communes propres des deux cubiques, c'est-&-dire 
qui les rencontrent en quatre points distincts. Souvenons-nous de la géné- 
ration de la surface. du troisikme ordre par trois réseaux projectifs (colli- 
néaires) de plans, laquelle est due à M. GRASSMANN. Sur la surface il se 
trouve trois cubiques engendrées par les réseaux de rayons (appartenant aux 
réseaux de plans) pris deux Lt deux. Ces courbes ont deux Lt deux le centre 
d'un des réseaux générateurs en commun et ne possédent par conséquent- 
que six sécantes communes propres (qui sont, dans ce cas, aussi des s6 
tantes de la trosiéme cubique). Ce sont les six droites (ne se coupant pas 
entre elles) de la surface (sur laquelle elles se trouvent, parce qu'elles.la 
coupent quatre fois), dans lesquelles conviennent trois plans correspondants 
des trois réseaux. 

7. Si les deux cubiques ont deux points communs m, et m,, de chacun 
de ceux-ci, outre la droite qui les joint ensemble, partent trois droites s'ap- 
puyant sur chacune des deux cubiques encore une fois; donc il reste trois 
sécantes communes propres. 

Si le nombre des points communs à CS et tt rS s'augmente d'un troi- 
sibme m,, on a l0 les trois droites qui joignent les trois points m; chacun 
de ces points nous donne 2" deux autres droites qui rencontrent encore 
une fois aussi bien Cs que rS; donc il y a 3" une seule sécante commune 
propre. 

8. Quatre points m, m, m, m, soient communs aux deux cubiques; outre 
les six droites joignant ces points, de chaque point m une droite va ren- 
contrer chacune des deux cubiques encore une fois. Ainsi nous ne pouvons 
trouver une sécante commune s'appuyant en quatre points distincts. 

Mais les deux cubiques, ayant quatre points d'intersection, peuvent être 

(*) Voir une Note sur les cubiques gauches dans le Journal Crelle-Borchardt, t. 60. 
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dans la situation singuliére de se trouver sur la  m&me surface du second 
degré. Ce cas particulier a lieu s'il y a un plan qui coupe les deux courbes 
en six points appartenant CL la même conique; car la surface du second 
degré Fa menée par cette conique (par cinq de ses points) et par les quatre 
points m, rencontrant chacune des deux cubiques en sept points, les con- 
tient toutes entières, et celles-ci sont alors rencontrées par tout autre plan 
en six points situés sur une conique. Tl est démontré au' cas général que 
de chacun des quatre points m il provient une droite qui rencontre aussi 
bien CS que rS encore une fois en des points distincts; par suite ces quatre 
droites, coupant la surface du second dégré en trois points, sont situées 
sur elle toutes entiéres. Donc quatre génératrices de' notre surface (hyper- 
iioloïde à une nappe) sont rencontrées en deux points par CS et par rS; 
elles appartiennent par conséquent au m6me systéme, dont toutes les gé- 
nératrices rencontrent chacune des deux cubiques deux fois, pendant que 
celles de l'autre les rencontrent en un seul point. 

9. Ainsi dans le cas particulier qui est l'objet de notre considération 
actuelle, il y a un nombre infini de sécantes communes dès deux cubiques. 
Observons comment ce cas se présente à nous quant aux courbés du qua- 
triéme et du septième ordre que nous avons construites dans le plan Er. 
Soient St et S les coniques d'intersection de l'hyperboloïde avec les plans Et 
et E; celle-ll passe. par les 6 points ar et  ar, celle-ci par les a et a. Les 
deux points x et 5 ,  correspondant à un point quelconque xr de la conique Sr 
se confondent en un même point x de la conique S, parce que par chaque 
point .de Sr passe une sécante commune de CS et de rS, génératrice de 
l'un systéme de,l'hyperboloïde FB, par suite rencontrant la conique S, . 

Les deux courbes G4, et r4, correspondant à une droite GB, du plan E 
par rapport & C et $i F3 passent donc par les mêmes deux points xl et a, 
de la conique S ,  qui correspondent aux points x', et xr, où Sr est rencon- 
trée par G1,. Par conséquent ces deux courbes ont en commun, outre le 
point e, = (G', , Er,  E) et ces deux points x, et x,, 13 autres points: ce 
sont ceux dont les correspondants (en Er) par rapport & CS et à FS sont 
situés sur @, et ne coïncident pas. 

10. Si G!, décrit en E un faisceau autour d'un point Pr, les courbes G4, 
et r4, engendrent, comme on a vu, deux faisceaux projectifs qui donnent 
naissance (car dans notre cas les paires de courbes correspondantes ont 
toujours deux points d'intersection sur S) R une courbe du septième ordre S7 
[abstraction faite de la droite ( E r ,  E)]  qui se partage dans cette conique S 
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32 $ turm : Secantes communes A deux cubiques gauches. 

et une courbe du cinquiéme ordre S5 passant aussi par les six points a 
et a, ceux-ci étant doubles sur la courbe S7. Un autre point Prl du plan Er 

. donne une seconde courbe S: composée de la même conique $ et d'une 
courbe du cinquiéme ordre 8:. Les deux courbes S et S: ont par suite en 
commun la cgnique entihe S et les 25 points d'intersection des deux cour- 
bes S5 et SF. Ces 25 points sont: 1" le six points a et a, 2O les traces des 
six droites qui joignent les quatre points m ,  3 O  les 13 points d'où pro- 
viennent aux cubiques des sécantes qui rencontrent la droite P'P1, en des 
points distincts (n." 9). 

Ainsi nous avons le résultat, qu'on a certainement présumé, que tout point 
de S (ou de SI) envoie une sécante commune aux deux cubiques, mais 
aucun autre point. Une sécante commune, coupant FB en quatre points, doit 
se trouver sur cette surface. De la même cause il est Bvident, que, dans 
notre cas particulier, il n'y a pas de droites s'appuyant deux fois sur l'une 
cubique et seulement une fois sur l'autre. 

I l .  Enfin, si cinq points ml m, mg m, m, sont communs aux deux cu- 
biques, les dix sécantes communes sont représentées par les dix droites 
joignant ces points. Les deux courbes sont situées sur le même hyperbo- 
loïde He determinée par les 5 points m, deux points de Ca et deux points 
de I" ; l'une courbe s'appuie sur les génératrices de l'un systéme en deux 
points, l'autre sur celles de l'autre. Car si la même droite rencontrait deux 
fois la .courbe CS aussi bien que r3, les cdnes par lesquels les cubiques 
sont de chacun des quatre points de rencontre, et dont l'un est 
du second, l'autre du troisiéme ordre, auraient en commun les cinq aretes 
qui tendent aux points m et la droite dont il s'agit, arête double pour l'un 
cane, simple pour l'autre, par conséquent sept arêtes, ce qui n'est pas pos- 
sible. Étant SI et S les courbes d'intersection de H2 par Er, e t  E, chaque 
point de Sr a ,  c'est vrai, ses deux correspondants par rapport à. Cg et h I" 
sur S, mais ils ne se confondent pas et par suite les courbes du septieme 
ordre ne se décomposent pas. 

Deux cubiques gauches ne peuvent avoir six points communs, sans étre 
identiques. 

Bromberg (en Posnanie), le 28 janvier 1869. 
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Sul problema della rotazione dei corpi. 

(di A. BRILL, in Giessen). 

È noto che Jacosi ha recato alla massima perfezione le formule finali 
del problema della rotazione di un corpo sottratto all'azione di forze esterne, 
introducendo le funzioni ellittiche. Egli ha mostrato (*) i coseni degli 
angoli fatti dagli assi principali del corpo relativi al punto fisso cogli assi 
di un sistema coordinato fisso nello spazio si possono esprimere per quozienti 
di funzioni O, quando le componenti secondo i tre assi principali della velo- 
cita angolare intorno all'asso istantaneo siano state espresse per funzioni 
ellittiche del tempo. Ora nello stabilire le espressioni dei nove coseni, fra 
i quali sussistono le sei note relazioni, JACOBI si é servito dei tre angoli di 
EULERO, i quali sogiiono turbare la simmetria dei calcoli quando vengono 
usati nelle dimostrazioni. È nostro proposito di far vedere come l'uso di 
questi angoli possa essere evitato. 

Indicando (come al sdito) con A, B, C i momenti principali d'inerzia del 
corpo relativi al punto fisso, con p ,  q, r le componenti della velocith angolare 
secondo i tre assi principali corrispondenti, con t il tempo, ed ammettendo 
che nell'istante t = t, l'asse principale cui corrisponde il momento d'inerzia 
A coincida coll'asse negativo delle y (ne1 sistema coordinato fisso), le note 
equazioni differenziali . . 

(*) Sur la ~otat ion d'an covps, CRELLGBOR~HAA~T, t. 39, oppure: Mathematische Werke, 
t. 2 ,  p. 139 e seg. . 

Annali di  Maternatica, tomo III. 5 
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34 B r il 1 : Sul problema della rotaaione dei corpi. 

forniscono per p, q, r le espressioni seguenti, scritte secondo la nota segna- 
tura delle funzioni ellittiche, introdotta da JACOBI nei Fundam,enta nova (*). 

1 cos am u Pr-- . l @ i a . H , u  - -- - 
A c o s a m i a  . A I f , i a . O u  

In queste formole (corne in quelle che seguono) si è fatto 

( k -  C )  (Ah-12) i = W ,  r = n ( t  -t,,), n=l/ -- -- A B C  

il modulo è dato, tanto per u quaiito per iu, da 

( A  - B) (1" Ch) 
( B -  C) (dh-1') ' 

- 
mentre 1' argomento ia = a v- l è dato da 

finalmente 1, h ,  t, sono costanti d'integrazione, fra le quali 1 é in particolare 
quella che figura nell'integrale delle forze vive 

A2p2 + B2 qS + C2re = 12. (2") 

Colle formule precedenti vengono introdotte le costanti k2, a ,  n invece dei . 

rapporti delle A ,  B, C, h. Affinchè anche le p , q ,  r risultino espresse collé 
medesime costanti, aggiungiamo queste altre relazioni 

Z -- - H'ia 
C-nnl+in-. Hz a 

. (*) J A C ~ I ,  Math. Werke, t. 2, p. 155, 161. Noi supponiamo positivo il segno Bh - 19, e quindi prendiamo il segno superiore nelle formole date da  J ~ c o s r .  
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dove per brevità si & posto 

dois @fia=-- > Oflia = 2- d o  ia d@(K-ia) 
d ( i a )  - ecc. 

d  (i a) 

O ' i a  
Introducendo anche nelle due ultime formole (23  si pud dare alle stesse 

una forma più comoda. Infatti la teoria delle funzioni ellittiche fornisce le 
relazioni (*) 

H'ia O' ia  cosamia:Aamia -- - -- Y -- 
Hia @ia  s e n a m i a  

7 

E l  
mercè le quali, trasformando le espressioni di - , - ed introducendo i risultati B C 
nelle espressioni di p , q ,  r si ottiene 

8'ia cosamu 
p = - (nnr+ ia-) Osa c o s a m i a '  

senama.Aamia q =  - -  - i nk2senamu-senamia ,  cosamia 
1 Aamu asenamia  

- - - 
i cosamia + n A a m u - A a m i a .  . 

Gli altri tre integrali del problema debbono ora dedursi dalle seguenti equa- 
zioni differenziali fra i coseni a, b, c; a', bf, cf; aff, bff, cf' dei nove angoli che 
gli assi principali del corpo rotante fanno cogli assi del sistema coordinat0 
fisso nello spazio (supposto = 1  il loro deterrninante) (**) 

da da' c l  a" \ -- = br-cg, -- -bfr-cfq, d t -  
- = bf'r -cffq, 

d  t d t  

db 
= cp-a r ,  

a b' 
.- -- A d t  -c'p-afr, d b" - - afrr ,  

d t  - (3) 

dc d c' - d c" 
d t  = n q - b p ,  dT-arq- b'p,  

-- = art q - b "p , 
. . d t  

(*) Queste relazioni possono dedursi dalla differenziazione logaritmica delle equazioni 
1 H i a  - O d i n  senamia = -= - 
\k O i a '  

barnia= \KI - . 
O i a  

(**) POISSON, Traité de rnécanipue, 1833, t. 2,  § 411, p. 135. 
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equazioni delle quali sono integrali particolari le sei relazioni conoscinte. 
D'altra parte, moltiplicando le tre equazioni di ciascun sistema rispettiva- 
mente per A p  , Bq,  Cr e sommando, avendo riguardo alle (i), si hanno i 
seguenti integrali 

A p a  + B q b  + C r c  = A  , 
A p d + B q b ' +  C r c t = 8 ,  1 (4) 

A p  a''+ Bq bfl+ Cr c'l = A", 

dove A,  A', hlf sono tre costanti arbitrarie che corrispondono, come facilmente 
si riconosce, a quelle del teorema delle aree. Esse si sogliono determinare in 
guisa che il piano delle xy diventi il piano invariabile, il che si fa ponendo 

donde si conclude subito, quadrando e sommando le equazioni (4), 0 tenendo 
presente la (2"), 

art2 = 1'. 

Si ha quindi 

Trattasi ora di esprimere gli altri sei coseni per mezzo di quozienti. di 
funzioni O, come si é fatto per questi tre. 

In luogo dei medesimi Jacosr (*) calcola certe loro combinazioni lineari 
a, /3, y ;  a', Pr, yf definite dalle equazioni seguenti : 

nelle quali i segni superiori ed inferiori si corrispondono in ambi i membri. 

i*) Math. Werhe, t. 2 ,  p. 152, 158. 
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htroducendo le  quantith E ,  r ,  r definite dalle equazioni 

E=at.iar, r=p t iP ' ,  c = y I i y ' ,  (6") 

si hanno fra queste quantith, in luogo delle (3), le seguenti equazioni che 
da quelle si deducono : 

Due integrali di queste emergono dalle relazioni menzionate sopra fra le 
a ,  b ,  c :  

l'ultimo dei quali si & ottenuto con riguardo alle (4). Di qui si trae, osser- 
vando l e  (29, 

Ponendo in queste formole i valori di p, q ,  r tratti dalle (2), il teorema di 
addizione delle funzioni ellittiche dSc immediatamente 

ovvero, esprimendo i secondi membri per quozienti di funzioni O ed appro- 
fittando del divisor cornune che essi cosi acquistano per formare una propor- 
zionalità, 

p t  = O , o . H ( u t - i a ) ,  

p r =  @ o . I I I  ( u t i a ) ,  (ga) 

p r = ~ i ~ ~ ~ o - @ ( u * i a ) ,  

formole nelle quali, come nelle seguenti, i segni superiori ed inferiori si cor- 
rispondono. Il  fattore di proporzionalitli. p è in generale una quantitli. corn- 
plessa, i cui due valori conjugati corrispondono ai doppii segni contenuti 
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nelle precedenti equazioni. Si ottiene un'equazione differenziale in p intro- 
diicendo in una delle equazioni (7) i valori di k ,  v,  r dati dalle (9"). Il se- 
condo membro dell'equazione che si sceglie assume cosi una forma semplice, 
ove si divida da. ambe le parti per la rispettiva variabile E ,  y, e si pongano 
per p, q, r i valori dati dalle (2.). Per esempio i i  secondo membro dell' ultima 
equazione (7) diventa in ta1 guisa 

senam(u_tia).senamu. Aamiaf  cosana(u-+ia)- coe amu E q  "p=+(-z+n(!?)( - - 
T Y 2 cosamia 

qz nk2senam ju t ia) - s e n a m u  - sen a m i a  

mentre il primo membro della stessa equazione diventa 

ifin,= F i n n ~  dlogp dlogO(u.&ia) . 
d t  - n d u + n P  - - , d u  

eguagliando queste h e  espressioni si ha cosi la seguente equazione in p, 

dlogp dlogQ(u&ia)+ e ' i a  - -- -- - - + k % e n a m ( u I f i a )  ~ s e n a ~ n u . s e n a m i a .  
d u  d u  8 i a  

Il secondo membro pud ridursi a forma semplicissima mercé il teorema di 
addizione per gl'integrali di seconda specie [Fundam., p. 152, (4)], e si ha 

donde 

dove x B un 

p = xou, 

costante. Di qui emerge che p é una fu .nzione reale di u. Che 
anche x sia reale si riconosce ne1 modo seguente: stante la condizione am- 
messa circa la posizione iniziale del corpo, si ha, per u = O, 

in virtù di questi valori, introducendo nella seconda equazione (9°) il valore 
di p dato dalla (IO), si ha, per u = O, 

e quindi 
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Per decidere finalmente se nelle (9") si debbano eguagliare le t ,  7, ( ad 
a* iat, ecc: oppure ad a T ia', ecc., bisogna valersi della condizione che il 
determinante dei nove coseni dev'essere =+1. Da essa segue, per u = O 
(valore pel quale il determinante delle a, a',.. non differisce da quel10 delle 

dove l'affisso e l  che risulta per ta1 guisa = - 1, determina il segno da darsi 
ad a', pl, yr di modo che, se si mantiene la corrispondenza dei segni supe- 
riori ed inferiori rispettivamente, si ha 

Le equazioni differenziali che abbiamo precedentemente adoperate per la 
soluzione del problema f ~ ~ n i s c o n o  in modo semplice anche le espressioni delle 
velocità angolari v ,  vt intorno alle due rette ortogonali, che giyano con moto 
uniforme ne1 piano invariabile intorno al punto fisso, e che sono determinate 
di posizione in ciascun istante dai coseni a, P ,  y ,  a', Pt, y'. Infatti dalle equa- 
zioni ( I I ) ,  avendo riguardo alla prima delle equazioni (8), si traggono le 
seguenti : 

du, d r  
~ d i - ? z = 4 ( p 4 + g i r ) ~ ' ) ' ~ ) r  
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Se ora si divide per esempio la seconda di queste equazioni per e si in- 
" 

troducono i valori dati dalle (9) per 5 9 2 9  si ottiene r 1 

Di qui, per una nota formola della teoria delle funzioni ellittiche, si trae 

donde risulta finalmente, merce le  (12), 

Giessen, 17 Gennajo 1869. 
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Les invariants et les covariants, 
en qualité de critéres pour les racines 

d'une équation 

(par H. SCHRAMM, prof. à Wiener-Neustadt). 

(Continuazione.) 

III. 

Pour compléter la discussion des équations algébriques par moyen de cri- 
teres invariantifs (*), il nous reste encore & trouver une espkce d'invariants, 
i n d i q u a n t  l a  c o ë x i s t e n c e  d e  r g r o u p e s  A s r a c i n e s  é g a l e s .  

Posons d'abord, pour faciliter la déduction, r = 3, s = 4,  et admettons qu'il 
y a un invariant doué de la propriété d'avoir la valeur zéro, lorsque l'équation, 
A la forme de laquelle il appartient, contient 3 groupes à 4 racines égales; 
cet invariant aura A conserver une valeur sensible pour 

en denotant les racines a,, a,, a,, ... de l'équation, simplement par 1, 2, 3 ,  ... 
Posons de plus, qu'on ait représenté l'invariant cherché en fonction des 

differences des racines a,, a ,..., savoir : 

I('J")= 2 f (a, - a,) (a, - a,). . . .; 
il est évident, que sous la dite condition la plus grande partie des termes de  
la somme 2 se réduira à zéro, et  qu'il n'en restent exceptés que les termes, 

(*) Annnti di  Matematica pura ed applicata : Serie II.", t. I.", pag. 259 a pag. 279. 
Annali d i  Matematica, tom0 I I I .  0 
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dans lesquels manqueront toutes les différences formées des racines: 1 ,2 ,3 ,4 ;  
de plus, les différences formées des racines 5,  6, 7, 8 ,  et  encore les diffé- 
rences formées des racines 9, 10, 11. 

Ces termes-ci ne contiendront donc que les différences suivantes : 

(a.) Les différences formées des (rs  -s) racines: 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  et 5 ,  6, 7, 8, 
en combinant toujours une racine du groupe 1 ,2 ,3 ,4  avec une des 5,6,7,8;  
cela donne en tout 

( Y S - s ) ( r s - 5 - 1 1  -- s(s-1) e2 
1.2 ( r - 1 b  2 

= - (r  - ) (r - 2) différences. 2 

(b.) Les différences formées des ( r  s  - s) racines : 1 ,  2, 3, .  . . 7 ,  8 ,  
avec les (s  - 1) racines : 9 ,  10, 11 ; 

en tout (s  - 1 )  (rs  - s) = s(s - 1)  (r  - 1 )  différences. 

(c.) Les s(r-1) (n-rs+l)  différences formées des (rs-s) racines: 1, 2, ... 7, 8,  
avec les ( n - r s t l )  racines: l2 ,13 ,  ... n. 

(d.) Les (s-1) (n-rs+l)  différences formées des (s  - 1 )  racines: 9, 10, 11, 
avec les (n- rs + 1)  racines: 12,13, ... n. 

(e.) Les +(n  - rs )  (n - r s  + 1 )  différences , composées des (n - r s $ I I )  
racines: 12 ,  13, ... n. 

En dénotant encore, pour abréger, les produits des différences développées 
e n  (a), (b ) ,  (c ) .  . . . par 

A=(1, 5 ) (1, 6 )  . . . .  jrs-2s,  r s - s )  

B = ( l ,  9 )  (1, 1 0 ) .  ( s - ,  rs-1)  

C = ( l ,  1 2 ) ( 1 ,  1 3 ) .  ( r - ,  n ) 

D=(9, 1 2 ) ( 9 ,  1 3 ) .  (YS-1, n ) 

E=(12, 13) (12, 14) .  . . . (n -1, n ) 

l'invariant en question prendra la forme : 

Mais il faut de plus, que chaque racine en t r ep  fois dans chaque terme de 
l a  somme 2; p dénotant le degré de l'invariant par rapport aux coefficients 
de l'équation. 
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En faisant donc des n racines de l'équation les trois parties : 

(1). ............ 1, 2, 3, ........ (r s - S) 

(II) . . . . . . . . . . . .  (rs-s+1),  (rs-s+2). ....... (rs - 1) 

(III) ........... r S,  r s t l ,  ........ n 

il est facile à voir, qu'une quelconque des racines de la partie (1) entrera 

dans le produit A , ....... s (r - 2) fois 

)> n B ,  S-1 2 

2 N C ,  m-rs+l  , »  

De même une racine de la partie (II) entrera 

.... en B . .  s(r-1) fois 

.... » D. .  n - r s + 1  D 

et une racine de la partie (III) entrera 

en C . . . . .  .s(r-1) fois 

..... » D .  S-l » 

....... 2 E n-rs D 

Il en résulte, que les exposants u, v,  x,. .. sont liés aux conditions suivantes: 

,s(r-2)u+(s-I)vt(n-rs+l)x=p 

s(r-I)v+(n-rsi-I)y=p 

s r - x  - y (n-rs) z =p. 

La premiere de ces éqÙations (p) représente la somme des exposants d'une 
racine de la partie (1), la seconde et la troisibme la somme des exposants 
d'un racine resp. en (II) et en (III). 

Les i n v a r i a n t s  déterminés  pa r  ces  équat ions  auron t  la pro-  
p r i é té  d e  p rendre  l a  valeur  zéro  lorsqu ' i l  y a dans  l ' équa t ion  r 
su i t e s  B s rac ines  éga les ,  e t  i l s  conserveront  u n e  v a l e u r  sen-  
s i b l e  lorsque l e s  r s u i t e s  de rac ines  n e  son t  p a s  complktes. 
Aussi il va sans dire qu'ils restent égales & zéro pour des valeurs plus 
grandes que r et S. 

On peut vérifier la correspondance de ces équations générales avec celles 
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trouvées dans l'article précédent, en posant s  = 2, et r + l au lieu de r.  La 
seconde et la troisihme équation représentera alors identiquement la m6me 
condition, en posant encore x = v ,  y = z ,  et il n'en restent que les deux 
équations seules : 

2(r -1 )u+(n-2r )vg=p 

2rv + (n-2r-I)w=p. 

Ce sont en verité les mêmes équations, moyennant desquelles nous avions 
calculé les invaria'nts designés par .UT) (II, pag. 272). 

Pour appliquer ces invariants dans la discussion des équations algébriques 
il sera utile de calculer encore la somme des exposants dans les produits 
développés de chaque terme de l'invariant. En dénotant par S  cette somme 
des exposants, on aura 

S=$s2(r-1)(r-2)u+s (s-l)(r- l)v+s(r-l)(n-rs-t- l)x+(s-l)(n-rs+I) y 
+ $ ( n - r s + l ) ( n - r s ) ~ .  

Mais on peut transformer cette expression de la manikre suivante: 

S = $ s e ( r - I ) ( r - 2 ) u f  +s(r - 1 ) ( s  - 1 ) v + + s ( r - 1 ) ( n - r s + l ) x +  

++s(s-1) ( Y - l ) v + ) ( s - 1 ) ( n - r s  C I )  y + 
+ + s ( r - l ) ( n - r s + l ) x  +~(s-l)(n-r~+1)~+~(n-rs+l)(n-rs)z 

S = $ s ( r -  I ) p + + ( s - I ) p t + ( n - r s + I ) p  

Cette équation est valable. comme on sait pour chaque autre espèce d'inva- 
riants; car il est évident, qu'un terme quelconque en contient chacune 
des n racines p  fois, ce qui fait, en tout, np racines; mais comme celles-ci 
sont combinées par deus dans une différence, elles donnent un produit de 

facteurs linéaires. Dans un invariant, qui doit conserver son signe, meme 
quand dn change les signes de toutes les racines de l'équation, il faut que 
S soit un nombre pair, et le degré p d'un tel invariant sera lié ?i la condition: 
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c'est Ct dire : 

p = 4p,, pour n=2m+l 

p = 2 p ,  » n = 4 m + 2  

p =  pi B n = 4 m  

p, dénotant un nombre entier quelconque. C'est aussi la condition sous la- 
quelle un invariant sera applicable dans la discussion des équations, par- 
ceque toute autre invariant aura identiquement la valeur zéro, ou pour des 
racines quelconques a,, a,, a,, . . . ou au moins pour la supposition : 

a,-i= - an (*) 

Les formules générales pour le degré p deviennent impraticables pour r = l ,  
ou mieux dit, elles prennent une forme plus simple; car, dans ce cas parti- 
culier, il n'y aura plus de racines dans la partie (1) et par conséquent les 
trois équations (p) se réduiront aux deux seules : 

( n - s + I ) y = p  
(s-l)y-!-(n-s)z=p. 

Cette espbee d'invariants aura la forme 

avec les valeurs 

p , 4  - - L, DyEe 
D= (4, s) (1, s  + 1) .  . . . ( s  - 4, n) 

E=(s, s + 2) ( s ,  s i - 2 ) .  . . . (n - 1 ,  n) 

des exposants y  et z : 

p 7 
p(n - 2 s f 2 )  

Y=, - ,+ l  
z=  - 

(n-s) (n-s + 1) ' 

\ 

(*) On trouve dans les Elernente der netteren Geometrie, etc . ,  von D." W. FIEDLER, 
p. 160, un invariant du degrép=3 appartenant à une forme du 6me degré: 

I,,8=a,a,a,-3a,a,a,+2a,a~-a~a,+3a,a,a,-a,a,a,+2a,a~-3a~a,. 

Mais ce n'est qu'un semi-invariant résultant de la transformation linéaire x = am+ P et  
y constant. On réconnait sur le champ son variabilité, en changeant les coefficients a,, 
v , ,a8  W... en a,,a,,a ,.... 
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On prendra pour p un nombre entier, qui donne aussi aux exposants y et z 
une valeur positive et entibre. Cela ne sera possible que pour 

parceque pour 2 s > n + 2, s devient negatif. 
Voila une solution du probléme proposé; mais on ne peut pas dire qu' 

elle soit la solution la plus génévle, parcequ'il y a pour la déduction des 
invariants de la dite propriété plusieurs voies, qui menent h des résultats en 
quelque part différents. 

Xous en donnerons un exemple pour le cas r =-1 , et s quelconque. Posons 
A ce but, qu'on ait fait des n racines de l'équation (s - 1)  parties dont les 
premiéres (s-2) parties contiennent p racines chacune, et la dernibre le  reste: 

En formant le produit de toutes les différences de chaque partie, on obtient: 

Ces produits donneront un invariant de la forme 

en supposant les exposants x et y soumis h la, condition: 

Il y a une différence essentielle entre ces invariants, et ceux trouvés par 
la déduction précédente; et pourtant ils ont la propriété commune d'avoir 
la valeur zero pour s racines égales. Car en supposant parmi les n racines 
d'une équation s racines égales, il est évident que l'un ou l'autre des pro- 
duits A , ,  A , ,  A ,_ ,  contiendra deux ou plus racines égales et par conséquent 
chaque terme de la somme L, aura zéro en facteur. 
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Mais en examinant la dernibre équation, on voit que la valeur de p peut 
t.arier entre les limites : 

et qu'il  y a u r a  d a n s  ce r t a ins  c a s  p lus ieu r s  i n v a r i a n t s  différents ,  
p o u r  l a  même v a l e u r  de  S .  En posant pour p la plus simple valeur p=3, 
on aura pour x et y les équations : 

Ces invariants auront donc en général le degré 

p= ( n - 2 s + I ) p ,  

pendant que les autres, nommés -P8), seront du degrépr=(n-s)(n-s+l)p,, 
ce qui donne en général p<pl. 

IV. 

Passons maintenant & la récherche des c r i t e r e s  invar i an t i f s ,  indi- 
q u a n t ~  l a  coëx i s t ence  de p lus ieurs  r ac ines  é g a l e s  e t  imaginai res .  

Nous avions exposé dans l'art. II de ce travail, que les invariants I(') 
indiquent par le changement de signe l'existence de 2(r  + l )  racines imagi- 
naires dans l'équation donnée, et qu'ils s'évanouissent lorsque les 2 ( r t l )  
racines sont deux à deux égales. Mais dans ce dernier cas, ils perdent aussi 
leur faculté de servir comme indices pour le nombre des racines imaginaires, 
et il faut qu'on les remplace par une autre espéce d'invariants. 

Il est pourtant très difficile à donner des formules générales qui renfer- 
méraient tous les cas possibles, pour chaque combinaison de racines égales, 
et en partie imaginaires, et nous ne chercherons par conséquent que les 
indices dans le cas spécial, quand l'équation donnée contient r par t ies  St 4 
rac ines  i m a g i n a i r e s  e t  deux  à deux  éga les .  

En supposant donc dans cette équation r groupes à quatre racines ima- 
ginaires deux & deux égales, on sait que celles-ci 

- 
a,=a,=p+ q J - l  

- 
a,= a,- -p- !IV-1 

auront la forme : 
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et en faisant q = O ,  q, = 0, .  . . ces racines seront réelles e t  q u a t r e  h q u a t r e  
Qga le s  : 

11 faut donc que l'invariant cherché passe par zéro quand il y a 4 groupes 
h 4 racines égales dans l'équation, et  il faut qu'il change le signe au mo- 
ment, où l'on donne 5 q ,  q , ,  q ,,... une valeur sensible. 

Ces invariants résultéront des équations générales (p), en y posant s=4: 

On déduira aussi la valeur de l'exposant p dans la plus haute puissance du 
produit développé des quantités imaginaires : . . 

- 
qq1q2--.(v-1)p 

en ayant égard B ce que nous avons expliqué dans l'art. II de ce travail, 
pag. 273, savoir que l'on trouve cette puissance dans un terme de la somme 
2 q u i  c o n t i e n t  l e  p l u s  p e t i t  n o m b r e  de  d i f fé rences  formées d e  
d e u x  r a c i n e s  i m a g i n a i r e s .  Cet exposant plus haut aura en général les 
valeurs suivantes : 

1.  En supposant 4 r  - 2 racines imaginaires dans l'équation donnée : 

2. En supposant 4r + 20 racines imaginaires dans l'équation : 

ou aussi plus en abrégé, en plaqant 4 t au lieu des expressions avec le coef- 
ficient 4 : 

p,=4t-t- ( n - 4 r + l ) y  

p2 = 4 t + 3 ( n - 4 r +  I ) y + ( 2 a + I ) ( n - 4 r - o ) z .  

Chaque invariant de cette espbce doit rester positif pour 4 r  -2 racines 
imaginaires, même en supposant les quantités q, q,, q,, ... infiniment grandes; 
il faut donc que pl soit un nombre de la forme 
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Car en supposant pl = 4 t ,  1' invariant I('.*) aura pour 

le même signe qu'il a dans le cas OU l'on suppose: 

... (toujours pour des valeurs trks grandes de q, q,  .), ou, pour l'exprimer plus 
en général, il aura pour 4 r  - 2 racines imaginaires le même signe que pour 
n racines réelles. 

La seconde supposition p, = 4t  + l donne au produit q q,  ... ( v - ) ~  une- 
valeur imaginaire; mais on sait qu'un invariant reste réel pour de valeurs 
réelles des coefficients de l'équation. Il en suit, que les puissances impaires 
de s'évanouissent, et que le signe de l'invariant dépendra de la  puis- 
rance (w)pl, ce qui conduit au mBme cas : p - 1 = 4t.  

En consequence dans le choix des valeurs de y il faut avoir égard aux 
conditions : 

( n - 4 r + i ) y = 4 t ,  ou (n- 4 r f l ) y - 1 = 4 t .  

Le même invariant doit changer le signe pour 4r-t 20 racines imaginaires, 
et afin que cela soit possible, il faut que p, ait la forme : 

p2=4t+2 OU p,--1= 4 t t 2 .  

Considérons la premiére de ces conditions, en remettant la seconda à Icr. 
discussion des équations de degré particulier, et posons pl T 4  t, pz = 4 t + 2. 
Ces équations seront satisfaites en faisant : 

(n -4r+I )y  = 4 t ,  et (n -4r -a ) z=4 t+2 .  

Pour n= 2 m t  4 ,  et a = 2 cl, on aura satisfaire ontre que les équations 
(p), encore les conditions : 

(2m-4r+tZ) y=4E 

( 2 m ~ - 4 9 ' - 2 d + 1 ) ~ = 4 t + 2  
Annali di Matematica, tomo III. 
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ce  que l'on peut toujours faire en posant z =4z1 + 2 ,  et il sera alors : 

pour 4 r  + 4a1 racines imaginaires, p, = 4 t + 2 

pour 4 r + 4 a + 2  » 1) pa =4t .  

Tels i n v a r i a n t s  a u r o n t  l a  f a c u l t é  d ' indiquer p a r  un  change-  
m e n t  de s i g n e  l a  coëxis tence  d e  4 r  rac ines  imaginaires,  e t  lors- 

qu ' i l  e s t  e n  meme temps  1"l'=0, posant  2 r - l = r l ,  ces  4 r  rac ines  
s e r o n t  deux à deux  éga les .  

Les équations du degré n = 2 m  donnent les conditions: 

Mais en posant o = O, ce qui correspond h 4 r  racines imaginaires, on 
déduira la valeur de (2m-4r)z des deux derniéres équations pour le degré 
(p), savoir : 

(2m-4r)z =4(r -  I )  ( v - x )  + (2m-4r -2 )4y ,  = 4 t  

et il sera pour y = 4  y ,  toujours p, = 4t. 
Quant au second cas, lorsqu'il est p, impair, on aura A satisfaire la 

condition : 

( 2 m - 4 r + l ) y - I  = 4 t  

ce qui donne: 

,u2=4t+  1+2(m-2r)z .  

Cette fois il sera bien possible de donner à p, la forme 4 t t  3, en supposant 
m et z impair; et puisque cette puissance impaire de 1-1 disparait, il est 
évident que le signe de l'invàriant dépendra de la puissance inférieure 
avec l'exposant : 

p,-I =4t+2.  

Mais pour ril pair, savoir pour les dégrés n '= 4rn, on trouve la valeur de p2: 

pe=4t+l+4(m,-r )z  = 4t '+I ,  
< 

C'est ce qui nous apprend que l e s  i n v a r i a n t s  .PB*), lorsqu' i ls  appar-  
t i e n n e n t  a u x  é q u a t i o n s  du d é g r é  4m,  conse rven t  pour  4r r a c i n e s  
imagina i res  l e  meme s i g n e  que pour  4m racines reelles, e n  sup-  
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p o s a n t  q, q, ,  ... in f in iment  grands .  Ces invariants ne seront plus appli- 
cables en qualit6 d'indices des racines imaginaires. 

On fera de même usage des formules données en III., quand il s'agit de 
trouver des criteres invariantifs pour 6 r , 8 r ,  10 r , . . . racines imaginaires, 
trois à trois, quatre Ct quatre,. .. égales, en posant dans les équations (p) 
respectivement s = 6 ,  s=8, s=10,  ... 

Dans le cas particulier : r = 1 , on préférera la seconde espkce d'invariants 
dénotée par I(4) et déterminée, en posant s=3 ,  par les équations 

Par rapport l'équation (p - 1) x = (n - p - 1) y, l a  valeur de p sera trans- 
formée en 

p=4(p-1)x-(x +y). 

Afin que l'invariant IV puisse changer le signe pour 4 racines imaginaires, 
il faut qu'on ait : 

cç+y=4t+2,  OU x-!-y-2=4t+2. 

Applicat ion des  formules  précédentes ,  A l a  discussion de quel- 
q u e s  équa t ions  d u  d é g r é  impair .  

1. Soit n-5. Les équations du 5me dégré n'ont d'autres invariants de 
la forme I('y8), que celui pour r = 1, et s = 3, savoir : 

Mais c'est identiquement le même invariant du degré p = 12, que nous 
avions designé par Ifl, dans l'art. II. de ce travail. 

Les autres équations déterminant les invariants dénotés par IW donnent 
pour : 
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et les valeurs des produits A, et A, résulteront des formules générales: 

A , = ( I ,  2), A , = ( 3 , 4 ) ( 4 ,  5) (3, 5 ) .  

Ici on voit, miex peut-the que des formules précédents, qu'il y a déjh dans 
les équations du 5me dégré, pour les cas de trois racines égales, deux critéres 
differents et irréductibles, savoir : 

Le dernier invariant sera encore un critbre pour 4 racines imaginaires car 
a n  trouve des équations développées en IV., en posant p=2 

Ces conditions seront satisfaites en prenant pl = 1, x =4, y = 2, e t  l ' inva-  
r i a n t  déno té  par l e  symbole :  

i n d i q u e r a  pa r  u n  changement  de  s i g n e  l ' ex i s t ence  d,e 4 r a c i n e s  
imagina i res  dans  l e s  équa t ions  d u  5me dégré ,  e t  l o r s q u ' i l  e s t  e n  
meme temps Ifl, = O ces  rac ines  se ron t  d e u x  à d e u x  éga les .  

Voila donc encore le troisiéme critére invariantif de M.* SYLVESTER, résul- 
tant de nos équations générales. 

Les  équat ions  d u  d é g r é  n = 7 ont les invariants suivants de la forme 

i':' '' : 

(de Les memes équations auront encore les invariants dénotés par le symbole I ,  . 
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On aura donc les critéres invariantifs des équations du 7me degré indiquants 
plusieurs racines égales : 

P> 8)  

Lorsqu'il est: I,, = 2 D4 E8 = O 

ou aussi : 1:) = A: A~ = O l'équation contient trois racines égales 

» )> I: = Z A ~ A ~ - O  i e- 

e t  pour : I!'$ZD~E=O 
» quatre racines égales 

=ZA:APA:=O ou aussi: Id 

(y, 8)  

e t  encore pour I , ,  = 2 B6 C4 D E6 = 0, l'équation aura deux groupes 3, trois 

. racines égales. 
Il est remarquable que tous ces invariants sont irreductibles, bien qu'ils 

possèdent quelques propriétés communes. Car en considérant p. e. les trois 
(r, 6) 

premiérs invariants, on voit que I,, =Z D4 E3 's'evanouit déjà en y supposant 

d e u x  pai res  à deux  rac ines  égales ,  pendant que l'invariant 

I:) = 3 (1, 2)' x (3, 4) (3, 5). . . (6, 7) 

conserve une valeur sensible. Mais celui-ci devient égale zéro pour t ro i s  
p a i r e s  de rac ines  é g a l e s  savoir en posant p. e. 

1 = 4 ,  % = F i ,  3 = 6  

parceque alors chaque terme contiendra au moins une des différences 

(1, 4)=O, (2, 5)=0,  (3, 6)=0. 

On voit encore que le troisième invariant : 

reste différent de zéro pour la même supposition, parceque dans le terme 
sous le signe 2 il n'y a aucune de ces différences nulles. 

(e) 11 est donc tout à fait impossible que I? soit un facteur de Il,. 
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Les formules générales développées en IV. nous donnent encore les critérerz 
pour la coëxistence de 4 rac ines  i m a g i n a i r e s ,  deux h d e u x  é g a l e s  
savo i r  pour 

v A 6 ~ 4 -  OU aussi 112 = y r a - - 

car en désignant par p l'exposant plus haut de la puissance imaginaire 
(Vq)p, on trouve pour le premier invariant : p - 1 - 10 =4.2 -+ 2 et pour 
le second p = 14 = 4 . 3  + 2, pendant que les invariants : 

('.,a) 

1 2 0  

donnent pour 4 racines imaginaires 

p-1= 60=4.15, 

les valeurs respectives 

p- i = 4 0 = 4 . l O  

tant qu'ils ne seront plus applicables dans le cas mentionné. 
Ces résultats suffiront peut-être A démontrer la possibilité d'une telle di- 

scussion des équations algébriques, d'un degré quelconque, au moyen des 
criteres invariantifs. 
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Theorie des coordonn6es curvilignes 

quelconques ("). 

(par  M.' l'Abbé A o u s ~ ,  prof. à Marseille.) 

5. Des relattons entre les varIatlons des courbures 

des Ilgnes coordonnées. 

L e s  relations qui existent entre les variations des courbures des lignes 
coordonnées tracées sur une surface se déduisent facilement des relations 
générales existant entre les courbures des lignes coordonnées se rapportant 
ii un point quelconque de l'espace, relations que nous avons déjC1 fait con- 
naître dans la l.">artie de notre théorie des coordonnées curvilignes (**). 
En effet il suffit de supposer qu'une des trois surfaces coordonnées coupe les 
deux autres orthogonalement. Or, la nécessité de considérer trois surfaces 
nous impose l'obligation de conserver toutes les notations, hypothéses admises 
dans cette 4.B'" partie; et afin que la déduction des formules soit plus appa- 
rente, nous considérons conformément à cette partie, un systéme de CQOr- 
aonnées curvilignes tracees sur la surface pl, mais nous admettons de plus 
que cette surface est coupée orthogonalement par les surfaces p et p,, ce qui 
.revient B dire que les angles 9 et 9, sont droits. 

i ' 1 

26." Des relations entre les composantes des diverses courbes. Deux des 
trois formules contenues dans le type (15) .1."" partie deviennent 

1 1 
.or, si l'on remarque que dans la premiére de ces deux formules - n'est pas 

4 0  

(*) Suite du Mémoire ins6ré & page 39 du tome 2-e ce journal. 
(**) Annati di Matematica, tome 6" 1." s6rie. 
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1 1 distincte de la composante y de la courbure - normalement à la surface 
&O 4 0  

1 p, et que la composante - est la somme des projections des deux compo- 
40 

1 1  
santes obliques zz 9 a sur l'élément do,, cette premibre formule se transforme, 

et en opérant de mime sur la seconde, on obtient le systéme suivant: 

On obtiendrait les mêmes équations en trasformant les équations [15] au 
moyen des équations contenues dans le type (II)' de notre théorie, l.&'" partie, 
dans lesquelles il faudrait poser 8 et 8, droits, et 8, +?, =fl, et en trans- 
formant ces dernières au moyen des équations contenues dans les types (22) 
et (26) de la même théorie. 

On trouvera de même que deux des équations contenues dans le typa (14) 
donnent 

lesquelles, par une opération analogue à celle que nous venons de faire, 
deviennent 

1 1 cosff1 - 1 1 1 coscp 1 1 -+------- ---=--. 
1;:) 1,;) .(1) - Rft ' "+-- 4 3 ri1) 4 1 1141~ 

Les deux premiéres équations [14If et [15If forment un système linéaire, 
ainsi que les deux derniéres équations [ /4 I f  et [15Ir; on deduit de ces deux 
systémes les équations suivantes : 

sin2?, cosp, 1 -- - -  sin8yl cosp, 1 - =---- 
J I U  

e(l~ 1~ ' $2) ipi) ,.CI) 
20 

sinacp, - cos p, 1 --- sinay1 - cos cp, - 1 --- Zg)  pp - j$ ' zg zig) ,)JI) a ' 

1 1  
La courbures inclinées - - des arcs da, daB suivant la direction da, 

4 0  ' 4% 
actuellement normale Z i  l a - s u r f i e  pl sont les quotients des angles de deux 
normales à la surface pl menées par les deux extremités des deux arcs da,  
da, par ces deux arcs, quotients ,que nous appelerons courbures des deux 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



  oust :. Théorie des coordqnaées curvilignes -quelcopques, 57 

qrcs da, da,  inclinées suivant la normale C1 la surface pl. On voit que cet 
elément si usité dans la géométrie des surfaces se présente comme cas par- 
ticulier de la courbure inclinée, et que par suite de la- théorie, il est natu- 
rellement exprimé en fonction des composantes normales b la surface pl des 
courbures propres et inclinées des lignes coordonnées d a ,  da,, de sorte que 
toutes les relations que l'on connaît sur cet élément sont implicitement ou 
explicitement contenues dans les équations précédentes. 

Dans les formules (14) de notre théorie, 1."" partie, sont aussi contenues 
deux formules relatives à la ~ariation de l'angle 9, par rapport à p et à p,, 
lesquelles par une transformation évidente s'écrivent sous la forme: 

27.' Diverses expressions de la courbure de la surface pl. Si nous re- 
1 présentons par la courbure de la surface pl, cette courbure, d'aprks le 
K, 

n.O 11 de la partie de notre théorie, sera 

or, si l'on élimine les composantes normales des courbures propres ou inclinées 
des arcs da ,  do, au moyen des Qquations [14Ir et [15Jr précédemment écrites, 
OR obtient les équations : 

coscp1 - 1 1 - 1 1 - -  c -  

RIn 9- 1  l l,;' l,? - l$ E,k l,;' ' 
1 -- 1 1 1 1 - _-_-_---• 

Kr,& Z J  ) r 1  lrl oe E ( a J  02 ri1) 1,;' i 
la première donne l'expression de la courbure de la surface au moyen des 
composantes obliques suivant les éléments da ,  da,  des angles de deux nor- 
males infiniment voisines menées par les extrémités de ces éléments. 

28.O Relations entre les variations des composantes obliques suivant du, 
do, des angles de deux normales consécutives c i  la surface pl. Ces relations 
sont la cons6quence immédiate de équations (29) de notre théorie, $.are partie, 

Annali d i  Matematica, tom0 III .  8 
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dans lesquelles il faut poser nuls les cosinus des angles 9 et q,; on obtient 
ainsi, en se  rappelant que do, d,, d,  indiquent des différentielles par rapport 
à. p, pl, p, , les équations 

On déduit de ces deux équations un systbme équivalent. En effet si l'on 
t multiplie la première par cos+, et qu'on ajoute le résultat tt la seconde, si 
ensuite on multiplie la seconde par cos$, et qu'on ajoute le résultat à la 
premikre, on obtient deux équations, qui, par suite des équations (27), de- 
viennent : 

1 
si  l'on représente par w, 9 les b i n h e s  entre parenthéses des derniers 

termes de ces deux Bquations et qu'on ait égard aux équations [15If dé 
ce mémoire, on obtient, en posant d d =  dada,sin$,, les deux équations 
suivantes : 

do'sinp, do'sinp, 
do +d2 Jz0= -- FU 9 d2IV,- do J",, = 

Si le systbme des coordonnées da ,  da, est rectangulaire, les équations (29) 
et (30) donnent: 

29." Relations entre les variations des projections'des arcs de contigence 
propre ou ilaclinée des lignes coordonnées da, dc, sur la normale surface.p,. 

La deuxiéme dés équations (31) de notre théorie, l?=. partie, donne les 
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*deux suivantes : 

or il est facile de voir que ces équations ne sont pas distinctes des équa- 
tions (30); car en éliminant les composantes normales des courbures, con- 
tenues dans Ices derniéres équations, au moyen des relations 1141' et [15]', 
on retombe sur les équations (30). 

30.O Relations entre les variations des projections obliques suivant do, 
da, des arcs de contigence propre ou inclinée des lignes coordonnées. Si 
l'on pose pour abréger 

la premiére et la derniére des équations (31) de notre théorie, l.""a'artik, 
donnent directement les deux équations suivantes, en ayant égard aux re- 
lations (28)', 

Si l'on multiplie la seconde par cos?, et qu'on ajoute le résultat à la pre- 
miére, on trouve l'équation , O  , 

qui est double et qui exprime deux formes nouvelles de l'expression de la 
courbure d'une surface; on en déduit cette proposition: 

TUoréme. S i  I'on prend les variations des projections sur le plan tangent 
de I'angle de contingence propre d'une ligne coordonnée et de l'angle de 
,contigence inclinée de la ligne conjuguée, par rapport aux  deux paramètres 
ré$proques, le rapport de la diférence de ces variations à I'élément de 
'surface dJ est &dépendant de tout syst&rne coordonné e t  égal à la cour- 
bure de la surface en ce point. 
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Les équations (33) deviennent, en ayant égard aux relations (15) ihpart& 

l a  premikre de ces 1 formules donne l'expression de la courbure - de la 
c K'n 

surface; soussla forme reharquable que lui a donn6e M.r LIOUVILLÉ (Compt 
rend. 1851); la seconde formule est une expression nouvelle e t  non moins 
simple de la courbure de la surface en fonction des variations des projections 
tangentielles des angles de contigence inclinée. 

31.' Relations entre les variations des cornposanteiobliques des courbures 
des arcs da, du, inclinées suivant la normale à la surface pi. Remarquons 
que, lorsque la surface p, coupe orthogonalement les deux surfaces p et p,, 

1 1  l'élément do, est normal à la surface pl et que par suite les courbures - Y  - 
L,, Li2 

1 sont normales à, l'élément do,; donc les composantes 3 de ces courbures 
4 0  141 

suivant cet élément sont nulles; d'aprhs cela les équations .(33) du n.O 18, 
1 ."'" partie, donnent les deux suivantes : 

auxquelles il faut joindre la relation qui lie les composantes obliques des 
courbures en question, et provenant de ce que les seconds membres des 
6quations [15If sont égaux d'aprbs l'équation (32) de notre 1.'" partie. 
Cette relation est: 

1 coscp, - 1 coscp, 
j p ~ - q T + - q -  

Si le systéme des coordonnées du, do2 est orthogonal, il faut remarquer que 
1 1 1 1  

les composants telles que 9 9 Y pl sont nulles, et les Bquations (35) 
9 
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deviennent 

1 1  auxquelles il faut joindre la condition que les deux courbures - 9 sont 1;;' 
égales. 

32.". Relations entre les variations des composantes normales d la surface 
de3 courbures des lignes da ,  db,. Ces relations sont immédiatement fournies 
par la deuxiême des équations (34) de notre 1.o'" partie, avec la condition 

1 '  1 
I I 

que les courbures g) - sont Bgales; on trouve 1 ;;) 

1 1  Si le systbme des lignes d a ,  do ,  est rectangulaire, les composantes 

1 1  
7 - sont nulles et l'on obtient 23 , z;;) 

1 1  Dans ces équations comme dans les équations (35)', les composantes F) 08 28 

1 1  sont Bgales aux composantes Gj , ;, et de signes contraires, ainsi que cela 

résulte de nos Bquations (27). 
Les équations (36) sont une cons6quence des équations (35) et l'on passerait 

d e  celles-là I1 celles-ci en opérant comme on l'a fait au na0 29. 

33." Relations entre les variations des deuxièmes courbures géodésiques 
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1 des arcs da, da,. Soient - , les deuxihmes courbures géodésiques' des v, a, 
lignes d o ,  da,, on a d'aprhs le n.O /O 2.'" partie, les denx formules 

4 1  e subitituant les valeurs des composantes - - dans les équations (36), 4;) ' 1pO' 
on trouve 

auxquelles il convient de joindre la trasformhe de l'équation (28) qui est 

On voit que les équations (38) se déduisent immédiatement des équations 
(36), et qu'il n'est pas nécessaire pour cela de rien emprunter (t des théories 
étrangéres. C'est une simple substitution à effectuer. 

34.O Expressions de la courbure de la surface e n  fonction des variations 
des courbures inclinées et des courbures propres des lignes coordonnées. 
Le premier moyen d'obtenir ces expressions consiste à éliminer les variations 
des angles de contingence propre ou inclinée des équations (34) au moyen 
des relations (20) et (14) de notre l.*'>artie; le second moyen consiste A 
opérer directement sur la premihre et la dernibre des équations (34) 2."" partie. 
En effet ces équations, dans le cas où la surface (p,) coupe orthogonalement 
les surfaces p et p,, étant transcrites, donnent en ayant égard aux équa- 
tions (26) de notre théorie, 1.'" partie, 

. 

.or,.si.170n multiplie la deu~ibme par cos$, et qu'on ajoute le résultat l a  
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premiére, en remarquant que d'aprés les équations (26) ibm partie, l'on *a: * 

et sans avoir égard aux équations (27) du mémoire actuel, comme on a pré-, 
tendu faussement que cela était nécessaire, on trouve l'équation suivante : 

sin cp 
(44) 

1 laquelle donne la courbure - de la surface pl en fonction des variations 
X'n 

des composantes des courbures propres ou inclinées des lignes coordonnées, 
suivant le plan tangent. - 

Cette équation se transforme immédiatement au moyen des équations (27) 
de notre mémoire et donne les deux suivantes: 

1 , coscp 
-"-!('+%&"(a+&O. da, I$" 

Les formules (41) et (41)' font connaître la courbure de la surface p, en 
fonction des projections des courbures propres ou inclinées des deux lignes 
coordonnées sur le plan tangent Li. la surface p,; car l'on a évidemment les 
relations : 

et,' en ayant égard ces valeurs, on retrouve les formules que nous avons 
depuis longtemps publiées. 

D'aprbs ce qui précéde, on voit que la théorie des coordonnées curvilignes 
renferme immediatement tout ce qui intéresse les lignes tracées sur une 
surface et toutes les formules relatives B cette surface; qu'il n'y a qu'li'sup- 
poser une surface coordonnée p, orthogonale sur les deux autres pour obtenir 
ces formules particuliéres; qu'enfin il n'est aucun des éléments de la théorie 
des lignes tracées sur une surface qui ne se trouve dans la tliëorie des lignes 
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coordonnées. Ce qu'il importe de- voir c'est que les formules des coordonnées. 
curvilignes sont de deux sortes; les unes relatives Ci une seule des trois sur- 
faces coordonnées, les autres relatives & deux ou trois surfaces coordonnées : 
les premiéres seront littéralement reproduites dans la théorie des lignes tra- 
oées sur une surface quelconque; les autres renfermeront implicitement les 
formules correspondantes de cette dernière théorie; il n'y aura qu'ti supposer 
nuls deux cosinus dans les formules des coordonnées curvilignes quelcon- 
ques pour exprimer qu'une surface coupe orthogonalement les deux autres, 
et on retrouvera les formules correlatives des lignes tracées sur une surface. 
C'est ce que le paragraphe actuel démontre surabondamment. On. voit aussi 
que le principe de la courbure inclinée suffit pour établir la théorie, et qu'il 
condense en lui seul, quand on y regarde de prh ,  tous les principes qu'ont 
invoqués les géomètres qui se sont occupés des lignes tracés sur une surface. 
Ainsi, par exemple, l'équation (15) de notre théorie des coordonnées curvi- 
lignes, renferme le principe qui lie l'angle de deux normales A une surface 
infiniment voisines avec la projection sur le plan normal de la courbure in- 
clinée d'une des lignes coordonnées suivant l'autre ligne, principe dont on 
a vanté avec raison la fécondité. Seulement, notre équation (15) présente ce 
principe sous sa véritable forme d'une équation trinome, et non point mutilé 

d9 par la disparition du terme - -  Toutes nos formules de la théorie des coor- 
a u  

données curvilignes sont la plus grande simplicité, eu égard & la difficulté 
du problème dont elles sont la solution ; elles sont aussi d'une grande fécon- 
dité, comme nous l'avons déjh montré, et comme nous allons la montrer 
encore dans la paragraphe suivant. 

$ 6. Des surfaces applicables B a r  une sarface donnée. 

Edmond BOUR, aprés avoir établi dans son Mémoire sur la déformatiose 
des surfaces (*) les équations fondamentales des surfaces applicables sur une 
surface donnée, équations qu'il'a calculées dans le cas particulier où les 
lignes coordonnées de la surface sont une série de lignes géodésiques et 
la, série de lignes orthogonales & la première série, s'exprime ainsi, page 7 : 
<r Réciproquement, on peut dire que mes équations fondamentales sont ren- 

(a) Journal de Z'Ecoae Potytdchnique, 3ge cahier. 
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fermées plus ou moins implicitement dans celles des coordonnbes curvilignes, 
de sorte qu'il ne serait pas impossible de tirer synthétiquement de ces der- 
&;es tous les éléments de la déformation des surfaces. D Le but de ce para- 
gtaphe est de tirer d e  notre théorie des coordonndes curvilignes non seu- 
lement les équations fondamentales de BOUR, mais encor;! différents systèmes 
d'Bquations fondamentaIes, lesquels sont également propres à résoudre le 
problkme de la déformation des surfaces, et sont d'ailleurs, malgré leur gél 
néralité,' revêtus d'un caractère de simplicité. 

' . 

35." Nature du  problème des surfaces applicables. Ce probléme consiste 
5 trouver toutes les sorfaces qui peuvent s'appliquer exactement sur u s e  
surface donnée, sans déchirure ni duplicature. Soit la surface donnée re' 
présent8e par trois équations entre les coordonnées cartésiennes du point 
et deux variables p et p,, de telle sorte que x ,  y, z soient des fonctions des 
deux variables; on veut que pour cette surface et pour toute autre qui lui 
serait applicable, les points se correspondent deux à deux, de telle sorte que 
la distance de deux points sur une surface soit la même que la distance des 
deux points similaires sur l'autre surface, dans toutes les directions possibles 
autour de ces points; cette condition est bien celle pour que deux surfaces 
soient applicables l'une sur l'autre, sans déchirure ni duplicature. Cela posé 
si l'on représente par d s  la distance de deux points infiniment voisins pris 
sur une surface pl ,  l'on a 

1 

il faut donc que les paramètres différentiels H ,  H, et cos 9, soient des fonc- 
tions des variables p, p,, immuables quand on passe d'une surface à l'autre; 
la surface p, étant donnée, et les lignes coordonnées da ,  do,  tracées sur cette 
surface étant choisies, les quantités H, H,,  costp, sont déterminées en fonc- 
tion de p ,  p,; ce sont les données du problème; e t  ce probléme consiste & dé- 
terminer toutes les surfaces pour lesqilelles les memes quantités conservent 
la même valeur. 

36." Équations fondamentales du problème. - Différents systèmes d'équa- 
tions fondamentales. On peut prendre pour résoudre le problème différents 
systémes d'inconnues, correspondants chacun à un systeme d'équations fon- 
damentales. 

Dans le premier système, les inconnues de la question sont les composantes 
Annali di Matematica, tom0 III. 9 
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obliques suivant d a ,  du, des courbures inclinées suivant les normales la - 
O 1 1  surface p,, ces courbures étant - , - et leurs composantes obliques étant 

4 0  4 3  

1 1 1 1  

, ) ; 3 -, de sorte que les inconnues du problème sont au nombre de 
4 0  ,, 114' 

quatre, e t  les équations correspondantes sont la premiére des équations (28) 
e t  les équations (35) et (36) du présent mémoire. De ces quatre équations, 
deux sont en termes finis, les deux autres sont aux différences partielles, 
et linéaires. 

Dans le second système, les inconnues du problème sont les composantes 
suivant la  normale CL la surface p, des courbures propres des lignes da ,  do,, 
e t  des courbures inclinées de ces mêmes lignes suivant leurs directions réci- 

1 1 1 1  proques; ces inconnues sont donc gl 12, a 9 - Far suite de l'égalité 

des deux premihes, le nombre des inconnues est seulement de trois; et  les 
équations correspondantes à ces inconnues sont les équations (28) et (36) 
du présent mémoire; la premibre est en termes finis et  les deux autres sont 
linéaires et aux différences partielles du premier ordre. Les équations fon- 

- 

damentales de Boun sont un cas particulier les ce systéme, elles ne sont 
gukre plus simples et on les obtiendra en introduisant dans les équations 
(28) e t  (36) l a  double condition que les courbes d a ,  do, sont orthogonales 
entre elles et que l'une d'elles est géodésique. Ainsi, si l a  ligne do, est 

1  
géodésique, la de la courbure de cette ligne située dans le  

plan tangent est nulle e t  les équations (36)' deviennent 

Dans le troisième système, les inconnues du problème sont les composantes 
normales des courbures des deux lignes du, da, et  les deuxiémes courbures 
géodésiques de ces deux lignes. Ces inconnues au  nombre de quatre sont 

1 1 . 1 1  donc ;, 9 i , 3  - 9 - et les équations correspondantes sont les équations 
e Uo Us 

(37), (38) et (28)'' du présent mémoire. 

37." Nature des coefficients des équations fondamentales. Dans les équa- 
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tions de ces divers systbmes, les coefficients des inconnues, ainsi que les 
termes indépendantes de  ces inconnues, sont des fonctions déterminés des - 
coordonnées p, p, du point considéré sur la surface ; or notre théorie fournit 
les valeur8 de ces divers coefficients. Prenons pour exemple les équations 
du second systéme ; comme les paramètres différentiels du premier ordre, H, 
ET,, ainsi que l'angle 9, sont des fonctions données de p, p,, il suffit de 
trouver les expressions de ces coefficients e n  fonction de H, H, et de 9,. 
Or si l'on a recours aux formules (18)" e t  (dg)', 1." partie, l a  formule (33) 
du présent mémoire devient 

'1 et il faudra porter cette valeur de - dans l'équation (28). 
Kt* 

On trouvera au moyen des memes formules (18)" et  (19)', 1."" partie, que 
les coefficients de la premiére des équations (36) de notre mémoire sont 
exprimés par les relations suivantes : 

1 - 4% - 7 1  dH2 - 
0 )  s i  c p  d a=pin2cp, ( X j -  - cos -) d ~2 ; 

les- coefficients de la deuxiéme des équations (36) se déduiront des précédents 
par la permutation des indices 0, 2. 

Un raisonnement analogue prouverait que les équations des autres systérnes 
ont leurs ceefficients et  les termes indépendants des inconnues déterminés 
en fonction des'données H, H,, 9,. On peut donc regarder comme résolue la  
partie du qui consiste B établir les' équations fondamentales des 
surfaces applicables sur une ,surface donnée. L'intégration de ces équations. 
fera connaître les inconnues de chaque systeme en fonction des variables 
p, p2. Cette intégration présente de grandes difficultés, si elle n'est pas im- 
gospible,, Mais au point de vue théorique on peut supposer qu'elle est effeç- 
tuée,. a fin de voir de quelle maniére peut Btre r p o u ~ s u i ~ i e  la solution dit 
probléme. 
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38.O Équations secondaires du probléme. Les équations secondaires son% 
wlles qui appartiennent aux types (23) et (24) de notre le'" partie et qui 
sont au nombre de six, quand -on ne ccsnsidbre que celles gui renferment 
les cosinus X, XI, X ,  des angles que les lignes da,  da, e t  la normale A k 
surface p, font avec l'axe des x. Ce sont celles qui dans ces types donnent - - " - 

a& d X .  d X ,  d~ dX, dX, les expressions des dérivées - 7 - , - en fonction li- 
de dp,' dp4' de' dpp 

péaire de X, XI, X,; les quatre premieres sont analogues & celles que nous 
- 

avons déjh écrites au na0 2 de notre 28me partie, les deux autres sont: 

1-  1 face pl coupe orthogonalement les deux autres, les composantes T) ,  - sont 
z,o 12)  

nulles, suivant une remarque déj& faite. Trois de ces six équations suffisent 
pour déterminer les inconnues X, X,, X,  lorsqu'on y a remplacé les courbures 
par leurs valeurs en fonction de p et de p, déterminées par le calcul précédent; 

. - 

1 1 1  or, ces courbures sont au nombre de trois: -, a, %, parceque celles. qui z;;' 
d X ,  dX, entrent dans les valeurs de -, -, sont exprimées en fonction linéaire 
dp dp2 

des trois précédentes au moyen des équations (26) du prcsent mémoire. L'in- 
tégration de ces trois équations fera donc connaître les trois inconnues X, 
XI, X ,  en fonction de p et de p,; on trouvera de la m&me maniére les autres 
cosinus .Y, Y,, Y,; Z ,  Z,, 2, en fonction des mêmes variables. . 

11 restera A intégrer un troisibme systeme d'équations trouver les 
valeurs de 2: y ,  z en fonction des variables p ,  p,; or, si l'on remarque que 
I'on a : - '  

cl x a 5  , 4 z i z , ~ = z , ;  L = X , ;  5LY,  &,y2; -- -- 
do da2 d a  . do,, d a  da, . 

comme les seconds membres de ces équations sont des fonctions des varia- 
bles p, p,, fonctions déterminées par le calcul préc6dent, l'intégration de 
ces équations en x, y, z fera connaître ces trois inconnues en'fonction des 
variables p ,' p, ; on aura donc les trois équations de la surface ou plutbt des 
surfaces qui sont Qpplicables sur la surface donnée; ce qui est la solution 
complete du problkme proposé. Nous dirons que l'on aura les équations de, 
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toutes les surfaces applicables su celle qui est donnée; car les valeurs de 
x ,  y, z renferment des fonctions arbitraires des variables p et p,, fonctions 
provenant de l'intégration des équations aux différences partielles; or, c'est 
en  donnant à ces fonctions arbitraries toutes les formes possibles que l'on 
aura les équations de toutes les surfaces qui pourront s'appliquer sur la 
proposée. 

Ce que nous venons de dire pour le second systéme d'équations fonda- 
mentales, s'applique sans restriction à l'un des deux autres syathmes, à cause 
des équations (26) ou des équations (37) du présent Mémoire. Il est inutile 
d'ajouter que de nombreuses vérifications se présenteront dans le calcti4 à 
cause des relations qui existent, soit entre les inconnues fondamentales, soit 
entre les inconnues secondaires. 

Marseille, 1 septembre 1868, 
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Sur les fonctions abéliennes 

(par  M.' MICHAEL ROBERTS, d Dublin). 

N o u s  allons commencer en deduisant par la methode de Jacosr (voir le 
Journal de Crelle, vol. 24, page 28) la comparaison des fonctions abéliennes 
de troisième espbce. Si l'on considère les na équations différentielles suivantes 
entre les m + 1 variables x, , x,, x, , t 

où f (x)  désigne une fonction rationnelle entibre du degré 2m - 1 en x,  il 
faut démontrer que l'expression 

est la différentielle d'une fonction logarithmique ou circulaire de la quantité 
t .  Posons, d'après Jacosr, $(x) = (x - x,) (x- x,) . . . (x - x,) et désignons 

d x ,  - VfFJ, pay @(x) la dérivée de $ (x); on satisfait au système en mettant di--- 
ff+J . ~ -~ 

-. - d- -- vff(;c) 3 et ainsi de suite, et en substituant ces valeurs dans l'expression 
d t  Y(%) 
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dont il s'agit, elle devient 

ou  bien 

t nm-1 d t 
(1 +nx,)Cl+ 12x2)--.(1 + na,,,) ' 

Maintenant soit $ une racine quelconque de l'équation f (x) = O et rappe- 
lons que la méthode de J ~ c o s i  donne pour une intégrale du systbme (1) 

on détermine A ,  B en différentiant cette équation par rapport Ct t et en nous 
souvenant que, pour une valeur donnée de x, on sait les valeurs correspon- 
dantes de x, , x,. .. x,. En prenant rn racines quelconques de l'équation f(x)=O 
on obtient ainsi nô équations lineaires en 

qui serviront A déterminer ces quantités. On voit facilement qu'eues sont 
toutes des fonctions quadratiques de t ,  en sorte que l'expression (2) prend la 

forme cl ' ce q'il fallait démontrer. 
p+qt+rts; 
1 Si - est une racine de l'équation f (x) = O, alors cette dernibre différen- 
11 

tielle est la différentielle d'une fonction algébrique de t ,  parce que la quan- 
tité p -t q t + r t' devient, en vertu de l'intégrale de Jacosr, un carré parfait. 

On voit aussi qu'une fonction symétrique des quantités x,, x,, ... x,, 
rationnelle et entibre, est une fonction rationnelle et entiére de t;  en sorte 
qu'en désignant par s un entier plus grand que m -2, on déduit que l'ex- 
pression 

est  une fonction rationnelle et entibre de t. Par exemple, si s = m, en ayant 
égard la relation 
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on trouve 

Nous allons maintenant faire application de ce qui précède aux fonctions 
abbliennes, quand on suppose que m = 3 et que f (x)  a la forme suivante 

Les q;antités-x9, afS7 xflz sont inégales et sont plus grandes que zéro et infé- 
rieures à l'unité. Posons x= sin", et pour abréger nous emploierons dans 
la suite les notations suivantes 

V(1 - w2sins 0) (1 -d'sins tl) (1 - n"' sinz8)= A (u, d,  %Ir, O)  ou simplement A(0) 

J$ = L (n, nf, dr, O )  ou simplement L (0) 

J- = M ( r ,  xf, Z,  0) ou simplement M(0) 

Nous allons maintenant chercher la valeur (circulaire ou logarithmique) de 

en supposast que les relations suivantes subsistent 

L ( $ ) + L ( S I ) + L ( X ) - L ( ~ ) - L ( < ~ . ) = O  

M(9)  + M(+) + M ( x )  - M(o) - M(z) = O 
(3) 

Pour cela nous poserons d'abord 

sin ccos r I/(l-xf sin%)(l. - d2sin2~)(1-  ~L'~s in~7~)  - sin~cows V(1 -xr>sin27)(1 -x'' sin") (1 -d"'sin2o) 
- .  -E sin2 G -  sin2.r 
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et en nous rappelant les résultats de mon Mémoire insér6 dans ce Journal,. 
tome 2'"", page 13, nous tirons pour la détermination des quantités g , h en 
fonction de t les équations suivastes 

(loco citato, pag. 18), 

2 tcosacos.c g- h=1 -COS~UCOS%- 
aina sinr 

- 
sin20 sin27 

(loco citats, équation 10), 
d'où l'on trouve 

s i n a c o s r ~ ( 7 ) - ~ i n ~ ~ 0 s   GA(^) g = sin%+ sin2.t- 
sin a sin T sin2 a- sin% 

h = sinB a sinez - sin3 ricos$ A (7) -sin37 COS ri A (a) 
sino sinr sin% - sin% 

OU, en posant 

h = s i n a s i n ~ -  2 t  
sin o sin7 IV'(o, T ) - c o r ~ c o s . t ~ ( ~  z) I 

Il résulte de ces valeurs l'équation suivante 

n -= 
sin"in2T) +sinsc sin 

Annati di Maternatica, tom0 III. 10 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



74 M. R o  ber t s : Sur les £Onctions abéliennes: 

st si nous mettons' 

û=(l+ nsin20)(l+ nsin2v), b = -  sinasinr " ~( l+n)v ' (o ,~ ) -ncosocos~V(a , r ) ,  1 

ac - bx =a, 

nous déduisons 

En tirant de valeurs des a, b, c que nous venons de trouver la valeur de 
a, nous avons 

résultat indépendent de a et T et qu'on pouvait facilement prévoir. 
Il résulte de l'équation (4) que, si nous écrivons 9 pour a, S, pour .G et 

t vice-versa, et si nous changeons le signe de X, la quantité - subit un 
a+ b t  

changement de signe: on voit que ces proc6dés n'influent sur la valeur de 
a+ b t qui reste inaltéré; ce qui donne 

d'où, en rappelant les équations 

cosacosa = c o s ~ c o s ~ c o s ~ -  s i n q s i n + s i n ~ ~ ( ~ ,  2) I 
~ ~ s ~ c o s ~ = ~ ~ ~ ~ ~ ~ s ~ c o s ~ + s i n ~ s i n . r s i n ~ ~ ( ~ ~ )  

(loco citato, pag. 20) nous tirons 

sina $4- sinZ+ + sin CT s i n ~ s i n ~ ~ ~ ( $ ,  4) =$inP a 4- sinez - sin9 sin 4 (a, z) 

ce qui donne 

sin% + sin%-sin"- sin2$ 
sin x = 

sina sinrvl(cp, 4) + sin ?sin+ ~ ' ( a ,  r )  
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On trouve 

[v'(o? 2)12 - [v (0,  q= 
1 - - ( ~ c ~ x ' ~  + ~ ~ ; ) e ' ~ ' - t  ~ f ~ ~ ' ~ ' ) s i n ~ ~ s i n ~ ~  + xZd9x119sine asin%(sin2a+ sin2r), 

et on a aussi 

sin2asin2r [V ($, $ ) I L  sin" sinZz [v (0, Q)]" c o s 2 ~  cos2?C,- cos2~cos2r  

(loco citato, pag. 20), d'où, l'on trouve 
-- . . 

sin2 a sin2z IV'(+, +)la - sin2$ sin2+ r)I2 = 

(sinao + sin2<t- sin2$ - sin2+) (2 - ;)e2x'2g'1gsin2gsin2?C,sin2asin2z) 

ce qui donne en vertu de l'équation (6) 

Les équations (5) conduisent aussi aux suivantes 

s i n ~ s i n ~ ~ ~ s ( ~ c ~ ~ ~ ~ ( ~ ,  ~ ) - s i n ( ~ s i n d j c o s ~ c o ~ ~ ~ ( ~ , ~ )  
sin x = 

sin2a sin" [v ( y ,  $)]'+ cos2ri cos" 

c o s c p ~ o s ~ ~ ~ s o ~ o s ~ + s i n ( ~ s i n ~ s i n ~ s i n ~ ~ ( ~ ,  + ) v ( ~ , ~ )  
COS X = 

sin2 G sinY r [V (y, $)12 + cos2u- cos2r 

Si n =- 4 ,  l'équation (4) donne 

sin cp sin + s in~s ina  sin7 
cos ~ c o s ~ [ c o s ~ c o s ~  +- sin? sinr)sin~v@, T)] ' 

et le second membre de cette dernière devient en vertu de (5) 
. . 

Si n = - 2, l'équation (4) donne . 

xb sincp sin$ sin sino sin7 
(1 - x%in3~)(1- x ~ s i n 2 ~ ) + x 2 s i n p ~ i n ~ s i n x {  (1- z2)v'(<i, T ) + Y . ~ C O S < ~ ~ O S T V  (G,T) \ 
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Or, on trouve 

(2 -x"vV'(o, T) + x 2 c o s ~ c o s " ~ ( a ,  z)= 

Mais nous avons (Eoco citnto, pag. 18) 

wasin9 sin.C.sin~ sinacosr \r(l- x2sin%)(l -x'Psin2s)(l-x"Ssin2r)- sinr cosrr V(1- x%in%)(l-xigsin20)(l-fiin a) 
siGa - sin" 

en sorte qu'on trouve finalement 

f 0in;yo Nous allons maintenant faire voir que l'intégrale (où uiz est un 

entier) dépend des fonctious L ( O ) ,  M(d), N ( @ ,  Q(8). En diffbrentiant l'expres- 
sion sinem-'8 cos OA (O) et en posant 

on trouve 

+ (2m + 3) HsinS8 

sin"Od0 en sorte que l'intégration de peut Btre ramenée EL celle de 
A ( 6 )  

f ~inz:)d9 
d'où par des réductions successives pourra toujours se ramener 

A dépendre des fonctions L(O), M(O), N(8),  Q(8). 
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En supposant que le système (3) a lieu, on trouve 

e t ,  en vertu de l'expression que nous avons déjh trouvée pour sine$+ 
s i n 8 4 + s i n s ~  le second membre de cette derniere a pour valeur 

- 
t " x2x'9 xl12 

(sin80 + sinel) t - V' (O, Z) + - t3. sin u sin r 3 

En posant 

N' (O) = s /'tan2,8d0 

QU tire 

mais en différentiant tanOA(8) on trouve 

d 1 - Fsin" + G sin" - Hain6 0 sin20 -tandA (O) = 
d 9 cos2 0 A (8) -1 A (0) F-2 Gsine8 + 3Hsin48 

ce qui donne, en intégrant 

P(-1,8)=tanOA(8)+2FM(8)-(2 G-I-H)N(~)+ (F-G+ H)Nf(O)+ 3 H ~ ( 8 )  

d'où, en Qliminant N1(8) entre cette dernikre et l'équation (7), nous trouvons 

(1-z2) (1 -dg) (1 - d f 9 ) p ( -  1,  e)= 
(F- G-H)M(O) - (F+  G+ H)L(O) +(2  G+H)N(0)+3HQ(O)+tan8A(O). 

Nous trouvons aussi 

d'où l'on tire . 
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-- 
x'3 (1 - XI=) 

= sin9 sinS. sin2 V (1 -d2 sin") (1 - x"sin2+)(1 - XI' sin2 X) (1 - x"sin2 a)(1 - XI' sin%)r 

Nous avons b u -  que ies éiuations tmsoendantes du systeme (3) peuvent 
être remplacées par les équations algebriques 

cosacos r=   COS^ COS$ COS% - sin 9 sin+ (a, 7) 

(Iaco citatato, pag. 16, $7). 
Maintenant si nous posons 

s i n X = i t a n o ,  i=~- l ,  l -h2=k"  4-x"=kt2, I - x " ~ = ~ ~ ' ~ ;  L ( x , x f , d f , ~ )  
. , .  - 

sera transfos& dans ï [L (k, kr,7r", a)- M t k ,  kf, kr$ c)] , M ( r ,  r', & X) seip 
aussi transformé dans - i M ( k ,  k', kir, a) :par les mêmes substitutions, en 
sorte que le  système des équations transcendantes . . 

L (2, xr, r", $) + 4 r ,  1<'- i l f ,  4) i i[L (k, kr, k", o) - M(k,  kt, krl, a)] 

- L(x ,  x!, xrl, (3) - L(x,  d, xff, a) = O-, 

M(z ,  lef, df, QI,+ M ( r ,  xf, dl, 4) - i&I\k,-kf, krr, o) - M(R,  XI, leff, o) 

- M(x, x', lefr, T) = O , 

;tan w sin$cosy A ( x ,  r', XI', cp) étanwsinrpcos$A(jc., xl, xr', $) 
(sin2?-sin2+) (sin8? + tan2w) i- ((sinz$ -sin2g>)(sin2+ + tan2w)I 

COSOCOST= cos9 cosSséco - isincpsin+tanhv(o, z), 

7T 
d'oU nous tirons, en posafit O=-  e t  en mettant 

. . . .. J 2 - 

( L k, , ,  2) 2 a ( , ,  kf, kf[, ;)=a, .(k, kf, k", +Y 
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que le systéme 

L (x, xr, x", $1 + L (x, ic', d', 4) + 2'0 - L (x, x', ZN, a) - L(x, XI, xfr, 2) = O 

M(x, xf, xff, 9) + M (x, x', x", 4) - i O' - M (ac, xr, a':, a)-- M(x, xr, d f , q ? )  O 

peut étre remplacé par les équations 

xxfxffsin9sin+sinbsinv = 4, cot$cot+'= iV(a, i) .  

Soient les quantités a, z, or, v' liées par les équations 

L (x, xr, d l ,  o) + L (x, d, dl ,  Z) + iO - L (le, xf, lev, of) - L(x, x', ?Ir, z') = O 

M(x, xr, xff, a) + M(x, xf, %If, r )  - ief- M(x, let, d f ,  o? - M(x, d ,  xff, r') = 0, 

et, en ayant égard aux équations que nous venons de trouver, nous tirons 

xxfxrf sinasinzsinorsinz' = 1, cotocotz= i ~ ( o f ,  z'), 

d'où les équations simultanées 

L(x, d ,  xrf, $)+L(x,xf, dl, +)+2i@-L(n, x', xff,af) - L(x, xf, xfr,d)=O 

M ( x ,  d , x r f ,  $)+ M(x,x',xff,+)-2W- M(x,d,d' ,ol)- M(x, J , zu ,2 ' )=0  

conduisent aux suivantes 

sincpsin?F.= sinof sinzf, COS$ = - C ~ S O f C ~ S +  . . 
. y  

qui donnent aussi 

d (9; 4) = - v (Of, d).; 
. . 

Si nous mettonb . 

d2 xff, O) + L(x, %> 4) = u,  M(x, zf, rf: 9) + M ( r ,  zf, xff, 4) =v ,  

s iws in+=f (u ,  v ) ,  

on trouve 

f ( u l v ) = $ ( ~ + 2 i B ,  V -  l ia!) 

et si nous posons 
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80 3%. Roberts : Sur les fonctions- abéliennes. 

on tire facilement 

f (u ,  v)=f(u+2mi0+4mf@, ~ - 2 m i @ ' + 4 m ~ @ ~ )  

rn, rn' étant des nombres entiers. 
Les équations analogues ont lieu pour les fonctions cos$cos+, ~ ( 9 ,  +)- 

Collége de la Trinité B Dublin, le 7 janvier 1869. 

ERRATUN POUR LE TOME 2 0  DE CE JOURNAL 

page 231 ligne 5: au lieu de l'expression pour @(8,12) lisez: 

a ~ ( B H K + ~ I L + ~ 1 9 + x J e ) + h a , H I J + o H e L + c t H B I " .  
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Sur l'expression du module des transcen- 
.dantes elliptiques, en fonction du quo; 
tient, des- deux periodes. - . 

(par M.' HERMITE à Paris.) . 

on a pour le module kB=f(o) cette expression 

où la variable o entre sous forme transcedante, et j'ai observé ailleurs qu'en 
appliquant la formule de MACLAURIN 8 la quantité f(a'+o) pour obtenir un 
développement algébrique par rapport B o, les coefficients ay1ie-u. d'être ra-, 
tionnels, comme dans l e s  diver~es séries élémentaires sino, cos &, log (1 +O) ,  

contiendront. la trascendante numQrique : 

M'Qtant proposé de calculer 'les premiers termes, j'ai été conduit à un autre 
développement également algébrique, mais où les coe5cients sont purement 

. , 
rationnels, comme on va voir. I 

Partant des formules donnees par ~ a c o s r  dans les Fundamotta $ 2 9  etpù 
l'on fait : 

a 

Annali di Matematica, tom0 III. 
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82 

savoir : 

H e r m i t e  : Sur les t ranscendan t s  elliptiques. 

j'en déduis : 

et  le retour des suites donnant la valeur de q ,  on trouvera cette expression 
où les coefficients sont tous rationnels, savoir : 

Faisant pour un instant: 

on aura donc : 

et la série en 5 du second membre aura cette proprieté, qu'en y changeant 
a+ b i  C en - 5; où a et b sont entiers, la nouvelle série ainsi obtenue sera liée a- b i  

à la première par une équation alghbrique, cette relation entre les deux séries 
Btant l'équation modulaire pour la transformation dont l'ordre est: as+ bg. 
Cette remarque appliquée au cas le plus simple où l'on suppose a = l ,  b = 1 
donne pour conséquence, que le développement suivant les puissances de 

de l'expression : 
1-4kSk" 
1+4k%" 

ne contient que les termes dont l'exposant est =2 mod 4. 
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Sur l'integrale J" da: 
-1 

(a  - x)  \Im 

(par le même.) 

E n  supposant le radical \IGP pris avec le signe +, on prouve aisément 
qu'on a la valeur : 

d a  X 
=-3 

j '+;a-xlul -I  -1 va2-1 

le second membre ayant le même signe que a dont la valeur absolue doit 
être supérieure B l'unité. Mais ce résultat suppose a réel, et si l'on fait en - 
général a = A +  BI3, le signe du radical \las-4 se détermine par la 
condition, qu'en posant : 

a et A aient le même signe, ou encore que b et B soient de signes cona 
traires, l'une de ces conditions entrainant l'autre. 

Sur la transcendante E.. 

(par le même.) 

E n  posant avec Cancan : 
En 

A r s i n ~ m  o cos cos al do,  E"=3.5.7.2n-1 r 
O 

l'intbgrale définie qui figure dans cette expression étant la transcendante 
de BESSEL, on trouve, lorsque n est'un grand nombre, la valeur limite que 
voia. Posons : 

e=nsincp,' 
on aura: 
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De aequilibrii 'figuris et  re-volutione - a ho- 
mogeneorum annulorum sidereorum si- 
ne corpore centrali atque de mutatione 
earum per expansionem aut condensa- 
tionem. 

( Scripsit 

Quibus legibus centra& siderearum nebularurn annuiarium sine centraii 
corpore motiones adstrictae sint, longe difficilius est perspectu, quam thaoria 
ellipsoidum et annulorum.centrali corpore non destitutorum, quoniam, cum 
illarum superficies ignota sit, potentiale annuli in se ipsum nonnisi ex ipsius 
figura deduci potest. Ac de annulis quidem longius apertis, quorum in bary- 
centre sphaeroidale corpus versatur, et quorum massa pro corpore centrali 
minima est, LAP'LACE in libro, qui inscribitur Mechanicn coelestis, lib. I I I ,  3 44, 
computavit sagaciter, quibus aequationibus annulorum et spatium revolu- 
tionis et applanatio inveniantur. - De simplicibus ver0 sine corpore centrali 
annulis et de concentricis eorum annulorum systematibus , qui aequilibria 
fluida libcre rotantia propriaeque attractioni subjecta eBciunt, disquisiti~aes 
analyticae a me publici juris factae sunt  in Ann. math. et phys. (ed. SCHLOE- 
mrce, KAHL et CANTOR) X> pag. 59; Lipsiae (1865). Sed qtiam problema figurae 
et rotationis liberi fluidi annuli quadan regula fal& approximative tum solvi 
potest, quum positio fit, annulum satis magnae esse aperturaetf e t  si porro 
~upponimus, sectionem transversalem esse ellipticam; praeterea applanationem 
ut  functionem crassitùdinis et velocitatis rotatilis ratiocinari atque ex inventis- 
solutionibus , id quod gravissimum est, argumentari possis , crassitudinem 
annuli intra stabilitatis terminos semper esse pro diametro ejus min imam,^ 
quo theoremate analysis multo facilior e~adi t .  Dummodo certam quandam 
basim per exactas calculationes occupaveris , inde illud problema accurate 
solvere poteris. 
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Itaque b e c  tria conabimur, benevole lector, problemata solverei primuh 
leges motionis centralis annuli liberi fluidi homogenei et qua ratione cumi 
tertia illa Kepleriana lege conjunctae sint, hvestigabimus; deinde quibus 
relationibus excursio, applanatio, velocitas angularis, crassitudo cum energia 
(energiam dico summam momentoruni quantitatis motionis) cohaereant et 
quemadmodum illae relationes cum expansione aut condensatione massae 
mutentur, exponemus graphiceque delineabimus. 

- 
Primuh problemaeita erit solvendum, Ut M sit centriim"annuli, idem erit 

ejus barycentrum mathematicum, simulque centrum revolutionis, U t  porrci 
m sit centrum sectionis normalis APBP, idem erit ejus barycentcum et 
unum ex pluribus punctis maximae pressionis hydrostaticae. Omnium aute& 
punctorum m locus geometricus est linea vectrix annuli. Maximae pressionis 
locus,. cum in ellipsoidicis aequilibrii figuris punctum sit, in figuris annu- 
laribus fit 'circulue. primo, ut  calculasdi rationem simpliciorem habeamus; 
sectionem normalem esse non ellipticam sed circularem cum semiaxe a po- 
'namus, tum massae attractio alicujus ex annulo- elementi duabus infinite pro- 
pinquis sectionibus normalibus terminati, 'in distantia wgulari = 7t-  23, 
quod attinet ad bar'ycentrum m,  erit aequalis 

I -.. 
&i in far&ula f g-ravititis &stantem, p denaitatem, 28 Gsibilem diametrum' 
attrahentii sectionis transversalis, 9 ejus amplitudinem significant. In ellipticit. 
sectione transversali ejus annuli, quae parum a ,circula differt, si a et b illius 
semiaxea sunt, efficietur : 

A RI = - 47tfiy\4 - $J> 13sin d 7  if3 ~ c o s ~ A ~  
1- 

1 f hesincpa 
sin S2 

. . 
curn ver0 S et hP in VI+.;l' = ZI : a quantitates sint minimae, iUud in pimpli- 
ciorem .aequationem mutare .licet 

AR, = -4nfpr 11 - c?s8-?cos8sin8' 
, . 4 ,  

unde sequitur, universum annuli potentide in exemplo supposito sectioni 
ejus transversali esse proportionalem. Quod idem, si applanatio satis magna 
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86 Mat t hi e s sen  ; De annulis sidereis sine corpsre centrali;  

sit, evenire infra videbimus. In praesentia conditionem circularis sectionis 
transversalis retineamus. Tum est 

in quibus aepationibus, ut supra r radium vectorem ejus curvae significat, 
qua punctum m fertur. Iamvero si aequatio differentialis integrari potest, 
quaesita motionis aequatio evadit haec : 

69 
in qua o velocitatera angularem annuli significat. Et si - = V ponimus, 

7 275 f? 
eacitur rotationis momentum 

ita u t  V,valor sit positivus, qui tum demum, id quod exspectari poterat in 
zero transit, cum r fit aequalis m. Aequationis integrale est hoc: 

ubi e = r : i/c& est. Cum vero as: r9 secundum positionem semper pro 
- .  

unitate minimum sit, series convergentior vel expressio concisior litterae V 
nobis quaerenda erit hac ratione, u t  pro V variabilis 6 introducatur in h u m  
modum 
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M a t th j e a a rd a ; De' annulis sidereis sine corpore centrali. B7 

Quibus formulis substitutis motionis aequatio in integrale transit hoc ; 
?r I' sr  - 

z"5 

in quo z in locum cota substitutum est. Prima integralis pars est aequalis 
4; secundam in seriem sequentem transformamus: 

a - 

0 

Iam vero est 

C m  

etc. etc. 
* ab 

Itaque, neglectis quantitatibus % ordinismm efficitur : 

Est autem 
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Quod .qi secundiim' x differeiltiatur e t  per xP multiplicatur, habebitur . 

Vide quaesitam motionis annuli aequationem, quae approximative in omnes 
aqnulos ellipticae sectionis transversalis valet, in quibus, ut infra demon- 
strabimus talem formam , , .  , 

- p .  

et consta& numerus n, siquidem annuli valde applanati sint, valorem 9, 36 
recipit. Valor numeri V, erg0 etiaoi velocitas angularis i> maximum termi- 
num quemdam assequitur, siip?a'quemAaequilibrium , fieri non potest, infra 
quem semper duae conditiones figuraeque aequilibrii reperiuntur: aut annulus 
parum applanatus magnae excursionis aperturaeve, aut aanulus valde appla- 
natus exiguae excursionis,. Quodsi in il10 termino, dum massa et crassitudo 
annuli constantes manent , m6rnentorum surnma quantitatis motionis idest 
energia diminuatur, annulum dissolvi oportet, sive in plura ellipsQidica cor- 
pora aequilibria, sive cum materia non diri'mitur aut in LAPLACII ellipsoides 
rotando ortum cum elementis 

E = i , 4 8 ,  V=Da 1554,. â=7, Q 

a ~ t  in JACOBII ellipsoides trium axium inaequalium cum elementis 
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M a t  th i ers ri, en : De annulis sidereis sine corpore centrafi- 88 

in quibus aequationibus E energiam significat. Omnino autem in eodem ter- 
mino annuli energia minima, velocitas contra angularis maxima et exterior 
diameter minimus est. Valor V est aequalis 0,140 et. idem maximus, Quia 
V et o simul crescunt decrescuntve, ex calculatis elementis sequitur, illud 
LAPLACII ellipsoides (EU@) majorem, JACOBII ellipsoides (El1 y) minorem velo- 
citatem angularem habere, quam annulum dissolutum. Rotationis ellipsoida 
quoque, dico El1 (a) MACLAURINII et ~ 1 1  (P)  maximum valorem V habent hunc 
0,22446657 (RAMO auctore). Duo illi annuli cum magno corpore centrali 
LAPLACIO auctore maximum valorem V habent = 0,108605 et r : R = 1,831 ; 
satellites lunaeve auctore VAUGHAHIO r : R = 2,489; quibus in aequationibus 
R radium corporis centralis perinde densi indicat. Si inde ab hoc termino 
energia perpetuum crescit, exterior annuli diameter augetur in infinitum, cum 
velocitas angularis simulque rotationis momentum V usqne ad zero dimi- 
nuantur. Si V, = 0,0022997 est, qui valor Telluri proprius est, habebis 

Ergo applanatio annuli, cui angularis velocitas et densitas pares sunt, erit 
aequalis 0,0039 et ejus excursio r : b = l : .t = 33,098 et energia valorem 
4,5595 habebit, cum vera Telluris energia tantum 0,04809 efficiat. 

,.% 
Quoniam autem in satis magnis valoribus r : a coefficiens lg nat 23,5 - 

a*- 
panllulum mutatur, intra certos quosdam terminos semper habebis 

et quia massa M annuli aequalis 2n2ra2p est, mit a2 = M: 2n2 rp et 

Inde sequitur, liberos annulos circa barycentrum his legibus moveri: 
1.0 I n t r a  mediocres t e r m i n o s  e t i am l i b e r i  annul i  cum massa  

cons tan t i  secundum legem t e r t i a m  Keplerianam f e r u n t u r .  
2." Si  sect io t r a n s v e r s a l i s  e t  d e n s i t a s  c o n s t a n t e s  m a n e n t ,  V 

i n v e r s e  propor t ional is  va lor i  ra es t ,  vel 

a2 : O: = ry : P 
Annali di Matematica, tomo III. 
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90 M a  t th i e s  sen  : D e  annulis sidoreis sine corpore centrali. 

vel 
o : 0 1 = 2 r 1 : 2 r =  T l :  T. 

3 . O  Tempora  c i r c u i t u s  propor t ional ia  s u n t  annu lorum dia-  
metr is .  

4.O S i  excurs io  cons tans  m a n e t ,  tempora  c i r c u i t u s  i t e m  con- 
s t a n t i a  s u n t .  

5 . O  S i  d iamet r i  c i r cu i tus  c o n s t a n t e s  m a n e n t ,  t empora  circui-  
t u s  quadra ta  f i u n t  iiiverse p r ~ p o r t i o n a l i a  sec t ionibus  t ransver-  
s a l i b u s  : 

T; : Tg= a8n : a:n 

cujus proportionis exponens sensim diminuitur, dum radius vector crescit. 
Valor V ad tempora revolutionis annularium satellitum computanda adhi- 

beri potest. Revolutio enim satellitis annularis manifesto brevior erit, qiiam 
lunae, cui quidem idem est diameter circuitus. 

Est enim 

qua in aequatione p, corporis centralis, p annuli densitatem indicat. 
Si 3p1=p ponas, differentia illa in Saturni annulo etiam 6 sexagesimas 

efficere potest. 
Si motionis aequationem annuli et ellipsoidis Jacobici inter se compares, 

dum velocitas angularis minima est 

valore 2r : a in locum valoris il, substituto, illam in alteram transir0 facile 
intelligitur; et profecto utraque aequilibrii figura, et Ell(y) et annulus (a), 
sensim ad conditionem infiniti cylindri accedunt, qui circa brevissimum axium 
suorum rotatur. Ut sint M et Ml utriusque corporis massae, in annulo (a) erit: 

Qua in aequatione e = 2,718281 . . . et valore M introducto 

6 6 16 MZ 
V~ = 3 lf; nat -I W e n b -  a! 
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M a  t t hi e s s en : De annulis sidereis sine corpore centrali. 91 

Si a et, quod necesse erit, simul V in infinitum diminuantur, posito M= Mz 
et a = a,, erit c : r = 3 f i  : 2, qua in aequatione c maximum semiaxem ellipsoidis 
(y) significat. 

porro est 
Lim (V, : V,) = $nB 

ergo 
Lim (a, : uy) = P~c.  

Si V et a aequales sunt, porro est 
2 

Lim (Ml : M) = \(;i 

Si V et M aequales sunt, porro est 
3- 

Lirn (a  ?a1) = \l+ n. 
Iam vero ad secundum problema aggrediamur. Demonstravit primus LAPLACE, 
satellitum annularium aequilibrio , dummodo tempora circuitus eadem sint , 
semper duas axium relationes satisfacere, quae, si V maximum valorem 
= 0,108605 recipiat et ellipticit.as \ i l  = 2,594 fiat, inter se  non differant. 
Cum igitur in lunis ejusdem velocitatis angularis ROCHIO et VAUGHANIO aucto- 
ribus, item semper duae, in ellipsoidibus etiam tres axium proportiones pos- 
sibiles sint, proximum erit disquirere utrum etiam solitariis sine corporibus 
centralibus annulis duae aequilibrii conditiones adjudicandae sint; atque rem 
ita se habere, analyticis disquisitionibus probatur. Paribus valoribus V semper 
duae axium proportiones satisfaciunt; annulus autem parum aut valde ap-- 
planatus est, et ita applanatus, ut dum valor V decrescit annuli Laplaciani 
valde applanati excursio r :  b constans maneat, interior ver0 diameter crescat, 
solitarii contra annuli (p) excursio decrescat et ad unitatem accedat, interior 
ver0 diameter = zero fiat. Annulus (P) in infinitum discum transit, si V 
= zero fit. 

In Laplaciano enim annulo (P) est 

et inde quod, si densitas et volumen constantes valores retinent 

sequitur 
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92 Id a t t hi e s  sen : De annulis sidereis sine corpore centrali. 

ergo 
a,bi=ab8, et aba:a ,b i=br , :b , r  

vel r : r ,  = b:  b, , ergo si r,  > r  ponimus, interior diameter r,  - b, > r -  b. 
Ac primum quidem ut illa theoremata demonstrentur, necesse erit poten- 

tiale annuli valde applanati in centrum principalis sectionis normalis calculare; 
calculari autem pote&, dummodo b ab r paullulum differre supponas, cum 
contraria suppositio ad nullum eventum ducat. Quod problema per se diffi- 
cillimum approximative solvere conabimur supponendo sectionis normalis et 
principalis proportionem axium b : a  maximam et majorem semiaxem b non 
nimis a radio vectore discrepare, quas res ideo supponere licebit, quoniam 
item contraria suppositio ad nullum duceret eventum. Ut igitur a et b sint 
semiaxes ellipticae eectionis transversalis valde- applanatae , porro attract;io 
barycentri ad sectionem principalem pettinentis per unum ex annulo elemen- 
tum = A ,  utriusque distantia = e ,  habebimus approximative : 

Addito numero coefficiente '3 ejus voluminis ratio redditur, quo interius 
'I' 

dimidium annuli ab exteriore separatur et quod per $a ban expriai potest. 
Est autem hoc volumem aequale duplici ellipsoidi rotatili, cujus sectio cum 
sectione annuli transversali congruat. Cum attractio illius voluminis in duas 
perpendiculares componentes distribui possit, ex quibus una quae integrali 
proposito continetur manifesto = zero fit, altera per se cornputanda erit, et 
prope habebis 

Est autem sectionis transversalis aequatio haec 

et contendi poterit, attractionem A,  quia (b - < b2 - y2 < b2, inter termi- 
8 nos x = b  (b -y) et x =a versari, quin propter magnam ellipsis distantiam 

focalem prope ad x= a accedere. Prior terminus attractionem A ,  rhombi 
exprimit, cui a et b sint semiaxes, posterior attractionem oblongi exprimit. 
Quoniam vero areae utriusque figurae et ellipsis proportionem retinent 
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X = 2 : 4 : n, erit attractio A R  elementi en annulo prope -A.  I a 6  ver0 Io ,  si 4 
a x = 5 (b- y) ponimus, est 

qua in aequatione tg8 = b : e  ponitur et visibilem majorem semiaxem ele- 
menti ex annulo significat quippe qua ab attracta sectione normali visibilis sit. 

2" Si x = a ponimus, erit 

Quia demum d r n = r d q  = - 2 r d S ,  est etiam 

e t  siquidem pro minoribus differentiis differentialia in troduxeris , id quod 
propter illorum valorum exiguitatem concessum erit , simulque 2r cos3 
= b cot 8 posueris, ex secunda aequatione et ex aequatione aequilibrii 

R-i-02r = O . - 

efficietur motionis aequatio haec 
2 r 

4 -= d(cot 8) 
27.f P 

COS 
b" 

O 
-- cota2 

4 r2 
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94 Mat  t h i e s s en : De annulis sidereis sine corpore centrali. 

Ut summam seriei 

posito cm= 1 , reperias, differentiator secundum x, et habebis 

Quodsi substitueris l -x=km, illius summae integrale reperies hoc 
n 

S=- lgnat(2 -x +2\11 -x)+Ignat4. 

Ergo posito x = 1, erit S= lgnat4. 

Series sltera fere est nequalis (l + lgnat 4). 

Proinde habebis 

vel 
a b  

VI,--1 - 4 ~ ~ ~  nat ( 55,0, r) . 
Adhibitis formulis antea explicatis, porro habebis 

Cum vero V intra valores V; et VI, versetur, et proxime quidem ad valorem 
VI,, ponere licebit 

Quae analysis ut  extra omnem dubitationem sit, experimento utere hoc: 
inquiras in attractionem AR alicujus ex annulo elementi duabus principalibus 
sectionibus normalibus, quae altera proxime ad alterum per centrum annuli 
fiunt, terminati ; quale elementum manifesto instar laminae est ellipticae , 
cujus crassitudo ab interiore ad exteriorem partem crescit. Cogitemus talem 
laminam parvo axi 2a parallelam in parallelas lamellas distributam, lamella 
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Ma t t hi e s s e a : De annulis sidereis sine corpore oentrali, 95 

quaeque attractionem habebit hanc 

qua in expressione E distantiam circuli a puncto m indicat. Integrale fit 
ProP  

Totius vero ellipsis attractio in directione distantiae centri a puncto m est 

Quod attinet ad factorem (Y+ y), integrale A in duas partes dividitur, ert quibns 
posterior aequalis zero est. Potentiale vero totius laminae ab interiore ad 
exteriorem partem crassitudine crescentis, cum in duas inter se perpendi- 
culares componentes dissolvatur, praeterea ad calculationem adhibendum erit. 
Reliqua pars integralis quam proxime accedit ad banc aequationem: 

abn A= 
@ \iBo.i+ba ' 

Si porro A per laminae crassitudinem - 2 r  d 9  multiplicatur ejusque attractio 
in radium vectqrem puncti attracti projicitur, habebimus : 

attractionemque totius annul;, quod attinet ad punctum m 

Denique si posueris E c o s 3  s z ,  ergo 
b 
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O6 ,' M a t t h i e s sen : De aiindis sidereie sine corpore centrali, 

erit 

abxfp CE z 

. . 
O 4 9.8 

qui valor R cum supra invento congruit. 
Restat ut computemus, quanto potentiali exterius annuli dimidium inte- 

riori dimidio praestet. Praestat autem volumine aequali #na b8. Supponamus, 
id quod prope ad veritatem accedit, hoc volumine centrum sectionis normalis 
perinde attrahi, ac si illud in ejus annuli formam redactum esset, cujus radius 
vector =gr ,  vel si excursio parva, applanatio permagna esset, prope = $ b 
esset. Tum ejus peripheria foret 3bn atque sectio transversalis t u b .  Qualis 
a m d i  attractio, si in directionem virium et centripetalis et centrifugae pro- 
jecta esset, fere efficeretur : 

siquidem integrale per formulam Cotesianam approximative cornputatur. Iam 
vero ubi utramque expressionem in parenthesi conjunxeris, habebis 

Postremo ubi VI, cum valore V conjunxeris, prope terminum positionis r = b 
habebis motionis aequationem hanc : 

Itaque V versari potest tantum inter hos terminos : 

dum fl +ha inter O et oc, Q inter 0 et I versatur. 
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- Inkra terminos a = O et f= 0,25 constans n est aeqnalis 23,5, infra ter- 

minai T=.o,% e t  .r=l est constans n 5 * ; nisi forte paullulo 
( 5  1 

minus decrescat. 
Iam vero u t  applatlationem accuratius definiamus, eam ut functionem 

valorum V et .c derivabimus. Qua approximandi ratione valores, X d x  et 
(Y+ y definiri possinf, quorum vaiorum summam, si suprema super- 
Ecies aequilibris est, aequalem zero esse oportet, in Ann. phys. et math. 
( S c a ~ B ~ n m ]  X, pg. 70 a me expositum est. Aequatio ' 

Xdx+(Y+08y)dy = O 

manifesto simul differentialis aeqnatia sectionis narmaEs est, quapropter idem 
significat quod differenitalis aequatio ellipsium;'dico 

(î +a*)xdx+ydy = 0. 

Est vero attractio A, puncti (0, a) ab exteriare et interiore aequatore longis- 
sime distantis per totum annulum effecta, ergo attzactia poli sectionis normalis 
major quam vis componens A,, ab infinito elliptico cylindro ejusdem sectionis 
transversalis orta. Ea differentia A,-&, praxime exprimitur integrali hoc 

. = - l x f p a  fa" mIgnat tg- I)f + 

Proinde vis componens X attractionirq qiiae attinet ad aliquod punctum (z, y) 
in directione x axi parallela itequalis est 

Vis autem componens BI, qua per annuium punctum (O, b) attrahitur, a ri 
componente B,, ejusdem hgpothetici cglindri paullo superatur, ita u t  appro- 
ximative sit 

AnnaH di Matematica, tom0 III. 13 
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98 Mat  t h ieca s en : De annulis sidereis sine corjpre central.' 

Itaqua vis componens Y, qua per annulum aliquod punctum (x ,  y) in direc- 
tione g axi  parallela attrahitur, quoad ad applanationem quidem valet, erit- 
a%qualis ' 

~ifferentidis ver0 aeguatio sectionis transversalis ellipticae efficietur, si at- 
tractiones per elementa directionum suarum dx  et dy multiplicaveris, su6-  
mam multiplicatai.um attractionum per 2nfp diviseris et aequalem vero po- 
sueris in hunc modum : 

Sin antem in hac formula et in differentiali aequatione ellipsium homologos 
numeros coefficientes aequaveris, habebis : 

- .  
Xecunda formula (2) revolutionis spatiui,  formula (3) applanatio annuli. de- 

finitur. Quodsi ex formula (2) $ in formula (3) .substitueris, pan0 \Il + hS=p 

posueris et aequationem secundum V dissolveris' êfficietur formula 

'I 

Si excursio r : b satis magna fit, prope reperitur 
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Porro est - 

Si valor V minimus est, p accedit aut ad unitatem aut ad oc, pariterque r : 4 
s u t  ad bo aut ad: unitatem. Inde sequ'-itur, SI expressioni majores tralores tri+ 
buuntur, poni. posse 

e t  quia est 

Si p  aliquanto major fit et v ad unitatem- accedit, postremo est' 
# 

Itaque si r : b unitati , n numero 9,36 adaeqnaveris, manifesto p fiet aequalis 
cc, V aequalis zero, i. e. figura terminalis annuli valde applanati eris discus 
infinite extenuatus sine apertura centrali 

Ut valores coordinatos a ,  p e t  V computemu~ : 

1 . O  adaeqtiemus r : b sive l : lt valoribus arbitrariis ; 

2 . O  ratiocinemur V p  sive V \ll + hs ex formula (2); 

3 . O  item ex V p  secundum formularn (4) vel (8); 

4 . O  item V ex formulis (2) et (3). Simulatque valores p approximativg 
computaverimus, iterum et accuratius reperiemus V ex formula (4), qua ra- 
tione identidem valores p corrigendi erunt. 

Perspicuitatis causa, praesertim ut maxima et minima cognoscantur, quae 
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metis methodis difficile definiuntur huic loco affixi tabularn cooràieatg~urp 

Secundum hanc tabulam valor V numerum 0,139 excedere nequit; asse- 
quitup ver0 hoc maximum fere ubi excursio r : b proportioni semiaxium b : a 
aequalis fit. Si densitas et massa constantes manent, ibidem annulus simul 
k m  maxima velocitate angulari minimum habet diametrum exteriorem mini- 
mumque radium vectorem circuitus; denique, id quod infra probabitur, mi- 
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nimam energiam E=1;48$. Qpod attieet ad miaimà ~alorum P et r + b (ex- 
terioris diametri) exempli gratia est: 

F- . 
a,: bo:r,=1?'1,9690:3,'1141, (r ,+bo)lr~=2,9:1,9 

a, : b,:  r, =_1 : 1,1500: 4,600, (r + b , ) :  r, = 5 :4  - 2- 
ergo I " .L - Q 

a r : 3 ,  Zi, = rQ 1,969 : 3,1141 

ergo r, + b, < r, + b,. Eodem modo Peperietur 

(erg9 r, < r,. Praeterea est 

vnde sequitur b, > b,. Exigua quaedam numerorum ab indicati8 theorema- 
%bus discrepantia prope locurn minirni ,valoris E e dubia aliqua approximandi 
ratione, qua constans n cornputatus est, exoritur, quem numerum hoc loco 
reapse aliquantulo majorem esse verisimile est.r Cum maximo velocitatis 
%otatilis valore etiam minimus energîae valor. coincidit, quae nunc erit epe- 
eulanda. 

Quae relatione~ inter excursioliem , applanationem , velocitatem rotatilem 
sive angularem, crassitudinem et -inter energiam ïntercedant, et quomodo illae 
relationes expansione et condensatione commutentu~ dum energia maasaque - 

constantes manent, erit accuratius investigandum. 
Ad energiam cornputandam utamur eo principio, quod summa planitierum 

substentatur, in hunc modum : 
/5 
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et quia 

Si uni-tatim talem eligimus, qualein jam antea in speculandis ellipsoidibus 
supposui (+) -, 

ii3~2-\ -=l (12) 

efficitur 

Quae aequatio , si annuli -parum applanati valoresque lt minimi sint , in se- 
.quentem transit : 

Bisce formulis adhibitis rnmneatorum summa, si massa et densitas constantes 
manent , positis certis quibusdam valoribus V et a sic computari possunt , ut 
jam per tabulam supra affixam computavimus. .Praecipue res~iciendi vi- 
dentur valores E positis V = O et V = max. 

In priore positione .G erit aut O aut i, i(1 +ils aut 1 aut co, 

a)  posito Y= 0, 2= 0 est 

V'Y Vlg nat (23,s : 7") 
7= 4 =a, E=cio 

(*) Zeitschrift f i  Math cc. Phys. von SCHLOEIILCH. Dresden (1861), pag. 69. 
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6 )  posita V= O ,  z= l secundum formulam (10) est . 

-cl posito V= 0,1392, ~ = 1 :  1,9 est 

ergo E ad minimum valorern pervenit, sicut secundum problematis naturam 
exspectaveris. 

Valores LimE,  quod attinet ad annulum (a) et Ell(y) mirua in uiodum 
congruunt cum valoribus /mE, quod attinet ad annulum '(P) et unde 
affinitate quadam has aequilibrii figuras contineri perspicitur. Est e n i ~  

in annulo (a) Lim E = , = 0,62893 
-8 

. * 2 et posito 11 = 17, uti secundum LimV licet 

Ex valore minimo E colligitur, in annulis aliter atque in ellipsoidicis aequi- 
librii corporibus valorem V maximum quemdam terminum assequi posse , 
supra quem ne stabilitas quidem permaneat, ita ut energia .etiam magis 
diminuta (ne subintelligas diminutam revoliitionis velocitatem) aequilibrium 
desinera, necesse sit. Novus contra iq. hoc termino impulsus annulo adjectos 
i. e. quaeque amplificatio energiae efficit, ut revolutionis velocitas diminuatur, ; 
aiigeantur radius vector atque diameter exterior. Quo fit, r u t  anuulun i n  for-, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



mam (a) vel (P) transeat dum aut ejus apertura dilatcrtur et applanatio di- 
minuitur e t  applanatio augetur. 

. 
Denique posito E=w , annuIns:(a) in infinitum cyhdrdm cum sections 

circulari transit, geneticam quandam cum Jacobico ellipsoide (y)  relationem 
recipiens; annulus (p) autem in infinitum discum transit, ganeticam quan- 
dam cum Laplaciano ellipsoide (P) relationem recipiens. Omnes autem inter 
annulos et ellipsoida relationes maxime pefspicue intelligentur, dummodo 

E graphicae delineationis causa V et Jscissas et ordiliatas alicnjus corvae 

feceris. 
Ubi V maximi, E ninimi valoris terminum assequitur, curva 

E = f W  
& 

habebit punc  tum prosil iens quod dicitur, cum ibi @ duas valores reci- 
u av 

piat, sc îhe t  
aE, - -- av O, as approximative = 0,25. 

aV 

Simulatque anndus in maxima sua velodtate o se dissolvit, massa tantum 
energiam 1,481 retinet. Secundum tabulas ellipsoidum (a) (P) (y) computatas 
ac delineationem graphicam ex iis deductam, massam necesse est m formam 
aut ellipsoidis (4 au€ (y) transire et qiiidem 

EU (P) c m  k n t i t t .  E=1,4û, V= Qi554, 2 = 7,O 

aut Ell(y) cum elementis E= 1,48, V A  0,0488, 1, -7,2. 

Porro ex natura problematis sequitur velocitatem revolutionis propter majorem 
massae in Centra aceuhlatianem augeri,- ei extezior annuli diameter a dia- 
metro ellipsoidis (& parum discrepat; atque ita profecto res se habent; nam 

M=fab%=29a ,b , t -  
quia porro 

- 

QI=P:3,'%Q, b,=r:4,8, a= b:'7,0 

P m  seqnitur ex graphica delineatbne, si Y ==0,033 ee E= 2,352 sunt, 
annuhm (a) et El1 (b) commune inter~ctimiur punctum habere : item si 
V- 0,033 et  E= 1,872 sunt, anDulum (,6) et El1 (y). Uterque ig i tu~ singna 
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laris valor E principalem massae impetum significat, quo fluidurn absolutum 
et homogeneum in duas diversas aequilibrii conditiones figurasve ejusdem 
velocitatis rotandi transformari potest. Quale problema LAPLACE in Mechanica 
Coelesti proposuit primus quidem, sedaon solvit, quum ellipsoide trium axium 
inaequalium aequilibrem figuràm esse ei ignotum esset. Existunt autem 
omnino non nimus quam quatuor singulares valores E, quoniam si 

V= 0,0038, E=4,037 

ponuntur, annulus (a)  cum Ell(y) intersectionis punctum commune habet; 
item si 

V = O,Oll, E = 2,542 

sunt, EIl(P) cum Ell(y) intersectionis punctum commune habet. 
Hae coordinatae approximative etiam ratiocinando definiri possunt. Posito 

igitur V=V,, E-'E,, Quiaz 

- 
E .  

(1 +a$ 
- 2 

ES.- 

-4 + 3'r2 1 

77 4 V= arc tgh:h---- 7 2 1  1" 

erg0 si V parvus valo; est; approximative Vm = x : 2 V efficietur 

vel approximative 
! 

23 5 e 3 x 8  lgnat  2 ,a = (a) . - = 7,07 
1,06 

Ut alterae coordinatae definiantur, ordimur ab aequatione 

Annali di Matematica, tom0 III. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



306 Mat thi e s s en : De annulis sidereis sine corpore centrali. 

Approximative est etiam 

Posito E= Er, fit erg0 

Quodsi substituitur in aequationem valoris V, habemus 

2,42 
6 = 4lgnat 2il,-1,5421guat (=)= lgnat 2~,(4-1,54') -l,EA2 lgnat - 

1,54 1,54 

Praeter has intersectiones nulla intersectionis puncta existere posse, imrno 
quatuor curvas nostras magis magisque parallelas fieri, ex terminis propor- 
tionis E: ET colligitur. 

a) in annulo (a) et ~ i i ( P )  haec proportio, si z aequalis zero fit, ad va- 
lorem zero accidit; nam 

Ergo posito V= Vv inde a puncto intersectionis Er est > E. 
b) In annulo (a) et Ell(y) est Limh, = 2: v,  proinde 

Lim (E : E,) = 1,4165. 
I 

Itaqne ET inde ab intersectionis puncto est <E. 
c) In annulo (p) et Ell(@') propter aequationes supra deductas est 

1 

LimE, = 1,0564 : VrT 
1 

Lim E = 1,3543 : V". 

Posito V = V p  est 

Lim (E  : E,) = 1,3513 : 1,0564 

ergo ET inde ab intersectionis puncto < E erit* 
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Ut postremo indagemus, qua ratione Fer expansionem et condensationem, 
si massa et energia constantes manent, excursio, applanatio, revolutionis 
velocitas annuli fluidi homogenei commutentur, ordimur ab aequatione 

Si ad duas densitates p et p, respicimus, es9 

vel 

6 9  
et  introducto o in bcum valoris V, qui est aequalis - 

2 x f  P 

S i  quantitates indice signatas constantes esse supponimus, ex ea aequatione 
sequitur in termino maximae expan'sionis scilicet in positione p = O ,  etiam 
valorem o esse aequalem zero; e t  ex aequatione antecedenti sequitur, etiam 
valorem V fieri aequalem zero. Nihilosecius nondum constat, utrum il = 0 
an =cc fiat. Quae quaestio iit dirirnatur, disquiramus annulos et maxima? 
et minimae excursionis. In illis prioribus inter mediocres terminos semper erit 

914 : '2.:b p3 > pt_ ($6) 

i. e, apertura e t  excursio annuli (a) cïesçan4 dum densitas decrescit. Idem 
efficitur ex aequatione 

a14 : hl4 - 
1 -P"& (17) 

quae deduci potest ex formulis (6) et (lQ. Itaque valores coordinati sunt 

In annulis contra minimae excursionis, in quibus il major numerus est, ex 
formulis (10) et (14) efficitur 

A 
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et quia z ad unitatem accedit, dum h maximus valor fit 

a:  a, = p z  pl . -  W )  

Idem etiam ad El1 (P) valet. 
Unde sequitur annuli (P) aperturam diminui, applanationem crescere, dum 

densitas augetur. Coordinati igitur valores sunt 

posito nempe atque concesso usque ad hos terminos statum fluidum per- 
manere. Inde concluditur gravissimum theorema hoc : 

Si massa e t  e n e r g i a  c o n s t a n t e s  m a n e n t ,  per' condensat ionem 
a n n u l u s  (a) i n  a n n u l u m  (p) t r ans i t ,  non d i s so lu tus  ubi 1 : Y =  1,9, 
et magis  magisque usque a d  f i g u r a m  disc i  applanatur .  

Porro ex aequatione 
M= 2n'pabr=2n2p,a,blrl 

annulis (p) jam valde applanatis secundum formulam (18) esse sequitur 

6 - 6  abr : a,b,rl = pl : p=:. a 
ergo 

et 

Cum vero Limv constans ait, ex formula (20) intelligitur, etiam limitem 
valoris r constantem fieri, i. e. quamvis infinite condensatum sit fluidum, 
tamen tabulae instar fini ta^ extensionem retinere. Idem cadit in EH(@). 

Iam ver0 secundum formulam (18) habemus 

Lim (a, : a,) = Lim (pl : p,) (21) 
i. e. in eo termino, ubi r e t  b constantes fiunt, annulus exteniiatur propor- 
tionaliter cum gradu condensationis [ut in Ell(@)]. Maxime vero mirum est, 
quod etkm d o c i t a s  rotatilis o ad finitum quendam terminum accedit et 
idem in EU(@) fit. 

Ut enim Bit PI =1 et ul = 1 ,  positis praeterea 
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Quod si in formulam (14) substituitur, fit 

e t  quia 

Aequatio (22) offert exponentem proportionis, quae inest in formula (18). 
Secundum aequationem 

est 

Vires centrifugae in exterioribus aequatoribus sunt in proportione 

k ,  : k ,  = oi (r, + b,) : oi (r, + b,) 

in interioribus aequatoribus annulorum 

ko : k1 = O: (r, - b,) : ui(ro - b,) 
ergo 

Si .c, et it, minimi sunt valores, habemus 

Cum vero Lim (b,  : b,) = Lim (Y, : r,) = 1 sit , secundum 
etiam Lim (k, : k , )  = 1 .  

(27) 

formulam (26) fit 

Ad limitem r definiendum, adhibeamus formulam (25) ponamusque 

' f : r1=1,9,  o l==l ,  o==4,161. 

Tum habebitur 
Lim (r : r , )  = 0,34647. 
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Ergo per infinitam condensationerq radius ~ e c t o r  inde a maximo valore V 
tantummodo fere usque ad tertiam partem longitudinis abbreviari potest. 
Ide@ approximative fit in El1 (6. 

Ex aequatione 

k ,  : k,  = ot(ro+ b,) : o;(r, + b,) 
* * 

porro sequitur, positis 1 : r, = 1,9 et k,  = 1 , ergo r, + b, = 1, esse 

Lim (k ,  i k,) = 4,161' -2.1'9 0,34647 = '7,8604. 
289 

r 

Tum igitur vis centrifuga in exteriore aequatore maximum terminum asse- 
- 

quitus. Cum vis centrifuga in interiore aequatore aequalis zero fiat, itemque 
gravitas, exterioris aequatoris gravitationem, ut aequilibrium permanere 
possit, cum vi centrifuga aequari oportet. Universa enim massae attractio 
in aequatore est:  

et secundum formulam (22), quia praeterea 

.Mernoria dignum fuerit, id quod ex  antecedentibus tabulae numeris sequitur, 
esse 

Vmd3 = + ~ i r n ( V \ I i  -+ AB). 
Porro qualitas annuli (P) posito p=m, etiam eo cum qualitate Ell(/3) con. 
gruit, quod in hoc termino vis centrifuga cum massae attractione in aequa~ 
tore aequiparatur. Itaque gravitas in aequatore inter terminos p = O et p=cc 
maximum quemdam' valorem assequitur. Idem in El1 (@) fit, si A= 7,07. 
Quantus autem ille maximus valor sit in annulis, tiifficillimum erit dictu, 
et quod attinet ad ellipsoida etiam impeditae ac difficilis aequationis tran- 
scerdentis dissolutionem requirit. 
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Priusquam hanc commentationem concludamus, ex graphica relationum 
quae inter valores E et Y intercedunt, delineatione, in qua abscissae cur- 

E varum variabilem valorem V, ordinatae variabilem valorem - repraesentant, 
16 

colligimus hoc gravissimum theorema : 
Pro quaque  e n e r g i a  i n t e r  tè rminos  O e t  0,62003,  massa f luida 

n o n n i s i  unam aequ i l ib r i i  f iguram sci l ice t  El1 (a) i n d u e r e  ; pro 
q u a q u e  e i iergia  in te r  teminos  0 ,62003  et, 1,48 semper  duas 
aequ i l ib r i i  f i g u r a s  sci l icef  El1 (P) a u t  El1 (y) r ec ipe re  ; den ique  
p r o  q u a q u e  e n e r g i a  i n t e r  t e rminos  1,48 e t  cc semper  qua tuo r  
aequ i l ib r i i  f l g u r a s ,  E11(@), El l (y) ,  annu lum (a) e t  a n n u l u m  (P) 
exp le re  potest .  
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MAmoire sur quelques problbmes 
cubiques et biquadratiques. 

(par  M.' SMITH, à Oxfort) 

O n  admet qu'on peut résoudre par de simples intersections de lignes 
droites tout problbme de géométrie plane, qui n'a qu'une seule solution, et 
qui n'est pas transcendental; ou, pour nous exprimer avec plus de précision, 
tout probléme dont 1a solution unique peut s'obtenir par des intersections 
de courbes géométriques d'un ordre quelconque fini. On admet de meme, 
que tout problkme quadratique, qui n'est pas transcendental, peut se résoudre 
par des intersections de lignes droites, e t  de sections coniques; et, plus 
généralement, que tout problème qui n'a que n solutions, et qui n'est pas 
transcendental, peut se résoudre par des intersections de droites, et de 
courbes de l'ordre n. Et en effet, la vérité de ces thdorèmes paraît découler 
des premiers principes de l'blgébre. Mais quand il s'agit de problémes d'un 
degré supérieur au second 'il se présente un choix de méthodes, puisqu'on 
peut se servir, soit des intersections de droites par des courbes dont l'ordre 
n est égal au nombre de solutions du problème, soit des intersections de 
courbes dont l'ordre est intermédiaire entre les deux nombres 1 et n-1. 
Ainsi, l'on peut faire dépendre la solution de tout problème cubique ou 
biquadratique, soit des intersections de courbes du troisiéme ou du qua- 
triéme ordre par des droites, soit des intersections mutuelles de courbes du 
second ordre, puisqu'on a la même évidence algébrique de la généralité 
absolue des deux méthodes. Or, c'est la derniére de ces deux méthodes qui 
parait la plus simple, et qui B été, h juste titre, préfhrée par les géométres. 
Ainsi, l'on a ramené la recherche des points d'intersection d'une droite par 
une courbe du troisieme ou du quatrieme ordre à la recherche plus simple 
des points d'intersection de deux coniques, tandis que personne, que nous 
sachions, n'a suivi la marche inverse, qui Li la v6rité serait peu naturelle. 
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11 nous a donc paru qu'il fallait avant tout apporter quelque perfectimne- 
ment thborique aux moyens dont on se sert pour trouver les intersections 
de deux coniques données. Pour cela, nous avons cru devoir imiter, autant 
que possible, les méthodes dont on s'est servi si heureusement pour les pro- 
blhmes quadratiques. En effet, on sait que tout problhme, qui n'admet qae 
deux solutions, et qui n'es pas transcendental, peut etre résolu par les 
intersections d e  lignes droites, et d'une seule circonférence de cercle, tracée 
d'avance dans le plan. On doit ce beau résultat, base véritable de la partie 
opérative de la science, aux travaux des illustres fondateurs de la géométrie 
moderne; il suffira de citer à cet égard le Traité des Propriétés Projectives 
de M.  PONCELET, et l'ouvrage élémentaire de STEINER, ayant pour titre: 
Die geometrischen Konstructionen ausgefuhrt mittelst der geraden Linie, 
und Eines festen Kreises. On suppose ordinairement que le centre du cercle 
tracé est donné, afin d'avoir en même temps la ligne droite à l'infini, et 
les deux points imaginaires conjugués où cette droite est coupée par une 
circonférence quelconque; éléments dont la  connaiss5nce est indispensable 
pour la solution d'un grand nombre de problkmes dont les données en d6pen- 
dent, soit explicitement, soit implicitement. Nous ajouterons, qu'au lieu d'une 
circonférence de cercle, on peut prendre ponr courbe auxiliaire une section 
conique quelconque complétement décrite, dont on doit connaître, non seu- 
lement le centre (ou deux diamhtres, si la courbe est parabolique) mais aussi . 
le foyer. 

En passant aux problémes d'un ordre plus élevé, nous supposerons qu'une 
seule section conique (qui d'ailleurs ne doit pas étre un cercle) soit complé-' 
tement donnée et décrite, et nous démontrerons qu'en se servant de cette 
combe auxiliaire on résout tous les problèmes cubiques et biquadratiques 
avec la regle et le compas seulement, en les ramenant, pour ainsi dire, dans 
les-limites de la géométrie élémentaire. Nous ferons aussi remarquer que 
ponr chaque problème il suffira de tracer une seule circonférence de cercle, 
et qu'en supposant connus cinq points seulement de la section conique, on 
peut remettre la description de cette courbe jusqu'au moment où l'on veut 
en déterminer les points d'intersection par le  cercle qu'on doit tracer. II 
est bien entendu que, lorsqu'on veut opérer de cette manihre, on doit sup- 
poser que la ligne droite b l'infini, et les points cycliques sur cette droite 
soient connus; c'est dire que doivent être données (1) un parallélogramme 
quelconque (2), deyx angles droites, ou trois angles égaux quelconques, ces 
angles dans les deux cas pouvant avoir ou le même sommet, ou des som- 

Annali di Matematica, tomo III. 15 
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mets drfférents; mais. étant -assujettis & nB pas former nn cparallelogramme, 
pans ces donnée~f, cm ne pourrait détaminer ni le centre du cercle, qu'on 
aura & tfàeer, ni son nyon. La solutiw de chaque probl&me.cubique sera 
purement linéaire, sauf le tracé duecer&e; mais p o y  les -&mes biqua- 
dratiques il y aura eia. g h é r a l  mie' construction quadratique, qu'ion 'ne pourra 
eviter, mais qu'cm   OUR& effectuer, so i t  avan$ soit après le trac6 du cercle. 
Mai6 pilisqq'a~*point de vue pratique on abrbge beaucoup d'opérations 
linéaires en se servant d'une section conique, mus  n2ipsisterons point sur 
1st héar i t6  $ k d u e  des cohstrndians, et, le plus ordinairement nous ferons - 

mage eh ehadue probléme da l a  conique auxiliaire dés Je commencement 
meme de - la rsolutim. 7 

La méthode que nous venons dY~sq=uisstk- n'a siee de bien azouveau, puis- 
qu'qa Ia -trouve d4&,  -comme résultat analytique$ dan& la ;Géornétrk de 
DESGAETE~ (*). Mai# n o m  ne ccixmaisx~ns pas a n  seul problerne qui ait été 
~ésoru g6ométriquament par cette méthodei. Les a.rrteurs q u i  on traité de cette 
matiére, parmi lesquels nous signalerons DE EA. HIRE, W A ~ L A U R ~ ~ J ~  et JOA- 
mrumuz [**),~ouB paraissent ni3 paa  ami^ ccherch(i h dérrlontrer paP des con- 
t~idérations de géométrie pure la propositfon %i rernaqnable de DESCARTES, 
ai 3. s'en-servi& pour la aolut i~n gédmétrique &s pilablémeei Aihsf MACLAURIN 
ne. s'oc~upe-t-il @re que de la ccrnshuction géom6triqbe des racines des 

- Bquationa alg@~ique&-bi w H m ,  qui s'est prdpos6 de trouver les normales 
à une section conique qui passent pali un point d6nnér ~'a-rat taché sa solu- 
tion de eei- p~oblèine LL aucana thémfe gém&trique ; anfis,  $ ~ C ~ & T H A L ,  

q%i a dom4 UQ~. anire $dntion, #un& ' lé16gwe? admfr~bhp-tle ce méme p m  
bihrne biquadratiqde, s'esti encore semi de foirmulés malytiquek, dont, comme 
il l'avoue lui méme, qa mristructiion géom8triqu~ nJ&&pis, ~ntiéirement %&an- 

.<chie.- 11 restai6 dano & trouver  le^ lieni quih xattachenlnla proposition de 
r h s C Z ~ ~ ~ a ~  clux thérraes modernes de k scienm,ma: Ct montrea& parti qu'on 
.pe& en +%reg pour .les- ~ o n s t r u c t i o ~  actiiaLimrrder-la: .+jÉtométrb pme. Nous 
&ou& ernptessens d'ajmter que dans: ces dé~eloppemendk noys ùz'aurons qu'à. 
nous occupm d%- considérations trh elémentairek. .En b naus us admettrons 
que  la solution da tout. probléma cubiquqou biquadratiqna pe& se réduire 
à @ déterminationkks paints d'ini5ersectioni.de d e h  conipek, qiY. ne sont 
pas décrites, mais dont chacun4 es8 détemin6e- par on -nombre suffisant 

("1 Note 1. 
1 9  Note II. 
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d'hléments; et  nous raménerons ce dernier problhme il celui de trouver les 
points d'intersection d'une xirconféresce de -cercle par la section conique 
décrite d'avance, au moyqn de simples trmsformationts homographiques ou 
corr&atives, Boqt on pourra se servir en plusi&G inaniéres différentes. 

Les problémes quehotis aurons & ré~asdre, e t  &r_taut.le problème cubique 
dont: la solutioh est spÉcialement d e m d b â  pas .dlAcadépie, impliquent nê- 
cessairement $es cmkidaratims relatives pu9r élément& ime&a&es. NOUB 
jugeons dano A p p o s ,  ayant dq maPr ansuje$ >qui dei$ soua occupes grhl 
cipalement, gentzer d m s  q d q d s  , d e ~ A 8 m c e f t e  matièr& Nous smnmes 
loin de penser; que;d~m poizrriDns pjjoutea4à~etdgard !quelque chose qui 
fût inconnue aux géométres; et nous n'avons aucune prétention de pouvoir 
éclaircir la--amie &th.  de sxi phénop8ne singulie~ qu'on nomme l'imagi- 
nhire en g&ohétrie, Mais aoW avons remapqu6,y;lubles questians théoriques 
qui cancernent Ids isipzaginaires ornt 6th traitées avec beaucatip plus de détail 
que le~l queskiam pratiqubsu Oril ad3ien donné les xmyens nkcessaires pour 
déterminer lm BLiXentq eéels, qili dépendent pour zainsi, dire immédiatement 
d'éléments imaginaires ~08sé8, OB sait, par exemple3 drouver les axes de 
symptose réels d e  deuz couples de droites imaginaires canjuguées etc.; mais 
il s'en faut hebucoiip qus de telles détermanations au$sent aux besoins 
actuels de la s c i enc~ '  & paratt réadter de considerations algébriques tri% 
élémentaires que bub  pr~blixae .qui peut sa +audrè lorsq'on en suppose 
les donnAes réellesd devra egalementj rester résoluble lorsq'on substitue deux 
6léments imaginaires oonjtigués ft deux éléments quelconques réels qui 
entrent symétnqueaent dans la que&ion, Mais pour operer généralment cette 
extension de b solutiore d'un probl&me_ aux données réelles B la solution 
d'un problème aux données imaginaires, il faut souvent, du moins dans l'état 
actuel de la science, isoler L'un de l'autre les deux éléments d'un même. 
couple d'déments imaginaka conjugués, afin de faire sur chacun d'eux une 
suite d'opérati~ns plus ou moins longue, ayant pour résvltat des couples 
d'éléments imaginaires coqjvgués, dont la combinaisoq donne enfin les 616- 
ments réels qu'on cherche. Cet& isolation des éléments imaginaires n'a rien 
d'absolu; elle es t  ~elat iva nn systbme de deux éléments imaginaires con- 
conjugués arbitrairement choisis. En effet, étant donnée une seule couple 
d'éléments imaginaires conjugués, il paraît tout aussi impossible de distin- 
m e r  entre ces élémests que de distinguer entre les racines de l'équation 
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s ai& de meme qu'en distinguant hypothétiquems~t enti% les- deux racines 
de cette équatione (ee qu'on fait, par exemple, quasd oii les designe par 
-I- i et ,- 23, on parvient ii distilrgaer en m?ma temps entre les deux racines 
imaginaire& de toute, autre équation quadratique; de même, en créant une 
fois pour toutes wrs distinction fictive estre, les deux, 6léments d'upe couple 
quilconque d'&ments imaginaire8 conjugue%! 0x1, arrive B établir en même 
tempe uni dis6nctign phreille entre les deux éléments de tonte autre couple, 
puis, en adwettant çette isolatjoa ~elatius, or[ peut apéres sur les Blémenta 
imaginairgs tout aussi bien qua sdr lies élhments réelsy quoiqu'ib faut avouer 
que, qans k cas des premiers, les bpémtion~ anxqudle~ m e  k m ~  konduit 
sont gresgue toujours dlune longueur ~ebutante. L'iUuQtm &regrettable 
auteur de la Géométrie ds Situadion a sayamment effectué cette isolation 
bypothétigue des él8ments imaginaires, en rattachant chape  b l h s n t  d'une 
même cou& à J'an des deux sens: oppos6s QX'QB parilt ; b @ m e r  ex  toute 
formation géoqiétrique qui, contient de6 éIémenb irpaginaisqsa Mais cette 
manière de, considésey la, chose, qu~ique txéa utile pour les développements 
théoriques, qow semble se prêter aux canstruicti~ns wec p30ib~ de simplicit6 
que, celle que n o q  avens dû préférer pour nQtr9 but slctuel, 

D'après ce qui,vipt djetre. dit, nous diviser~ns es ifiépbjre e).~ tr'rais parties. 
Dans la, pemière noys traiterovs des cons@mtions dqnf lea donrlées sont 
ima&ises; dans la seconde p u s  démonQerwis lg $héarkme de DE~CABTES; 
&ans 14 lJ troisieme nous etndierons divers piol&me)o q&iqaee ou biqnadra~ 
tiques, A.- f i et )atammenk qui a été ~ignalfi pa~l '~md61niaad I 

Pans çette, de notre travail, nous' ferons -psagel du mpt grec-dyade 
ponr-exprimez I,'er&emble de deux é16mpts- ~onjuguéa imaginaires. Par 
chaque dyagg de points jmagiuaires iL passe -une seule àrqite &elle; -elle 
sera pour nous S'pxe, de lg dyade. Danp ~ ' y p @ ~ f 3 ~ ~ i b  *&@9 ~omga:eson sait, 
des 'dyades de droites imaginaires qni ne se coupent pas, et qui ne passent 
par aucan point réel. Mais les deux rayons d'une dyade de droites ima& 
mires, qui se tr~uvent dans un plan réel, se coupent en un point qui est 
toujours réel, et que nous nommerons lecsntre de la dyade de lignes droites. 
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Pour plus de simplicité, mous c ~ h s i d 6 r e r ~ n s c h q u e ~ d y a h  comme formée par 
Iea éléments doubles d'un6 inudution r6dlej-dont les segment.&, ou Iss angelg, 
empidtent las uni sar les tmtr6s. Cetta d40nition d'une dgadk anm toute 
la g6ntSralit6 néc~)ssdrS, pniqti%b -sait que toute dBtermination quadratique 
sa rhduit, en demihe analyse, Lh- b ~echer&&dswélémehts doubles de deux 
systèmes homographiqum, élédeats qhi sorrt s~ meme temps léfi éléméntL3 
doubles d'une Introîution, qubn &duit l a i e e  desdeux systèmes hamo- 
graphiqhes, en prenanft3dans c h w  'des d e u s  sy&&mes, rélêmerit conjugue" 
d'un memd élément P, darit 1ë ~onjugué -harmonique pai rapport Bses deux 
éléments sera a u s i  16 copjnguS daus Yinvolutim cherchée. Kous dirons 
qu'une dgade_est&n.a&, plaid en a deux oouples d'dléments r&ela d e  l'in- 
volution dmt la dyade xc!presenIxr lcrs.~lém~n& dtrublesA , 

Maintenant, si l'on pfend tine premiére dyde a,a, sur I'axe A ,  et une 
seconde. dyade b, b, SULC l'&go $3, différmt de &pn'il coupé au point (A, ,  B;}, 
les deux _coqle-edé droi te  imagiriaires a, b, ,  et a, b,, a, b, ,  seront 
Bvidemrnent: des dyadea cled&ite,es. M e n t  P. et (S' le$ cehtres de ceb dyades; 
noua les appellemns l è s  eentrss I h h ~ l o g l e  des dyades a, a,, b4 b,. On 
trouve linéairement 3a droit6 P Q, en joignant les deux poiak A,, B, qui sont 
conjugués de (A, ,  B,f dani! lm -deux invoIutions hul détermifient leé ayades 
tq a,, b,bp Mais h ~unstruction de$ points P,  Q eux-merne& est essentielle- 
ment quadratiqveL Soient a, a2, pl 8% d& coupies de points appartehant aux 
deux involutions respectivemént; Ieir points P, Q seront les pointd dhbles  
d'une involution, dont Ag B, e s t  uns pre&iere couple, et dont od trouve deux 
autres couples en prenant les intersections de P Q par les deux couples de 
droites a, pl, a, ,8, et a, p, , a, PJ. Cependant, on voit facilement que les seg- 
ments de cette involution ne peuvent pas empiéter les uns sur les autres; 
donc les points P Q seront toujours réels, comme on peut voir à priori. 
L'un des points P Q  Btant donné, paiitre s'en déduit linéairement, puisque 
P Q, A, B, sont quatre points harmoniques. Pour avoir une image nette des 
deux dyadsd e€ de leurs de& centres- d'homologie, on peut aemarquer que 
si a, a, est la dgadbdyclipfie B ~'înfini, b b 'est la dgade commune & un 

l. a systkms de cercles, ayani B pot& aie radical, et PQ pour points limites. 
Nous ne nous arreterond pas B Ia eonstrnd&n ~omelativè des axes d'homo- 
logie, ou dé. symptose, de deux2dyadeB de droites imaginaires, qui n'ont 
pas le même Centre. J 3 

E n  -co'ilsidérant dean dyades de point§ imaginaires, qui n'ont pas-le même 
axe, comme hsmo1ogiques'~ar Papport 8 l'un de leurs centres d'homologie, 
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on établit une certaine cemespondance entre les pgints des deux dyades, 
en telle sorte qae si Z'on .échange eritr'eux les points imaginaires de l'une; 
il- faut en meme temps Bchanger entr'eux les points imaginaires de l'autre, 
Puisqu'il a deux centres d'hotpologie, cette correspondan~e. peuh s'établir 
de deux manitres diffbrentw, qui se rapportent 9; ces deux centres respecti- 
vement Ainsi .nous dil'ans. qued'homologh des &uia tlyadm e s t  donnée 
pai- le centre P, ou par la centrb Q, selon que l'on a choisi le premier ou 
l a  second de ,ces ceatree pour établir 18 correspondance. Pour les  
dyades de droites imaginaires {dont les centres scmt différents, oh a, une 
définition ccirrelativ& ? fa 

. Si i'on a denx d y a d ~  de même espkce, ayank le mEme centre, ou l e  meme 
axe, on doit établir leur, homologie d'une manibre indirecte, en prenant une 
trokiéme dyade, dont le eientre ou l'axe soit différed, mais dont l'homologie 
avec chacune de£r deux premières. soit donnée, 

I.+'&omol~gie @'une d p d e  de points, et d'me dyade de droit es^ est donnée 
imm&liatement, lorsque les droites de la semdds dyade- passenb p m  les 
points correspondants de la premiére. .J3h taut antm cas on Btablit indirec- 
tement l'homologie des deux dyades; soit, en d6terminan$rle centre d'homo- 
log& de  l a  premierg dyade, e t  de la dyade d e  Poihts q& résulte da l'inter- 
section de la seconde: dyab paf un a$r& quehiiqn& rad9 mit km dhtermiaant 
l'axe d'homologie de la seconde dyade et d'une dyadg quelconque de droites 
imaginaires. passaat par da premiere dyade (*): 

Quand on ne considbre que deux dy?pades,4dépe-ndan'te~ ^l'mi& da l'autre, 
on peut choisir @bitrairement entre les deux manières de déterminer leur 
homologieh Mais en considérant un plu8 grand nombre da dyades, on voit 
qu 'w peut dispoeer comme on Veut de l'homokgie? de la 'sehnde avec la 
premiére, de la troisikmh avec la premi&re, et ainsi de suite, maifi, qu.'alors 
l'hom~logie de deuk dyades quelconques dg cettg série--8f!f& &mpl,"lBtement 
déterminée. Nous aurons donc B résoudre 'le &robRme ares géndral, maie 
trbs élémentaire, que ~oic i .  

Etant donnée l'homologie des dyades a, a , ,  
des dyades a, a , ,  cl c,, trouver l'homologie des 

L aJ. 

bl b, , et aussi i?homologi~ 
dyades bi b,, c, c,. 

- (Y) Note IIL 
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Ce problhme est toujours résoluble linéaiyement. Il y a plusieirra cas h. 
considérer, mais pour abréger nous n'en considérons que la moitié, d'où l'on. 
pourra déduire la solution des autres en s'appuyant sur le  p~incipe de dualité.' 

1. Soient A ,  B, C les axes des troi~, dyades de points a, a,, b, b,, cl c,; 
nous supposerons en premier dieu que ces droites soient toutes différentes 
entr'elles, Soient Q et R les centres d'homologi~ de a, a,, cl e,  et  dei a, a,, 
b, b, respecti~ement. 11 s'agit de trouver P le centre -d'homologie de b, b,, 
c,c,. On se rappelle que s i  Pr est le centre d'homologie opposB à P, la 
droite PP' peut se costruire linéairement (*). 

Première solution. - Du point Q projetons les points de l'axe A sur la 
droite C, et  dir point R projt9nns les ln6me~ points sur la etroite Soient 
a, a, deux poista conjugués de l'involution déterminant la dyade a, a,; Pl 
et y,  y,  les prcrjections de -ces points sur j!3 e t  C respectivement. Les droites 
Pl y , ,  y , ,  etc., envelopperont une section conique, tangente aux deux 
droites 3 eîi C; de plus, les couples da tangentes, telles que Pl yl , p, y,, 
formeront u s  système de tangentes en involution de cette conique; dom 
les pointa d'intersection des deux tangentes de chaque couple seront en ligne 
droite. Le pôle de cette droite, par rapport à la conique, est le point P 
cherché. Pour le déterminer, il suffira de trouver le point de contact sur 
chacune des deux tangentes Pi y,, @,yn: la eorde joignant ces points ira 
couper PP' au point P. 

Si les trois axes A ,  B, C se ooupent au même point O, les deux droites 
3, C, qui sont déjC1 homographiques par rapport aux points Pl@,. . ., y, y  ,..., 
deviendront homologiques par rapporLli ces mêmes points, puisque le point 
O se correspondra à. lui même sur chacune des deux droites. Dans ce cas 
le centre! d'homologie de8 deux droites est .précisément le point cherché P, 
qui se trouvera l'intersection des droites P P f ,  r) R. II y aurait aussi une 
simplification, si les trois droites QR, B, C concouraient en im meme point. 

Seconde solution. - On déterminera, comme nous avons fait dans la pre- 
mihe solution, deux divisions homographiques sur les droites .B et C. 
L'axe (**) de ces deux divisions coupera P PI an point P*. Ce point trouv6, 
la position du point P s'en déduira linéairement. 

Cette solution se simplifie (1) si les divisions homographiques sur les deux 

(9 Note IV. 
i"") L'axe des deux divisions homographiques cc2.. . , 82.. . est la droite lieu des points 

d'intersection des couples de droites telles que cq Pa, ua Pi. 
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droites B et  C deviennent homologiques, (2) si i'axe de ces deur divisions 
se confond avec PP? En ce dernier cas, on échange entr'eux, sur l'un des 
deur droites B et  C, les deux points conjugués de chaque couple de i'invo- 
lution qui détermine la dyade que l'on considbre sur cette droite. Alors les 
deux droites deviennent homologiques, et leur centre d'homologie est le 
point P qu'on cherche. 

Si l'axe A se confond avec l'un des axes B et C, an pourrait encore trouver 
l'homologie des dyades b, b,, el c,, en faisant de légbrerr modifications dans 
les solutions précédentes sans rien changer Q leur principe. Mais on peut 
aussi opérer de la manibre suivante, Soit z, z ,  la dyade auxiliare qui Btablit 
l'homologie de a, a,, b, b,, dont on suppose les axes coincidents. L'homologie 
des dyades a, a,, s, z, sera donnée, et aussi celle des dyades a, a,, c, c,; on 
en déduip l'homologie des dyades z, z,, c,c,. Mais l'homologie des dyades 
Z, z,, b, b, est connue; donc on pourra trouves l'homologie des dyades b, b , ,  
c, c,. Cette solution suppose seulement, que l'axe de la dyade z, z, ne se 
confonde pas avec C. 

Si les trois axes A ,  B, C coïncident, soit y, y, la dyade auxiliaire qui 
établit l'homologie de a, a,, cl c,; on trouvera par le cas préc6dent l'homo- . 
logie de b, b , ,  y, y,. Mais alors y, y, sera une dyade auxiliaire qui établira 
l'homologie de b, b, , cl c,. 

II. Ce qui préchde suffit pour tous les cas où l'on ne considère que 
des dyadea. de la meme espèce: nous allons maintenant supposer que les 
trois dyades a, a,, b, b, , cl c, soient d'espéces différentes. Nous rie considérs 
rons que les deux cas suivants, dana lesquels nous supposerons toujours 
que l'homologie de a, a,, b, b,, e t  de a, a,, c,  c,, soit donnde, e t  qrre l'm 
cherche l'homologie de b, b, , c, c,. 

(i.) 'Soient a, a,, b, b, des dyades de points, c,c ,  une dyade de droites: 
soit aussi y, y, la dyade de points auxiliaires qui sert Zr établir l'homologie 
de a, a,, cl c,. Pour déterminer l'homologie de b, b,, cl e,, on n'aura qu'à 
trouver l'homologie de y, y,, b, b,, ce qu'on pourra faire, puisqu'on copnaîtra 
l'homologie de a, a,, b, b,, et aussi celle de a, a,, y, y,. 

(ii) Soit a, a, une dyade de droites, P,b,, cl e? dea dyadea de  points 
Désignons par y, y,, z, 2, les dyades de points qui ètablissent l'homologie 
de a, a, avec c,c, et b, b, respectivement. Dans la série de dyadea b, b,, z,z, 

cl on connaîtra l'homologie de chacune avec celle qui la préckde: 
donc on pgurra trouver l'homologie de la premibre avec la dernière, 

On peut donner un Bnonçé plus général du probl&ne de cet article. 
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G Soient a, a,, b, b,,  .-.,'a$ x i  des dyades en nomBre qùetcdnque, de mëme 
espkce ou d'espéces di@ren$es; étant donnée l'homologie de chacune d'elles 
avec celle qui la suit awlm&digtentené, on peut troÜver l'homologie de la 
premi8re avec la dernière. » 

.Maintenant, prenons'arbitrairemenc une dyade, fixe, qui doit nous servir 
comme .terme de'. comparaison poqr toutm les autres dyades que bous aurons 
.ia considérer. Kous- dirons q u ' ~ n  étémen% imaginaire esf donné, qtiand la 
-dyade hl laquelle ceE 6lément 'appartient est donnée', I'homdogie de cette 
dyade avec la dyade fixe Atant aussi dotinée. On: voit, que pour connaîtte 
-üa élément. irnagiriah, il faut çonnaître (4) l'axe, ou le centré, de la dyade 
.à laquelle l'élément appar6ent ,~(2r deux couples d'éléments Aels de l'invo- 
lution qui détqmine =et& dyade, (3)-l'homologie dc cette 'même dyade avec 
la dyade fixe. Il faut convenir que de cette maniére on n'isole pas l'un des 
deux é1ément.i imaginajree d'une meme dyade, et que, par conséquent, 
l'expressiea d élément imaginaire donné », n'est pas 'rigoureuse. ~epehdant  
on v ~ i t  que siil'm échange un é1Bment imaginaire donné mec son conjxgu8, 
il faut en même temps échanger tout autre élément donné avec son con- 
juguéip Et des$ là touti-ee-qu'ib faut poils qu'on phisse operer avec des don- 
nées imaginaires, +de &a même ?naniers qu'avec dek données réelles. En eEet, 
nous pourrons maintenant résoudre le% deux problkmis correlatifs que voici. 

Trouvem le ppirtt d'intersection da deux droite$ donndes, dont Z'une a u  
r . moins est supposée %mxginqire, 

Trouver la clroite qui passe par deux points donnés, dont l'un au moins 
-est  supposé^ imaginai-. - Y ~  1 

Il suffira de considérer le second de ces deux problkmes. Soient donc a,, b,, 
deux points imaginaires donnés, dont les axes ne se confondent pas. Puisque 
les points a , ,  b, sont .donnés, *les dyades a, a,, b, b, , auxquelles ils appar- 
tiennent, sont aussi dmpées, dB même que l'homologie de chacune d'elles 
avec la dyade fixer On peut donc trouver linéairementrl'homologi~ de ces 
deux dyades. Soït P leur ceritre d'homologie; P sera 1s centre de la dyade 
h laquelle app@e.bt. Sa droite chemhhe (ai + b,). Les inyolutions- qui cor& 
 pondent au% dyadea a,a,Jb, b, déterminent la meme involution au point 
P; cette involntion déterminera la dyade Pa, b,, Pa,  b,. Enfin l'homologie 
de cette dyade de droites avec chacune des dyades a'b,, a, b, est donnée 

An~zali di Mutemutica, tomo III. 16 
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immédiatement; on peut donc trouver son homologie 'avec la dyade fixe; 
ce qui achbve l a  détermination de la d~oi te  (a,: b,). 

11 résulte de la solution de ces.  deux problbmes, que lorsqu'on peut 
résoudre linéairement un problbme quelconque, dont les données ne contien- 
a e n t  que des points et des droites réelles, on encore résoudre iinéai- 
rement ce même problème, aprks qu'on aura substitué, en tout ou en partie, 
des dr~i tes '  et des points imagïnaires donnés, aux données réelles du pro- 
blhme. On n'aura qu'A suivre de pas en pas la solution du problkme aux 
données réelles pour en conclure la solution du probléme correspondant aux 
donn6es imaginaires. Seulement, puisque les 'déterminations des droites joi- 

-gnant des points donnés, et  des points d'intersection des droites données, 
qui sont des Postdata pour les cas réels, exigent des constructions détour- 
nées pour les cas imaginaires, on concoit que la méthode, quoique parfai- 
tement générale, doit conduire à des opérations assez longues. 

Supposons qu'on ait résolu linéairement un problhme dont les données 
soient toutes réelles; si, parmi ces données, i l  y en a deux qui entrent 
symétriquement dans la question, on pourra substituer une dyade donnée 
à ces éléments symétriques, sans que le problème cesse d'être résoluble 
linéairement. En effet, aprbs cette substitution il n'y aura'qu'une seule dyade 
.indépendante; en la prenant pour la dyade fixe, on trouvera lidairement 
l'homologie de toute dyade dérivée qu'orr aura A considéier, et  l'on n'aura 
qu'8 opérer sur des éléments imaginaires donnés. Mais 11 en serait autrement, 
si'l'on voulait substituer Ci la fois plusieurs dyades' A la place d'un nombre 
égal de couples de données réelles. Toutes ces dyades seraiint indépen- 
dantes, et pour qu'on pût' appliquer la méthode précédente, il faudrait qu'on 
en connût les centres, ou les axes d'homologie. Dans les applications, on 
fera bien de déterminer actuellement ces centres ou ces axes par la con- 
struction que nous avons rappelée ci-dessus. Mais, puisque cette construction 
est quadratique, il importe de faire voir qu'on pourrait s'en passer St la 
rigueur. Pour cela, il faut seulement qu'au lieu d'introduire toutes les dyades 
A la fois, on les introduise l'une après l'autre. Toutes les fois que l'on sub- 
stituera une seule dyade à deux données symétriques réelles, on aura un 
*nouveau problbme, dont on pourra trouver la solution par ce qui précede. 
Ilais on peut considérer ce nouveau problème comme n'impliquant que des 
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données rBelle~;, puisque la  clyade que nous y avons fait entrer, peut être 
remplacée par  deux couples de l'involution qui la détermine. On pourra donc 
substituer une seconde dyade $ une seconde couple -de donné_es réelles, et 
ainsi de suite, sans qu'on ait besoin d'aucune construction quadratique. 

Nous allons maintenant indiquer quelques problemes dont on puisse trouver 
les solutions par les principes précédents. Torit "élément, qui n'est pas dit 
expressément étre réel, pourra Gtre imaginaire. 

(i.) @tant donnés trois points d'une même droite, ou trois droites pas- 
sant par un même point, trouver le conjugué harmonique d'un de ces 
éléments, par ra~port aax deux autres. 

Soient a,, b , ,  cl des points donnés d'une méme droite a,, et proposons 
nous de trouver le point d l ,  conjugué harnionique de c , ,  par rapport à a, b,. 
Soient A,  B ,  C les axes des dyades a, a,, b, b,, cl c,; a ,  P ,  y ,  les trois som- 
mets du triahgle A E C. La droite d sera l'axe d'homologie des dyades 
(a a,, a a,) et o, og; pareillement, B sera l'axe d'homologie des dyades (p b,, 
p b,) et a, a,; cn pourra donc déterminer l'axe d'homologie X des dyades 
(au,, aa,) ; (/3 b,, ,@ b,); soit x, x, la dyade de points determinée sur X par 
ces deux dyades, e t  D l'axe d'homologie des dyades (yx,, yx;) et a, a,; D 
sera l'axe de la dyade cherchée dl d , ,  dont .l'homologie avec a, o, sera évi- 
demment connue. 

(ii.) Étant donnés, dans deux séries hornographiques, trois élémeizts de 
l'une, et. les trois éléments correspondants de I'autre, trouver l'élément 
de l'une des cleux séries qui correspond Ù un élément quelconque de l'autre. 

O n  résoudra linéairement ce probléme général, en imitant, de la maniere 
que cous avons expliquée, les solutions qu'on a données du probléme dans 
le cas particulier où les données sont réelles. Le principe de ces solutions 
(auxquelles on peut donner des formes très variées) consiste, comme on sait, 
à trouver une troisième série qui soit homologique avec chacune des deux 
séries donnkes. 

On aura en même temps la solution du probkme important, 
Étant donnés cinq éléments de même espèce qui determinent une conique, 

trouver autant d'éléments de cette courbe qu'on voudra, 
qui est au fond le même que le  précédent. . 

Il y a deux cas très particuliers qui méritent quelque attention, 
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(1.) &tant données deux dyades de droites a,a,, b, b,  ayant le même 
centre P, et deux autres dyades a, a,, Pl P,, ayant le même centre ïI, et  
vérifiant I'équation (*) 

trouver la droite d'un des deux f'~isceaux qui correspond à une droite 
donnée de l'autre faisceau. 

Pour que ce problbme n'admette qu'une seule solution il faut qu'on con- 
naisse. l'axe d'omologie A des dyades a, a,, a, a,, et l'axe d'homologie B 
des dyades b, b,, Pl P,. Il est vrai que l'un des deux axes étant donné, on 
pourrait trouver l'autre linéairement, mais, pour abrhger, nous supprimerons 
la démonstration de cette assertion, et nous supposerons que les axes A et )3 
soient tous les deux donnés (**). Soient p,p,, qlq,  les dyades qu'on aura 
sur les droites A et B. En faisant passer une conique par le points p,p8 ,  
q, q,, Pl3 on ramenera le problbme celui de déterminer autant de points 
qu'on voudra d'une conique dont on connaît deux dyades et deux points 
réels. Mais, comme on sait, le theoréme de CAEXOT conduit b une solution 
linéaire de ce dernier probléme, méme en supposant qu'un seul point réel 
de la' conique soit donné. 

(2.). Par u n  point P d'une conique dont on  connaît cinq points réels il 
passe une droite imaginaire donnée; trouver le second point d'intersection 
de cette droite pur la conique. 

Soit ( I o )  P un point réel. On sait trouver l'axe de symptdse réel de la 
conique et de la dyade b laquelle appartient la droite imaginaire: le -point 
d'intersection de cet axe par la droite imaginaire donnée sera le point cherché. 

Soit (2") P un point imaginaire. L'axe de la dyade b laquelle ce point 
appartient sera l'un des axes de symptdse de la conique et de la dyade 
à laquelle appartient la droite imaginaire donnée. L'autre axe se trouvera 
linéairement et fera connaître la solution du probl&me. 

(iii.) Étant donné le tracé complet d'une conique réelle, trouver les 
points d'intersection d'une droite O, par une ccnique C,  réelle ou imagi- 
naire, dont on donnuit cinq points. 

Soit C réelle. On trouvera par une construction quadratique connue, pour 
laquelle on se seivira de'la conique tracée, les deux axes de eympt&e de 

("1 Voir la note Art. 3,  troisieme yartk. 
P*) Nate V, 
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C et de la dyado de droites o, a,; les points d'intersection de ces deux axes 
par O, seront les points cherchés. 

Soit C imaginaire. On ramenera la  question à, la recherche' des points 
doubles de deux divisions homographiques sur une même droite. On pro- 
jetera ces deux divisions sur la conique tracée; et l'on cherchera l'axe des 
deux divisions projetées. Cet axe sera en général imaginaire; on déterminera 
les points où il est coupé par la conique tracée; ces points feront connaître 
la solution du probleme. 

(iv.) Étan t  donnés cinq points imaginaires, trouver des coniques réelles 
appartenant au faisceau qui contient les coniques imaginaires déterminées 
par ces cinq points, e t  par leurs cinq points conjugués. 

Soit P un point réel, et  proposons nous de déterminer la conique du 
faisceau qui passe par le point P. 

Il importe d'observer que si l'homologie des cinq dyades était inconnue 
(hypothbse que nous excluons, puisque noua supposons que les cinq points 
sont donnés) il y aurait seize solutions correspondant Li. chaque point P, 
puisque les cinq dyades déterminent trente deux coniques dont chacune 
passe par l'un de deux points de chaque dyade. Cette remarque montre 
clairement l'importance qu'on doit attacher à l'homologie des dyades. 

Pour trouver la conique passant par P, on prendra un point quelconque 
réel q,  et l'on en déterminera la polaire relativement A l'une des coniques 
imaginaires. Cette détermination sera toujours possible puisqu'elle n'exige 
que des opkrations linéaires que nous avons déj& enseigné B faire. Soit Q 
le centre de la dyade à laquelle appartient la polaire de q ;  toute conique 
du faisceau divisera harmoniquement le segment réel q Q. En precant quatre 
points q , ,  q,, g,, q,, et leurs quatre points réciproques Q,, Q,, Q,, Q,, on 
aura la  solution du probléme, puisqu'on sait construire la conique qui passe 
par u n  point réel donné, e t  coupe harmoniquement quatre segments réels. 

On résoudrait de la meme manière le probléme suivant. 
É%nt donnés d e u x  s y s t é ~ m s  polaires réels, dont les coniques peuvent 

être imaginaires, trouver la conique qui  passe par  'un point réel donné ,  
e t  qui appartient a u  faisceau déterminé par les deux  coniques. 

Nous ferons remarquer LL cette occasion qu'il y a deux espèces différentes 
de coniques imaginaires qu'il importe de distinguer entr'elles. Une conique 
imaginaire de la premikre espece n'a aucun point réel; elle est coupée par 
tolite transversale réelle en deux points imaginaires conjugués; elle a un 
systeme polaire réel. Une conique imaginaire de la seconde espkce a une 
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base formée, soit de quatre points réels, soit de deux points rQels- et d'un'e 
dyade, soit de deus dyades. Elle coupe toute transversale réelle (autre que 
celles qui joignent deux 'des points de la base) en deux points qui ne sont 
ni tous les deux réels, ni des points imaginaires conjugués. La polaire de 
tout pale réel qui n'est pas nn sommet du triangle harmonique de la base, 
est imaginaire. 

(v.) E tan t  données deux dyades a, a,, Pl @,, ayant le mênae-axe, et deux 
autres dyades a, a,, b, b,, ayant des axes A e t  B différenl-s l'un de l'autre; 
trouver la-conique C qui  passe p a r  les deux dyades a,a,, b, b, ,  et qui 
satisfait à l'équation 

Pour que ce probkme soit linéaire il faut que l'homologie des dyades 
a, a,, a; a,, e t  aussi celle des dyades Pl P,, b, b, ,  soient données. On prendra 
le centre .d'homologie de a, a,, a,  a,; de ce centre on projetera P, P, sur A ;  
et l'on déterminera le centre d'homologie de b, b,, et  de la projection de 
P1P, sur A. Ce dernier centre sera un point de la conique cherchée C, qui 
sera dés lors compléternent déterminée. 

Si.l'on supposait que les dyades a, a,, P,P,, n'ont pas le même axe, mais 
qu'elles appartiennent h une conique réelle I', l'expsession [a, a,, Pl P,] étant 
relative à cette courbe, on pourrait encore déterminer la  conique 2 par la 
construction précédente. On n'aurait qu'à projeter les dyades a, a B ,  Pl PB sur 
une droite L, en prenant pour centre de projection un point quelconque de l?. 

On voit que les deux coniques I' et ;r3 seront homographiques par rapport 
aux points a, a,, &P, ,  et a,a,, b, b,. Soit E un point donné réel de I'; on 
trouvera de la manière suivante le  point correspondant z de la  conique 2. 
Soient a', a', , pl, pl,, El les projections de a, a,; p, P z ,  4 sur la droite ~ L: du 

.centre d'homologie des dyades ar, ar2, a, a, on projetera /3',Pr,, tr sur A:  
soient Pl{, Pfr2, kir les projections de ces points. On trouvera le centre d'ho- 

.mologie p des dyades p'', @", , bl bz; ce centre appartiendra à l a  conique 2,  
et le point x cherché sera le second point d'intersection de la' droite p t" 
Par 2. - . 

Si, au  lieu d'un point réel t, une dyade t,f,, appartenant à l?, était donnée, 
on trouverait xlx,, la dyade correspondante de 2, par une construction toute 
semblable. On aurait sur la droite A -une dyade Fr, tfr,, dont l'homologie 
avec Ci$, serait .connue; puis on determinerait l'axe de symptôse de 2; et 
de la dyade des' droites ptfr , ,  pt",; ce -qui suffirait pour faire connaître la 
dyade x,x, ,  et l'homologie de cette dyade avec la dyade donnée el$,. 
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On peut 6noncer le problbme Que nous venons de resoudre de' Ia maniere . . 
suivante: ' ' 

- Étant  donn6es deux dyades d'une premiEre figure correspondant à deux 
.dyades d'une seconde figure,. transformer la première figure - homographi- 
quement e n  la seconde. 

(vi.) Etant donndes deux dyades 'a, a,, b, b,, ayant des axes différents A 
et B; e t  quatre o i n t s  1,2, 3 , 4  formant la base d'urz faisceau de coniques 

-réelles, trouver la conique qui passe par les deux dyades alai, b,b, et 
-qui satisfait ci Z'équatCon c 

( 4 9 %  3,4)  [a,, a,, b,, b,l=[a,; a;, b,, b,]. 

Soit I' une conique quelconque passant par les deux dyades a ,  a , ,  b, b,. 
Qu'on prenne un point réel y de cette conique et que de ce on pro- 
jette sur la conique les involutions qui sont déterminées. par le faisceau 
(1,2,3,4)  sur les droites A ,  B. Soient p et q les pales des deux involutions 
qu'on aura maintenant sur la conique; les droites des deux faisceaux ( p )  
et (q) correspondront anharmoniquement aux coniques du faisceau (1, 2, 3; 4): 
donc'ces @ux faisceaux de droites seronthomographiques; soit C la conique, 
lieu des points d'intersection des rayons correspondants. &;'on détermine 
les axes de symptase des dyades (pa l ,  p a,), ( q  b, , q b,) avec la conique C; 
soient ala,, $pi les >oints d'intersection di4 ces axe: par C; les points p 
et q seront les centres d'homologie des dyades a, a,, a, a, et b, b, , j3, /3, re- 
spectivernen& Dans le faisceau ( p )  les droites imaginaire? pq,, Pa2 correspon- 
dront aux coniques (1, 2, 33 4, a,$ -11, 2, 3,4, a,); de même dans le. faisceau 
@)-lés 'droites irnagin&& q b,, q b, correspondront q x  coniques (4, 2, 3,4, b,), 
(1,2,3,4,  b,). Donc le rapport anharmonique-des quatre points a , ,  a,,'P,; P, 
appartenant la conique C, sera égal au rapport anharinonique 

On :déterminera la conique qui passe par les deux dyades a , ,  a,, b,, b,, et 
qui satisfait l'équation 

. . 

-cette conique sera celle qu'on cherche. . 

Cette solution est purement linéaire, puisqu'on ne trace pas les coniques 
dont il y est question. On-pourra l'abréger en opérant de la maniére sui- 
vante. Soit o le point d'intersecti- des droites A et B; t ,  les points où 
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.ce8 mêmes droites coupent pour la seconds fois la conique (1, 2, 3, 4, a). 
Soit y un point quelcon4ue de la droite Fr; en prenant pour l? la conique 
{a,; a,, b,, .b,, y) les faisceaux (p) et (q) deviendront homoIogiques, et les 
dyades a,a,, Pi@, seront connues, des que l'on aura détermina l'axe d'ho- 
mologie de oes denx faisceaux. 

Si l'on sé permettait une. constructioq quadratique, on pourrait encore 
taccourcir la solution. On trouverait un centre d'homologie des deux invo- 
lutions déterminées par le faisceau (1, 2, 3,4) sur les axes A et B; en pre- 
nant ce centre pgur le point y ,  les d e u ~  points p et q viendraient se con- 
fondre en un seul point, qui appartiendrait $. la conique. cherchée. A la 
vérité, cette méthade ne serait pas applicable, si les  centres d'homologie 
des deux involutions étaient imaginairesr 

Nous ajouterom quelques co~ollaires de  ce probléme, qui nous seront 
utiles plus tard. ' ' 

(1.) Étant données quatre dyades a, a,, b,b,, c1c,,dld,, et (sn point réel 
p, trou@er te point ~i opposé ci deux de ces dyades ci%, dl d,, p a r  rapport 
.à la courbe cubique (a,, a,, -b,, b,, c,, c,, dl, d,, p), 

On déterminera la conique 2 qui passe par les point$ a,, a,, b,, b,, et 
qui satisfait % l'équation 

Ensuite on trouvera- le point p' de cette conique pour lequel on a 

Pour cela, on remarquera que dans la solution générale précédente (où l'on 
peut remplacer les points 1, 2, 3, 4 par les points c,, c,, dl,  d,) on trouve 
immédiatement le point fi de la conique auxiliaire C, qui correspond à la 
conique (ci, c,, dl ,  d,, p). Mais ce point trouvé, on en déduira le point p1 
par une costruction qui a été déjà indiquée (v). Enfin, le point oii la droite 
pp' pencontre pour la seconde fois la conique (a,, a,, b,, b,, pf) sera le point 
o cherché.- " ,  

f 

 in& on pmrra trouver linéairement autant dd poihts qu'on voudra d'une 
ctibique dont orl* ne Connaîtra çtfie quatre! dyades de points imaginaires, et 
un seul point ~éel .  C s  cas nous garaif, $té omis par les auteurs qui 
ont trait6 des constructions des courbes ctibiquest 

Si, au lieu d'un point réel p ,  une dyade p,p2 de points imaginaires était 
donné, on pourrait encore trouver la dyade q o 2 ,  dont les éléments sont 
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les points oppos6s au systéme des quatre points cl, c,, cl,, d,, par rapport 
aux deus courbes cubiques Imaginaires (a,, a, ,  b,, b,, cl, c,, dl, d,, p,) et 
(a,, a,, b,, b,, c,: c,, dl, d,,  p,) (*). On commencera par trouver la dyade 
n, n,, qui appartient & la conique auxiliaire C, et dont les 616ments corre- 
spondent aux coniques imaginaires (cl, c,, dl, cl,, p,) et (cl, c,, d , ,  d,, p,). 
Le centre d'homologie de cctte dyade et de p,p,, sera un point connu. Puis 
on ddhminera la dyade pr,p!,, qui appartient A la conique 2,  et qui vérifie 
l'équation 

Soit P la centre d'homologie des dyades pf,,p',, p,p,. Un des axes de 
symptose de la dyade de droites (Pp,, Pp,), el; de la conique 2 ,  sera l'axe 
de la iyade pflp', ; l'autrv pourra se déterminer linéairement; les points 
d'interscction des droites Pp,, Pp, par ce second axe de symptose seront 
les points o, o, chcrchés. 

(2.) Étant données quatre dyades depoints imaginaires a 1 a 29 h 1 b 23 c i c &> d,d,, 
trouver le neuvième point O, appartenant ci toute courbe cubique quz passe 
par  les quatre dyades. 

C'est ce qui se fera par une construction connue. Soient cc, y deux points 
réels; soicnt g, les points opposés au systbme c,c,, d,d, par rapport aux 
deux qourbes (a,, a,, b,, b,, ci, c,, d,, d 2 ,  x) et (a,, a,, b,, b,, ci, c,, dl, d,, y) 
respectivement, r ,  rt les points opposés au système a,a,, b, b, par rapport 
à ces mêmes courbes; lus droites Et', vr' se couperont au point O. 

Seconde partie. 

Soit Y une section conique, qui ne soit ni évanescente ni un cercle, e t  
que nous supposerons compléternent tracée; nous reviendrons plus tard sur 
le cas ou l'on n'aurait qu'une partie de la courbe. Toutes les autres coniques 
dont nous aurons B nous occupr  ne seront point tracBes (h  moins qu'elles 
ne soient des cercles, ou des couples de lignes droites); elles seront seule- 

(*) Note VI. 
Annali di  Matematica, tomo I I I .  
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ment définies par un nombra suilisant do coaditiom. Voici 1c problbmc quc 
nous aurons à r6soudre. 

u Ètant données deux coniques Si, 's,, &ouver leu& @aire popfils #in- 
tersection, ou, ce qui revient au mé.;î23, leur triangle harmonique com:nun, 
avec la regle et le compas seulement, mais en sc szrvanl j e  la coiaipue 
$racée Z. r c 

Les coniques SI, 8, peuvent th% imrxcinair~s dc pz-miUr2 c-;pbc=? ou 
imaginaires de seconde esphce et conjug%~&x l'im L i ' m t r ~ .  Uai3 ~?ui:qn:, 
dans ces deux cas, on peut coilstruiao nutant clo points qu'ail von4r:? ,>ilr 
les Coniques réelles du-faiscoau (S,, S,), nous pourrons s ~ i p o s . ~ ,  sens prric 
da génémlité, 'qua Si, S, soient ellcs mh$ i s  r6dIt.s. 

Il y a trois ~ é s e a u x  de coniques qu'on c ~ t  cobhik nstur;:llcmoni ;. coa- 
sidOrcr relativement au faisceau (S,, S,), au  ph tù t  ~cla"iivcm.,lrt a soil trinap.1~ 
harmoniqucr apy;  ce s m t  (1) le r6soau dcs coniqncs o i ïaons~r i tx  m. t i * ; ~ i ~ g >  
.apy, (2) la réseau dea coniques inscrites cc tïianglc, ct (3) 1: T ~ G Y X  har- 
monique+ c'est Q dire l e  résmu dcs coniquca dont cc m8mo triangle cst  un 
triangle harmonique. Une conique du  promior rEscnu cst dCtormin2c par 
deux points; une conique d u  second r6scau par dcus tailgcntcs; iinc coni-ua 
d u  troisikme réseau, soit par dcux points, soit p x  clous tcngcntcs. Lc c ~ p c o L ~ 4  
réseau contient quatre cerclcs, dont la construction 22% 65jt'~ un probi ' ~2 

biquadratiquc. Mais chacun des autres ç6scans nc con t i c~ t  qu'un sc~i l  ccrclc; 
ce; sont le cvrcle circonscrit, e t  le  cercle pol~im, clil trisnçla ayy, On n-,zt 

se servir de l'un ou do l'autre de ccs dciiu ccrclcs pou? r6soutlril noire 
problkme, ct l'on est ainsi conduit B dcus niéihocl~$ da sololion d'3Er?nt3. 
Il'aprbs la premibre méthode on transfornic horn~~~aphfqi?~m-L?t  un, cani .no 
quelconquo du premier &seau dans la conique Ç, ou blcn on trnnsformc 
corrélativement une conique du second r6aca.u rn  ccitr memiio coni:;iin. 
D'apres la seconde iriéthode, c'cst sur  uuc conirjuc du ti.ois:Lmc .$+:r.c. que 
l'on qEre,  c i  la transfarmation peut etse. de I'm: OU rk l ' an tx  r , < p C c ~  Dans 
tous  les cas on cherche le cercle uniquc d t ~  rCsran traiidom6: 1:: i i t-r-  
sections de ce cercle avec-la conique 2, font connt:,îti.o 1'1, solution iu p~oblbrn3. 

ART; ' 2. 
' A 

Avant dc donner les déthils nécessaires sur CCLI r l y q x  1?3S'ihocks, nous 
allons rosoudr@ quelques pr~blCmos préliminairas, cluiqc rqporb-ni aux co- 
niques des trois ~éseaiix: surtgut, Dous .ferans voir cornmunt on peut con- 
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dono costruire cette polaire, qui dBtermintwa eompl6tement la coniquv a. On 
ne doit pas prendre pour xy les pointa doubles de l'involution détcrminéc par 
flS,, a) sur la droite p,pa; ce qui ferait aoïncider la droite X Y avec pipB; de 
même, on ne doit pas prendre pour 8 Ie p i n t  réciproque du point d'interp 
section de XY,  pifi. 
Ds ce que nous avons dit on tira \a aonstruction ~uivante pour les deux 

cerçlesl Soient p p 2 ,  y, y, dena aaruplm da points restangulaires à l'infini; 
Xi X,, Y, Y9 leurs points reciproques relatimmcnb au faisceu (Si. A$). Le centre 
Q dl& cercle polaircs est Ir? opoinb~éciproque d~ l'intersscti~n q da ,&x,, Yv,. 
Soient r,r, les deux ~ufrps pin& diagonaux d~sqvadrilatkre Xi.&, Y,  Y,. 
Lsi oercle circonscrit est réciproqus da la clraite rryd; de alus, les  paiats R, R,, 
réciproquûs d3 qr , ,  sontlles extrémité& 0 p p o s 4 ~  d'un mkme diaabtre d e  
ce cercle. En effet, la droite r ,  r, coupa !a coaiqtîe Ç &iprsque de Ia droite 
B L'infini, e D  deux points imaginaires LI,&, qui aont réciproques des deux 
points w,w, de 1s dysde cycliquei Cap les; points d 'mû aoniqiis r6ciproque 
d'une droite, correspondent anharmoniqucment aux points &+ette: boite; de 
sorte qu'am poids  double^, dç l'involution JE, xdi y, y, sur dmito ?i j'infini 
correspondent les points doubles de l'involution .Xf&>'Y,Yd aur la conique 
C. De plus, les deux points r, p., sont harmoniquemcnl conjugués aux points 
a, a,; donc, sur le cercle réciproque dq la droits r, r,, lcs points Ri R, sont 
harmoniquement conjugués h w, a,; ce qui veut dire que R, R, est un diametre 
du cercki On connaEtf donc \e cercle ~iiiconswitj quant au cerde pdairei on 
açhevera da détemihation, sait qn obser~mt qu'il coupe orthoggnalement le 
cercle directeur dm eexclc (circonscrit, sait. en. ixauvant par la méthode que 
nous avons incliquéa la polaire d'un paint quclcorique. Dans les hpplisations, 
on pourra toujosqs remplacer la conique non trae6a S, par la cbnique tracée 
2. O p  pre~flra pQur $, g dahs la construction prhc&dmte les points sil x, dont 
on s'est déi& serpi, et dont on aura ic~il13tPUiti le$ polai~eslrdstivom~nt h 2. 
Os  ab4ssel.a de Q des pcrpe~dicdairss dur ces polabm y la droit?@ qui joindra 
leiirv pieds Ber@ -réciproque de l'hyperbole 6quil~~tbre (a, F , y ,  a?, ,-a;,) par 
rapport au fpisceau [Li, a), Soit 8 un poiat qualcanqus de l'hypenbtbole, 6' le  
point d'intersection ds la droite réciproque da ccbte courbe par la polaire 
de 9 relatiuemoiib a 2~ la perpendiculaire abaisade da fi' sur Q3 sera ds polaire 
de O ~elativ~m@rut au oerçle polaire. -On nrriveiait aussi à des conatroictions 
aasez s i m p l ~ ,  en pendnt  pour $yk soit le6 deuz points & l'infini mn C, soit 
les d e w  points de la dyade cyclique. 11 est hutite d'ajontq qir'oii, ne peut 
détermjnes lin4air~ment aucvn point du cercle polaire, ca aerclû pouvant 
être imaginaire. 
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On aaiC que le cercle iei~c~nscri t  h un-triangle harmosifpa aa la  conique 
S ,  poupr orthogonalemant le corde diicc3~tqr de S; att q ~ m l e  cmda polaira 
d'an triangle ciscbnscrib 8 coup3 aumi flrihgon~errlt$nt? ce m&m& q6rcle 
directeur. Qa pourrait d ~ n o  trouvgr le carclq ciraanscrih gn c~nstruisant les 
cercles directeurs de trois coniques quelconque du réseau harmonique, et 
le cerdel polaire en canstrdisané les cerazles cürecteuw de fraie coniques 
quelcoqiae~ du rbeau inscrit, 0x1 aura amsi lee r6spltilts paTticnliem quw 
voici9 do% la pluparb éthient: connus :. I, 

1 Le. li& des centres  de^ byberbolog Qquilatbms d a  l*éscars circonscrit, lest 
le cc aerqh des milP p ~ i n t s  B du triangle Bampnique fondsmonfal. 

& Le aiou de@ eedtres des hype~boks Bquilat@m t l ~  h5seaip hmmonique 
esb l m  ceruls oiwonsc~it. Ces hyperboles se coupant: aux quatre centres fies 
cercles hsorits au triangle hamnoni+vq , Y 

,KLC lieu des foyers dm paraboles d$h%eaa inscrit es4 le cercle drconscriü. 
'dc Lw droikm directrices dee parabole2 du rbsqau inserit se ~oupenk au 

centre d d  c e M e  polaite, TI s 
K Les droite@ direotrioep des paabttlw du rhseaxi ha~moniqae se eaupenb 

au centre da eenolç circanscrit. $Y 

ART. a. 
V 

Ce qai gré&éde> suffit pour notre h h  actbe&ncpendsnb nom cmyonri devoid 
ajouter qéi&kques obseq~atiobs élémentaires qui psiirrai-ent Bhe utiles m Cao- 
tr iq owdsio~s, Qn peut aonsidérw les semeDs, c d t i t  triangle ha~mriique 
commuai 3 deux eoniqim loornma ~cpn@smtank d'une icmtrtaine manièce-ka 
trois meines d'une 6qustion culsiqua Ainsi au problbme srial$tiqu@ TfOhver 
~ B S  foustians sy~étdiqnes des iicloinbs dil4u1io éqbatiori cubique: $ correspdddra 
la  prohlbrne gbamiétriqus q Trodver les lieux e t  le4 enveloppes qui  dépendent 
sym6kaiqu~rnehtt desl trois dl&penta &u Riarrglw harmqniquo commun A dauf; 
coniques non tracées. !O D'aprbrs cd q d  s &Q6 dit, a i  aura des moyens asse2 
simples pour Qrouver lefi pointq, les @roites 6% les coniqtics qui dBpéktdcliB 
symétriquement aas 6léraen.t Su triangle, tonsidér6 par rapport au sy~tetne 
de d a ~ x  boiatts où 40 8eu1 droites qaalconqilc~, Maid nsus ne nnizs sommes 
pas ocwp6 des lieux et des enuolappds qui $6 tapportent au triangle hon- 
sidÉlr6 relativement j, hn @etil point 01.~4 m e  seuls  droite. Parmi tous c e n i  
qu'op pousreit Imagitmr ce g6nb stfrt6hl le% d6ailo6es polaires du triangle 
(considérr3 comme ligils Boit dui boisieme ordre, goit de la troisihme classe) 
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P.* . r  8 -  7 I qui &;n: jctqurr hbwA..i;. i'our ; ~ 3 s u 2 i ,  rQ'ti2 E: dsidnz q ~ , c  du c c n t ~ c  
ô-::, ~i;icrccr; OYÎI 2 .;; (.fi f~i(:.n_ !et ci; 1< C.L.U'~C il. IY:l i11i ~ ~ i i , l f i  Cr& 

P .- rcl,$vcm~nl au ti;;.ng: ; pyi..yu'~il I t rcs  . aa~lmcl : .  do ce ~ p i c  ~ P I S  ,.?lois 
d>c tout cc cpi :.:t ~cl i i l i l  A nn po:uh ou - i i l~c  dro:t c p l  !i??_clue, E? Y-;: - 
D.:>.ii (ollc sur 12 no- t$ t io~  clc l'L r'citk? 2: ZlOLlS hOW {310110~i=i'O--î: i' 7 ~LO~?.T.'EL 

(1) lc centm d2s i&i;t~n~cd m~ycnucs, (2) 1' l l ipe auirrinacc ci-con, cr:tc, (3) 
l'cg i p v  mc4xiriza inscritci 

S q q ~ ~ s o u s  quc IL> puiili. :lait h , : c o n i q n ~ c n L  coi l ju~a6  ;j (6 pnr irppoit 
acz .oint,; XI Xi,; .tii (Sr cst lc poinf. r6cip~ocpc 4g qf CCI. l i~cmcmt tw' hisccau 
( S I ,  S,), il es, 6vlilb ub CI - LK 0 0' x r a  L L J ~  CL ni ci-^ cla I'lzypwbalc Lq~ilut; ic 
(a. (;. y ,  ,y4, x.,). S d i l  O Ic pid !nilied t'c 14 R,,  O' 12 poiiit r d i c n  c Ô 0 ;  
0 c t  Of . cr,A le:, ccntics ilu CL~CIG circo~rei.lt: o; CIE c o i ~ l c  cles; nctiC points. 
Çe i~.-:im ce~c ic  soin r-oniiX~cmcaf dGi.cr=linfi, p i i ~ y u c  Ic poirit. ~ d i c u  c k  
Q Qr ecikL~ CU y i l - t  - cl; fia circorrfCcncc. Soit r la :.Oint Iiw.nonic;.ricm::nt 
coizj'i.gL.j ti 0 p:r ~ x p o ~ t  h OU': I' ixra 1: ccfii-e cl,$ distrznces r?loycns. ., . . 
du t , 4  u.,_ -; ou 2': .., tln ?ii.t7 (pl: ic ccfitïc d ~ s  Ci:..Ix~c.: moy@:mc?~ cl Ic 
clçcir';ro sl;l cc:clo pclfiYrc ;'O-t: les r l .  u:r cclitrcs t!c s imi l ih lc  cl11 c ~ - c l c  circon- 
sc -3  cl hu cci(:Ic i s neuf point;, ~t t p  Jc,, d o m  cc'lZires clG r imi l i t t4~  
J iv i s -~ i  hmnoniqri:mi~t Zc. scgmcnt 00'. 011 vole ru iz'ml: ; ~ ; s H .  cjn"cn 
g+C.cl:  mi. c o n r - c i i : b c n  ccitc cont.,truction, o r  1îoill.m trouy .r av,c la 

:le ,;, .!c 1~ ;Llc (2'1.z: c!roitc ~ I I C ~ C O ~ ~ I L C ,  e i  la - : )dni_c (l';i~ pokLt cticl- 
COIL -'cl? p..iG _:i. - - m; a11 triailglc. apy. E,-s tlwx cllipuc; mnLiiza ct 9mBzima 
502: l x  co-i,;ucs pol& L uu  ccAïc cc; clistmec,: aoycnac.- ;t clu ln  dto:Ci; 

.... ,-. . 
5. d m x ,  p r a ~ y r t  au Lia: glc. Mais cllcs sont L.iissi ls_s c'0:1i I I C ~  6u 
~r:cli.:: ck di1 socw6 ~ ~ S O L ? U  ~ O L I T  - ! c ~ q ~ c ! k s  1.1. dl*oi.l.- 5 l 'inli~' cst T fvkirc 
du c , j i ~ L i ~  c h  i : skix,a  moycriiics. 11 ~ i ~ l i i û  do:-c t i ~  LG,JDU&; CO p r o l h ~  
s T ~ O U ~ C I  la coilit - n:- LU preniiw rbociu pour layi1cllc un point ,&onn.5 I' 
CE; 1.; y:(jl; V.'i n: (.ïol.tc &jno& A. >> 

S&:: z, un poixi - tm%eïx , t - i~  - dc A s  on ii.m;-~ ïa 1; conir!r.c d a  - ipi;~~.&ms' 
~kXc? . i~  gil! CS'G t i t r ~ " ~ ; ~  aux dic/i(te.~ x1r c? A: :t i ' ? ~  nl;*2ciz d l  >cig: r 
i 4  a" .c~ .kk  ~:E:L?:~C z éc'lc eonIq~ie~ clul E ocpc1.n A l1.n :?~i-$ z,. L;.s . . 11:: 
POLA. T,X, srmut conjj;igiiGL p::r P ; I ~ L O ~ ,  h, la ~1-1 - !:c q11702 :.:> :@y:. 
y, y y  m," .mo:d peirc dc yoi~its êoliju~.16:: ,*ni 1- -3'mc di~of:d; prciofis 
X I X  YI Y, 12:: poIn'Ls 16ci~:o~~ucfi 6 z, ,f2y, y?: Ic, .i:iprrli- do cjillrdi.ilyt.':e 
x,% Y2 i 2 . .  :;id p. r 1. ~ 0 ' 2 i  d"i, t9.s i t ion  ( l j  ;i;J:, Y,  IF2 . :.za 

. , 7 .  . 7 .  9 '  1: cll3ic3 . C' ;Oc-:: 1.: C O L : ~ Y . L  C'.<,CLi . 02 p.11.t ':2.'7~1 ( ;)!:c~ c l ?  - 
rnkn ih  A L I : ,  ;i,' . Si: IL" ;- pi121 q u c i , I c ~ i q ~ ~  C -Y; tcjntc, :. 6 ~0&~11;7s CU 
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roscai? &como~it, <lui c o q c n ~  tmdniqu<mabt Ic i b g & o n  F#, $sBc&ti$& 
h mnuiema q~mti.ikm= point, Qmt rntxirt allo:& .giio~rq~r l ~ ~ ~ , , i ~ ~  '~&i?roqu&. . 
Soim'iL I"$ X ktc points ~6cf~rnqnc::'d ? r, %\ [Pi  cOr?iqnfs SQ 14 il &@ba&t 
pour 14,loaoei ~5cipr~yucw dca - d i o i k ~ ~  c@P~??$F.~A & IQ &bi$:,'rfz4;21.f~~i/&, 
a b w n i q m  & c i ~ r ~ p  F,& I'bdi p i i i k @ ~ ' ~ a ~ r ~ ~ p & d s  b~:mo~&-$&&a 

,d$oikd ontqoaa i&ipw+?uce q&tf C( ~ & & I J  h;~iyoili~p*~u~.fiu~~ la. dohirp~d &iord- 
quc do la Zioit:. Soicnt a, a?, b, b,, 2ixx co$le.; c b ' ~ ~ i : i d ~ a ~ ~ a i ~ ~ i < h ~ d t  
conjiignQs aux poi&3I'; d!f fpt,rSae3 CE, 133 16~ p h k  ?Oc$p~fcfii coij$d$on- 
rtmts; Fe, point. 5 ad acB corGas .l j di# Y d1,9@2B co&on;& 23 -rr$@ p o T ~  
méoiproqiic Hu qiistrikmr ?oint c-i'iiltarscctioa $2 ~ k i m ~ ? t M i l  g~cbn!  ~ ~ i a k b  

ln A,. 04 &oWcrh W~EO 'PO* q G! 41% @~cIi.oit~ & gt& 
-1i6r;iwoync ddils i m l i i p a  ch.8chC.a 3 ' 

. ' 61. trouverait ,lw coiiic[uc dn smond .$.scniij gui acx& nn3p.t ibl:: a 
. po1nir.o &mnés,i p h  la consEutdioa ca1r&tiv2 43idc;ait IN ~on!~ciiid-di~h@- 

siEnrq?6sc~m.qu'ili1 yoidnit i.mi~d~r, on~przssudroi'i k? cor&:uc 35aipi.afli@Q& 
la  droik A ,  pis  IS y&ti;c dt _TF 3ilr iar2pp0ri ù C E ~ ~ Q  coniqt~c; ,ci c d n r  lh 
coniijao ~ E c @ n p c  rld 13 y!aimi) Colt8 d m P m  ~ o a i q ~ l o  cdiuiic In c I ; . o i b & ~  
aux P&IIICS ~poinfk oh n:U*l C.L~CO'L;POO p u  kt c ~ l l i ~ ~ a  harrn~aligm ~ ' m  &:t 
chu. On polira ~ C X C  tm~p7'02 cLçt%&lt3fir~:g?.o s-xdCf auhnWdcr pûlzs ct dc 
pchircs ~oiiztid~mmt 3 f i l i n  h b o r  qrr-c S'on vout::ni pu%qm - p o d  -@cl$% 
nksi -a u6c- :S.. ; ? a h  dc coanr,'D~c lm d :px points ah 3s co~ific. c i t  coiy?c' 
p a ~  la hi ia il ;~;ac.tis ~ r l l d . n ~ o ~ ~ ' b  Jt~~diri$~-~qiul cUt~rbi"m~ ces dcns po'iht~-(T). - 

;Noïs 'a jy :odc;o~~~~o~a~:*  uns J J 171-d'3 $-P I)aylic&.iLon CICE pri~é@x=; p1'00.5~ 
dcnhr Sa& lrzc)~c~,& rlc i6i s ~ n %  a k.,M-rdk qai pm.: pci;. Ics ?ic.& Jers p$+ 
pcnciic&Jxw n3a!,!s63 dPi& 2~11~15 & t3-IP 1a-5 cûj. ,~ diii%:ia:~~c-.c~p, 
0% ~ i d r 7  n i ; ~ - ~ J s .  coniflue Li!- r:.2~w.- incniti gzir a pom fop.-2 10 ~pfa i ,  p. 
~o cascl2 d6cd-i ssus S'a;:c 1 ~ ~ d  ii3 e2bl.: caniqqi: cornm. ~cI$t~~iz i i  t-ca a~-sd 1~ 
ccrclc ch\rch6. 

Quoicp'ob o : n i j ~ o ~  ;.$II 6 ~ 2 1 2 ~ ~ 1 '  1 *7; -ri@i1;~2~ d'un: 6p:,Yoa c1d~icl~12 p p 2  Iles 
trois b lba~n i s  ( ; . ~ , L L ~ T > Z I ~ ~ J ~ :  l:+ricu5c;co ~~l~~b?'Wl,i~i. sîo'Lisss ço&qua, 
il ar~ivc on%inz>c l -1  .qnc Ia calilrsgi on $ii.o., prob5 tr,c ccbiqiia ncLcorrrluit 

i y l ~  ~ m h w d i a ~  o'st iC.1 tL.J;trigI-, ma& ù IP r o ~ t m d m  t ' ~  i r ~ i s  dm poiats 
d'ini:ks:ctiûn '62-clcns scci;iorii ~iir$fa. Gant 21.11 das pok f~  (;'iatma..c$pp 
es!- d ~ m c  garcuce? O ~ I  3 L: rich-i~2i.k 6.w j ; r o i q o -  ~ " J I I X I I I ~ ~  rZsû*tu 
dv conifpc; &-eo;lisci.i'i;:c m?mr L&.nglz 0i; lc nrcond 2,- cZz&c;Xii-; çUs 
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se réduit au premier, puisqu'en considérant les coniques d'un faisceau dé- 
termine par deux coniques du réseau, on voit qu'elles correspondent anhar 
moniquement aux points où elles coupent unc troisiéme conique du réscaa- 
qui n'appartient pas au faisceau que l'on considére. On pourra donc déter- 
miner linéairement lc quatriéme point commun à une conique quelconque 
du faisceau et à la troisiéme conique. De plus, étant donné un des pointa 
d'intersvction P de deux coniques, le triangk ajSy est homologique a-& 
triangle abc ,  dont les sommets sont les trois autres points d'intersection; 
il est aussi inscrit à cs même triangle. Le centre d'homologie est le point 
P: quant 8 l'axe d'homologie, c'est l'axe de ~ymptôso d'une conique cir- 
conscrite à. P a p y  et d'une conique'du réseau harmonique qui est tangente 
à la premiére conique au point P. L'homologie des deux triangles pourra 
donc se déterminer linéairement; et l'on aura ainsi une méthode générale, 
donkon pourra se servir pour déduire les lieux et les enveloppes relatives 
8 l'un dc ces triangles des lieux et des enveloppes relatives à l'antre. 

Première méthode. On déterminera cinq points a ,  6, e, d, e d'une conique 
quelconque a du réseau circonscrit appartenant au systkme des deux coni- 
ques (SI, S,). On choisira 8 volonté trois points a'brc' de la conique Z;, qu'on 
fera correspozidre homographiquement Lt abc; et l'on en déterminera un qua- 
trieme d' de manihre que le rapport anharmonique des quatre points atb'crdr 
de la conique Fi soit égal à celui des points abcd de a. Puis on transfor- 
mera homographiquement lcs coniques (SI, S,) de maniere qu'aux points 
abêd de la figure donnée correspondent les points albrcrd' do la figure 
nouvelle. La conique cr se transforme en 2,  laquelle sera ainsi une conique 
du réseau circonscrit appartenant aux transformées de Sl et S,. Le cercle 
appartenant à ce réseau coupera 2 en quatre points, dont un qui est réel 
sera connu d'avance, et pourra se construire linéairement, sans tracer ni 
le cercle, ni la conique 2. Les trois autres points (dont un sera toujours 
réel) seront les points de la nouvelle figure qui correspondent aux sommets 
aPy  du triangle harmonique commun 8 Sl et S,. On pourra donc construire 
ce triangle; ce qui permettra de trouver par une construction quadratique 
les points d'intersection de S,  et 8,. 

On voit quo cette construction est purement linéaire, jusqu'au moment 
où l'on veut déterminer les intersections du cercle et de 2. Mais on peut 
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l'abréger de beaucoup, en  s e  servant des le commencement du tracé de- la  
conique 2% On prendra deux points p,pt de &te conique, et  l'on choisira 
pour a la coniqua (a, @, y, pi, p,). Puip on aonsidérera la droite p, p, comme 
axe d'homologie de a, et Z;j en. s e  servant du trac4 d e - 2  on pourra trouver 
les deux centres d'homologie des deux courbes, appartenant, B. cet axe, O u  
voit qu'on fera bien de prendre POLIT p,p, deux points imaginaires conjugués 
appartenant & 2; di l'on p ~ e n a i t  deux points réels, il pourrait arriver qua les 
points d'intersection $le Z et B Aisscdt fous ~Belsl sans; qu'il y eût aucune 
tangente eommune; mais dors  lesl deux centres d'homologie appartenant & 
l'axe pl p, pouraient dûv'enir imaginairesi En supposant dono que pl p, soient 
imaginairea;, on fera avea deux @oupl& de I'iavolution qui détermine ces 
points las mêmes op6rations pua noud aqgns faites avec les deux couples 
de points rectangulaires al 2 , 5  y1 9% dë l'article 2; et, de même que noua y 
avons t~ouve  lee deux extrémités -d'us m6me diamhtre du cercle circa~scrit ,  
on trouvera ici les deux axtrémités rédles a, b, d'une corde de o passant 
par le pole de la droite p,p, relativement à a. On joindra le point d'inter- 
section de a, a,, pl p, , au pole de pi p, relativement à 2 ,  par une droite qui 
coupera 2: en deux points b, b,,  qui seront toujours réels, puisque le p61e 
de plp ,  est 'intérhur Ch Z i le& ipitersectionn de a, b, ,  a, b,,  et de a, b,, asb,  
seront les deux cesitqw d'hotnolagi~de cr et 2, appartenant à l'axe d'homo- 
logie (p,p,), Avea l'an de ces ~ e n t p s  d'homologie, on déterminera 1% droite 

e t  la dyader 8, O,, hismologues de la ddroito L l'infini et de la dyade cyclique; 
puis on $rouvera la segment rBel intercepté paf la conique ( a ,  P,  y,  O,, O+) 
sur une droite passant par $0 pBle % h relativement B cette conique; enfin 
on déterminera le quatrièad? pofn% d'iinteraection de (a, /3, y, O,, 0,) asee 
(a, y9-pr ,  p'L) BU 0. E n  passabt B la figure Iiomologique, la première de 
ces deux coniques deviendra u q h r c l e ,  dont on connaîtra un diamètre e t  
une de13 intermctiona axeu 2, an +n7awa donc qu'à tracer le cercle pour 
avoir les t ~ o i e  points  homologue^ des points cherchés. 

Si E esii m e  ellipse on prendra pour p,p, les deux points imaginaires &i 
cette cou~be  est conp6e par Jq droite B L'infinid Daiis ce  cas, on déterminera 
un diambtre du @ i d e  &oonsaribr au triangle apg, et un diamètre de o, 
qui sera l'ellipw eirc9na0rité $u &Grna triangle et homothétique avec S.  
On t r o u ~ e m  les dmre mirtzm dq sirniaitade des deux ellipses, en détermi- 
nant les points extrêmes d'un diamétre de Z paralléle au diamétre de a; 
ce qui ~xigera ié  ring cmsirlidtioi% quadratique, ei 2 n'était point tracée. Alors, 
pour avoii. Id sald309jd-i p ~ M 6 m 4  QII n'aura qu'a tracer le  cercle cor- 
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respondant au cercle circonscrit il apy. Nous croyons que cette solution 
est peut-être la plus simple qu'on puisse bouver;r cependant elle ne laisse 
pas d'être fort longue. Pour l'abréger autant que possible, on prendra les 
deux points à l'infini sur les axes principaux de 25 pour l'un des couples 
de points dont on se servira pour trouver un diambtre, soit du cercle cir- 
conscrit, soit de l'ellipse a; le second couple ne pourra pas être le même 
pour les deux courbes, mais on fera en sorte que les deux couples aient 
un point commun. Ainsi il faudra chercher les points réciproques, par rapport 
au faisceau donn6, de dix points différents, afin d'avoir un diarnktre de 
chacune des deux courbes, et leur quatrierne point d'intersection. Cette 
recherche sera un peu pénible, puisque la détermination de chaque point 
réciproque exige la construction de la polaire d'un même point par rapport 
à chacune des deux coniques non tracées SI et S,. 

On paumait éviter toute construction quadratique, sans cesser de se servir 
d'une conique homologue de C ,  en prenant pour a la conique du réseau 
circonscrit qui est tangente à Ç en un point donné, puisqu'en ce cas, un 
des centres d'homologie des deux coniques étant connu d'avance, on peut 
trouver l'autre linéairement. C'est ce qu'on serait conduit naturellement St 
faire si la conique I; était une parabole. On prendrait pour a la parabole 
homothétique du réseau circonscrit; on en trouverait trois points, dont un 
serait son quatriéme point d'intersection par le cercle circonscrit. En menant 
des tangentes à 23 paralléles aux tangentes de o en deux de ces trois points, 
et en joignant les points de contact des tangentes homologues, on aurait 
le centre de similitude. En ce cas on n'aurait B trouver que (neuf] points 
réciproques, mais, par compensation, l a  détermination du centre de similitude 
serait un peu plus compliquée, 

Cette première méthode va nous fournir une démonstration bien simple 
de ce beau theoreme de DESCARTES, qu'il n'y a pas un arc de section conique 
si petit qu'il ne suffise pas pour résoudre géométriquement tout problème 
cubique ou biquadratique. Prenons deux points a, b sur une conique quel- 
conque a du réseau circonscrit; faisons correspondre à ces deux pointe deux 
points arb' de la partie tracée de Z, Soit a le sommet réel, ou l'un des 
sommets réels, du triangle apy. La conique o est divisée par la corde ab 
en deux parties; en déterminant, avec une approximation meme trés gros- 
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sière, la position du potnt a (ce qui se fera dans tous les cas au moyen de 
quelques points qu'on prendra sur une conique quelconque du réseau cir- 
conscrit, autre que 53 aa distinguera l'arc a a  b,  qui passe par a, de l'autre 
partie de la courbe. Selon que l'on prend pour c un point de l'arc a a b ,  
ou de l'arc opposé, 00 prendra pour cf un point de l'arc tracé a'b', ou un 
point de la coniqae Z: qui ne  soit pas compris entre ces deux points. D'aprés 
cela, les points de l'am tracé a'bf correspondront sur la conique 5; aux points 
de l'arc3 a a b  de la conique 6; (donc le point correspondant de a tombera 
entre les points a'+ bf de I'arC tracé, et y sera déterminé par le cercle cir- 
conscrit, appartenant à la figure .transformée, qui viendra couper l'arc d b '  
en ce point. Mais o n  connaît un second point d'intersection de ce cercle 
et de 2;  c'est celui qu'on peut construire linéairement; donc on pourra 
trouver par une construction linéaire la sécante commune, dont les inter- 
sections avec le cercle feront connaître les deus  autres sommets du trian- 
gle apy. 

Seconde méthode. Locsqu'on se eert du cercle- polaire pour trouver les 
intersections des coniques données SI et  S,, on peht opérer d'un grand 
nombre de maniéres différentest Nous n'indiquerons ici que les constructions 
que nous ttirogorrs les plus simples, mais nous n'osons pas affirmer qu'on 
ne pourrait eI1 trouvefi d'autres, dépendant du meme principe général, qui 
auraient quelque avantage sur celles que nous allons exposer. 

(1.) Supposons pue a&, le triangle harmonique commun de SI et S,, 
n'ait qu'un sommet réel. En ce cas, deus coniques quelconques réelles du . 

réseau harmonique se coupent en deux points réels, et en deux points ima- 
ginaires conjugués; de plus, ce réseau ne contient aucune conique imagi- 
naire de la première espéce. D'aprés cela, on peut opérer avec une conique 
quelconque de ce Péseau de la meme maniére qu'avec une conique circon- 
scrite. Soit O b conique qu'on choisit; on la transfarmera soit homographi- 
quement i soit sorr6lativement, en C, e t  aprhs avoir déterminé le cercle 
appartenanb h u  &%eau transformé, on trouvera les deux intersections réelles 
du cercle et do S. .On auraainsi leitriangle harmonique commun à. ces deux 
coniques, triaaglsrqui est Is ~orrespondant dans la nouvelle figure du triangle 
a@y dans ?'a~cienne. On pourra aussi employer une transformation homo- 
logique, au lieu deb lu transformation homographique générale; seulement 
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on remarquera que la détermination des centres d'homologie de o et Il est 
loin d'ktre aussi facile dans le cas actuel que dans le cas d'une conique 
circonscrite. En effet, il convient de prendre pour a une conique du reseau 
harmonique ayant avec C une sécante idéale commune. Or, on ne peut 
déterminer linéairement aucun point d'une telle conique, quoiqu'on sache 
trouver son système polaire. On aura donc besoin d'une construction qua- 
dratique pour trouver les points extrêmes d'une corde de a passant par le 
p6le de l'axe d'homologie relativement cette conique; points dont on fait 
usage pour trouver directement les deux centres d'homologie, Il est vrai 
qu'on pourrait opérer avec une conique a tangente R G en un point donné, 
mais la construction d'une telle conique serait un peu pénible, 

La méthode que nous venons d'indiquer s'applique aussi au cas que nous 
avons exclu, mais elle conduit quelquefois à un résultat inutile. En effet, 
quand le  triangle a$y est réel, les coniques du réseau harmonique qu'on 
détermine par deux points imaginaires conjugués peuvent etre imaginaires; 
ainsi, le cercle du réseau transformé peut Btre imaginaire, ou,  tout en 
restant réel, il peut ne recontrer Z; en aucun point réel. D'ailleurs, quand 
même cette méthode réussirait, elle conduirait à des opérations assez prolixes. 

(2.) Supposons que les points d'intersection de S,, S, ne mient pas tous 
imaginaires; nous allons voir qu'on pourra déterminer ces points directe- 
ment, sans chercher préalablement le triangle harmonique. 

Soit ( I o )  C une ellipse, A, A,, B, B, ses deux axes principaux. Qu'on mène 
une transversale L qui coupe en deux points imaginaires une conique quel- 
conque réelle S du faisceau (SI, s,). Ce faiscean détermine une involution 
sur la transversale L, dont les points doubles pl p, sont nécessairement réels. 
Des points pl ,  p, menons des tangentes ii S; soient ala,, b, b, les points de 
contact des tangentes issues de pl et respectivement ; ces points, qui 
seront tous réels, diviseront la conique S harmoniquement. Qu'on transforme 
la figure homographiquement de manikre qu'aux deux couples a, a,, b, b, 
correspondent les deux couples A, A,, Bl B,; ce qui peut so faire de huit 
manieres différentes. La conique S deviendra 2 ,  puisqu'elle doit devenir une 
conique divisée harmoniquement par les deux couples de points AlA2, BI  B,. 
De plus les quatre points d'intersection de S, et S. se  transformeront en 
quatre points de l'ellipse Z, situés sur une meme circonférence de cercle. 
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Car les points p l p i ,  qui sont des peints conjugués par rapport à toutes les 
coniques du faisceau (Si, S,), se transformeront en les points situés l'infini 
sur les axes principaux de 2; donc toutes les coniques du faisceau trans- 
forni6 auront leurs axes principaux paralleles à ceux de Z ,  et par consé- 
quent se couperont sur une circonférence de cercle R. Pour avoir ce cercle, 
on cherchera son centre par la construction ci-dessus; puis on prendra un 
couple de points réciproques Pl P, par rapport au faisceau transform6; le 
cercle !2 coupera orthogonalement le cercle dont Pl PB est un diamktre. On 
peut aussi déterminer SL en prenant trois couples de points réciproques par 
rapport au faisceau transformé: ce qui donnera trois cercles que G! coupera 
orthogonalement. 

Soit (2O)  Z: une hyperbole ayant A, A, pour axe réel, et passant par les 
points a, a, à l'infini. On coupera le faisceau (SI 8,) par une transversale 
sur laquelle on ait une involution aux points doubles 'réels p, k. Soit S une 
conique du faisceau qui coupe la transversale en des points réels 9,9,. 
L'un des points p,p, sera extérieur ?i S; soit pl ce point, et désignons par 
a, a, les points de contact de tangentes à i$ issues de pl ; la conique S sera 
divisée harmoniquement par les couples de points 9, q,, a, a, En transfor- 
mant la figure de manibre que a,, a, deviennent A,, A,, 'et que g,, 9, de- 
viennent @, @,, S deviendra 2, et aux points pl p9 correspondront respecti- 
vement les points (t l'infini sur l'axe imaginaire et sur l'axe réel de C. Donc 
les points d'intersection du faisceau transformé appartiendront à une circon- 
férence de cercle, qu'on pourra déterminer comme précédemment. 

Soit enfin (3O) Il une parabole, ayant A pour sommet et tangente au point 
M à la ligne droite Q l'infini. On coupera toujours le faisceau ($: S,) par 
une transversale sur laquelle on ait des points doubles réels pip,. S'oit S 
la conique du faisceau qui touche la transversale au point pl; de p, menons 
la seconde tangente ii S; soit a son point de coiltict. Choisissons Q volonté 
deux points x et X sur les  coniques X et 2; respectivement; soient, y et Y 
deux autres points sur ces memes coniques, tels que le  rapport anharmo- 
nique des points pl, a, x, y de S soit égal à celui des points M ,  A ,  X, Y 
de  2. En faisant correspondre homographiquement les points M A X Y  aux 
points pax  y, o s  oura la mhme construction que dans les deux cas précédents. 

Nous remarquerons qu'aprés avoir mené la transversale on est plus re- 
streint, quant au choix de la conique qui doit être transformée en 2, quand 
cette courbe est une parabole, que quand elle est une conique centrale. 
Mais, dans le premier cas, la transformation de la conique en 2 peut etre 
opérée d'une infinité de maniéres différentes. 
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Cette méthode offre de grands avantages. On n'opére que sur les coniques 
du faisceau donné, sans avoir besoin d'aucune autre conique :du réseau 
harmonique; ce qui facilite beaucoup la construction. De plus, on arrive 
directement Lt la solution du problbme biquadratique des intersections, et 
on ne la fait pas dépendre du problémo cubique du triangle harmonique. 
Quand I3 est une parabole on peut prendre une droite tangente A l'une des 
courbes SI et S,, pour la transversale Iqui coupe le faisceau; en opérant 
ainsi, on n'aura qu'une seule construction quadratique B effectuer; c'est celle 
qui est inévitable (A ce qu'il paraît) quand on veut trouver le rayon du 
cercle polaire au moyen duquel on résout le problbme. 

(3.) Quand aucun des points d'intersection de 8, et S, n'est réel, la 
détermination du triangle harmonique précbde nécessairement la détermi- 
nation des points d'intersection. En ce cas on peut faire usage de l'un ou 
de l'autre des procédés suivants. 

(i.) Prenons une droite tangente A S, en un point quelconque x,; ce point 
sera un des points doubles de l'involution déterminée par le faisceau donné 
sur la droite; soit x, le second point double, qui pourra être trouvé linéai- 
rement; en désignant par S, la conique du faisceau qui passe par x,, on 
aura deux coniques du faisceau tangentes A la même droite r6elle. Puisque 
ces coniques n'ont aucun point réel commun, et qu'elles ont une tangente 
réelle commune, elles en ont quatre. Soient O, et a, les coniques réciproques 
polaires de S, et S, par rapport il C; a, et o, se couperont en quatra points 
réels qu'on déterminera par la méthode précédente, dont l'application sera 
très facile, puisqu'un des quatre points d'intersection étant connu d'avance, 
il suffira de trouver le centre du cercle polaire pour déterminer compléte- 
ment cg cercle. Les polaires des points d'intersection de a, e t  a, seront les 
tangentes communes de SI et S,, et feront connaître le triangle harmonique 
du faisceau. 

Au lieu de prendre les coniques réciproques polaires de S, et S,, il sera 
plus facile, en beaucoup de cas, de faire usage de la transformation corré- 
lative suivante. En supposant,  pou^ abréger, que 2 soit une' ellipse, soit L 
un point intérieur Lt Sr, soient pl, p2 18s rayons doubles réels du faisceau 
en involution détermin6 au point L par les coniques S,, S, considérées comme 
formant un faisceau tangentiel, Soient enfin a,, b, et a,, b, les deux couples 
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de tangentes A S, aux points où cette conique coupe les droites p, , pr,En 
faisant correspondre corrélativement les deux couples de sommets de C aux 
deux couples de droites a, b,, a, b,, on transformera 5, en Z, e t  les quatre 
tangentes communes de SI et S, deviendront quatre points de X ,  situés 
sur une meme circonférence de cercle, dont un sera connu d'avance. On 
déduira la démonstration de celle de l'article 7. Cette méthode pourra s ~ m i r  
à trouver directement les tangentes communes de deux coniques données, 
en supposant toutefois qu'il y en a de réelles. 

(ii.) Deux coniques quelconque8 du réseau harmonique, qui se coupent 
en un point réel, se' coupent aussi, dans l e  c.as qui nous occupe, en trois 
autres points réels. On pourra donc considérer, au  lieu de SI et S,, deux 
des coniques du réseau harmonique qui passent par un même point, et l'on 
appliquera la méthode de l'article 7. Ici encore il y aura l'avantage qu'on 
connaîtra d'avance un des points communs ii Z1 et au  cercle polaire du 
réseau transformé. 

(4.) Les cas du problème général, où i l  s'agit de trouver les intersections 
d'une conique tracée 2 avec une conique non tracée S, mérite quelque 
attention. On pourra en ce cas s e  servir des principes de l'article 7,  et 
l'on transformera le faisceau (8, 2) en un autre faisceau qui contienne B la 
fois la copique 2 et un cercle, soit en transformant S en 2, soit en transfor- 
mant Ç en elle même. Quand le faisceau (S,  2) détermine, sur la ligne droite 
h l'infini, une involution ayant  des points doubles réels (ce qui arrivera 
toujours si 2 est une ellipse on une parabole), on pourra opérer cette 
dernihre transformation de maniére que la ligne droite A l'infini se corre- 
sponde CI elle même. Pour cela, on n'aura qu'h prendre la ligne droite Lt 
l'infini pour la transversale L de l'article 7, e t  la conique 2 elle meme pour 
la conique S. Lorsque C est une conique centrale, en transformera les quatre 
points d'intersection de S et C en quatre points d'une même circonférence, 
eu transformant 2 en elle même, de maniére que les points extrêmes d'un 
certain couple de diamètres conjugués deviennent les sommets de la courbe. 
Lorsque 2 est une parabole, on aura une transformation encore plus simple. 
[Soit A le sommet de 2,  a le point de contact de la tangente h 2 menée 
parallélement ti la polaire par rapport à S du point Ct l'infini sur l'axe de 
C; on n'aura qu'a transformer 2 homologiquement en elle même, en prenant 
pour centre d'homologie le point l'infini sur Au.] 
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Troisibme partie. 

Problème. Abaisser d'un p0in.t donné P des normales sur  une conique 
cornpiétement décrite. 

Pour abréger le discours nous supposerons que la conique soit centrale. 
On sait que ce probkme a été résolu par APOLLONIUS de Perge, qui a dé- 
montré que les pieds des normales se  trouvent sur une hyperbole équilatére, 
passant par P et par le centre de la conique, et  ayant ses asymptotes paral- 
léles aux axes principaux de cette courbe. L'hyperbole est le lieu des points 
d'intersection des diamétres de la conique par des perpendiculaires abaissées 
de P sur les diamètres conjugués. 

En employant les diverses méthodes précédentes, on parviendrait A 
soudre ce problème d'un grand nombre de maniéres différentes. Mais c'est 
surtout la belle solution de JOACHIMSTHAL qui peut intéresser les géométres; 
c'est pourquoi nous la reproduirons ici avec une dkmonstration fondée sur 
les principes précédents. 

Soit Z: la conique tracée; I' l'hyperbole équilatére  A APOLLO NI US: S ,  C les 
centres respoctifs de ces deux courbes. Soit encore -4, A, l'axe rhel, ou l'un 
des deux axes réels, de 2,; a Ie point A l'infini sur cet axe, p le point Ct 
l'infini sur l'axe conjugué. Qu'on désigne par y un point quelconque de r, 
et qu'on-abaisse du sommet A, une perpendiculaire sur la droite Py. Cette 
perpendiculaire, qui sera en même temps parallèle au diambtre de I: conjugué 
a Sy,  coupera 23 en un second point que nous désignerons par a. 11 est 
évident qu'on pourra considérer les deux courbes I' et Z: comme homogra- 
phiques par rapport aux deux séries de points y et a. Qu'on transforme I' 
en 2,  et que, dans la seconde figure, Cf soit la courbe correspondant à I; 
dans la premiére. Nous allons voir que les points d'intersection de Ç et Cr 
appartiendront h une meme circonférence. Aux points a et ,8 de I' corre- 
spondront évidemment les points A, et -4, de X ;  d'où l'on conclut qu'au 
point C de la première figure correspond le point P de la seconde. Soit L 
la droite de la piemikre figure qui correspond à la droite A l'infini de la 
seconde: il faut que cette droite passe par C, puisque le point correspondant 
de C est Ct l'infini. En se rappelant la propriété caractéristique des points 
de I', on verra que, si 2 est une ellipse, la droite L est l'axe d'homologie 
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de la dyade asymptotique de C et de la dyade des perpendiculaires abais- 
sées de P sur la dyade asymptotique; et que les points imaginaires,' où L 
est coupée par l'une 'ou l'autre de ces dyades, appartiennent (t ï'. Soit D 
le point $L l'infini de la droite L; les- deux points CD seront évidemment 
des points conjugués par rapport h la conique r; donc, au point D de la 
premibre figure il correspondra le point a de la seconde. Mais les points 
CD sont aussi des points conjugués par rapport h 2,  puisqu'ils sont har- 
moniquement conjugués aux points où la droite L rencontre la dyade asym- 
ptotique de C; d'où il s'ensuit que L est parallele à la polaire de C par 
rapport $L C. Par conséquent, les points a, /3 seront des points réciproques 
par rapport aux deux courbes 2 et 2'; donc il passe une circonférence de 
cercle par les points d'intersection de S et Zt. La démonstration serait tout 
aussi simple si  l'on supposait que C fût une hyperbole. Soit le cercle 
appartenant au faisceau (2, 2'); pour le déterminer complétement, il faudra 
trouver trois couples de points réciproques par rapport ce faisceau. Pour 
cela, soit s le point de 2 qui correspond au point S de I', et qui se trouve 
sur la perpendiculaire abaissée do A,  sur PS; les droites S A , ,  S A ,  de la 
seconde figure correspondront aux droites Sa, S,û de la première, c'est-à-dire, - 
aux deux axes de 2. Qu'on prenne les points rhiproques de a et /3 par 
rapport au systéme des deux courbes Z: et I'; les points de la seconde figure. 
qui correspondront à ces deux points réciproques seront évidemment les 
points d'intersection de la tangente A,@ par SA, ,  et de la tangente A,P 
par S A , ;  points qu'on désignera par a, et a,. Donc les deux points Alal ,  
et les deux pointa Asa, seront réciproques par rapport au systkme (2, 2). 
Le cercle Cl coupera orthogonalement les cercles ( i l la,)  et (Asa,) décrits 
sur A,a,  et A,a, comme diamètres; mais il est évident que ces cercles 
coupent orthogonalement le cercle (A,A,); de plus la droite qui joint leurs 
centres est précisément la tangente C au point S. On aura donc le beau 
résultat démontré par JOACHIMSTHAL que les cercles ( A ,  A,) et (Cl) ont pour 
axe radical la tangente 9, 2 au point S. 

Pour achever la détermination du cercle Cl, il reste à trouver un troisiéme 
couple de points réciproques par rapport $L Il et Il'. C'est ce qu'on peut 
faire d'une infinité de manieres différentes. Soit, par exemple, F le pied de 
la perpendiculaire abaissée du point P sur la polaire de ce point relativement 
Zr 2 ; P, F seront des points réciproques par rapport au systéme @, I'), 
puisque PF est la tangente B I' au point P. On trouvera le point p de C 
qui correspond au point P de F en menant par le point A une paralléle h la 
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polaire de P relativement A E. Pour trouver le point f de la seconde figure 
qui correspond au point F de la premibre, on menera dans la conique Z 
la corde A,f'iparallble ?i la polaire de F; l'intersection de la droite s/" par 
la tangente B Ç au point p sera le point f cherché. Le cercle fl coupera 
orthogonalement le cercle (pf), et se trouvera par cela complétement dB- 
terminé. 

On pourrait aussi se servir de la méthode suivante. Qu'on fasse varier le 
point P sur la droite fixe SP, et qu'on prenne sur cette droite S P f  =- SP. 
Les points s et p resteront fixes; les cercles passeront toujours par les 
points d'intersection de la tangente au point s et du cercle (AIA,) .  Aux 
deux points P e t  Pr correspondra le même cercle; de plus les cercles varie- 
ront anharmoniquement avec les segments de l'involution P1Prl,  P,Pf2,  etc. 
On en tirera la construction suivante. Soit n le centre du cercle Cl qui 
passe par le poiiit p; et qu'on désigne par p l'intersection de SP par la 
polaire de P. Le centre du cercle fi cherché sera le point d'intersection de 
la ligne des centres par une droite menée de P parallélement à pn (*). 

= Y  dans lesquelles on peut supposer que les quotients 1, -L sont des rapports 
% Y2 

anharmoniques qui déterminent la position des points variables x et y, soit 
sur une droite, soit sur une conique.. Une théorie compléte de ces corre- 
spondances dépasserait de beaucoup les limites de ce mémoire. Il nous 
suffira de placer ici quelques observations qui sont d'une grande importance 
dans cette théorie. 

- 

(*) Note VIIL 
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(1.) Soient a, b ,  c trois points d'une conique déterminés par l'équation 
cubique 

Soient aussi A B C  le triangle circonscrit, L l'axe d'homologie des deux 
triangles ABC, abc ;  a', b', cf les points d'intersection des droites A u ,  Bb,  
Ce par la conique. Alors les trois points a'b'c' sont les points déterminés 
par le covariant cubique de F; et les deux points d'intersection de L par 
la conique sont déterminés par le covariant quadratique. 

Supposons qu'on donne sur une droite trois points P, Q, R, et trois autres 
points p, q, r  harmoniquement dérivés des premiers par rapport a un systéme 
F de trois points inconnus. Proposons nous de déterminer (1) le point s 
harmoniquement dérivé d'un point donné S par rapport au systbme F ,  (2) 
les deux points covariants de ce systéme, (3) le  systéme de deux points 
S, S, harmoniquement derivés d'un point donné s ,  (4) les trois points in- 
connus eux mémes. De ces problèmes le premier n'est que linéaire, le second 
ct le troisiéme sont quadratiques, le  quatriéme est cubique. On projétera 
les points P Q R, pqr sur une conique, en prenant pour centre de projection 
un point de la conique; nous désignerons les points proj6tés par les mêmes 
lettres. Soient P' Q'R' les pales' des droites Pp, Q q ,  R r relativement Li, cette 
conique. Le point A,. pale de la droite L, satisfait à l'équation 

h*[P',  P, Q', Q ,  Rf, R] = [P, P, Q, q? T I ;  

donc ce point pourra être déterminé linéairement, puisqu'on pourra trouver 
deux sections coniques dont il sera le quatriéme point d'intersection, les 
trois autres étant connus. Le point s sera déterminé linéairement par l'équation 

A+', @A, S]=[p ,  q ,  T ,  s ] ;  
v 

de même, en supposant que s soit donné, la droite A S ,  déterminée par cette 
équation anharmonique coupera la conique, aux deux points SI S,. Enfin, 
en prenant un point quelconque w de la  conique, et en faisant correspondre 
anharmoniquement les faisceaux A -  [P, Q, R.. . ]  et o [p, q, r . . . ]  , on aura 
une section conique S qui coupera C au point connu a, et aux trois points 
inconnus. On pourra se passer, comme on voit, du tracé de la conique C, 
si l'on ne veut déterminer que les points s et A, et la droite L. 

Dans la solution du probléme cubique on remarquera que le point o peut 
être pris A volonté sur la conique I3; on pourra meme déterminer d'avance 
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la position de ce point de sorte qu'on puisse faire passer une circonférence 
de cercle par les quatre points a, a,  p, y.  Pour cela, on observera que les 
points o correspondent anharmoniquement aux coniques du faisceau (a,& y,~). 
On prendra trois positions du point O, et l'on déterminera les points rectan- 
gulaires & l'infini appartenant aux axes principaux des coniques correspon- 
dantes (a, 8, y, A, a ) ;  ou, plutdt, les trois points p harmoniquement conjuguds 
5 un point fixe par rapport 51 ces trois syst8mes de points rectangulaires. 
Il est évident que les points p correspondront anharmoniquement aux points 
a; donc, en désignant par a le conjugué harmonique du point fixe par 
rapport aux points à l'infini appartenant au.x axes principaux de 2, le point 
o sera déterminé linéairement par l'équation 

(2.) Dans l'équation (2), qu'on considérera relativement 51 une conique Z, 
on fera varier le point y ,  ou ce qui revient au  même, le rapport y, :y,. Les 
cercles qui joignent les deux points déterminés par les valeurs correspon- 
dantes de x, : x, envelopperont une section conique X. Pareillement, on 
aura une section conique Y, enveloppe des droites joignant les points y cor- 
respondant & une même position de x. Soit 0 un point quelconque de C; 
soient q, q2 les deux points qui correspondent à O, considéré comme appar- 
tenant à la série des x; k,E, les deux points correspondant au  même point O, 
considéré comme appartenant A la serie des y. Qu'on prenne la corde O, O,, 
conjuguée harmonique de 0 0  par rapport aux deus droites v , ~ , ,  t,E, se 
coupant au point o. Cette corde sera la polaire de 0 par rapport B une troi- 
siéme section conique, que nous désignerons par 0. Pour les deux coniques 
X et Y, les droites enveloppantes, ou, si l'on veut, les points de contact sur 
ces droites, correspondront anharmoniquement aux points de la conique C. 

Il y a trois problèmes biquadratiques qni se présentent naturellement, 
quand on considère la correspondance doublement quadratique (2). 

Trouver les quatre points (2) pour lesquels les d e u x  points (y) corre- 
spondants deviennent coincidents. . 

Trouver les quatre points dont chacun représente deux points (Y ) ,  qu i  
sont devenus cotryidents. 

Trouver les points où le point (x) coincide avec Pm des points (Y) cor- 
resp ondants. 
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Qu'on prenne sur la  conique ); les quatre points de contact des tangentes 
communes à I; et X; chacun de ces points représentera deux points y 
devenus coincidents. On en déduira les quatres points x, auxquels corre- 
spondent ces quatre points doubles, en se .servant de la relation anharmo- 
nique que nous avons indiqu6e. Enfin le point x coincide avec l'un des 
points y correspondants aux quatres points de rencontre de 2 e t  O. 

La théorie de l'équation (2) se simplifie, si elle est symétrique relativement 
aux deux séries de points x et y. En ce cas, les deux coniques X et Y 
coincident l'une avec l'autre, et  avec la conique, polaire réciproque de C 
par rapport & O. Les points d'intersection des deux coniques X et 2 sont 
précisément les points x pour lesquels les points y correspondants deviennent 
coincidents; et  les points de contact sur 2 des tangentes communes de C 
e t  X sont ces doubles points. En supposant toujours que l'équation (2) soit 
symétrique, prenons les points y, y, correspondant & un point quelconque x: 
soit xr l'un de ces deux points; l'un des deux points correspondant A x' sera 
x, l'autre sera un nouveau point x''. Déterminons successivement de la même 
manikre les points x"', x'ftl,. ..; il peut arriver, comme on sait, qu'après un 
nombre fini d'opérations on retombe Zi la fin sur le point de départ x. Ces 
cas particuliers ont été beaucoup étudié par les géomètres; mais c'est sur- 
tout le  cas où l'on aurait x f r l=x ,  qui est important (ainsi que nous allons 
voir) pour la théorie des problkmes du troisiéme et du quatrième ordre. 

Les problémes linéaires et quadratiques qui se rattachent A l'équation (2) 
peuvent se résoudre en beaucoup de cas par les méthodes connues. Par 
exemple, l'on voit qu'étant donnés huit points x, et un point y correspondant 
& chacun de ces points, les deux points y correspondant B un point x quel- 
conque doivent s'obtenir par une construction quadratique. Et, en effet, on 
peut opérer cette construction, en se servant des propriétés des courbes du 
quatrième ordre, ayant deux points doubles. 

(3.) Considérons la correspondance définie par l'équation (3); et  supposons 
que cette équation soit relative à une conique C. A chaque point x corre- 
spondront trois points de la série y: et l'on aura ainsi une série de triangles 
inscrits 2. Mais cette série de triangles sera en même temps circonscrite 
Zi une seconde conique; elle sera de plus une série de triangles harmoniques 
par rapport à une troisiéme conique. Ainsi, cette série de triangles .pourra 
être définie par une correspondance quadratique double, qui sera symétrique, 
e t  dans laquelle le troisième élément dérivé coincidera avec l'élément d'où 
l'on est parti. 11 s'ensuit que la plupart des questions relatives A l'involution 
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cubique définie par l'équation (3) pourront &tre réduites aux recherches ana- 
logues relatives & cette esphce particulikre de correspondances quadratiques 
doubles (*). 

ac  bc 
Pious désignerons par [a, b, c, d l  le quotient - : - qui est un des rap- 

ad bd 
ports anharmoniques des quatre points a, b, c ,  d en ligne droite; de même, 

s i n a P c ,  s i n b P c  
nous représenterons par P. [a, b, e, d l  le rapport anharmonique ; m a .  zbFd 
des quatre droites Pa,  P b ,  P c ,  P d  se coupant au même point P (**). Cela 
posé, nous aurons les deux lemmes suivants. 

Lemme I. Soient 

Pp,  Pp,, P ~ 2 7  Qq,  Qqi, Qqs, R r ,  R r l ,  Br,, 
neuf droites données; le lieu d'un point x, qui satisfait l'équation 

P . [ X , P , P , , P ~ I X  Q . [ x 7 q 9  Q,, q , ] ~ R . [ x , r ,  r , , r J = a ,  ($1 
a étant une constante, est une courbe cubique passant par les neuf points 
d'intersection des droites Pp,, Qq,, Rr, avec les droites Pp , ,  Qq, ,  Rr,. 

Démonstration. (Io). Le lieu du point x qui satisfait à l'équation 

Q.[x, 

,u 6tant une constante, 

(*) Note IX. 

4, q J ~ R . [ x , r , r l , r , ] = ~ ,  (2) 

est une conique (P) passant par les quatre points 

(**) En général, si a,  6 ,  c ,  d sont quatre éléments quelconques, dont on peut définir 
le rapport anharmonique (par  exemple, quatre points d'un m&me conique, ou quatre 
courbes d'un même faisceau) nous exprimerons ce rapport pas la formule [a, b, c, d l ;  et, 
toutes les fois qu'il sera nbcessaire de distinguer entr'eux les divers rapports anharmo- 
niques du même systeme de quatre Blbments, l a  formule [a, 6, c, dl désignera pour nous 

a c  . bc 
le rapport anharmonique analogue au rapport - - de quatre points en ligne droite. 

a d  ' bd 
Nous nous servirons, avec quelques géometres, des parentheses pous exprimer des courbes 
passant pas des points donnés ; ainsi (a, b) sera l a  droite qui joint les points a ,  6 ; 
(a, b, c''cl, e) sera la conique des cinq points a, b, c, d, e. .Si P est la base d'un faisceau 
de courbes d'ordre quelconque, (P, a) sera la courbe de ce faisceau qui passe par le 
point a; et P S [ n ,  b, c, dl sera le rapport anharmonique des quatre courbes (P, a), (P, 61, 
(P ,  CI, (P,  4. 
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d'intersection des droites Qq,, Rr,  avec les droites Qq,, Rr,. Soit R p  le 
rayon du faisceau (R) qui satisfait ZL l'équation 

R.[p: r ,  r , ,  r,] =p.. .  (3) 

En divisant membre à membre l'équation (2) par l'équation (3), on aura 

ou, ce qui revient au meme, 

équation qui démontre ce qui a ét6 avancé. 
(2O.) En donnant b ,u des valeurs successives differentes, les coniques (p) 

correspondantes, lieux des points x, seront toutes circonscrites au même 
quadrilatkre. Or, ces coniques correspondront anharmoniquement aux valeurs 
de p. En effet, supposons que Qx soit une direction fixe; on sait que les 
coniques correspondront anharmoniquement aux points où elles coupent 
cette droite. En désignant par p, r,, r,  les points d'intersection de Q x  par 
R p, Rr,  , Rr,, la position du point x ,  appartenant 8 la conique (p), sera 
déterminée par l'équation 

dont le second membre est une constante C. En multipliant les deux membres 
de cette équation par les deux membres de l'équation 

on aura 

d'où il l'ensuit que le 

P=[P?  'Y '19 r2]P 

P [x, y, y, ,  r*]= C 7  

rapport anharmonique de qu ~atre points x est égal 
au rapport anharmoniqup des valeurs co~espondantes de p. 

(3.) La position de la droite P x ,  qui satisfait ii l'équation 

variera anharmoniquement avec les valeurs de p. Donc le lieu des points 
d'intersed;ion d'une conique (p) par la droite correspondant ai la meme valeur 
de p sera une courbe cubique; mais il est évident que ce sont precisément 
ces points d'intersection qui satisfont tl 1'6quation (1). On voit d'ailleurs 
que la courbe cubique passera par cinq des neuf points d'intersection des 
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droites données; elle passera aussi par les quatre autres, puisque dans la 
démonstration on peut échanger entre eux les faisceaux (P), (Q), (R). 

Lemme II. Soient S , ,  S,, S, trois courbes du même ordre; A , ,  A, ,  A,, 
BI ,  B,, B, les courbes des faisceaux (Sa, S,), (S,, SI), (S,, S,) qui passent 
par les poiilts a et /3 respectivement; on aura l'équation 

Démonstration. Puisqu'il y a tcujours une courbe du faisceau (S,, S,) 
qui appartient en ,même temps au faisceau déterminé par deux courbes 
quelconques des f isceaiix (S,, S,), (S,, S,), il y a une courbe commune 
aux faisceabx (S,, $S, ), (A , ,  A,). Mais cette courbe commune ne peut être 
autre que A,,  puisque A, est une courbe du faisceau (S,, S,), et qu'elle 
passe par a, un des points d'intersection de ,4,, A,. Donc les trois courbes 
A,, A,, A,  appartiennent au même faisceau; le même raisonnement s'applique 
aux trois courbes B,, B,, B,. Soient a et  ,8 les points où vont concourir 
les droites polaires d'un même point O par rapport à A,, A,, A,, et à BI, B,, B, 
respectivement; soient aussi o,, a,, os les points d'intersection de (a, p) par 
les polaires de O relativement à S,,  S,, S,; on aura évidemment 

valeurs qui satisfont identiquement ia l'équation (3). 

Avant de terminer ces préliminaires nous rappellerons qu'&ant donné 
trois points sur chacune de deux cubiques, et en outre six des neuf points 
d'intersection des deux courbes, on trouve aisément les trois autres points 
d'intersection par une construction cubique qu'on doit A M. CHASLES. Soient 
1, 2,. . . 6 les six points d'intersection donnés, 7, 8, 9 les trois points cher- 
chés; on détermine linéairement deux coniques telles que (5, 6 ,  7, 8 ,  9), 
(4, 6 ,  7, 8, 9), dont les quatre points d'intersection sont le point connu 6, 
et les trois points cherchés. Pareillement, étant donné trois des points d'in-. 
tersection d'une conique et d'une cubique, qu'on suppose déterminées toutes 
les deux par un nombre suffisant de points, on trouvera les trois autres 
points d'intersection par une construction cubique facile. Soient a, b ,  c les  
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points donnés, d ,  6 ,  des points donnés de la cubique et de la conique re- 
spectivement, o le point opposb 'au systbme a, b, c ,  d ,  relativement à ,la 
cubique. En désignant par x un point quelconque de la cubique, les coniques 
( a ,  b ,  c ,  d, x) et les droites (a, x) se correspondront anharmoniquement. 
Soit 5: le  quatrieme point d'intersection de la conique donnée par (a, b, c, d, x); 
les deux faisceaux (6, 4) ,  (a, x) seront homographiques, et la conique, lieu 
des points d'intersections des rayons correspondants, coupera la conique 
donnée au point connu 8 et, en ontre, aux trois points cherchés. 

PROBLÈME. Étant donné treize des points d'intersection de deus courbes 
du quatrième ordre, trouver les trois autres. 

Nous supposerons que les treize points soient tels qu'on peut faire passer 
actuellement par ces points. une vraie courbe du quatrieme ordre. Nous 
exclurons donc absolument les cas où l'on aurait, soit cinq points en ligue 
droite, soit neuf points sur une meme conique, soit treize points sur une 
même cubique., Mais, afin de. simplifier la discussion générale, nous en 
exclurons aussi, pour le moment, les cas où l'on aurait' 

1. 
(1) Neuf points formant la base d'un faisceau du cubiques, 

(2) Huit .points sur une même conique. 

(3) Onze points sur une même cubique. 

(4) Quatre points en ligne droite. 

Pour tous ces cas la solution générale se simplifie plus ou moins; nous les 
considérerons séparément plus tard. Enfin, nous *supposerons que les treize 
pointa soient tous réels, et tous différents; no& reviendrons ci-aprbs sur 
les cas 06 l'on aurait des points imaginaires. 

Soient 1, 2, 3.. . 13 les treize points donnés, 14, 15, 1 6  les points qu'il 
s'agit de trouver. 

Prenons six points quelconques des treize points, par exemple les points 
8, 9 ,  10 ,  11, 12, 13; nous allons montrer comment on peut déterminer la 
cubique qiii passe par ces six points, e t  par les trois points inconnus. 
. Pour cela, nous prenons un quelconque des six points qua nous avons 
choisis, par exemple le paint 8; nous le joignons aux sept points 1, ... 7, 
et nous considérons le système des huit points 1,. .- 8 comme formant la 
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base P, d'un faisceau de courbes cubiques. Déterminons le point p,, de sorte 
que les cinq droites 

correspondent anharmoniquement aux courbes cubiques 

La détermination du point p, se fera linéairement par une construction sur 
laquelle nous reviendrons plus tard; nous dirons que ce point est biqua- 
dratiquernent opposé aux points 1 , .  . . 8 de la base P,. La courbe du qua- 
trième ordre, qu'on peut faire passer par les treize points et par le  point 
p,, aura pour faisceaux générateurs le faisceau. de droites (p,), et le faisceau 
de courbes cubiques (P,); de plus, les droites 

du premier faisceau correspondront aux courbes cubiques 

(p,, 14) 9 (p ,  Y 15) 9 (p8 9 4 6) 

du second faisceau, puisque 14 ,  15 ,  1 6  sont des points de la courbe du 
quatrième ordre. Substituons successivement au point 8 deux autres points 
du systéme de six points, par exemple les points 9 et  10; soient P,,  P,, 
les bases cubiques qu'on aura ainsi, p,, pl, les points biquadratiquement 
opposés It ces bases; nous allons voir que les trois points opposés pa ,  p,, 
pi , ,  et les trois points d'intersection des trois couples de droites 

sont des points de la cubique cherchée, qui sera dés lors compléternent 
déterminbe puisqu'on en connaîtra douze points. Considérons la courbe cil- 
bique, lieu des points x qui satisfont B l'équation 

D'après le lemme 1, cette courbe passe par les points p,, p,, pl,, 8 ,  9 ,  1 0 ,  
et par les trois points d'intersection des trois couples de droites , 

elle passe en outre par le point 11, puisque chacun des trois rapports anhar- 
moniques devient égal Lt l'unité positive si l'on fait coincider x avec ce 
point. Mais les points 12, 13, 14, 15, .  16 appartiennent aussi à la même 
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courbe. En effet, soit E un quelconque de ces points; d'aprks la relation 
anharmonique qui subsiste entre les faisceaux (p,), (P,); (p,), (P,); (p,,), (P,,), 
on aura 

p, .[E,11, 9,  10]=P8 .[e,11, 9,101 

p, - [ E ,  11,10,  8]=P9 .[E, 11,  10, 81 

pl,-[k,ll, 8 ,  9]=Pl,.[E,i1, 8,  91- 

Mais le produit des seconds membres de ces équations est l'unité positive; 
comme il résulte du lemme II ,  en y écrivant 

Il résulte de ce qui prkcéde que la cubique, qui passe par les neuf points 
8 ,  . . . 16,  passe aussi par les neuf points biquadratiquement opposés aux 
systemes de huit points, qu'on obtient en joignant successivement aux sept 
points 1,. . . 7 chacun des huit points 8, . . . 16 ;  et par les trente-six points 
d'intersection des couples de droites ( p a ,  fi), (pp , a), en désignant par a, fi 
deux nombres inégaux de la série 9,. . . 16. De ces cinquante-quatre points, on 
en connaîtra ving-sept, qui ne dépendent pas des points inconnus 14,15,16. 

Pour avoir une autre cubique passant par ces trois points, nous remar- 
quons que, par hypothése, la cubique Cl des neuf points 5 , .  . . 16, ne peut 
pas passer par tous les sept points 1 ,  . . . 7. Soit donc 7 un de ces points 
qui n'appartient pas A Cl; on échangera entr'eux dans la construction pré- 
cédente le point 7 et un point quelconque 8 des six poins 8 , .  . . 13; et l'on 
déterminera ainsi la cubique C, des neuf points 7,  9, . . . 16. Les cinq points 
9,. . . 13  seront des points communs aux deux courbes Cl et C,; le point 
biquadratiquement opposé aux points 1, .  . . S sera un sixieme point commun; 
enfin, les points qu'il s'agit de trouver seront précisément les trois autres 
points communs. Puisque par hypothese les huit points 1,. . . S n'appar- 
tiennent pas tous LL uue m6me conique, on pourra dire autant des huit 
points 9,.  . . 16. Soient 11, 12,  1 3  trois des points 9, .  . . 13 qui n'appartien- 
nent pas h une meme conique avec les points inconnus. Qu'on détermine 
les deux coniques (12, 13,.  . . i6)  et (11, 13 , .  . . iô) ,  se coupant au point 
connu 13; les trois autres points d'intersection de ces courbes seront fina- 
lement les points cherchés. 
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On remarquera que les deux courbes du quatrième ordre dont nous nous 
sommes servis dans la démonstration précédente, ne sont pas deux courbes 
quelconques du faisceau déterminé par les treize points donnés. Chacune 
des deux courbes est assujettie A passer par le neuvième point appartenant 
à la base cubique formée par un systkme de huit poiiits choisis parmi les 
treize points donnés (Y). 

La solution précédente dépend essentiellement de la détermination des 
points biquadratiquement opposés aux divers systhmes de huit points qu'on 
peut former avec les treize points donnés. Soit P = [l , 2, 3 , .  . . 81 l'un 
quelconque de ces systèmes; pour avoir le point opposé biquadratiquement 
b P, il nous faudra avant tout un système de cinq points, ou de cinq 
droites, qui correspondent anharmoniquement aux cubiques ( P ,  9), (P, 10)) 
(P,  11), (P,  12)) (P, 13). À cet effet, on pourrait se servir, comme on sait, 
soit des tangentes S ces courbes en un point quelconque de la base P ,  soit 
de leurs points d'intersection par une des droites qui joignent deux des 
points P ,  soit enfin de cinq droites, polaires d'un même point par rapport 
aux cinq courbes. Mais nous préférons la méthode suivante, qui conduit b 
des opérations moins pénibles. On choisira parmi les points P un systéme 
Q de quatre poiiits quelconques 1, 2, 3, 4, et l'on déterminera pour chacune 
des cinq cubiques le point opposé au systeme Q. Pour cela on déterminera 
la conique l? qui passe par les quatre points 5, 6, 7 ,  8 ,  et  qui admet le 
rapport anharmonique Q .  [5, 6 ,  7 ,  81; puis, on prendra sur cette conique 
des points gr, lof ,  1 I r ,  12', /3!, tels qu'on ait 

[ 5 ,  6,  '7, 8 ,  9', 101, Ilf, 12', 13'1 = Q . [ 5 ,  6, 7 ,  8, 9 ,  10, 11 ,  12 ,  131: 

les intersections de I' par les droites 

(9, gf),  (40, 101), (11 , II'), (12, 12'), (13, 13') 

seront les points opposés & Q, appartenant respectivement aux cubiques 

(P ,  9), ( P ,  IO), (P ,  ( P ,  42) ( P ,  13). 

Nous les désignerons par a,, O,,, a,,, O, , ,  al,, et nous nous en servirons 
pour un systkme de points correspondants anharmoniquement aux cinq 
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cubiques. Ensuite, on déterminera la conique Z: qui passe par quatre points 
quelconques 9, 10, 11, 12  des cinq points 9, 10, 11, 12, 13, et qui admet le 
rapport anharmonique [O,, a,,, a,,, o,,]. Soit 13'' le point de cette conique 
qui satisfait à l'équation 

[9, N11, 42, 13"]=[09, a,,,, ail, o12, O,,];  

le point d'intersection de 2 par la droite (13, 13/') est le point opposé bi- 
quadratiquement au systéme P. On voit que la construction revient au fond 
h la construction si connue du point opposé Li un systkme de quatre points 
appartenant B une courbe cubique. 

La construction ne réussit pas si trois des points Q sont en ligne droite, 
mais elle ne devient que plus facile si trois des points 5 ,  6,  7, 8 ,  ou bien 
trois des points 9, 10, 11, 12, 13 sont en ligne droite, puisqu'alors l'une ou 
l'autre des coniques I', C est remplacée par un systeme de deux droites. 
On peut donc toujours faire en sorte que le systéme Q ne contienne pas 
trois points en ligne droite. Cependant, s'il y avait quatre points en ligne 
droite parmi les points P, on ferait bien de les prendre pour le système Q: 
piiisque en ce cas la détermination du point biquadratiquement opposé au 
systéme P se réduirait tout simplement h la détermination du point opposé 
au système des quatre points 5, 6 ,  7 ,  8,  relativement à, la courbe cubique 
( 5 ,  6 . .  . . 13). Encore, s'il y avait quatre des cinq points 9, 10 ,  11, 12, 1 3  
en ligne droite, la construction précédente ne serait plus applicable. En 
effet, dans ce cas il n'y a aucun point opposé biquadratiquement au systeme 
P, A moins que la condition 

P.[9,  40, 11, 121 = [9, IO, 11,121 

ne soit satisfaite par les quatre points en ligne droite. En supposant que 
cette condition eût lieu, on déterminerait sur la droite (9.. 12) le point 13' 
qui satisfait à l'équation 

P.[9, 10,  11, 1'2, 131 = [9, 10, 11, 12, 13'1; 

et on trouverait que tout point de la droite (13, 13') aurait la proprikt6 
caractéristique d'un point opposé biquadratiquement au systéme P. 

La construction cesse encore d'être applicable si les points P et trois des 
points 9 , .  . . 13 appartiennent & une meme cubique. Elle deviendrait indé- 
terminée si l'un des cinq points 9 . .  . 1 3  était le neuvikme point appartenant 
à la  base cubique P. Ainsi en supposant que 1 3  appartint B cette base, 
tout point de la conique 2 serait opposé biquadratiquement au systéme P. 
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C'est ce qui arriverait aussi si l'on avait la relation 

P.  [9 , .  . . 131 = [9,. . . 131, 

ce dernier symbole se rapportant à la conique qu'on peut mener par les 
cinq points. 

Nous allons maintenant revenir sur les cas particuliers que nous avons 
exclus de la discussion générale (art. 4). Dans tous ces cas, comme on a 
pu voir par ce qui précéde, on pourra simplifier la détermination des points 
opposés biquadratiquement à certains systkmes de huit points, si toutefois 
ces points ne cessent pas d'exister. 

(1.) Supposons que les neuf points 1, 2 , .  . . 9 forment la base P d'un 
faisceau de courbes cubiques. La conique 2, qui passe par les points 10, ... 13, 
et admet le rapport anharmonique P .  [IO, 11, 12, 131 passera aussi par les 
points 14, 15, 16. Car on pourra faire passer par les treize points et par un 
point quelconque a de cette conique, une courbe S du quatriéme ordre qui 
aura pour faisceaux générateurs le faisceau de cubiques (P), et le faisceau 
de droites (O). Les courbes C et S se couperont en huit points, dont O, 
10: 11, 1 2 ,  1 3  seront cinq; nous allons voir que les trois autres seront 
précisément les points inconnus 14, 15 ,  16. Soit, en effet, x un des trois 
points d'intersection de C et S,  autres que a ,  10, 11, 12, 13;  en prenant x 
pour centre du faisceau génbrateur, on aura une courbe X du quatrieme 
ordre, qui passera par x et par les treize points, mais qui ne pourra pas 
coincider avec S ,  puisque, en désignant par cc, un point quelconque qui 
n'appartient pas 2 la conique C, les deux rapports anharmoniques 

ne sauraient être égaux. Donc le point x est bien un des trois points 14, 15, 
16 ,  puisq'il appartient en même temps aux deux courbes S et X. On arri- 
verait au même résultat en s'appuyant sur la proposition générale de l'ar- 
ticle 4, d'où l'on conclurait qu'un point quelconque de 2 appartient A la 
cubique déterminée par les sept points 10 . .  . 16 et deux quelconques des 
points P; c'est-à-dire que cette cubique est composée de C et de la droite 
qui joint les deux points. Pour compléter la solution du problbme, on dé- 
terminera par la méthode générale une cubique qui passera par les trois 
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points inconnus, par trois des points 10 . .  . 13,  et  par trois des points P. 
Trois des points d'intersection de cette cubique par C seront connus; donc 
on trouvera les trois autres par la construction cubique que nous avons 
déjà, indiquée. 

Nous ferons remarquer que si les points 1 0 . .  . 1 3  appartiennent, deus à 
deux, à deux courbes cubiques du faisceau (P), la solution du problhme sera 
linéaire. En effet, soient (P, 1 0 ,  I I ) ,  ( P ,  12,  13) les deux cubiques; on 
pourra considérer la droite (12, 13) et la cubique (P, 10, II), prises en- 
semble, comme une courbe du quatrième ordre passant par les treize points; 
pareillement la droite (10, 11) et la cubique (P, 1 2 ,  13) composeront une 
autre courbe du quatrième ordre passant par les mêmes points; donc le 
point d'intersection de (10, 11) et (12, 13) sera un des points cherchés; e t  
l'un des deux autres sera le troisiéme point d'intersection de la cubique 
(P, 10,  11) par (10, 11)' point qu'on sait déterminer linéairement. 

La construction ne sera que quadratique, s i  trois des points qui n'appar- 
tiennent pas à, P sont en ligne droite. Soient 10 ,  11, 12  trois points d'une 
même droite 2; soit aussi a le point. de h qui satisfait à, l'équation 

la conique 2 sera remplacée par l'ensemble des deux droites A,  e t  (13, a). , 

Qu'on détermine par la méthode générale ci-dessus une cubique qui passe 
par les trois points cherchés, par trois des points P, par deux des points 
10 ,  11, 1% et enfin par 13; un des points cherchés sera le troisikme point 
d'intersection de la cubique par il; celui-ci se trouvera linéairement; les 
deux autres seront les deux points d'intersection, autres que 13, de la  droite 
(13, a) par la cubique; on les aura par une construction qnadratique. 

Enfin, si tous les quatre points 10 ,  11, 12,  1 3  appartiennent à, l a  même 
droite, il n'y aura aucune vraie courbe du quatriéme ordre qui pourra passer 
par les treize points donnés, 9 moins que la condition 

ne soit vérifiée; donc tous les fois que cette relation ne subsistera pas, ce 
cas sera un de ceux que nous devons rejeter. De plus, quand même la 
condition se trouverait réalisée, on pourra faire abstraction du point 13 ,  
puisque toute courbe du quatrieme ordre qui passe par les points 1 . . . 12, 
passera nécessairement par ce point. Il faudra donc qu'un quatorziéme point 
soit donne pour que les seize points soient compléternent déterminés; mais 
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ce point étant donné, les deux autres se trouveront par la construction 
quadratique prkédente. 

Nous avons dhja remarqué qu'en désignant par P le systhme 1,. . . 8, 
tout point appartenant & la conique (9 , .  . . 13) est opposé biquadratiquement 
B 9, si l'on a la relation 

Ce cas se réduit immédiatement h celui que nous venons de traiter. En 
effet, le neuviéme point appartenant à la base cubique P ,  est évidemment 
un des trois points cherchés, puisrqu'il est un point cornmgin B deux courbes 
du quatrième ordre, passant toute9 les deux par  les treize points, e t  ayant 
le même faisceau générateur de courbes cubiques (P),  mais ayant des points 
différents biquadratiqaement opposés Zi ces faisceaux. Donc on trouvera l ida i -  
rement un des trois points 14, 1 5 ,  16; on obtiendra les autre8 par une con- 
struction quadratique, puisqu'on connaîtra quatre des points d'intersection 
de  la conique (9, ., , 13) par une cubique qu'on fera passer par les deux 
points inconnus, par quatre des points 9.. , 13, et par trois des points de 
la base cribique, 

(2.) Supposons que les huit points 1, ... 8 appartienaentltous à une même 
conique (P).  La conique cr = (9, 10, 11 , 12,13)  ers vne prernibre conique 
passant par les points inconuus 14 ,  2 5 ,  16. Soib Ç un9 cubique déterminée 
par les trois paints inconnus, par trois de4 points 9 ,  +. i2, et. par trois des 
points P. On pourTa déterminer cette cubique par la méthode gbnérale, e t  
puisqu'on gonnaîtr+ trois des points d'intersection de C par G ,  on pourra 
trouver une seconde  nique or, qui coupera a en quatre points, dont un 
sera connu d'avance, tandis que les autres s e p n k  lqx  points cherchés. 

(3.) Supposons que onze des treize pqilsts appart ienns~t  9, une même 
cubique (P); soient 1 ,  2 , .  . . 11 ces onze pointg, que, sous dbsignemns par 
P. On sait que toute courbe du quatrième ordre, qni passe par onze points 
d'une cubique, rencontre la cubique en uu dpuziBme poiqt fixe. Ce point 
fixe sera qp des trois points cherchés; nous re désignerong par 44; il pourra 
se déterminer linéairement; de plus, cette d4termination dépendra uniquement 
des onze points P, et nullamant des points $ 2 ,  .$3. On pourra donc substituer 
à, ces deux points dei1.g. autres psints quelponqyes çh~isb  h y~ lon té ,  pourvu 
qq'ils lie soient pas qitués sur la aubqy-;?(Pf, NQUS .pendrons actiiellepent, 
aq lieu dç 12 e t  13, d e w  points 42' ,et $3' qui £orment avec sept des onze 
points les aeuf paints basiques C) d'un -faisceau d e  courbes çiibigues, a iquel  
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la cubique (P) n'appartient pas. Soient 1, 2. , . 7 les sept points; on prendra 
pour 12' un  point quelconque qui n'appartient pas (P); 13) sera le neu- 
vieme point appartenant A la base cubique 1.. . 7, lS1, mais il ne sera pas 
nécessaire de le trouver, puisqu'on n'en fait aucun usage dans la construction. 
On déterminera la conique qui passe par les quatre points 8, 9, 10, 11, et 
qui admet le rapport anharmonique Q [8, 9, 10, 111 : cette conique passera 
par le point 14 cherché, puisqu'elle doit passer (art. 6, 1) par les trois points 
qui complétent la base biquadratique 1.. . 1 1 ,  12/, 13'. En échangeant entre 
eux un des quatre points et un des sept points, on aura une seconde co- 
nique, qui coupera la premiére en trois points connus d'avance; le quatrieme 
point d'intersection sera le point 14. Pour trouver les points 15  et 1 6 ,  on 
considérera un système de'huit points Cl, composé des deux points 12 et 
13, et de six points quelconques des points P. Soient 1 . . . 6 ces six points, 
et désignons par o le point biquadratiquement opposé a a. La cubique (P) 
et la droite (12, 13) composent une courbe du quatrième ordre passant par 
les treize points donnés. Donc les points 15, 16 sont les deux points d'in- 
tersection (autres que 12,  13) de la droite (1 2, 13) par la courbe du qua- 
trieme ordre qui a pour faisceaux générateurs- le faisceau de cubiques (a) 
et le faisceau de droites (a). Donc enfin les points 15, 16  sont les points 
doubles des deux divisions homographiques déterminées par les deux fais- 
ceaux sur la droite (12, 13). 

Si douze des points donnés se trouvaient sur une même cubique, il faudrait 
qu'un quelconque de ces douze points fût déterminé par les onze autres 
de la manière que nous avons indiquée; autrement -on ne pourrait faire 
passer aucune vraie courbe du quatrième ordre par ces points. Mais en ce 
cas il faudrait aussi qu'un quatorzième point fût donné, afin de déterminer 
complétement le système des seize points; alors la construction des points 
15 et 16 serait la meme que ci-dessus. 

(4.) Lorsque quatre des treize points sont en ligne droite, on aura tout 
d'abord une cubique passant par les trois points inconnus, puisque ces 
points appartiendront &idemment b la cubique des neuf autres points. Mais 
on peut aussi opérer de la mailibre suivante, sans faire usage de cette 
cubique. Soient l 0 ,  11,12, 1 3  les quatre points en ligne droite; les points 
Plo, pli, pl,, pis  pourront se déterminer par la méthode générale de l'ar- 
ticle 5 .  Ces points, ainsi que les points d'intersection des droites (p,,, 11)' 
(pli IO), etc., appartiendront à la conique (8, 9, 14, 15; 16), qui se trouvera 

, ainsi compléternent déterminée. De même on pourra déterminer la conique 
AnnaEi di ~ a t e m a t % z ,  torno-III. 21 
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(Y, 9, 14, 15,  16), dont les intersections avec la premikre conique feront 
connaître la solution du probléme, 

Il y a encore quelques cas particuliertr du probume qui ne sont pas 
d4pourvus d'intérêt, mais dont la di~cussion, d'ailleurs tp3s facile, dépasserait 
les limites que nous nous sommes -prescrites. Mais nous ne saurions nous 
dispenser de placer ici les observatiom suivantes qui semirant il 6claircir 
la solution générale. 

(1 .) La détermination de la cubique (8 ,J, L 96) exige la connaissance de 
deux seulement des points p,, p9, 4 .  .pis. En effet, quand on aura trouvé les 
deux points p, et p, on aura neuf points de la cubique, puisque le point 
d'intersection des droites (p,, 9), (p,, 8) appartient, aussi 5 cette courbe, De 
plus, tant que le problhme reste cubique, il ne peut arriver que les neuf 
points forment la base d'un faisceau de courbes cubiques. Pour que le point 
d'intersection de (p,,  O), (p , , 8 )  fût le neuvibme point appartenant la base 
cubique 8. a. 13, p,, p,, il fhudrait que $es six points par 9. ., 13 appartinssent 
& une même conique. Or la  conique ( p,, 20 ,, . 93) n'est autre que la co- 
nique qui satisfait B la  relation 

-en outre, x Btant le point de cette conique qui ~érifiei 1'6quation 

P,-[9, l 0 ,  11,12, 131 = [x, 10, il, 12,431, 

p, sera le second point d'intersection de la droite (x,  9) avec la conique. 
Donc, si le point 9 appartient lui-même A la conique, p, viendra se confondre 
avec 9, mais la position limite de l a  droite qui joindra ces deux points 
coincidents sera toujours la droite (x, 9); d'où il s'ensuit que les six points 
p,,'9,. .. 13 (dont les deux premiers sont coincidents) ne peuvent pas étre 
cens& appartenir Cc une m&me conique, 8 moins que l e  poin$ x ne coincide 

- avec 9. Mais si cera arrivait;', l'êquation 

serait satisfaite; c'est-&dire, le neuvikme point appartenaht B la base P, 
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serait un des trois points cherchés, et la détermination des deux autres 
ne serait que quadratique. 

On conclura aussi, de ce qui vient d'être dit, que si p,, l'un des deux 
points opposés qu'on aura Lt déterminer, venait à coincider avec l'un des 
points 9 .  . . 10,  la cubique (8.. . 16) n'en serait pas moins complétement 
déterminée, puisqu'on aurait remplacé deux points par une tangente et son 
point de contact. 

Nous ajouterons que si les deux points p, et p,, tout en restant déter- 
minés l'un et l'autre, venaient Lt se confondre en un seul point p ,  ce point 
serait un des trois points cherchbs; puisqu'en considérant successivement 
les deux bases P, et P, (qui auraient le même point opposé p, mais qui 
ne pourraient pas être identiques, parceque nous avons supposé que la po- 
sition du point opposé p n'est pas indéterminée), on aurait deux courbes du 
quatrième oydre, passant par les treize points, et se coupant en outre au 
point p. 

Donc on conclura généralement qu'afin d'avoir les deux cubiques, dont 
on a besoin pour déterminer les trois points cherchés, il suffira de trouver 
trois poiuts opposés biquadratiquement à trois systémes de huit points, 
choisis convenablement parmi les treize points donnés. 

(2.) Puisque les deux courbes cubiques (8,, ., 16) et (7, 9.. , 16) se  coupent 
au point p,, il est évident quep ,  est le neuvikme point qui appartient a 
la base cubique 9 . ,  . 16. Nous aurons dono le théorème que. voici: 

« Si l'on partage les seizq points d'une base biquadratique en deux sy- 
stèmes de huit points, le point biqiiadratiquement opposé à. l'un de ces 
systémes appartient en même temps à la base cubique déterminée par l'autre 
systéme. La courje du faisceau qui passe par le neuviéme point appartenant 
C1 l'un des deux systèmes, passe aussi par le neuviéme point appartenant 
à l'autre systkme. » 

Nous allone maintenant -supposer que quelques uns des treize points de- 
viennent imaginaires. 11 suffira de considérer les- deux cas (11 où l'on n'aurait 
que trois points rbelp, (2) où l'on n'aurait qu'un seul point réel. Pour abréger, 
nous supposerons que la positioll des treize points soit tout-à-fait générale, 
.et nous ne nous occuperons pas encore des circonstances spéciales que nous 
avons considérées dans l'article 6. 
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(1.) Supposons que 1', 2; 3,4;' 5 ,6 ;  1 0 , 1 1 ;  1 2 , 1 3  soient des dyades 
de points imaginaires, mais 7,  8 ,  9 soient des points réels. La détermination 
des points a, b, ç biquadratiquement opposés aux bases cubiques (1, ... 6,8,9), 
(1,. .. 6, 9 ,  7), (1,. .. 6, 7 ,  8), que nous désignerons par A ,  B, C, se fera & 
peu prés comme si les treize points étaient tous réels. En effet, d'aprés ce 
que nous avons dit dans la  premiére partiq de ce mémoire, on saura déter- 
miner ( I )  la conique l? de l'article 5; (2) le point réel o, et les dyades o1,oll, 
ol,o,, appartenant A cette conique et correspondant anharmoniquement à 
la cubique réelle (C, 9) et aux cubiques imaginaires conjuguées (C, /O), 
(C, i l )  et (C ,  12), (C, 13) ; (3) Ia conique B qui passe per les points 10, ... 13, 
et qui satisfait à l'équation 

(4) le  point gf de  cette conique qui vérifie la relation 

(5) enfin, le  point c cherché, où la droite (9, 99 rencontre pour la  seconde 
fois la conique X .  Les points a ,  b ,  c une fois trouvés, les cubiques 
(8, 9, 10 . . . 16),  (9,  7 ,  1 0  . . . 16), (7, 8, 10 . . . /6), dont deux suffisent pour 
notre but, serontf compléternent déterminées. En effet, on connaîtra neuf 
points, dont trois réels, de chacune de ces courbes; et nous avons vu que 
ces neuf points ne peuvent pas appartenir ti une même base cubique. 

(2.) On étendra la  solution au  cas oir l'on n'aurait qu'un seul point réel 
7, air moyen des principes généraux que nous avons établis dans la premiére 
partie. La cubique (8 , .  . . 16)  sera réelle; la détermination de cette courbe 
se réduira B eelle des points b, c qui seront des points imaginaires conjkgués. 
Pour les trouver il faudra substituer dans la solution prhc6dente la dyade 
8 ,  9 aux deux points réels que nous avons désignés par les memes nombres. 
Quoiqu'en cette solution il soit question de points imaginaires, elle ne con- 
siste actuellement que d'une certaine suite d'opérations linéaires, portant 
sur des points et des droites réelles. Donc, en substituant aux points réels 
8, 9 la dyade de points imaginaires, on parviendra B déterminer linéairement 
les deux points imaginaires c ,  b biquadratiquement opposées aux systémes 
1,. . . 7,  8 et 1,. . . '7, 9; il est d'ailleurs Bvident que ces deux points appar- 
tiendront la meme dyade, dont on connaîtra i'homologie avec la dyade 
8,  9. Le centre dliornologie des deux dyades appartiendra luimerne à la 
cubique cherchée; il sera le  seul point réel qu'on en connaîtra. Pour Bviter 
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la considération de courbes cubiques imaginaires, on pourra substituer 
successivement à la dyade 8 ,  9 les dyades 1, 2 et 3,4;  on aura ainsi trois 
courbes cubiques réelles se coupant en quatre points connus. On détermi- 
nera, par la méthode de M. CHASLES, les troia coniques dont chacune passe 
par les cinq points d'intersection inconnus de deux de ces trois courbes. 
Ces coniques se couperont aux trois points cherchés, qu'on pourra des lors 
déterminer par une constrnction cubique. 

(La suite azc cahier prochaiia.) 
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Notizia sulla rappresentazione conforme 
di un' area ellittica 

sopra un'area circolare, 

(del prof. A. SCHWARZ in Zurigo.) 

N e i l a  &na dissertaeione inauguiale YAnnali di Matematka, xa serie, t. 201, 
RIEMANN enuncib il teorema, corne sia s e q r a  possibile di xappremntare la 
superficie di una fig.iira semplicemente connessa (?Y) sopra di un circolo (S), 
eonservandd la connessione e h simiglianza nelle partE infinite3ime, e cib 
s~ l i an to  in una haniera quaiido Bi voglia ehe al centro ~octispanda. un punto 
inte~no~fissatd ad arbitrio, -e ad un punie qualsi~@iz della ;ciPcmferenza un 

, punto del contorno di quella figura, pure dato arbitrariamente. 
La rappresentazione c onformc della -figura U su1 circolo S si compie 

rqediantg una funzione analitica di variabile cornplessa s= f N , indicando 
i à - 4  9 %ni valore determinato dellLrgomento u = m -k r y l a ~ o s i z i o n  k" di un punto 

dethminato !&ll'&terno ddl& figura U, ed-4b Val@& obrdbpoqdent&i della 
fuuzione il posto del punto omologo nell'interno di S. ,, 6 

L i  funzione-aaalitica f ju) dipende d a h  foima del codtoràghehd Fei ra  U, 
dalla posizione dei punti di diramazione nell'interno delkmede~ima 4 inoltre 
da tre constanti; e propriamente alla - soluzione completa dell'indicato pro- 
blema basta la conoscenza di una funzione s=  f (u), mediante la quale si 
rappreseati le superficie d&a figura q sopra da supsrfigie di ,pn circolo S. 
Infatti, se si rappresenta l'interno della stessa&&ri ~'fnediintk du&~uiizioni 
s ed s1 sopra l'inbrno di doe circoli S e d S \  ciagcunq,delle due funzioni 
s ed sr & una f Ù n é i o ~ r i z i o n a l ~  % $rir$~xr&% rP&T @ka; basta adunque 
trovare in ogni c a w  pqrticolare una an@ fio&zione e determinare conve- 
nientemente le tre kbstanü, 

La determinazione effettiva hella funzione iappresentatrice non riusci sino 
ad, ora ~ b e  a .  a l ~ u n i  casa pwticqlari,. 
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Nella memoria del sig. CHRISTOFFEL, Sul  problema delle ternpePature 
stazionarie e la rappresentazione di una data superficie (Annali d i  Mate- 
matica, IIa serie, t. 1), il problema della rappresentazione della superficie 
di un circolo sulla superficie di un poligono limitato da segmenti rettilinei 
& ridotto ad una quadratura ed alla determinazione di un numero finito di 
costanti. In modo analogo si pub ridurre il problema di rappresentare una 
area circolare sopra una figura limitata da archi circalari alla soluzione di 
una equazione differenziale ordinaria ed alla determinazione di un numero 
finito di costanti. Riguardo a cid si veda una memoria contenuta ne1 gior- 
nale di BOWHARDT, tom0 70, Ueber einige Abbildungsaufgaben. 

La presente nota ha per oggetto la soluzione del problema indicato, quando 
il contorno della figura U 6 una ellisse. Sia data ne1 piano, i cui punti rap- 
presentano geometricamente i valori della quantitCt complessa u =xi-  iy  , 
nna ellisse, i cui fuochi &am i punti a=+ 1 .e uc- l ed i cui semi-assi 
maggiore ie minore siano eguali ad a e 6, 

Si imagini tagliata rettihearnente quest'area ellittica lungo l'asse mag- 
giore dei fuochf sino ai ~erkici, cioh da1 punto u=+1 d punto u=+a e 
da1 punto u=-l al panto @=-a, O si iappresenti l'interno della super- 
ficie sempkicemente connessa, in ta1 guixa ottenuta, mediante la  funzione 
analitica 

~ = 3 3  arc sen u 
* 

su1 piano Jv). Il Cam O della variabile complessa v B i ' intern~ di un ret- 9 - 
h 

tangolo, 3i gunti di lpezzo dei cuklati  corrispondono ai valori v=+- , - 2  
i I =+ %log 2; r j . Z ~ e  ora SI rappresenta Pinterno di questo rettangolo 

I, 

mediante ia funziond 

su1 piano (s), essendo 3 aodulo k scelto secondo le seguenti condizioni 

(*) Si veda una memoria del sig. SIEBECK ne1 giornale di Crelle-Borcha~dt, tomo 65 ,  
pag. 246252 e: CASORATI, Teorica delle funzioni di  variabili cornplesse, pag. 243-245. 
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1 si a ~ r à  in quest'ultimo piano un circolo di raggio -> per modo che com- 
\/k 

binando le due rappresentazioni, ossia adoperando la funzione 

avremo rappresentato l'interno della data ellisse, serbata la connessione e 
la simiglianza nelle parti infinitesime, sopra l'interno di questo circolo. Al 
centro della ellisse u = O corrisponde il centro del circolo s - O ,  ai vertici 

1 i u=&f;a, u.=kbi corrispondono i punti s=*-. s=zkfi (*). 
Vk 

Le linee, lungo le quali B costante la parte reale O imaginaria di v ,  sono 
nella superficie della ellisse rispettivamente iperboli O ellissi confocali, nella 
superficie del circolo curve confocali del quarto ordine coi fuochi s = l t l ,  

1 f z: curve, le cui proprieth geometriche furono studiate più accuratamente 

da1 sig. S I E B ~ K  e da1 sig. CASEY (**). 
La seguente soluzione analitica del problema proposto completerà la p r e  

cedente sintetica. 
Per determinare sulla superficie della ellisse una funzione della variabile 

complessa u,  la quale sia monodroma, finita e continua per tutti i valori 
di u nell'interno della ellisse, e la cui parte reale per tutt'i punti del con- 
torno coincida in valore colla funzione $ log (x2 + y2) (*%%), s' introduca in 
luogo di u una muova variabile complessa z =reiv, per modo che 

- 
a - b  e si indichi la costante faTb con Y,,, O in altri termini, si rappresenti la 

superficie della ellisse ne1 piano (u) sopm la superficie di una corona circolare 
1 

giacente ne1 giana (z) s limitata dai circoli di raggi Y,, e - Ad ogni valore 
'.O 

di u corrispondono due valori di z, e la fuszione cercata di u ' s i  trasforma in 

(*) Si veda SIEBECK, Ueber eine Gattung von Curven von viertek Grades, welche mit 
den elliptischen Functionen zusammenkangen, Giornale d i  Crelle-Borchardt , t. 57 e 59, 
e nell'opera suaccennata del sig, C ~ S Q R A T X ,  pag. 246-249. . 

{**) On bicircular quartics (Trans. R. Irish Acad. 1869). 
(**a) Vedi art. 21 della dissertazione inaugurale di RIEMANN. 
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una funzione di z, la quale & monodroma, finita e continua insieme colle sue 
1 

derivate per t d t i  i valori di z ,  il cui valore ass.oluto è compreso tra r, e - . 
"O 

La funzione cercata si pub adunque svolgere per tutti questi valori di e 
nella forma 

mentre i coefficienti ancora ign0ti.A e B si possono determinare in guisa 
1 che la parte reale di +(z),  tanto per z=r,ei~ quanto per z=-e-%~, sia eguale 
".O 

1 m l  rp  
La funzione 4 (2) = log - - - . - (z" + z-~") soddisfa alle condizioni -2ro .0 n 1+rp 
proposte, e, per espressione della funzione mediante la quale si rappresenta 
in modo conforme la superficie della ellisse su quella di un circolo S' di 
raggio 1, essendo ,centri delle, due figure punti corrispondenti, si ottiene 

Se si pone z = eV', ri= q ,  riesce u z s e n v ,  zZB + z - ~ ~ = , ~ c o s ~ ~ v ,  e 

espressione equivalente (JACOBI, Fundamenta pag. 99, form. 6) a 

2K0, log senain - +log \rk. 
75 

È manifesta adunque la esattezza della fatta asserzione, comc ciob si possa 
rappresentare I'interno delIa suaccennata ellisse mediante la funzione 

2 8  s=sen am arc sen u 

1 nell'interno di un circolo di raggio - 
i /k  

Anmli di Matematica, tomo III. 
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Per rendere intuitiva questa 
colata la seguente tabella pel 
modulo k = V i ,  e per mezzo di 
essa si è costruita la figura an- 
nessa, nella quale, per difetto 
di spazio, l'asse reale & dispo- 
sto verticalmente : 

rappresentazione con un disegno, si B cal- 

m + n i  sen am (T K ,  y;) . 

Maggio 1869. 
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La risolvente dell' equazione di quinto 
grado sotto la fqrma di un determi- 
nante simmetrico 'a quattro linee. 

( d e l  prof. + L. S C H L ~ L I ,  a  Berna.) 

s i e n o ~ , = ~ ~ a + ~ ~ ~ b + & ~ ~ ~ + & ~ ~ d  leradici 

della . equazione 
x 5 - 1 0 a x s - 1 0 P x 2 - 5 y x - 6 = 0 ;  (il 

e per maggior brevità si ponga 

g ==ab9+cd2 h =a3b+cSd  

gf=bc9+da2 1 N=b8c+dSa  1 (2) 

Le bomme delle potenze delle radici sono: 

S,=O, ~ , = l 0 ( a c J = b d ) = 2 0 a ,  S ,=15(g+gr)=30P,  

S,==30(ac'+Bd)2+ 6Oacbd + 20(h+hr)=20Oa2+20y, 

S5=5( . j+ j r )+ l00(ac - t  bd) (g+gf )+50(acg+bdg ' )=500ap+56 .  

La 2" e la qa di queste cinque uguaglianze suggeriscono di porre 

ed allora le due ultime diventano 

h+ h'=3ta + a2 + y (3) 

j + j r = 6 - 2 0 t u .  (4) 
Dalle uguagîianze 

gg'= bdh+ achl, hh'=acg4+ bdhs - 4 ( a ~ b d ) ~ ,  
bdj=grh-a"'g, acjr=ghr-b2d2gr, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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che danno 

abcd~+j ' )=acyfh+bdg/1 ' -  a3cSg-bScLSg', 

segiiono i e  relazioni 

t ( h - h ' ) = 3 a t e + ~ 2 - / 3 2 t a S + a y ,  ( 5 )  

+ h h f = a ( ~ z + P 2 ) + 2 p t u - 2 ( a 2 - t " 2 ,  ( 6 )  

(t2-az)(20tu-8)+(tu-a/3)(h+hr) +(au-/3t)(h- h') 

+2 tu ( t2+3a2) f  2ap(3 tZ+ aB)=O. (7) 

Eliminando le h,  h' prima dalle (3) ,  (5),  (ô) ,  poi dalle (3), ( 5 ) ,  (7) si otten- 
gono due equazioni, l'una di quarto grado in u ,  l'altra del terzo. conside- 
rando le  due equazioni come rappresentanti due curve, le cui coordinate 
variabili siano t, u ,  la prima di queste -due curve ha due punti doppj de- 
terminati da 

t== 0 ,  u2- /P+u3+ay=0,  

pei quali passa anche la seconda curva. Le due curve hanno il punto t= O. 
u = O per centro cornune e si segano fra loro nei- tre punti 

t = a ,  u3 - - @ Z ~ ~ + ( I G U ~  f2ay-P2)u-2aPy+P3 = 0. 

Dunque la risultante delle due equazioni, nascente dalla eliminazione di u ,  
b divisibile per t4( t2  -aP)'. Per evitare almeno il fattore t4, pongo 

t v = ~ ~ - ~ ~ + a ~  + aX. 

cosicchb h - hr ;= v + 3 a t. Le due equazioni diventano 

v2+14afv+16Ptu-25t4f  (35az-6y)tZ+16ape-(5a2+ y ) ' -  - 0, 

(au-,Bt)v+(25tz - l 0 r x ~ + ~ ) t u - 6 t ~ + a ~ $ + a ~ P - a P ~ =  O. 

Moltiplicate rispettivamente per &ta, --tu, e somrtlate danno una equazione 
di terzo grado in  u. Dalle due equazioni di terzo grado s i  derivano ne1 modo 
consueto tre equazi~ni  di secondo grado, le quali considerate come lineari 
in' uZ,  u ,  I conducono ad un determinante simmetrico. Ma introducendo v 
invece di ue e modificando ana delle tre equazioni per mezzo delle altre due 
di modo che il determinante rimanga simmetrico, otteniamo dei coefficienti 
divisibili per a2 -- t2. A l l~ ra  possiamo espellere il fattore t4 (te - a2J3 dalla 
risolyente. Ma poiché rimane ancora il fattore a', intrgduco uns-terza inco- 
gnita ausiliare w e. formo .il sistema 
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8 ch1 3 f l i  : Sull'equazime di quinta grado, 1 73 

1 polinomi dell'ultimo sistema lineare si chiamino p, q, r, S. Allora il calcolo 
sopra mentovato 6 equivdente alle uguaglianze seguenti: 

[atv-ptu+25t4t- (y-10a2)t8--a2(a2+ y)+aP2).I 

L' ultimo sistema lineare è 

il determinante di questo sistema lineare B di sesto grado per rapport0 
a te (termine A CL"; esso upagliato a zero è la risolvente cercata. Quando 
uno dei sei valari di te sia trovato, una estrazione di radice quadrata farà 
conoscere l a  t ,  poi i minori del determinante ci daranno u, v ;  allora g=P+u, 
gr=@-u, h'= +(v+3ta-F-3at+a2+ y), hl=+(- v + 3 t T -  3at+aB i- y) 
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si formeranno con un processo lineare. Ora si ponga 

c=ab"cda, gr=bc"da2; 

sarh gr= achf-bah=-av+3t3+(y-2,aP)t ,  p = g 2 - 4 ( a +  t ) ( ~ - t ) ~ ;  
bisogna dunque una seconda estrazione di radice quadrata per trovare la <; 
ma la r B allora razionalmente determinata, e si conoscono a b2 = $(g  + 5)'  
cd2=$(g - 0, bca =+(gr+M, daa=$(g '  - r). Poichè 

a5 = a 6% (a uY2 (g + t) (9:- Y): 
(bd)" 8(u-t )2  ' 

bisogna una estrazione di radice quinta, la quale farh conoscere la a ,  poi 
si hanno le 

e finalmente 
x , = a + b t c + d .  

1 lu 2 
Esempio. x5-x"2x2-2x - 1=0,  donde a=@, y - - ,  8=1. 

5 
Sia T= 500 ta;' allora 

Il determinante moltiplicato per 2Ie 58 diventa 

ed ha T- 9 per fattore: 

Milano, 13 agosto 1869. 
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Sur les singularités ordinaires 
d'une courbe gauche 

et d'une surface développable. 

(par  H. G. ZEUTHEN à Copenhague,) 

O n  appelle ordinai res  les singolarités d'une courbe gauche et géomé- 
trique et de la surface dévelop~able, enveloppe de ses plans osculateurs, celles 
qui, correlatives les unes aux autres, ont toujours lieu, ou les unes par 
rapport au système de points, ou les autres par rapport au systkme de plans, 
que forment la courbe e t l a  développable, si I'bne ou l'autre de celles-ci est 
représentée d'uno maniére génbrale, Mr. CAYLEY (.lc) a indiqué les principales 
de ces singularités ordinaires, dont il a désigné les nombres de la maniére 
suivante : 

1.O l ' o rd re  de la courbe, par m; 
2 . O  la c l a s se  det la développable, par n; 
3.O le r a n g  du systbme des points et des plans, c'est A dire le nombre 

qui indique à. la fois la classe de la courbe et l'ordre de ta développable, 
par r ;  

4 . O  le nombre des points stationnaires de la courbe, par p; 
5 . O  le nombre des plans tangents stationnaires de la développable, par cc; 
6 . O  la classe de la surface développable, enveloppe des plans tangents 

doubles de la courbe donnée, par y; 
7 . O  l'ordre de la courbe double de.la surface développable donnée, par x; 
8 . O  le nombre des droites partant d'un même point et rencontrant deux 

fois la courbe donnée, par h; 
9 . O  le nombre des droites dans un meme plan qui se trouvent sur deux 

plans tangents B la surface développable donnée, ou qui la touchent deux 
fois, par g. 

(*) Journal de MathSrnatiques de Mr. LIOUVILLE: t. X ,  p. 245. 
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Mr. CAYLEY a aussi tiré des bquations Plückeriennes, relatives B une courbe 
plane, six équations (*) auxquelles satisfont ces neuf nombres, de facon 
qu'on n'a besoin d'en connaître que trois pour trouver les autres. 

Plus tard MM< CAYLEY et SALMON ont exprimé, au moyen de ces nombres, 
ceux de plusieurs autres singularités ordinaires d'une courbe et d'une dé- 
veloppable, et enfin, j'y ai ajouté, dans une correspondance insérée par 
Mr. CHASLES dans les Comptes R e n d u s  d e  lJAcadéwtie des Sciences (**), 
encore d'autres résultats, toutefois sans démonstration. En démonstrant ici 
ces résultats, j'en &gmenterai en même temps considérablement le nombre. 
Je me bornerai aux singularités ordinaires (( du premier ordre D, c'est B dire 
à celles qui sont relatives à des points, des plans et des droites qui ont des 
rapports avec la courbe, en laissant de côté pour le moment celles qui ont 
égard à la courbure, A des surfaces ou à des courbes tangentes, etc. (***). 
Même avec cette restriction, il serait impossible d'&puiser toutes les singu- 
larités possibles; mais j1esp&re de donner ici les résultats qui sont les plus 
importants, non seulement dans la théorie des courbes gauches et des sur- 
faces développables, mais aussi pour celle des surfaces gauches; ou de 
fournir au moins le moyen de les trouver. 
1. Notations. 1." Je désigne par P(-..) le nombre des plans qui sabisfont 

h des conditions données : un p dans la parenthèse indiquera que le plan 
passe par un point donné; de même le nombre 1 ou 2 indiquera que le plan 
a avec la courbe gauche dont nous nous occupons un c o n t a c t  s imple  
ou une os cu'lat i on, respectivement. On aura, par exemple 

mais pour ces singularités primitives nous garderons les notations déjà posées. 
2 . O  J e  désigne par p(..-) le nombre des points qui satisfont à des con- 

ditions données: un P dans la parenthèse indiquera que le point se trouve 
dans un plan donné; 1 ou 2, qu'il se trouve, respectivement, sur la surface 
développable ou sur la courbe. On aurait par exemple 

x=p(P, 1, I ) ,  m = p ( P ,  2). 

(*) Voir dans lil suite au n . 2 .  
(**) 27 juillet 1868. 
(*lm) Dans un article inséré aux Nouvelles Annales de Math., Ze série,' f. Vil ,  sur  

les caractéristiques des surfaces du second ordre, j'ai deduit quelques singularités d u  
second ordre d'une courbe. 
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3 .O  J e  désigne enfin par d (- .) ou par D (. -) le nombre des droites qui 
satisfont il des conditions 'données: un d ou un D dans la parenthése in- 
diquera que la droite rencontre une droite fixe; I ou 2 dans l a  première 
parenthèse (aprés d), qu'elle rencontre ou qu'elle est tangente à la courbe 
donnée, respectivement; 1 ou 2 dans la seconde parenthése (aprés D), qu'elle 
est dans un plan tangent Li. la surface développable, ou qu'elle en est une 
génératrice, respectivement; 2 aura donc la meme signification aprés d et  
aprks D. 

4 . O  Une parenthèse carrée renfermant deux ou plusieurs des notations 
précédentes, P(.  .) et d ( .  . .), p ( .  + -) et D ( . .  -), cl(..-) et cl(-..), ou D(-S.) et 
D (. . a), indiquera que les droites d ou D doivent Btre dans les plans P, passer 
par les points p, ou se rencontrer entre elles; e t  j'aurai ainsi une notation 
du nombre des figures composées de cette facon. 
5.. P [cl(-, -) d (- .) d (-. -)] et p [d (- - .) d (. . -) cl(. - .)] désignent respective- 

ment le nombre des plans où se trouvent, et le nombre des points d'où 
partent, trois droites qui satisfont aux conditions indiquées dans les paren- 
théses. - - - 2  - 

6." En marquant de la meme manière -4, 1, 2- les chiffres 1 et 2 
dans les différentes parenthèses rondes d'un morne symbole, nous expri- 
merons que les points d'intersection des droites d et .de la courbe coinci- 
dent entre eux ou avec les points de contact des plans P, et que les plans 
tangents à la développable qui passent par les droites D coincident entre 
eux ou que leurs génératrices de contact passent par les points p. Partout 
o h  ces  m a r q u e s  s o n t  omises ,  n o u s  e n t e n d o n s  q u e  les  p o i n t s  e t  
l e s  p l a n s  q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  cbii'fres s o n t  d i s t i n c t s  (*). 

Au lieu de donner, dhs A présent, des exemples de ces notations, nous 
expliquerons chaque notation particulière au moment de l'introduire. 

2. Les résultats qu'on trouve en supp~sant  qtie la  courbe dont on cherche 
les singularitbs est une courbe générale (qui n'a que des singularités ordi- 
naires) seront aussi applicables dans le cas d'une courbe douée de parti- 
cularités extraordinaires; mais alors plusieurs plans, points ou droites sin- 
gulikres pourront coincider, et souvent i l  ne sera pas facile de se  rendre 
compte des nombres des solutions coincidentes. 11 sera donc bon, pour étendre 
l'usage de nos recherches, d'avoir, dés au commencement, égard B certaines 
singularités extraordinaires. Nous attribuerons B notre courbe les trois sui- 

(*) Nous introduirons encore quelques abréviations dans les ri? 23 et 30. 
Annuli di Matematica, tom0 III. 23 
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vantes: H points doubles, G plans b i -oscu Ia t eu r s  (plans tangents doubles 
de la développable) et v t a n g e n t  e s  d ' inf lexion (droites passant par trois 
points consécutifs de la courbe et,  par conséquent, situées sur trois plans 
tangents consécutifs de la développable). L'application de nos formules à 
une courbe douée d'autres singularités extraordinaires (*) rdcessitera des 
discussions particuliéres. 

Voyons ce que deviennent les formules de Mr. CAYLEY, lorsqu'on y a égard 
aux trois singularités que nous venons de nommer. Si l'on prend un point 
quelconque de l'espace pour sommet et la courbe donnée pour directrice 
d'un cane (cône perspectif), celui-ci sera de l'ordre rn, de la classe r, doué 
de h f  I!  génératrices doubles (**) et de /3 génératrices stationnaires, de y 
plans tangents doubles et de n+ v plans tangents stationnaires. Les formules 
de PLÜCKER donnent par conséquent 

La courbe d'intersection de la surface développable avec un plan quel- 
conque sera de la classe n, de l'ordre r, douée de g + G tangentes doubles 
et de a tangentes stationnaires, de x points doubles et de m+v points 
stationnaires. Par conséquent 

Il suffit donc de donner s i x  des nombres nt, n, r, P, a, y, x, h, g, H, G ,  v. 
Dans le cas où H= G=vyO, c'est-&-dire pour une courbe générale, trois 
des autres nombres suffiront, comme nous l'avons dit. 

Si le sommet du cône perspectif ou l e  plan de la section de la surface 
d6veloppable. prennent des positions particulibres , les nombres caractéristi- 
ques du cane et de la courbe d'intersection subiront des altérations, dont 

(*) P a r  exemple, des tangentes qui rencontrent encore deux fois la courbe ou,  plus 
particulierement, des tangentes doubles. 

(**) Une droite n'est pas censbe ici comme rencontrant deux fois la courbe, pour la 
seule raison qu'elle passe par un point double; ni une droite est censée être une tangente 
double de l a  développable, pour l a  seule raison qu'elle Se trouve dans un plan tangent 
double de celle-ci; de faqon que H n'est renfermbe dans 3e nombre h ,  ni G dans g. 
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on peut trouver au moyen des relations Plückeriennes celles qui ne se pré- 

Généra- Plans 
Géndratrices Plans 

:lassel 1 - 1 tangents 1 tangents 
naires doubles station. 

Sections planes de la surface développable, 

sentent pas directement (*). 
Cônes ayant la courbe pour directrice. 

LE SOMMET SE TROUVE: 

sur la tangente . . . . . . . . .  

sur la courbe . . . . . . . . . .  

. . . . . . .  à un point double. 

. . . .  à un point stationnaire. 

sur une tangente d'inflexion. . 

. . . . .  h un point d'inflexion. 

11 contient une gmra t r i ce  . . . .  

a 

5 

1 

r 

; 

I LE PLAN: 

11 est un plan tangent stationnaire 

-. 

II contient une tangente d'inflexion 
de la courbe donnée. 

est tangent a la surface . . . .  

est un plan tangent double. . .  

Il est tangent la développable en 
un point d'inflexion de la courbe. 

Tangentes 
doubles :lasse 

e 
Tangen. 

tes 
station- 
naires - 

u 
-i- 1 

Ordre 

-- 
n 1.-1 

-- 
a-1 r - 2  

(*) Voir, pour une partie des nombres que contiennent les tableaux e t  de ceux que j'y 

Points 
doubles 

Points 
.station. 
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J'ai fait, dans ces deux tableaux, distinction entre les solutions propres et  
les solutions singulières (par exemple, dans la troisibme colonne du premier 
tableau, entre les génératrices du c6ne qui rencontrent la courbe en deux 
points distincts, et celles qui la rencontrent en deux points coincidents). 

Aux r6sultats qui sont exprimés immédiatement par ces tableaux, je dois 
ajouter les ~u ivan t s :  Une t a n g e n t e  o r d i n a i r e  de la courbe rencontre 
r - 4 autres tangentes; l a  t a n g e n t e  à u n  p o i n t  s t a t i o n n a i r e  de la 
courbe ou dans u n  p l an  t a n g e n t  s t a t i o n n a i r e  d e  l a  déve loppable  
rencontre r - 5 autres tangentes; et une tangente d'inflexion en rencontre 
9.-6 (*). 

3. Dans nos démonstrations, nous ferons usage du p r i n c i p e  de  cor re-  
s p o n d a n c e .  Ce principe, dû i~ Mr. CHASLES, s'éuonce ainsip lorsqu'on n'a 
égard qu'à fion application & des séries de points d'une droite (**): 

t< Lorsqu'on a sur une droit L deux séries de points x et u tels, qu'à un 
point x correspondent h points u, et à un point u correspondent p points x, 
le nombre des points x qui coincident avec des points correspondants u est 
2 +p. 

En effet, représentons par les lettres x et u les distances des points des 
deux séries ti une origine fixe prise sur L. On aura entre ces distances 
une relation telle que 

e t  les points x qui coincident avec des points correspondants u seront don- 
nés par l'équation 

Ce qui peut, notamment, causer des difficultés dans l'application de ce 
principe, c'est, que de se rendre compte du degré de multiplicité des so- 

ai ajoutes: CREMONA, Ternia geometrica delle superficie, n.' 13 [ou plutôt, voir les p. 81-98 
de 1'6dition allemande de cet ouvrage, qui est sous presse A Berlin, chez Mr. Calvary. - 
Ed-j Ici, e t  notamment dans le n." 22, une description de la figure que la courbe double 
de la surface d4veloppable présente dans ses points singuliers, que Mr. CRENONA m'a fait 
l'honneur de me faire, m'a Bt& trés-utile. 

(*) Je dois encore faire remarquer, que l'arête de rebroussement de I'eaveloppe des plans 
tangents doubles de la courbe, ainsi que k çourbe double d e  la développable, ont, à un 
point d'inflexion de la courbe donnde, la même singularit6, la même tangente et le même 
plan osculateur, que la aourbe donnée. 

(**) Voir les Nouvelles Annales de Math&natiques, 2e &rie , t. Y, p. 295. 
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lutions. Dans m e  note insérbe dans les Nouvelles Annabs (*), j'ai montré 
comment une représentation graphique peut aider à, surmonter cette diffi- 
culté. J e  me permets de répéter ici l'exposé de ce procéde. 

a Si l'on prend les distances x e t  u pour abscisses e t  ordonnées dans un 
systeme de coordonnées planes, l'équation (1) représentera une courbe, que 
nous appelerons S, dont les points d'intersection avec la droite x=u ont 
pour valeurs communes des deux coordonnées les distances des points cher- 
chés sur L à l'origine prise sur cette droite. 

Si l'on sait qu'eh un  point p de L un point x coincide avec un ou 
plusieurs points correspondants u,. la distance de p à l'origine prise sur L ' 

sera donc égale aux deux coordonnées d'un point q qui, dans la seprusen- 
tation graphiquè, est commun à la courbe S et à la droite x=u, et le 
nombre des coincidences de points correspondants qui ont lieu au point p 
est égal à celui des points communs la courbe S et (t la droite x = u 
qui coincident en q. Ce dernier nombre dépend: do  de celui des branches 
de la courbe S qui passent par q; et 2 O  du nombre et des ordres des con- 
tacts qu'elle y a avec la droite x = u. 

1 P  Soit y le nombre des points u ~orrespondants à un point x qui coin- 
cident avec lui s'il est  au point p, et 6 celui des points x correspondants 
à un point zc qui coincident avec lui s'il est au point p, et supposons que 
y26. Alors le point q de la courbe S sera multiple de l'ordre 6, B moins 
qu'une droite menée par q parallèlement Zi l'axe des x ne touche en ce point 
une branche de la courbe, c'est à dire à moins qu'un point u qui correspond 
à un point x infiniment peu kloigné de p ne soit à une distance d e p  qu i  
est infiniment petite d'un ordre supérieur. Dans ce cas exceptionnel, on 
trouve l'ordre du contact par une comparaison des distances infiniment 
petites do p 9, deux points x et u qui se correspondent, et l'on aura de 
cette manihre le nombre qu'il faut soustraire de 6. On doit obtenir le méme 
résultat en faisant une semblable soustraction de y. 

2 . O  Si une branche ds la courbe S a au point q un contact avec la droite 
x = u, la valeur de z - tc qui correspond à un point de oette branche in- 
finiment peu BloignP, de q sera infiniment petite d'un ordre supérieur. Dans 
ce cas, un des points u qui correspondent A un point x infiniment peu 
éloigné de p doit Gtre infiniment plus prhs de x que de p. Si cela a lieu, 
une comparaison exacte des ordres de ces quantités infiniment petites servira 
à, déterminer l'ordre du contact a. 

P) 2e série, t. VL 
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Nous ferons aussi usage ici de l'application du principe de correspondance 
à deux faisceaux de droites dans le même plan e t  au meme centre, et ti 
deux faisceaux de plans au  même axe. Alors on pourra déterminer les de- 
grés de multiplicité des coincidences au moyen de la même représentation 
graphique (*). Dans les renvois, nous gardons aussi pour ces séries les mêmes 
notations, en représentant par x et u les distances des points où les droites 
o u  les plans des deux séries rencontrent une droite fixe L, à, une origine 
fixe prise sur L. 

Le procéd6 que nous venons d'exposer ici ne suffira pas toujours, ou il sera 
au  moins, en beaucoup de cas, assez difficile h employer. J'aurai donc, pour 
trouver les degrés de multiplicité qui ne sont pas déterminés au moyen de 
cette p r e m i b r e  mé thode ,  recours A une a u t r e ,  qui est, en quelque sorte 
exp  é r  i m e  n t a l e ,  mais qui donne néanmoins une sûreté parfaite. Elle ne 
consiste qu'A app l ique r  l e  p r inc ipe  d e  c o r r e s p o n d a n c e  d e  d i f fé ren tes  
m a n i e r e s  à, l a  r é s o l u t i o n  d ' u n  m e m e  problbme.  De cette facon on 
trouve pour le même nombre deux ou plusieurs expressions dont l'égalité 
donne les moyens de déterminer les coefficients inconnus qui y entrent, 
e t  qui représentent les degrés de multiplicité qu'on n'a pas déterminés par 
la premihe méthode. 

Les deux procédés seront éclaircis par l'exposé détaillé que je donnerai 
de leur application dans le deuxiéme des problémes que je vais résoudre 
ici (dans le n.' 5). 

4. Détermination du nombre cl(d,, d,, 1, 1) des droites qui rencontrent 
deux droites fixes et deux fois la courbe donnée (en deux points distincts). 
On fait passer par un point x de dl une droite rencontrant deux fois la 
courbe. Chacun des points de rencontre détermine avec la droite d, un plan 
qui coupe la droite dl en un point u. Dans ce cas on trouve 

Toutes les coincidences d'un point x avec un point u ont lieu aux points 
où les droites cherchéek rencontrent la droite dl, mais deux coincidences 
sont réunies dans chacun de ces points (les points correspondants q de la 
courbe S seront doubles, et en général, c'est à, dire pour une position arbi- 

($) Nous ne ferons pas ici usage del l'extension que Mr. CAYLFX R fait da principe de 
correspondance A des &ries de points d'une courbe quelconque, meme d'une courbe uni- 
cursale (courbe du genre O). 
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traire des droites d, et d,, aucune des branches n'est tangente à la droite 
x=u), On trouve donc (*) , 

4. b. Détermination du nombre D (DL, D,, 3 ,  I )  des droites qui rencon- 
trent deux droites fixes et qui touchent deux fois la développable donnée 
(en deux plans tangents distincts). 

Le principe de dualit6, ou bien un procédé analogue A celui que nous 
venons d'employer, nous donne 

5. Le nombre d jd, 4, 1, 3) des droites qui rencontrent une droite fixe 
et  trois fois la courbe donnée se trouve de la manihe suivante. 

On fait passer par un point x de la droite donnée d une droite qui ren- 
contre deux fois la courbe. Par un des points de rencontre, on fait passer 
une droite différente de la  premiére, mais qui rencontre aussi encore une 
fois la courbe et la droite d, la derniére en un point u. Alors 

Les coincidences ont lieu: 
1 . O  s i x  en chacun des points d'issue des droites cherchées (les points 

correspondants q de la courbe S sont multiples de l'ordre 6); 
2." u n e  en chacun des r (m-2) points où d rencontre une droite joignant 

l e  point de contact d'un plan tangent mené par d avec un point d'inter- 
section du même plan et de la courbe (le point Correspondant q de S est 
un point simple et  la tangente y est perpendiculaire à la droite x = u); 
3." d e u x  en chacun des H(m-2)  points de d d'où partent des droites 

rencontrant la courbe en un point double et  en un autre point (les points 
correspondants q sont doubles); 

k0 t r o i s  en chacun des P(m - 2) points de d d'où partent des droites ken- 
contrant l a  courbe e n  un point stationnaire et en un autre point (les points 

(*) Voir CAYLEY, On skeu, surfaces, otherwise scrolls (Philosophical Transactions, vol. 153, 
p. 453). Les résultats que nous citerons d'aprés ce mémoire y sont démontr6s par des 
méthodes differentes de la notre, notamment par la methode fonctionelle, et pour une 
courbe s a n s  p o i n t a  d o u b l e s  e t  s t a t i o n n a i r e s ,  - On pourrait aussi tirer le rt?sultat 
actuel du  cas particulier, oh les deux droites dl et d2 se rencontrent, 
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correspondants q de la courbe plane S sont des points de rebroussements 
dont les tangents coincident avec la droite x= u). 

On trouve (*) donc 

ou, en réduisant au moyen des équations du n . O  2 ,  

qui ne dépend que de m et de h. 
Autrement.  Afin de donner, dés tS, prbsent, un exemple de la détermi- 

nation exp érimentale de coeEcients inconnus, nous supposerons qu'on ne 
sache pas déterminer directement, comme nous venons de faire, les degrés 
de multiplicité des trois dernieres coincidences (**) qui se présentaient dans 
la premibre solution du problbme actuel. Alors nous n'aurions obtenu que 
l'équation suivante : 

06 E ,  q et sont des nombres entiers et constants, mais inconnus. 
Afin de nous procurer une nouvelle équation qui puisse, avec celle-18, 

nous donner l'expression cherchée et les valeurs des coefficients inconnus, 
nous ferons usage d'un plan fixe P dans une position arbitraire. On fait 
passer par un point d: de la droite d une droite rencontrant deux fois la 
courbe. Par le point d'intersection de cette dernikre droite et du plan P, 
on fait passer une autre droite qui rencontre la courbe et la droite d, la 
derniére Li, un point u. Alors on a (*"*) 

(*) CAYLEY, On skew surfaces. 
(*a) On voit qu'il est nbcessaire de déterminer directement, au moins les coefficients des 

termes dont on cherche les valeurs. La methode expérimentale ne permet donc pas de 
se passer entièrement de l a  méthode directe, mais seulement d'en 6viter les difficult8s. 

(*%*) Les p droites qui partent d'un point donné w rencontrent le plan P aux points 
d'intersection des traces: 1.' de l a  surface gauche ayant pour directrices la droite d e t  
deux fois la courbe donnbe, et 2.' du cône ayant pour sommet w et pour directrice l a  
courbe donnee, e x c  ep  t é s  les points d'intersection qui coincident aux points oh le plan 
P est rencontré 1." par les k droites qui coupent deux fois la courbe et  qui partent du 
point u e t  2." par la courbe elle-meme. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Z eut  h en : Sur les singularités des courbes gauches. Wj 

Les coincidences ont lieu: 
1.0 t ro is  en chacun des d(d ,  1,1,4) points d'où partent les droites cher- 

chées ; 
2.0, 3.0 et 4 . O  aux ~ ( w a  -2), H(m-2) et (p(m -2) points, où elles avaient.. 

lieu dans la premiére application du principe de correspondance au problhme 
actuel, et l'on voit sans diffic,ulté que les degrés de multiplicité doivent être 
les mêmes qu'alors (*); 

5." au point où la droite d rencontre le plan P. 
Il ne serait pas difficile de déterminer directement le nombre des cofn- 

cidences qui ont lieu en ce dernier point, mais pour bien faire connaître la 
méthode expérimentale, nous nous contenterons de supposer démontré par la 
méthode directe, que ce nombre est un multiple de h (m - 2), et que le coef- 
ficient qui multiplie ce nombre, comme 2, 7 et 5, est indépendent de m,  
h ,  etc. Nous appelons ce coefficient O. On a donc 

~n éliminant l'expression d (d, 1, 1, 1)  des équations ( I j  e t  (2), on trouve 

ou, & cause de la première équation du n.O 2 ,  

Comme r ,  H, /3 et h (aussi suivant le n.O 2) sont indépendenta entre eux, 
on en tire 

1 '  y-2, '+3, 0=1, 

Puis on trouve pour d ( d ,  1 , 1 , 1 )  l'expression que nous avons déjà indiquée. 
Dans la suite, nous ne ferons qu'indiquer les valeurs des degrés de mul- 

tiplicité, sans en exposer la déduction, qui est ordinairement dûe à un 
mélange des deux méthodes. Nous nommerons pourtant parfois les appli- 
cations du principe de correspondance, différentes de celles dont nous ferons 
l'usage principal, qui nous ont servi h. y déterminer expérimentalement les 
coefficients et en contrôler les résultats. 

(*) Ordinairement, les différentes maniéres d'employer Ie principe de correspondance ne 
nous donnent pas comme ici plusieurs fois les memes termes. (Voir, par exemple, au n.O 7.) 

Annali di Matematica, tomo I I I .  24 
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5. b. Le nombre D(D, 1, 1, 1)  des droites qui rencontrent une droite fixe 
et  touchent trois fois la développable donnée, se trouve par le principe de 
dualité : 

6. Pour trouver le nombre d (4 ,  2) = p ( l ,  2) des tangentes de la courbe 
qui la rencontrent encore une fois, nous appliquerons le principe de cor- 
respondance 8 deux faisceaux de plans dont l'axe commun a une position 
arbitraire. Par un point d'intersection d'un plan x et de la courbe, on fait 
passer une droite qui la rencontre en deux autres points. Chacun de ces 
deux points détermine, avec l'axe des faisceaux, un plan u. Alors (*) 

Le plan x coincide avec le  plan correspondant u ,  si les deux points de l a  
courbe qui les determinent coincident (les cas 1 -4), ou si. la droite qui 
joint ces deux points rencontre l'axe des faisceaux (le 5me cas). Les coin- 
cidences ont donc lieu: 
1." u n e  dans chacun des plans passant par les points de contact des 

droites cherchées; 
2 . O  2 (m- 4 )  dans chacun des H plans passant par les points doubles de 

la courbe; - 
3 . O  3(m-4) dans chacun des P plans,passant par les points stationnaires; 
4." d e u x  dans chacun des v plans passant par les points d'inflexion; 

- 5." s i x  dans chacun des d(d,  I l l ,  1)  plans où se trouvent des droites 
rencontrant trois fois la courbe. 

On trouve par conséquent 

d'où (*y 
d(1, 2)=r (nz  - 4) + 4 h  - 2m(m - 3) - 2v. 

6 .  b. Le nombre D(1,  2) = P(1, 2) des génératrices de la développable par 
lesquelles passant d'autres plus tangents (ou le nombre des plans qui ont 

(*) Voir, sur le nombrd dei, droites rencontrant l a  courbe en u n  point d m n B  et en deux. 
points inconnus, le przniier tableau du 11.~ 2. 

(*#) SALMON: Gewzetry o f  thres dimensions, 2' ed. p. 460. 
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un contact simpIe et une osculation avec la courbe donnée) aura l'expres- 
sion suivante 

D(1, 2) = r ( n - 4 ) + 4 g - 2 n ( n -  3)-2u. 

7. Pour trouver le nombre [ P ( p ,  I ) d ( l ,  1, 1)] des plans passant par un 
point fixe, tangents h la courbe et renfermant une droite qui la rencontre 
au  point de contact et en deux autres points, nous ferons usage de deux 
faisceaux de droites qui se trouvent dans un plan passant par le point fixe 
p, et dont le centre commun est p. Par un droite x de l'un de ces fai- 
sceaux, on fait passer un plan tangent à la courbe, et par le point de contaSt 
une droite qui rencontre la courbe en deux autres points. La trace de cette 
droite sur le plan des faisceaux sert & déterminer une droite u correspon- 
dant à x. Alors 

h = r ( h  -1n+2) ,  p=3d(d ,  l , i ,  4). 

Une droite z coincide avec une droite correspondante u, si la droite ren- 
contrant trois fois la courbe se trouve dans le plan tangent (les cas 1 -,3; 
dans les cas 1-2 elle coincide avec la tangente), OU si seulemeiit l a  trace 
de cette droite coincide avec celle de la tangente (le 4me cas). 

Les coincidences ont donc lieu: 
1." u n e  dans chacune des traces des plans cherchés, 
2." u n e  dans chacune des droites qui joignent p aux traces des tangentes 

de la courbe qui la rencontrent ailleurs, 
3 . O  d e u x  dans chacune des droites qui joignent p aux traces des tan- 

gentes d'inflexion; 
4.O h - m + 2 dans chacune des m droites qui joignent p aux points d'in- 

tersection du plan des faisceaux avec la courbe. 
Par conséquent : 

r (h -mf  2)+3d(d,  1,1, I )= [P(p ,  i ) d &  1,1)]+d(1,2)+2v+m(h-m-~-2) 

d'où 

[ ~ ( p ,  i ) a (T ,  1, I)]= h ( 2 m + r  - IO)-( ~ r + * ( * - ~ ) )  2 (m - 3). 

[La détermination expérimentale des coefficients, notamment de celui du 
terme v,  se fait ici par la recherche du meme résultat au moyen de deux 
faisceaux de plans ayant le meme axe. Par un point d'intersection d'un 
plan x avec la courbe, on fait passer une droite qui la rencontre 'encore 
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en deux points. Un point d'intersection du plan, déterminé par cette droite 
et  par le point p, avec la  courbe, différent des trois qui sont sur la droite, 
détermine un plan u correspondant Zi x. Ce procedé a l'avantage de n'in- 
troduire pas de nouveau le terme v, dont on pourra par conséquent trouver 
le coefficient, introduit par le premier procédé, en meme temps que les 
nouveaux coefficients qu'on introduira maintenant.] 

7 b. Le nombre [ p ( P ,  1) D 6, 1, 1 )] des tangentes triples de la surface 
développable, dont un des trois points de contact soit dans un plan fixe, a 
l'expression suivante : 

8. Pour trouver le  nombre d(1, 1,1, 1) des droites qui rencontrent quatre 
fois la- courbe, nous ferons usage de deux faisceaux de droites dans un 
plan arbitraire e t  dont le centre commun a est un point arbitraire de ce 
plan. Nous ferons aussi usage d'un autre point b du même plan. Une droite 
rencontrant un rayon x de l'un des faisceaux, et  ayant trois intersections 
avec la courbe, détermine, avec le  point b ,  un plan, qui a encore m - 3 
intersections avec la courbe. La trace d'une droite qui joint un de ces m-3 
points d'intersection ;t un des trois premiers détermine, avec a, une droite 
21 correspondant à x. On trouve alors (*) 

Une droite x coincide avec une droite correspondante u, si la droite qui 
rencontre trois fois la courbe coincide avec celle qui joint un des trois points 
de rencontre 8 une des autres m - 3  intersections du plan (les cas 1 -4), 
o u  si ces deux droites ont la même trace (le cas 5), o u  enfin si leurs traces 
sont sur une même droite passant par a (le cas 6). Il y aura donc: 

4." d o u z e  coincidences dans chacune des droites qui joignent a aux traces 
des droites cherchées; 

2 . O  d e u x  dans chacune des [P(p ,  j ) d  (?, 1, 1)] droites qui joignent a aux 
traces des droites qui rencontrent trois fois la courbe et qui se trouvent 
dans des plans tangents h la courbe en un des points de rencontre et  passant 
par le point b ;  

(*, On trouve le nombre p, ou par le principe de correspondance, ou au moyen d'une 
discussion du cas particulier où le point p est situé sur la droite u. 
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8 . O  q u a t r e  dans chacune des H (h -2m + 6 )  droites qui joignent a aux 
traces des droites partant d'un point double et  rencontrant encore deux foh 
la courbe (*); 

4." s i x  dans chacune des @ ( h - 2 m t 6 )  droites qui joignent a aux Iraceg 
des droites partant d'un point stationnaire de la courbe et la rencontrant 
encore deux fois; 

5.O ( h  - m + 2) (m - 3) dans chacune des droites qui joignent a aux rn 
points OU le plan des faisceaux rencontre la courbe; 

6." 3 . d (d,  1, 1, 3 )  (m - 3) dans la droite ab. 
Par conséquent : 

qui ne dépend que de m et h. 
8. b. Le nombre D (1, 1,  1, 1) des tangentes quadruples de la développable 

a l'expression suivante : 

9. Le nombre P ( l ,  i, 1 )  de plans tangents triples de la courbe se trouve 
au  inoyen de deux séries de points d'une droite fixe, mais arbitraire. Par 
un point x, on fait passer un plan tangent double, et  par l'une des deux 
tangentes qui s'y trouvent on fait passer un autre plan qui touche encore 
une fois la courbe. Ce dernier plan rencontre la droite fixe 8 un point u 
correspondant à x. Par ce moyen, on trouve l'équation suivante, où nous 
avons écrit séparément les termes exprimant les valeurs de h et de.p et ceux 

(*) Voir sur le nombre de ces droites, le  premier tableau n." 2. 
PR) CAYLEY, On skew surfaces. - On voit, qu'une branche de l a  courbe qui déghère  

en une droite comptera dans le resultat pour u n e  droite rencontrant la courbe en quatre 
points - à moins qu'elle rencontre d'autres branches de l a  courbe. Dans ce deruier cas 
elle ne fait pas partie du nombre trouvé, 
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qui ~orrespondent aux différentes espkces de coincidences: 

Les coincidences comptées dans les sept premiers termes duyeconde membre 
de cette équation sont causées par la coincidence des deux plans tangents 
doubles qui passent par x et u; celles du dernier terme ont lieu parce que 
la droite d'intersection de ces deux plans rencontre la droite fixe. On trou- 
vera en réduisant 

nombre qui est indépendent des singularités extraordinaires H, G et v. 
9. b. De même on trouve pour le nombre p (1 ,  1, 1) des points triples 

de la développable, l'expression suivante (*) 

10. Quoique nous faisons ici ordinairement usage du principe de corres- 
pondance, nous avons aussi recours à d'autres procédés, qui puissent sim- 
plifier les recherches. On voit, par exemple, que les [ P ( p ,  1) d(1,  1, 1)] 
plans tangents A la courbe qui passent par un point fixe p e t  qui contiennent 
une droite rencontrant la courbe en trois points différents du point de 
contact, sont au  nombre des plans tangents communs a deux cônes dont 
le sommet commun est p: c'est-à-dire au  cône perspectif A la courbe donnée 
et au  cône circonscrit à la surface gauche, lieu des droites rencontrant 
trois fois la  courbe. La classe de ces deux c h e s  étant r et d(d, 1, 1, I ) ,  on 

(fi) SALMON à l'endroit cité de la Geornetry of three dimensions. 
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trouve, eu égard aux différentes +espéces de plans tangents communs, 

Cependant, il m'a été impossible de déterminer ici, immédiatement, le coef- 
ficient indiqué de v;  mais j'ai évité cettg difficulté par une application du 
principe de correspondance Ct deux faisceaux de plans dont une droite ar- 
bitraire menée par p était l'axe commun. J'ai joint un point d'intersection 
d'un plan x et de la courbe au point p par une droite. Celle-ci servait, avec 
une autre droite qui la rencontrait .et qu i  avait trois points d'appui sur la 
courbe, Lt déterminer .un plan. Un cinquiéme point d'intersection de ce plan 
avec la courbe servait B déterminer le plan u correspondant à x. Alors on 
avait 

X=p=m(m-4)[d(d, 1, 1, 1) - (h-m+2j], etc. 

10. b. On trouve pour le nombre [ p ( P ,  1) D ( l  1 1)J des points d'une section 
plane de la sufface dbveloppable par lesquels on peut faire passer une droite 
tangente B la développable en trois points différentes du point d'issue, l'ex- 
pression suivante 

. 12. Dans la recherche de l'ordre [ ~ ( l ,  7 ) d  (d, 1, i)] de la surface déve- 
loppable, enveloppe des plans tangents doubles de la courbe donnée, (le 
rang da systeme de plans tangents doubles) nous aurons besoin de connaître 
le nombre des plans, passant par une' droite donnée d ,  qui contiennent deux 
droites partant d'un même point de d et rencontrant deux fois la courbe. 
Nous appellerons.ce nombre L. Nous considérons, pour le trouver, deux séries 
de points sur la droite d. Une droite partant d'un point x et rencontranl 
deux fois la courbe détermine avec-d un plan. Chacuqe des autres droites 
rencontrant deux fois la courbe et comprises dana le méme plan, coupe la 
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Boite d en un point u cornespondant à s. On trouve de cette manihre: 

- .- 
Pour trouver ensuite le nombre [ P ( l ,  l ) d  ( d ,  1, i)], nous ferons usage de 

deux faisceaux de plans, ayant la droite d pour axe commun. Du point où 
d est coupée par une droite contenue dans un plan x et rencontrant deux 
fois la courbe, on tire une autre droite qui coupe deux fois la courbe. 
Celle-ci détermine (avec d) le plan correspondant u. On trouve ainsi: 

Les deux équations trouvées donnent (*) 

[P(T, i ) d  ( d ,  1, i)] = 2h+r(m - 2)-m(m - 3). 

41. b. La courbe double de la surface développable donnée sera de la 
classe (**): - 2 

[ p ( l ,  1 )D(D,  1,4] = 2g+r(n-2) -n(n-1) .  

12. Parmi les résultats déj8 trouvés i1 y a aussi les nombres qui servent 
B caractériser la surface développable, enveloppe des plans tangents doubles 
de la courbe donnée, e t  son arête de rebroussement. Toutefois, comme cette 
surface est douée de singularités tout-à-fait spéciales dans ses contacts avec 
les G plans tangents doubles de la développable donnée, les diffkrentes for- 
mule~ aaxquellesl notu sommes parveaurJ ne  sont pas immédiatement appli- 

t*J SALMON, Geometry of tkree dimensions, p. 460. 
(""1 SALMON, A l'endroit cité. " 
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cables & ce nouveau systéme de points et de plans. Afin de n'entrer pas 
dans une discussion speciale A cet égard, nous supposerons donc ici que 
H=G=O,  c'est A dire, que l a  courbe  donnée  n ' e s t  p a s  douée  d'au- 
t res  s ingu la r i tbs  e x t r a o r d i n a i r e s  q u e  d e  v t a n g e n t e s  d'inflexion. 
Alors nous aurons, en désignant par ml, ni etc. les nombres caractéristi- 
ques du nouveau systbme, 

d'où, suivant les formules du n." 2, 

g,=${y(p-1)-6P(1,  1, 1)-30(1,  2)-3s(r-6)-[Pfi, T)d(d, I ,  i)]), 

Ici g ,  est le nombre des droites d'un plan qui se trouvent dans deus plans 
tangents doubles de la courbe donnée; xi est l'ordre de la courbe double 
de la surface développable dont nous nous occupons pour le moment; mais 

(Y - 4) (T .- 5 )  la courbe donnée, prise 2 
fois, fait partie de cette courbe double. 

Si nous en faisons abstraction, il restera une courbe de l'ordre 

qui sera le lieu des points d70ii partent deux droites qui joignent, respec- 
tivement, les deux points de contact de deux plans tangents doubles (qui 
n'ont aucun point de contact commun) (*). 

12. b. Si nous désignons par m,, n, etc. les nombres caractéristiques de 
la courbe double de la développable donnée et ceux de la surface dévelop- 
pable, enveloppe des plans osculateurs de cette courbe double, nous aurons, 

(*) L'expression que j'ai donnie pour cet ordre, dans l a  correspondance aux Comptes 
Rendus de l'Ac. de Sciences, que j'ai d6ja citée, est erronnée. Quant aux autres résultats 
que j'y ai expos&, pour une courbe douée seulement de singularités ordinaires, e t  dans 
une forme qui est souvent diffbrente de celle que j'emploie ici, ils sont en accord parfait 
avec ceux que j'ai obtenus ici, en partie par des voies différentes. 

Annali di bIatematica, tom0 I I I .  25 
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e n  s u p p o s a n t  H= G = 0 ,  

Ces valeurs semiront à déterminer les autres nombres caractéristiques. 
13. L'ordre [ P  ( 3 ,  5 )  d (d,  4 ,  l ) ]  de la surface gauche, lieu des droites qui 

rencontrent deux fois la courbe donnée et par lesquelles passent des plans 
qui ont deux contacts avec la méme courbe, l'un en un des deux points 
de rencontre de la droite (mais l'autre au dehors de la droite), se trouve au 
moyen de deux séries de points sur la droite d dont on cherc.he les inter- 
sections avec la surface gauche. Une droite, issue d'un point de contact d'un 
plan tangent double mené par x,  et rencontrant encore une fois la courbe 
et la droite d, détermine par cette dernière intersection un point u,  corre- 
spondant à x, ce qui donne l'équation suivante: 

qui sert & déterminer l'expression cherchée. 
Kous ne nous arrêterons pas ici et  dans la suite aux résultats analogues 

fournis par,le principe de dualité. La déduction en est toujours immédiate 
et  nous n'aurons pas B faire usage de ces résultats dans nos démonstrations. 

14. L'ordre IP(1, 1) d (d, 1, 1)] de la surface gauche, lieu des droites qui 
rencontrent deux fois la courbe e t  par lesquelles passent des plans tangents 
houbles dont les points de contact sont différents des points de rencontre, 
se trouve aussi au moyen de deux séries de points sur la droite d ,  dont on 
cherche les intersections avec la surface gauche-ais c'-est ici une droite 
issue d'un point d'intersection (et non plusiCun point de contact), et  ren- 
contrant encore une fois la çourbe t la droite d, qui détermine le point u. P On trouve ainsi l'équation suivbnte . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Zevtben:  Sur les s i n g u l a r i t é s  des courbes gauches. pFi 

qui donne l'expression cherchée. 
On aura une vérification de cette expression, et conséquemment aussi de 

la précédente, en cherchant les plans coincidents de deux faisceaux de 
plans, dont l'axe commun est d et  qu'on détermine de la maiiibre suivante: 
par un point d'intersection d'un plan yc avec la courbe, on fait passer un 
plan tangent double, dont un autre point .d'intersection avec la courbe dé- 
termine le  plae a correspondant $, s. Cet autre. pocédé sert notamment % 
s'assurer de ,la justesse des coefficients de l'kquation qui nous fournit l'ex- 
pression de [P(1, 3) d (d, 4, 1)]. 

15. On dbtermine l'ordre [P (2) d (d, 1, i)] dé la surface gauche, lieu d'une 
droite qui rencontre deux fois la courbe et qui se trouve dans le plan oscu- 
lateur de la courbe h u q  des points de rencontre, par un procédé analogue à 
celui qui nOuy dpnnp J'expreqsian de [P (4 , l )  d [d, 1, I ) ] .  Une d r~ i t e ,  issue 
du point de contact d'un pian osculateur à la courbe mené par un point x 
de la droite fixe d,  et rencontrant encore une fois la courbe et la droite d ,  
détermine par cette derniere intersection ixn point u correspondant t3 x. 
Par ce moyen, on il l'équation s&ante: 

qui donne l'expression cherchée. 
16. Le meme pocédé nous fournil encore l'ordre [ ~ ( ~ ) d ( d ,  1, l ) ]  de la 

surface gauche, Iieu d'une droite qui rencontre deux fois la courbe e t  qui 
est située dans u n  pian osedateur à la cour e ti un point diffkrent des deux 
points 8e rencontre d e l a  droite. seulement a droite q u i  détermine l e  point 

S 

e 
'u doit ':ci d'un toint  d'i li t e r s e c ti on du plan osculateur à !a courbe 
mené ar Ie oin! 2. 04 trouve alors: P R L  

d'où 
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On aura pour les deux derniers résultats une vérification analogue à. celle 
que nous avons indiquée dans le nrO 14, 

17. Lo nombre [ P { l ,  7) d f l ,  7, 111 des droites rencontrant la courbe en 
trois points dont deux sont les points de contact d'un m6me plan tangent 
double, se trouve ainsi: par un poiiît ce: d'une droite fixe, mais arbitraire, 
on fait passer un plan, tangent IZ l a  omrbe, et renfermant une droite qui 
rencontre la courbe au point de contactz et  en deux autres points; un plan 
passant par cette même droite et  par la tangente en un des deux derniers 
points de rencontre, coupe la droite fixe en un point u correspondant à x. 
En cherchant les coincidence8 d'un point x avec le point correspondant u, 
on trouve 

2 [ P ( p ,  W ( L 4 ,  l)] 
+ n p C p ,  i ) a ( i ,  1 , 1 ) ~  = e .  [PO, Q@, 1'11 

-+ 1 * d ( 1 , 2 )  

-i- Z-H(ri3- 4)  

+ 3.pjm-4) 

+ 2 . v  

+ 6 . d ( d ,  1,1, 1 ) s  
qui dorme l'expression suivante 

[P(T7 ï ) d ( x ,  7, 1)] =2 [P (p ,  T ) d @ ,  1, 1)] - 2 m ( h - m t 2 )  

=2h(m+r-10)-4r(a-3j-rn(~i~'-1lm+22).  

Vér i f i ca t ion .  Dans un plan fixe on a deux faisceaux concentriques de 
droites. Dans un plan tangent double oii se trouve une droite, xencontrant 
une droite x, et ayant deux intersections aveu la  courbe, dont l'une A un 
point de contact, on joint les deux points de contact par une droite. Celle- 
c i  détermine, par son point d'intersection avec le plan des faisceaux, une 
droite u correspondante x. Alors 

k [ ~ ( i , T ) d ( d , I , 1 ) ] ,  I r = 2 [ P ( 3 , ~ ) d ( d , 1 , 1 ) ] ( m - 4 ) ,  etc. 

18. La déterminbtibn du aombre [ P ( I ,  l ) d ( l ,  4, 1)] des plan%, tangents 
doubles de la aourbq gui c~n t i e snen t  des droites rencontrant la courbe A 
un point de contact et en deux autres points, est semblable A celle de - -. [PP, i ) d ( l ,  1, 1)] : par un point x d'une droite fixe on fait passer un plan, 
tangent C1 la courbe, e t  renfermant une droite gui rencontre la courbe au 
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point de contact et en deux autres poihts; mais ici le plan qui détermine 
le  point u passe par la tangente A la courbe que renferme le premier plan, 
et touche encbre une fois la courbe. On trouve l'éqbation suivante.: 

d'où 

[P(1, T ) d ( T ,  1, 1)] = [p(p, a ) d ( l ,  1, 1)](r - 12) 

- I - ( h - n a t 2 )  [2y-r.(r- 4) + 8rh-J -(m-4) ( 4 8 + 3 p ) - d ( 1 ,  2) - 2 v .  ' 

On pourra se procurer une vérification analogue .h celle que nous avons 
indiquée pour la recherche précédente. Quelques uns des coefficients se trou- 
~ e i i t  aussi par l'analogie avec la dkterminatioh du nombre [P(1,4) d(d, 1, 111 
(voir le  n.O 13). 

19. Pour trouver le nombre [ P ( I ,  l )d(1 ,  1, 1)] des plans tangents doubles 
où se trouvent des droites rencontrant la courbe en trois points différents 
des points de contact, on fait usage du méme procédé. Seulement le  plan, 
passant par le point x et taagent à la courbe, doit maintenant renkrmer 
une droite remontrant la courbe en trois points différents du point de contact, 
pendant que, comme dans le  n.O 18, le plan passant par le point u est tan- 
gent (L la courbe a u  même point que le premier plan et encore en un autre 
point. On trouve: 

[P@, I)dfQ, 4,111 (or---4) 

+2yfd(d, 1 , I j 1 ) y 2 [ k . 4 . w f  2)4*Z- [PI I ,  I ) d j l ,  1 4  
-r-2.+9(4, Q d j 4 ,  1, î ) ]  
t 
-i-i-d(1, Z)(r-6) 

~ ~ C S - Y ~ T - ~ J  
+ I ~ r ( r - 4 )  { d ( d ,  1,1,1)-2(h-m+2)) ,  
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b 

On pourra se procurer une vérification, ou de la même manière que dans 
les numéros précédents, on en cherchant les plans tangents communs à la 
surface enveloppe des plans tangents doubles, et à la surface gauche, ayant 
la courbe trois fois pour directrice. 

20, Recherche du nombre [P@) d 6 ,  l,l)] des plans oseulateurs oh se 
trouvent des droites rencontrant la  courbe au  point d'osculation et en deux 
autres points. Un plan, passant par un point x d'une droite fixe, touche la 
courbe et renferme une droite qui la   encontre au point de contact e t  en 
deux autres points, Un plan passant par un point correspondant zt est oscu- 
lateur Ct la courbe au point de contact du premier plan. On trouve ainsi 

qui donne le résultat cherché, oii il n'y aura lieu à. aucune réduction notable. 
21. Recherche du nombre [P[2)  d (1, Y,  l ) ]  des plans osculateurs 3, la 

courbe où se trovent des droites-rencohtrrant la courbe en trois points dif- 
férents du point d'osculation. On trouve, employant un procédé analogue: 
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On peut se procurer de ce résultat et du précédent des vérifications sem- 
blables celles dont nous avons fait usage dans les n." 17-19. 

2% La 8 u ~ f a o ~  dévelbppable sonnée e t  la suyface gauche lieu des droites 
rencontrant trois fois la courbe donnée, se coupent 2 (h - m + 2) fois suivant 
la courbe donnée, u n e  fois suivant les d ( l ,  2) tangentes de la courbe qui 
la rencontrent encore une fois, et d e u x  fois suivant les v tangentes d'in- 
flexion. Il reste encore une cotirbe d'intersection simple, dont nous dési- 
gnerons l'ordre par [p(P,  1) d (1, 1, 111. On trouve par conséquent: 

J'ai, pour déterminer le coefficient de u,  résolu la même question au moyen 
du principe de correspondance. 

23. Pour déterminer le nombre [ p ( l ,  I ) d ( l  , l, l ) ]  des points d'oc par- 
tent deux tangentes à la courbe donnée et une droite qui la rencontre trois 
fois, nous considérons deux faisceaux de plans au  même axe.. NOUS suppo- 
sons que deux plans correspondants x et u rencontrent une même tangente 
de la courbe, respectivement, en un point où elle coupe une autre tangente 
et en un point où elle coupe une iîroite rencontrant trois fois la courbe. 
011 trouve ainsi: 

qui donne le  nonilm ohkrch8. 1 
-Le rniême, ~ o & q é  $applique, sans.. aucune altération des coefficients, à la 

recherche du nombre [ p ( ! ,  I)d(d,  1, l)]. Mais ce dernier nombre se  déter- 
mine aussi par une autre application du principe de correspondance, ce qui 

2 E m'a founi t las  ttalehrrt d ~ f l u & ~ ~ s  des eoe&ciente+ 3ndiqués. Cette autre 
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détermination du nombre [p(l,  i ) d  (d, 1, 1)] se fait au m o y k  de deux series 
de points sur la droite donnée d. Deux points correspondants z e t  u sont sur 
deux droites issues d'un même point de la courbe double de la  surface dé- 
veloppable donnée e t  rencontrant toutes les deux (en deux points différents 
entre eux et du point de la courbe double) la courbe donnée. On trouve ainsi: 

23. Recherche de la classe [ d ( l ,  I , l )  ~ ( ~ ) d  (1, 1, 1)] de la  surface déve- 
loppable, enveloppe des plans passant par deux droites qui partent d'un meme 
point de la courbe e t  qui la rencontrent chacune en deux autres points. On 
fait ici usage de deux faisceaux de droites dans le  même plan et au même 
centre p. Deux droitea correspondantes x et u passent par les traces, sur 
le plan des faisceaux, de deux d~oites issues d'un m8me point de la courbe 
et dont chacune la rencont~e en  deux autres points. On trouve de cette facon: 

d'où 

fcE(1, 1 ,  I )P (p ) ( i ( j ,  1, 1l ]=+( ln-4) {5h2- (m8+7m-25)h  

t 2m(m2-5m + 6 ) f .  

Le nombre cherché ne dépend donc que de rn et h. 
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Dans le suivant, nous aurons besoin del connaître huss? le nombre des 
plans, issus d'un point donné de la courbe, dans lequels se trouvent deux 
droites qui partent d'un a u t r e  point inconnu de la courbe et dont chacune 
la rencontre encore en deux points, différentd, eux aussi, du point donné. 
Pour donner une notation particulitm B ce nombre, nous désignerons ici 
et dans le suivant un point donné de la courbe par p, et pIr, suivant qu'il 
est un point simple ou qu'il est un point double ou stationnaire, et"nous 
entendons en même temps qu'on n'ait pas égard aux droites dont un point 
d'intersection avec la courbe est en ce point donné. On trouve donc par 
une simple soustraction des nombres qu'on néglige: 

24. La développable, dont nous venons de déterminer la classe dans le 
n.O 23, fait partie de l a  dheloppable bitangente de la surface gauche qui 
a .la courbe donnée pour directrice triple. L'autre partie de cette dévelop- 
pable est l'enveloppe des plans contenant deux droites qui rencontrent la 
courbe en six points ;tous différents (trois pour chacune d'elles); nous dé- 
signerons sa classe par 

f?U, 11 1 ) P ( p ) d V ,  d7 w 
AnnaEi di Matematica, tom0 III. 
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D'aprés iin theorènie der Mr. CAYLEY (*) da clasde de la dhveloppable bi- 
tangente d'une surface gauche est égale ZL l'ordre de sa courbe nodale, La 
courbe donnée, prise + (h-rn + 2) (4- m t 1) fois, fait partie de cette courbe 
nodale. Nous désignerons par [d(l ,  3 ,  l ) p  (P) d (1, 1, 1)] l'ordre du reste de 
cette courbe nodale (Nodal Residue) e t  trouvons alors (**) 

Le principe de correspondance nous donne une seconde équation pour la 
détermination des nombres inconnus 

[a(& 3 ,  i ) P ( p ) d ( i ,  1, l ) ]  et [W, i, w'kw, 1, q. 
Nous ferons usage de faisceaux de droites dans le même plan e t  au  même 
centre. Deux droites correspondaqtes x e t  u passent par les traces de deux 
droites dont chacune rencontre la courbe en trois points et qui se rencon- 
trent elles-mêmes en un autre point. On trouve ainsi: 

d(d, i, 4?i){d(d, 1 , 1 , + 3 ( h 7 m + 4 )  -21 

-+ d(d, 1,1,1){d(d, 1,1,1)-3(h-m+ 1)-21=2.[d(1, 1 ,1)P(p)d(1 ,1 ,1)1  

- +2+( l ,  1 , q p ( p ) d ( M , 1 ) ] .  

Les deux equations trouvées nous donnent les rdsultats suivants (W.) 

P) On the theoy of skew surfaces (~arnb .  a. P. Math. J. t. 3. 
(**) NOUS n'avons pas Bgard aux gbnératrices doubles qui comptent également dans 

'l'ordre de la courbe nodale et dans la classe de Ea d6veloppable bitangente.. 
('f**) Le nombre [ d ( l ,  1, l )p(P)d(L,  1, l)] est le meme que hiZr, CAYLEY, dans la mémoi~e 

que nous avons cite déja plusieurs fois (On skew. surfaces, otherwise scrolls; Phil. Trans., 
vol. 153)' a d6termind B la page 457 fious le nom de N. R. ( ~ 3 3 ) .  Il s'est glisse dans 
l'expression qu'y donne Mr. CAYLEY le terme $ 3 m  au lieu de -3m, ce qu'on voit aussi: 
en esaminant les calculs de ce savant géom6tre. a~glaia  .. ' , 
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Z eu t h en : Sur les singularités des courbes gauches, 203 

où p, et pl, ont les significations que nous avons indiquées dans le ne0 23. 
On trouve 

On voit que tous les nombres que nous avons déterminés dans ce nu- 
méro-ci et dans le numéro précédent ne d6pendent que de m e t  h. La même 
chose sera constatée pour les nombres que nous parviendrons h exprimer, 

sans que nous ayons besoin de réduire les expressions ultérieurement. 
25. Détermination du nombre P[d (d,  1, 3) d (1, 1, 1) d(1, 1, l )]  des points 

de la courbe d'où partent trois droites qui se trouvent dans un meme plan 
et dont les deus rencontrent encore deus fois la courbe, pendant que la 
troisième la rencontre une seule fois et s'appuie sur une droite donnée. On 
fait usage de deux s6ries de points sur la droite donnée d. Par un point x 
on fait passer une droite rencontrant la courbe en deux points. Par un de ces 
points on fait passer deux droites dont chacune rencontre encore deux fois la 
courbe. Le plan passant par ces deux droites détermine, par son intersection 
avec la droite d, un point u correspondant h x. On trouve ainsi: 

On voit que le nombre cherché dépend seulement de m et h (selon le n.O 24). 
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204 Z e d  the n ; Sur les singularités des courbes &chml 

26. Détermination du nombre [ d ( l ,  1, 4) P @ )  d (1, 1, 1)] des plans tan- 
gents de 23 courbe qui renferment deux droites, issues du point de contact, 
e t  dont chacune rencontre encore deux fois la courbe. On fait usage de 
deux faisceaux de plans an m6me axe. Par un: point d'intersection d'un 
plan x et de la courbe on fait passer d e u .  droites dont chacune la ren- 
contre encore en deux points. Un point d'intersection du plan passant par 
ces deux droites détermine, avec l'axe des faisceaux, un plan u correspondant 
à x. On trouve ainsi : 

d70U (au moyen des n.OS 23 et 25) 

Le nombre trouvé dépend de m ,  h et r. 
On peut contrôler les expressions trouvgs dan# ce numéro-ci et dans le 

numéro précédent, en déterminant le nombre [ d ( l ,  1 , I )  ~ ( i )  d (l, 1,1)] par 
un autre procédé. Ce n'est pas que les coefficients soient douteux dans 
les deux équations que nous avons trouvées, mais il est bon ici, e t  encore 
plus dans le suivant, d'avoir un moyen de s'assurer qu'on n'oublie alicun 
terme. L'autre détermination de [d (1, 1, 3) P 6) d (1, .1 , l)] se fait au moyen 
de deux séries de points sur une droite quelconque. Par un point x on fait 
passer un plan renfermant deux droited qui partent d'an même point de la 
courbe et dont chacune la rencontre encore deux fois. Un plan passant par 
l'une de ces deux droites e t  tangent à la courbe au point où elle rencontre 
l'autre, détermine un point u correspondant -it x. Alors 

27. ~éterrnination du nombre P[d(d, T ,  i ) d ( l ,  1, ? ) d ( i ,  1, X)] des trian- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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gletj dont les trois sommets Bont sur'la courbe, et dont deux c6tés rencon- 
trent encore une fois la courbe, pendant que le troisihme rencontre uhe 
droite fixe. On fait usage de deux faisceaux d s  plans ayant la droite d pour 
axe commun. Par un point d'intersection d'un plan x et de la courbe on 
fait paBser une droite qui rencontre encore en deux points la courbe. Par 
un de ceux-ci, on fait passer une nouvelle droite qui rencontre aussi la 
courba en deux autres points: un -de ces derniers points détermine, avec 
l'axe des faisceaux, un plan u correspondant à x. On trouve ainsi: 

- + 3 ; - P ( h - 2 ~ + 6 )  

+ 4 . H ( h -  2 m t 6 )  

+3.P(h-2rn+6)  - 
+ 2 H ( r n  - 4) (m- 5) - 
+ 3p(m - 4) (m- 5) .  

Or les n.OS 8 et Ilil nous donnent l'équation suivante: 

de façon qu'on trouve : 

qui dépend .de în, h et, r. 
28. Recherche du nombre ~ [ d ( d ,  1 , J ) d  (1, 4 ,  l )  d(1,1, 1)] des triangles 

dont deux côtés ont avec 'la courbe trois intersections, le troisikme côté 
rencontre deux fois la courbe e% s'appuie sur une droite fixe, et dont un 
des sommets pdjacents au troisième côté et le sommet qui y est opposé sont 
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sur la courbe (*) e t  sont compt& Aux nomb~eâindiqués Ues h te r~ec t ions  
des côtés (une fois pour ehacug, des c8t@ adjgcents a q  sommets respec- 
tifs). On fait usage de deux séries de points sur la droite fixe d. On fait 
passer par un point e une droit: qui rencontre la courbe en deux points. 
Par hn de ceux-ci 'on 'fait passep une droite qui rencontre encore en deux 
autres points la courbe, e t  par %a de ces derniers points une nouvelle 
droite qu i  satisfait aux mêmes conditions. Le plan qui passe par les der- 
niéres droites rencontre la droite d CL un point u correspondant & x. On 
trouve ainsi : 

Cette expression ("9 ne dépend que de m' et h. L 

29. Recherche du nombre P[d (d, 3, I )  d(3,  2 ,  f) d (1, 1, l ) ]  des triangles 
dont deux côtés ont avec la courbe trois intersections, le troisikme ren- 
contre deux fois la courbe et en outre une droite fixe, e t  dont le sommet 
opposé ce dernier côté est sur la courbe et est compté aux nombres in- 
diqués des Enter~iections de8 ciltkp. On fait usage d'nu procédé analogue & 
celui que ~ l p u s  veqoqs d ' e m p l o ~ q  da,n,le n." 28 (aussi dans le n . O  25),  et 
on trouve alors :- 

& a 

(+) Nous pppoams  i\ei e& dang le  guivant qu'aucun des sommets que nous ne nom- 
mons pas n e ' - e - h u v e  suie- la-coarbe. b - 

1%") Comme les termes contenant les facteurs 

( h - r n + l ) ( h - m + 2 )  et ( h - m + l ) d ( d ,  1 , 1 ,  1) 
iI ' $ r  pq seront àssez fr6?&nta%ând je suivant, 5 o o i  les avon dkjii a m  & ici. . . 
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Cette expression ne dépend que de rn et h. 
30. Recherche du nombre P [d (d, 3, î) d fi, 1, I ) d  (1, 1, i)] des triangles 

dont deux côtés ont avec la courbe trois intersections, le troisième ren- 
contre deux fois la courbe et en outre une droite fixe, et dont les sommets 
adjacents à ce dernier côté sont sur la  courbe et sont comptés aux nombres 
indiqués des intersections des côtés. On y emploie un procédé analogue à 
celui dont nous avons fait usage dans le n . O  27, et l'on trouve alors, en 
représentant par la notation abréviative d(d,, 1, 1, 1) le nombre des inter- 
sections d'une droite donnée qui rencontre la courbe en trois points, avec 
d'autres droites qui la rencontrent en trois a u t r e s  points, de facon que: 

d(dI Ir ,  1, 4,  1 ) = d ( d ,  1, 1, 1)-3(h-mi-11-2 ,  

l'équation suivante : 

3rn(h-rn+2)d(dIII, L I ,  1 )  

+ 3m(h-nz+2)d(d,,, 1,1, 1)=2*P[d(d ,  3, i )d ( i ,  1 ,  I ) d ( l ,  1 ,  x)] 
+2. [&(1 ,1 ,  x)P(l)d(1,1,1)]  
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208 Zeuthen : Sur les singularités des oourbes gauches. 

Cette expression ne dQpend que de m et  h. 
31. Recherche du nombre P[d(d, 1 ,  4) d 0, 1, l )d ( l ,  1, l ) ]  dee triangles 

dont deux cbtés ont avec la courbe trois interseckione, le troisibme ren- 
contre deux fois Ia courbe et en outre une droite fixe, et dont un sommet 
adjacent & ce dernier coté est sur la courbe et est compté au nombre indi- 
qué des intersections des côtés. On y emploie un procédé analogue ti celui 
dont nous avons fait usage dans les n.OS 25, 28 et 29, et on trouve alors 

Cette exp~ession ne dépend que de .nz et  h. 
32. Recherche du nombre P[d (dl  1, 1)  d  (1, 1 ,  1) d(1, 1 ,  1)] des triangles 

dont deux côtés ont avec la courbe trois intersections, le troisième rencontre 
aussi trois fois la courbe et en outre une droite fixe, e t  dont aucun des 
sommets ne se trouve sur la courbe. En employant toujours avec trés peu de 
modifications le même procédé, on trouve l'équation suivante: 
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Z e  u t h e p : Sur les singularités des oourbes $anches, 2ü9. 

d'oh 

p [ q d , i ,  i ) a q i ,  4 ,  i ) d ( i ,  1, q= 
d(d,, 1 ,  1, I ) { ( h - m + 2 ) ( - 2 h + 3 r n ) + 3 d ( d ,  1 , 1 , I ) )  

+[d(t,  4 ,  I ) p ( p ) d ( I ,  1, j)]{d(d,$ d,, I ,1)-6(m-4)\  
- $(h-m+1){(h-r~~+2)(m~-10m - 2h)+12d(d, 1 , 1 , 1 ) )  

- [ 4 4 ,  4 ,  W ( p ) d ( 3 7  47 111- 
33. Recherche du nombre [ d o ,  1, T ) P @ )  d(1, 1, 9)] des triangles dont 

deux côtés ont avec la courbe trois intersections, pendant que le troisième 
est une tangente, et dont un sommet est au point de contact et le Soarnet 
opposé à la tangente se trouve aussi sur la courbe, ces deux sommets Btant 
comptés aux nombres indiqués des intersections des deus premiers côtés. La 
méthode que nous avons (t employer ici est analogue à. celle dont nous avons 
fait usa.ge dans le n.O 26 pour trouver le nombre [ d ( l ,  1 , j )  ~ ( ? ) d ( l ,  1, 1)]. 
Nous employons deux faisceaux de plans au meme axe. Par un point d'in- 
tersection d'un plan x et de la courbe, on fait passer une droite qui ren- 
contre la courbe en deux autres points et, par un de ceux-ci, une nouvelle 
droite qui rencontre la courbe en deux autres points. Un point d'intersection 
du plan déterminé par ces deux droites est sur un plan u correspondant à 
x. On trouve: 

2m(h-  m+2)(h-m+l ) (m-  5) 

+ 4ni[d(l, 1 ,  T ) ~ ( p j d ( x ,  1 ,1)]=1*P[d(d ,  1,3)d(l ,  1, T)dfi,  4, 4)] 

. - - c ~ - [ a f i ,  I , ~ ) P @ ) ~ ( I , I , T ) ~  

+ 4 * H ( h  - 2 m +  6)(h-m} 

+6*@(h-~m+ô)(h-m)  

+ 3 . p ( m -  4)(on-5), 
d'où 

[d(i, l , l ) ~ f i ) d ( l ,  3, 3)]=2(h-m+1j{(h-m+2)(~-5m)+6d(d. 1 , 4 ,  1)( 

+4k1(1,1, ?)P(p)d(5 ,1 ,  
-6d(d, 1, 1, I ) ( m - 3 ) - ( 4 h - 2 m B + 2 m ) ( h - m t 2 )  

+(ma-m-2h-r){2(m-3)h-3mP+45m-16f. 

Anpzali di ~atem&a, t o m  IIL 27 
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Cette expression dépend de m ,  h et r. 
On peut contrdler le résultat obtenu et, en méme ~empa, l ' ex~ress ion  que 

nous avons trouvée pour le nombre P[d (d, 1, 3) d ( l  , 1, I ) d ( l  , 1 ,1 ) ] ,  au 
moyen & f i r ~ ~ m é d é  amlo'ogue celui qui avait le meme but dans le na0 26, 

34. Reohercbe du xiomb~e [ d  @ 1, 1 )  P(1) d ( l ,  1,1)] des triangles dont 
les deux c6tés ont avec la courbe trois intersections, pendant que le troisième 
y est tangent, et  dont ler sommet opposé h la tangente est sur la courbe 
eb est oompt4 aux sombres Indiqués des intersections. Un procédé analogue 
B celui, que nous Pedons" d'employer', donne : 

4 x 4  7 1 t  x)p(p1jd(T7 1 2 1 ) j  (w&- 6 )  

+ m [ d ( l ,  1, I ) P ( ~ ~ ) ~ @ ,  1, I)](m-6)=2sP[d(d, 1, 4)d( l ,  1,T)d(?, 1,1)] 

+1.[d@, 1, 1 ) P ( i ) d ( i ,  

+2mH[d(1, 1, I ) P ( p I I ) d ( I ,  1, 4)1 

+3$[d(4, 4 ,  Qp(p,)d(% 1, 1)11 
d'où : 

Cette expression dépend de m, h et r. Meme contrôle que dans le n.O précédent. 
35. Recherche du nombre [d ( , 1 ) P )  d (4 1 1 )  des triangles dont 

les deux &tés ont avec la courbe trois intersections, pendant que le  troisième 
est tangent à l a  courbe en un des six points d'intersections, On trouve, en 
employant toujours une méthode asalogue : 

(*) Le dernier facteur de ce terme et du suivani indique le. nombre d'intersections d'une 
droite donnee qui passe par un point double ou stationnaire et rencontre encore deux 
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d'où : 

Zd(l, 4, îI)?(Qd\i, 1.U]== 
d(d,, 1,1 ,  l)((h-m t 2)(r-5&)'+6d(d, 1,1,1)1- (ms-rn-2h-r)(m-4) 1 

+ 6[d(Ia g ,  i ) P ( p ) d ( i 7  1, 111-2[d(1, 1 ,  T)P(T)d(l ,  3 ,  i)]. 

Cette expression dRpend de rn, h et r (voir les n.OS 24 et 26). 
36. Recherche du nombre [d (l , 1, 1) P(1) d (1 , 1 ,  1)] dea triangles dont 

les deux côtés rencontrent trois fois la courbe, pendant que le troisième 
y est tangent; et dont aucun sommet n'est sur la courbe, On trouve, en 
employant toujours une méthode analogue : 

m w ,  4 ,  w ( P , M ~ ~  4, QW-7) 

+ m[d(i, 1 ,  I ~ P ( ~ s ~ ( I , , ~ ,  q ( m - 7 1  = ~ [ d ( d ,  1, l ) ~ ,  j , l ) d ( l ,  

Cette expression dépend de m,  h et r. 
37. Recherche du nombre P[d ( l , 1 ,  3) d (1, i , x )  d (1, 1 ,1)] de points de 

la courbe d'oh partent trois'droites qui sont dans un meme plan et dont 
chacune rencontre encore deux fois la courbe. On fait usage de deux fai- 
sceaux de droites dans un même plan et au même centre. Deux droites 
x et  u qui se correspondent passent par les traces d e  deux droites qui 
1" partent d'un même point de la courbe, 2' la rencontrent encore, chacune 
en un point, et 3 O  sont dans le même plan que deux autres droites qui 
partent du même point de la courbe que les deux premieres et qui la ren- 
contrent encore, chacune en deux points. On trouve ainsi; 

- .  

fois la courbe, avec des droites qui rencontrent la courbe en des boints différents des pointe 
d'intersection aved ia premiare. 
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Or, suivant le n." 34: 

où le deLi& membre ne dépend que de rn et h (voir le n.' 29). Par con 
séquent la même ch6se aura lieu pour le nombre cherché. 

Autrement; On peut aussi faire usage de deux séries de points sur une 
même droite. Par un point x on fait passer un plan renfermant deux droites 
qui se rencontrent sur la courbe et dont chacune a encore deux intersections 
avec elle. Par le point de rencontre de ces deux droites on fait passer une 
nonyelle 'droite qui rencont~e, elle aussi, encore deux fois la conrbe..Le p l ~ n  
déterminé par la nouyelle droite et par l'un des deux premières passe par 
un p6int u correspondant x. On trouve ainsi 17équat;on suivante: - ' 

+3:d(d, 1, 1, l ) ( h - m  + 1 )  (h-m). 

Cette équation concorde parfaitement avec la précédente. - 
On en tire, sans difficulté, en ayant égard Q l'équation qui sert dans le 

n.O 23 2 déterminer [d(i, 1 ,  1) P ( p ) d ( a ,  1, 11, l'égalité suivante: 
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Ce sonb des methodes analogues h la premibre 'de celles que nous venons 
d'appliquer B la recherche actuelle, qui nous ont servi St troeiver, et ce 
sont des methode~ analogues à la seconde, qui noub ont servi A Cont r i) ler  
les Bquatims que nous allons exposer dans les naoS suivants. 

38. Équation semant b déterminer le nombre P [ d ( l ,  1, Qd( i ,  1, T ) d @ ,  1, i)] 
dés triangles dont les sommets sont sur la courbe et dont chaque coté la 
rencoptre encore une fois: 

2 P [ d ( d , I ,  T)d(T, 1, ? ) d ( i ,  1, T ) ] ( m -  5 )  

+ - 2 P [ d ( d ,  4 ,  X)d@$ 1, T ) d ( T 4  1 ~ 1 ) ] = 6 . ~ [ d f i ,  ... i 3  T)d(T, 1, i ) d @ ,  4 ,  $)] 
+ 2 . [ d f i + i , ; I f ~ @ ) $ ( l ~  1, Ta 

mais, comme on voit, 'elle n'éloigne   as ' 2 H + 3 P  (= m" rn - r) qui est 
aussi contenu au nombre P[d(d ,  1, 7) d(5, 1, i) d (i;l ,  i)] (voir le  n.' 27), 
et le nombre ~ [ d ( 5 , 1 ,  ?)clfi, 1,  i ) d ( l .  1, 3)] contient donc, à côté de 
termes qui ne dépendent que de m et h,  le terme suivant: 

... - +(2If+ 3 P ) ( ~ ~ - 4 ) { m - ~ i ) ( ~ i -  6). 

39. Qquation servant B déterminer le nombre 

P[d(1,1,?)d(%, 1, ?)cl($, i4 t)] 
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214 Zen t h an? Su9 l e s  sinma rités des courbes gaulclres, 

des triangles dont les cdtés ont avec la courbe trois intersections, et dont 
deux sommetq sont BUP 19 cqurbe et sont comptés aux nombres indiqués 
des intersections des cotés : 

P[d(d, 1 ,x)d(l ,  1, f)d@, 1, I)](m-6) 

-pP[d(d, 1, I )d& 1, i ) d ( i ,  1, I ) ] (m-6)=4P[d( l ,  1,T)d('i, l , ? ) d ( l ,  1, 1)] 

+ 4 - [ d ( I ,  1 ,  I ) P ( i ) d ( i ,  3 ,  T ) ]  
+ s m H [ d ( 1 ,  1 , 1 ) P ( p d d $ ,  l ' l ) ]  

+12.P[d(G 1 ,  T)P(p,Jd(? 1,1)1 
+2~m(h-m+2) (h~m+I)~m-5) (m-6 )  

+ 4 .  [d(l ,  1, x)P(p)d(T, 1,1)](m-5)(m-6). 

Ici, selon le n.O 34, on peut faire la substitution suivante: 

[$T,  1 ,  1 ) P ( l ) d ( l ,  1 ,  I ) I +  (2H+ 3P)[d( l ,  1,5)P(pm)d(3, 17 1)1= 

2m(m - 6)[d(1,  1 ,  T)p(p1)d(I ,  1 ,  4)]-2P[d(d, 1 ,  l ) d ( 1 ,  I f  l ) d ( T ,  1 ,  i)],  

de facon que le nombre cherché ne dépendera que de m et h. 
40. aquation servant à déterminer le nombre 

P [ d ( f ,  1 , 3 ) d ( l ,  l r 1 ) d ( 1 ,  1 ,  g ) ]  

des triangles dont les trois ci3tés ont trois intersections avec la courbe, et 
dont un seul sommet est sut la courbe et est compté aux nombres indiquh 
des intersections des cotés : 

2P[d(d, 1, 1)d(1, 3 ,  %)@, 1, i ) ] (m-7)  

+2P[d(d, 1, I)d(4, &l)d[x ,1 ,  1)](rn77)=6?P[d(1, 1,3)d(T, 1,1)d(1, 3 ,  l ) ]  

+ 1  [ d @ ,  1, I ) P ( l ) d ( i ,  3, x)] (m - 7 )  

-j 2 - ~ [ d ( l ,  1, i ) p ( p 3 d &  1,1)](m-7) 

+ 3 ~ P [ d ( 1 ,  1, 3)p(pJ1)d(T, 1, 1 ) ] ( ~  - 7) 
+1 mm[d(l, 1, T ) ~ ( ~ , ) d ( i ,  1, I)](m-6)(nt - 7 )  

(m-5)(rn- 
+2-[d j l ,  1, i ) P ( p ) d ( %  1, i)] - 6, (m - 7). 

Au moyen de la même substitution dont nous avons fait usage-dans le 
na0 precédent, on ,troqve pour le nombre cherch6 l'expression #uivante, plus 
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Z e u t h  e n : Sur les singularités @es courbes gauches, 21s 

simple que celle que fournit immédiatement l'équation antérieure: 

p [ d ( I ,  1, 3 ) d ( I ,  1, 1)d(i,4,1)]=(n?-7){P[d(d, 1, l ) d ( W J ~ 1 d ( %  W ) ]  
-+ (4m-  5)(ïn-6)[d(1, 1, % ) ~ ( ~ ) d ( l ,  1, 1)] f +m(m-6) (h -m+2) (h -m+1)~  

qui ne dépend que de nz et h. 
41. Équation servant & déterminer le nombre P[d ( l , ! I , I l )d  ( l , 1 ,  I ) d  (1,1, 1)] 

des triangles dont, les trois cotés ont trois intersections avec la courbe, sans 
qu'aucun des sommets tombe sur elle: 

2.Y[d(d,  1, I ) d ( l ,  1 , l ) d ( l ,  .1, I)](rn-8) 

+ 2 .  P[d(d,  1, I ) d ( l ,  1, I ) d ( l ,  1, I ) ] (m-8)=18.P[d( I , i ,  1 )d( l ,  1, i ) d ( l , l ,  lu 

t 1 - [ d ( l ,  1, 1 ) P ( l ) d ( l ,  1,1)](tn-8) 

-t-2.H[d(1, 1, l ) P ( p I I ) d ( l ,  1, 1)1(m-8) 

+ 3$3Ld(1, 1, g)P(p,I)du, 1, 1)1(m-8) 
+ I . m [ d ( l ,  1, 1)P(p,)cl(I,  1, l ) ( m -  7 ) ( m  - 8)lj 

- 6)(na - 7) 
+2.  [d(% 1, i ) P ( p ) d &  1, 1 ) ] ( ~ -  2 (m - 8).  

Au moyen du na0 36 on en tire l'expression suivante: 

qui ne dépend que de n2- et h. 
42. On ne peut déterminer le nombre que nous venons de trouver, par 

la seconde methode indiquée dans le n.O 37; car en employant celle-ci, on 
introduirait un nouveau nombre inconnu: celui des génératrices de la sur- 
face gauche ayant la courbe donnée pour directrice triple, qui sont en même 
temps tangentes C1 la courbe double de cette surface. Mais comme nous avons 
déja trouvé P [ d ( l ,  1, 1) d(1,  1 ,  1)  d ( l ,  1 ,  1)] par une autre voie (*), nous 
aurons le moyen de déterminer le nombre que nous venons de nommer et 
que nous designerons par T. La connaissance de 
dans le n." suivant. 

(*) Qui n'a pas bwoin d'6tre contr616e et, en tout cas, 
y peuvent servir. 

ce nombre nous sera utile 

il existe d'autres procédés qui 
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Qa trauve: 

43. Recherche du nombre p [ d ( l ,  1, I )d ( l ,  1, 1)d( l ,  1,1)]  des points d'où 
partent trois droites distinctes qui renco~trent trois fois la courbe, ou des 
points triples ordinai res  de la surface gauche qui a la courbe pour direc- 
trice triple. Nous y appliquons deux faisceaux de plans qui ont le même 
axe. Deux plans correspondants x et u passent par les deux points où une 
même génératrice de la surface gauche est rencontrée par deux autres; 
seulement aucun de ces points ne doit coïncider avec un des trois points 
d'intersection de la génératrice et de la -courbe donnée. On trouve ainsi: 
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On voit qu'il est impossible d'exprimer p [d (1, 1, I )  d (l, 1,  1)  d ( 4 ,  1, 1)] au 
moyen des seuls nombres m et h. 

44. Recherche du nombre [d(l, 1 , l ) p  (1)d (1, 1, 1)] des points d'où sortent 
deux droites qui rencontrent trois fais la courbe et une autre droite qui lui 
est tangente, les six points d'intersection et le point de contact étant diffé- 
rents entre eux. 04 fa& usage de deux faisceaux de plans au méme axe. 
Deux plans correspondants x et u passent par des points oh une même droite 
qui a trois intersectionil avec la courbe rencontm 1" un autre droite qui sa- 
tisfait aux rnhrneij conditions et 2" une tangente & la courbe. Un trouve alors : 

ÇORREÇTIONS. 

Page 179 lig. 5 au lieit cke h - H  iisez h - 1 
+l -t. a 

b 191 n 22 w d (1, 2) ml, 2) 
202 10 W. 1, 1 ) m d  (1, &t 111 pv L i)pw a u ,  1, i ) j  

n 203's 21 n . . . trois fois . . . n . . . deux fois . . . 
Annali di Matematica, tom0 III. 28 
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Appendice au Mémoirs 
Bar quelques B problémes cilbiques 

et biquadratiques ("). 
I 

(par H. J, S.  SMITH, prof. à Oxford.) 
., " .  t 

NOTE 1, p. 114. 

D E N A ~ T E ~ ,  Géométrie, livre troisibme ( ~ u a r e s  d e  DESCARTES, ed. Cousinl 
troll v, p. 409). 
x Or, quand on est assur6 que le probléme proposé est, solide, soit que 

l'équation par laquelle on le cherche monte au carré de carr6, soit qu'elle 
ne monte que jusques au cube, on peut toujours en trouver la racine par 
l'une des trois sections coniques, laquelle que cesoit, ou h ê m e  par quelque 
partie de l'une d'elles, tant petite qu'elle puisse etre, en ne se servant an 
reste que de lignes droites et de cercles. Mais je me contenterai de donner 
une riigle générale pour Ies trouver toutes par le moyen d'une parabole', 
& came qu'elle est en quelque facon la plus simple. z, 

NOTE II, p. 114, 

DE LA H I R E ,  La construction des équations analytiques,  opuscule qui 
fait partie (pp. 297-452) des Nouveaux éléments des sections coniques, 
Paris; 1679. Le problhme des normale's d'une section conique sert à l'au- 
teur pour exemple de la méthode algébrique générale. 

(*) Voir à pag. 112-165 de ce  tome, oh se trouve en entier le Memoire que 1 'Acadhie 
royale des sciences de Bsrlin a couronngen 1868, en lui décernant la moitié du prix fondé 
par STEINER. L'illustre Auteur 3 a ajout6 plus tard l'Appendice que nous publions ici. 
Nous profitons de cette occasion pour lui adresser nos remercimens de ce qu'il a bien 
voulu choisir notre journal pour donner publicit6 son excellent travail, qui est un 
admirable essai de géométrie moderne. 

LES ÉDITEURS. 
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MACLAURIN, Treatise of Algebra, London, 4748, pag. 352. 
JOACHIMSTRAL, Journal de Crelle, vol. xxvi, p. 172, ~41.  Jviii, p. 373'. Voici 

la critique que fait JOACHIMSTHAL de la solution qui lui est propre, et de 
celle qu'il attribue à, DE LA HIRE. 
« On sait que chaque problkme qui depend d'une équation du quatrième 

degrB, se résout par la rkgle et le compas, en .supposant une seule section 
conique complktement décrite. C'est sur ce principe qile repose la solution 
du probléme en question, due St De LA HIRE. Tandis que le géomètre grec 
qui a traité le premier cette question, APOLLONIUS de Perge, se sert, outre 
la conique donnée, d'une hyperbole eqnilatkre, DE LA HIRE ne fait usage 
que d'une circonférence de cercle, dont les intersections avec la courbe 
ont, ii un facteur prks, les mêmes abscisses que les pieds des normales. 
Mais cette méthode offre plusieurs inconvénients qu'il est bon de signaler. 
En premier lieu, telle que DE LA HIRE l'a représentée, sa méthode n'est qu'un 
résultat de calcul, et ne se rattache à aucune proposition de géométrie; 
ensuite le choix de I'inconnue comporte nécessairement une ambiguité, et, 
en dernier lieu, les formules qui déterminent la position et le rayon de la  
circonférence sont trop compliquées pour se prêter aisément aux construc- 
tions graphiques. On adressera peut-être, et juste titre, ce dernier reproche 
également ii la nouvelle solution qu'on va lire; et néanmoins je n'hésite pas 
à la publier; car, quoiqu'elle ne soit pas encore une solution définitive, les 
propositions si simples sur lesquelles èlle repose, pourront servir de point 
de départ pour arriver fi une solution purement géom6trique du problkme 
dont il s'agit. » 

La solution, dont parle ici JOACHIMSTHAL, est due non pas DE L A  HIRE, 
mais A M. E. CATALAN. Il est vrai que M. CATALAN ne parle que d'une re- 
production avec quelques simplifications de la solution ancienne (Nouvelles 
Annales de Mathématiques, per MM. Terquem et Gerono, vol. vii, p. 332); 
mais il est pervenu h. une solution qui est entikrement différente de celle 
de- DE L A  HIRE, et qui nous a paru plus élégante, et surtout plus naturelle. 
Nous n'avons pas cherché l'interprétation géométrique des formules analy- 
tiques un peu compliquées dont s'est servi DE LA HIRE; mais nous sommes 
parvenus à, traiter par les méthodes de la géométrie pure la solution de 
M. CATALAN, aussi bien que celle de JOACHIMSTHAL. (Voir la note VIII.) 
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NOTE III, p. 118, 

Soient plp,, q, q, deux couples de l'involution qui détermine uac dyade 
donnée A,X,; nous, dixons que cette dyade est représentée par [p,p,, g1 :i2]. 
Soit ericme [ x , ~ , ,  9,  yJ une représentation d'une seconde dyade , ~ , p , ;  e t  
supposons. que- l'équation anharmanique 

[ p l 9 ~ 2 9  91' q 2 1 = [ ~ 1 '  '29 ~ 1 9 ~ 2 1  

sait satisfaite. Cette équation entraine nécessairement l'une au l'autre des 
deux équations suivaabtes 

mais il imparCe d'obsemet qme ces équations ne sauraient avoir lieu toutes 
kes h r r :  mwmble. Selon que la p~ernikm! oa la geconde équation est Sad 

tisfaite, 110x1s dirons que les  éléments imaginaires 2, A,, pl p,, on bien les  
é ldmnt s  imaginaires %A,, pl pz S O Q ~  représentés homographiquement par 
l e s  qs t émes  [p ,  p,, qr qz], Ex1 x2,  y, gJ. D'après la définition que nous avons 
dmn& de l'homologie d e s  dyades, il est Bvident qne lorsqu'oa connaît 
l ' h o d o i g h  de deux dys&s, on conaaîd en même temps deux représenta- 
tions hom~graphiquess des élémerits homdogues & ces dyades. Et, r6ci lpr~ 
quemmt-, il rémltr; & la, s a l u t h  du problhme fondmentad de l'articls IB, 
que 1'011 peut trouver linéairement le centre ou l'axc d'homologie de deuz 
d.y-ades de m3ms espkce, doxt les, axes ou les centres ne sont pas coin- 
eidents, lomqu'm connaît. dux reprbsentations homographiqms des éb$ 
menrtsr imaginaires qu'a& vent reganler commE homologues dans ces deux 
dy&s. D e  plus, un verra ci-clpz.@s qu'm désignant par a, a,, b, b,, c, cf, 
t r o k  ayades qwlconques, on p m t  d4teirnher linéairement deux mprésend 
tciitiom hmograyhiqrres de b, b2, c,c,, lorsqu'on connaît deux représentations 
homographiqaers de a, a,, b, b , ,  et deug représentations hotnographiqaes de 
4 ar2+ orc2- D'après cela, sn peut se  semir des représentations homogril. 
phiqmrs pour définir l'homologie des dyades, en disant que l'homo~ogiw d e  
deun d p d e s  est donnée, lorsqu'on connaît; une seprésentation homographiqu& 
de ces dyades, Cette manibre de définir l'homologie des dyades a le  double 
avantage de ne pas exiger l'emploi de dyades auxiliaires, ni dans le cas 
de deux dyades dont les axes ou les centres sont coincidents, ni dans le 
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cas de deux dyades d'esphce différente, et  de s e  prêter facilement à la th6orie 
des dyaideff de droites qui2 ne se rke'ilcontrent pas dans l'espace. 

Ce qtle hous venons d e  dire se rattache immédiatement ri, la belle tMsuie 
des Imaginaires, qui A fofm6 l'objet prihCipa1 des i3atttmhs iiebherches d a  
l'arltew de là Gé'orrzétrfë de Situdthn (*). kous cfoyons faire plaisir auaf lec- 
tetirs de l'oavrage de cet c?f&llent géométre, ea ajoutant les obser~atiohs 
suiuantes, qui ferdnt voir Cohbien nous nous sommes peu Bloigaé8 Be la 
route qu'il a ti'acée. 

(1.) É!tant donné deux représentations homographiques 

des BléfaWts Irnagi'nAires hl X*+ @, fi,, et irn@ autré Pep~ése'Btatiorr 4uelc6nqus 
[r ,  V, ,  di sr] dd la preihièie de ce# deuz dyades; oh pbhrra d6termiber linéai- 
retnent? les Bléments w, u,, 14; @, , qui Satisfont L l'éqaatidfi anharmonique 

et on aura ainsi une nouvelle représentation [u, u,, u, v,] des élémemfs [LI pH 
qui sera homogaaphique à la représentation [r, r, ,  s, s,] des éléments il, il,. 
Soient donc a,a,, b,b,, c ,c2  trois dyades quelconques données; [A], [BI deux 
représentations homographiques des éléments a, a,, b,  b,; [A,], [Cl] deux 
représentations homographiques des éléments a,a,, c,c2. On déterminera une 
représentation [Cl des éléments c,c, qui soit homographique à la représen- 
fatiozi [ A ]  des Blhents  a,û,; el! on aura ainsi deux' r6i)rCsertfaiiolus homt5gra.- 
phiques [ B I ,  [Cl ,  des éléments b, b,, cl c,. 
f2.) Êtant donné Ude représentation [plp,, Q , Q ~ J  d'une d9ad.e e t  

un troisième couple quelconque r , r ,  de l'involution qui d6tembirw cette 
dyade, il existe toujours un qi~atri4ril6 co~@le de Cetk mé-me involution, 
4uS satisfait B l'équation anharmonique 

On trou' linéaiife&eilt ca  quatriame Cwplu: eri. prenant pobr S, s, les élérnmk~ 
conjugtibs h p,p, dans I'involu'tion déterhinée par q,?,, q,r,. On peut ddnç 
tpoiuveP une infinité de représentations des élémentd im$ina i~M hl A,, ho- 
&ographique$ à. uiio ~eprésentatiod donnée. 

(3.) 11 ecszlvién4 d'dttribue~ signe alg6briqne détepminé 3 ohaque reljré. 

tP) STAUDT, k d t r ~ p  sur Geometvie der Zagt (NiIrnierg 1886). 
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sentation d'une dyade; qinsi nous dirons que la représentation [p,p,, q iqe ]  
de la dyade hl il, est positive ou négative, selon que le sens du mouvement 
continu indiqué par pl q l p ,  est positif ou négatif. Il s'ensuit de 15t que deux 
représentations homographiques d'une même dyade ont le même signe, ou 
des signes contraires, selon que les éléments imaginaires se correspondent 
directement ou réciproquement dans les denx représentations. En effet, en 
désignant par [p,p,  , q, q,] , [ r , r 2 ,  s ,  s2] deux représentations homographiques 
de la dyade %,ilz, on a, dans le premier de ces deux cas, l'équation anhar- 
monique 

d'où il s'ensuit que le sens indiqué par pl q l p 2  est le même que le sens 
indiquée par r ,  s, r , ,  puisque deux éléments correspondants, qui parcourent 
deux divisions homographiques, dont les éléments doubles sont imaginaires, 
se mouvent toujours dans le même sens. Donc, en ce premier cas, les deux 
représentations sont de même signe; tandis que dans le second cas, on 
aura l'équation 

. ou, ce qui est la même chose, l'équation 

Cette équation implique que le sens indiqué par pl q,p ,  coincide avec le 
sens indiqué par s , r l s 2 ;  d'où l'on conclura que les deux sens indiqués par 
pi qipz et rl s, r2  sont opposés, c'est à dire, que les deux représentations 
[ p l  pz ,  q ,  q , ] ,  [r, r,, s, s,] sont de signes contraires. 

(4.) Etant donné deux systemes géométriques, dont chacun consiste d'une 
série d'éléments simplement infinie, et dont l 'un dépend linéairement de 
l'autre, à chacun des deux sens qu'on peut at,tribuer à la succession des 
éléments dans le premier, il correspondra un sens déterminé dans l'autre. 
C'est ainsi qu'en rattachant chacun des deux éléments d'une même dyade 
à l'un des deux sens opposés que l'on peut concevoir dans le systéme géo- 
métrique auquel cette dyade appartient, de maniere à établir une distinction 
fictive entre les deux éléments de la dyade, on établit en même temps une 
distinction correspondante entre les deux éléments d'une dyade quelconque 
linéairement dérivée de la premiére; puisque les éléments homologues des 
deux dyades peuvent être censés appartenir aux sens correspondants dans 
les deux systémes dont elles font partie. 
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Cbinihe exemple bai phrGculier Be bktte' ~6m!afIle; f&%Ad@, ~ o ~ i i d é r o n s  
heu% dyade6 de poinis &%,, p,p, ayant la méme %kd LM. &$old~'[$ p,, 
QI gn], [ Y ~  5,, y,$2] deux représentations % o r n ~ ~ a p h î q u e s  &a Bhnents {ma. 
$inaires il,%, pl p, PYisque ces deui  ~eprésentationa 'pbtl+& Btre de mBmB 
si"gne ou de signes contraires, et puisque la cdWeZ4pondanee de$ cJ13rnentd 
imaginaires est diffdrente dans les deux &as, on voit tr& clairemen2 dans ce 
cas particulier, qu'en considérant les deux sena opposé& dam bsqhels u n  
p6int peut d6crire nne droite, on arilve 3, di$tiilgnhr Û priort &on pas entre 
les deux éléments d'une même dyade (ce qui serait absurde), mais,entre 
les deux maniéres d'établir l 'hom~logie de deux tiyades, D'ailleurs on peut 
observer que, dans ce même cas particulier, il y a une autre distinction trhs 
niarquke entre les deux manikres d'dtablir l'homologie des dyades données. 
En effet, si les deux représentations homographiques dondes  aes él'emenfs 
A, ha, p, p, sont de même signe, les points doubles de l'involution (%,pl, X2pJ 
serant imaginaires, et les points doubles de l'involution (hl pz,  ha pJ seront 
réels, tandis que, dang le cas contraire, les points doubles de fa premibre 
involution seront réels, et ceux de la seconde seront imaginaires. Pouil d 4  
montrer cette assertion, prenons un -point quelconque, sur Ia circonférence 
d'une conique, et de ce point, comme centre de erojection, projetons les 
points de la droite LM sur la courbe. Pour plus de simplicitê, nous dési- 
gnerons les projections de ces points par les memes lettres que les points 
eux memes. Les dyades il,h,, p,p, considérées sur la conique, donnent lieu 
à deux centres d'homologie, dont l'un est intérieur, et l'autre extérieur à 
la courbe. Soit Cl le centre intérieur, et menons les cordes x1!24,, y,L24,, 
y l R r l ,  y2i2v2; 14, 4, ,  7, r,] sera une représentation de la dyade il, il,, ho- 
mographique A la représentation [plp,, q,  q,] de cette même dyade, et aussi 
a la représentation [x, x,, y, y,] de la dyade pl p,; de plus, le sens de iar/,E, 
est l e  même que le  sens de xl y,x,, puisque R est un point interieur. Donc 
la représentation [El 5,  Q r,] comporte le même signe que la représentation 
[plpB, q1 q,] , OU le signe contraire, selon que les deux représentations [x, z,, 
yl y,], [pipn, qi qs] sont de meme signe, ou de signes contraires. Par con- 
séquent [4, Es. 1, v,] et [x, x,, yl 9.J sont denx représentations hornographi- 
ques des éléments 2, A,, pl P, dans le premier cas, et des élémentp X2A,, pl p, 
dans le second. Mais cela revient à dire que Cl est le point d'intersection 
des cordes imaginaires hl pl, X, p, dans l e  premier cas, et des cordes Ai per 
A,p, dans le second. Et de la, en revenant des points de la conique & ceux 
de la  droite, on condut tmmkdiatement la veritd de la proposition qu'il 
fallait démontrer. 
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&es deux g~lutions que pous avons données de ce probléme ne different 
pas essentiellement, puisque 19 droite, lieu des points d'intersection des 
couples de tangentes que l'oq considéq dans la, première solution, est en 
meme temps l'axe des deux divisions homographiques que l'on obtient en 
échangeant entre eux sur l'une des droites B, C, les deux points de chaque 
couple de l'involution qui détermine la dyade sur  cette droite. La solutios 
suivante, peu différente d9aiiieurs des autres, nous paraît aussi simple qu'on 
peut le désirer. 

En se servant des centres d'homologie donnés on obtient deux représen- 
tqtions homographiques [p, P,, /3', B>J, [y, y,, y', y',] des éléments imagi- 
paires bl b,, cl ci; puis on détermine les axes des quatre systémes homo- 
graphiques que voici, 

[Pli 8 2 s  fi', PrJ [Y', Y', 2 y1 Y J  
111Cf19 Say 4 Ki = CYL Y'* y rll 
[Pt Pq 9 P: B'21 = [ri 9 f i  Y dl 9 Y:] 
V I '  B r  Pr, Y21 = [y29 Y I  9 ~ ' 2 2  ~'11 

Les deux premieres de ces droites se croisent au'point P; les, deux dernieres 
au point Pr. Si le premier ou le second systéme devient homologique, le 
centre d'homologie est le point PI; pareillement, si le troisibme ou le qua- 
triéme systéme devient homologique, le centre d'homologie est le point P. 

On peut encore remarquer que si les dyades a, a,, b,  b,,  cl c, appartiennent 
b une même section conique, les six systemes de trois points, Pt QR, PQrRE,  
P Q'R, P' Q Rr, PQR', P' Q f R ,  seront chacun en ligne droite. 

NOTE V, p. 124. 

Supposoqs seulement que l'axe d'homologie A de a,a,, a,&, soit donn4. 
Faisona passer une coniqye réelle Z: pitr P ll, et par la dyade de points de- 
terminée par a, a,, ou a, a,, sur l'axe A. Soient k, k,, k1 u, les dyades de 
points déterminées sur $ par les dyades données b, b,, Pl A. L'axe d passera 
par l'intersection des droites imaginaires conjuguées. k, K , ,  k, r l , ;  ce qui suffit 
pour faire voir qu'on peut distinguer linéairement entre les deug centresi 
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d'homologie de k, ka, IC, k,, et  pourtant entre les deux axes d'komologie de 
b, b,, /?, ,LIs. La construction est entiérement iiaéaire, puisque pour déterminer 
les dyades kl k,, kl ks il n'est pas nécessaire de tracer la conique 2. 

NOTE VI, p. 129. 

La determination de la dyade nln, ne présente aucune difEcult6 théorique, 
Soit [x, x,, y, y,] une représentation donnée de la dyade p,p,; o une conique 
qui passe par cette dyade. D'un point quelconque réel de a projetons sur 
cette conique l'involution déterminée par les coniques du faisceau [cl, c,,  
dl, dg] sur l'axe de p,p,. Soit n le p81e de I'invohtion qu'on aura ainsi 
sur la conique a. Bug quatre rayons 3 .  [x,, x-, yl ,  y,] il correspondra anhar- 
moniquement quatre coniques du faisceau. Soient; k, ,  t,, r, , r, les points de 
la conique auxiliaire C qui correspondent anharmoniquement h ces quatre 
coniques; [ f ,  E,, r,s,] sera une représentation de la dyade sni, fi,, et  cette 
représentation sera homographique à l a  repr6sentation donnée [x,x,, y,yJ 
de la dyade p,p,. 

NOTE VII, p. 135. 

Toute conique du réseau circonscrit qui passe par ï' rencontre la droite 
A en deux points harmoniquement conjugués par rapport à la conique cher- 
cpée. De meme, les deux tangentes menées du point r il une conique du 
réseau inscrit, qui est tangente & la droite A, sont deux droites conjuguées 
par rapport à cette même conique du réseau harmonique. Ou peut donc 
trouver trks simplement l'involution que détermine cette conique, soit au 
point r, soit sur la droite A; et, d'aprhs ce que nous avons dit dans l'article 
précédent, cela suffit pour déterminer le systhme polaire de la courbe. 

Les expressions ellipse minima circonscrite ' ' ellipse maxima inscrite ' 
'dont nous nous sommes servis dans cet article, sont relatives au cas d'un 
triangle harmonique réel. Lorsque ce triangle est imaginaire, les coniques 
polaires du centre des distances moyennes, et de la droite à l'infini, sont. 
foutes les deux des hyperboles, 

Annali di Matematica, tom0 III. 29 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



226 S m i t h :  &ur &IeY&ues pPoblèmes cubiques et biquadratiques. 

NOTE VIIIf p. 146. 

Soient X, Y les projections orthogonales de P pur les axes A ,  A , ,  B, B, 
iespectivement; S T la tangente L ï' au point S. Menons la corde ss l  per- 
pendiculaire à ,4, A,. D'aprés la  définition de I', S T est le diamétre de 5; 
cbnjugué aux cordes perpendiculaires B SP. Donc ' s  T est paralléle à A,s; 
de plus, puisque l'hyperbole l? est équilatkre, les droites bissectrices de l'angle 
C S T  sont paralléles aux asymptotes de la courbe; donc S C  est parallele 
5 A,sr. On voit en méme temps que S C  est le diamétre de 2 conjugué aux 
cordes perpendiculaires à X Y, puisque X Y et SP font des angles égaux 
avec les axes de Z. Mais la droite X Y passe elle même par C, puisqu'elle 
est  une des diagonales du quadrilatére S P a P ,  inscrit a l?. Donc C est le 
point d'intersection de X Y avec le diamktre de 2 conjugué aux cordes per- 
pendiculaires B X Y, on, si l'on veut, avec le diamétre paralMe à A,s'; et la 
polaire de C par rapport 5 2 est la perpendiculaire abaissée du pdle de X Y 
sur cette droite elle méme. Ces déterminations nous seront utiles plus tard. 

Puisque rious tenons à faire voir que la solution de JOACHIJ~STHAL ne conduit 
pas à des opérations impraticables à cause de leur longueur, nous indiquerons 
ici la maniére de les effectuer, qui nous paraît la plus simple. On supposera 
connus les axes et  l'un des foyers H de la conique centrale 2; on prendra . 
pour A, A ,  l'axe focal. En se servant d'un équerre, on -menera la corde A,s 
perpendiculaire à PS, la corde A,p perpendiculaire h A, s ,  la corde s s' per- 
pendiculaire à A, A ,  ; enfin, la normale et la tangente à Z au point s (on 
sait que cela peut se faire très simplement avec l'équerre). Soit p le point 
d'intersection de l'axe focal avec la normale; o, n les projections orthogonal& 
de S, H sur la tangente, Y la projection orthogonale de P sur l'axe con- 
jugué, Y, le point de ce même axe pour lequel l'angle Y H  Y, est droit; 
enfin, A,,p, étant menée perpendiculaire Lt P Y,, soit y le point d'intersection 
des cordes pp,, S B ,  e t  6) la projection orthogonale de y sur ss'. Le centre 
w du cercle de JOACHIMSTHAL sera le point d'intersection des droites Op, SU; 
le rayon de ce cercle sera 0 ~ .  On décrira le cercle, et on joindra les .points 
d'intersection des deux courbes au point -4, par des cordes Aix: les nor- 

' males issues du point P seront perpendiculaires Q ces cordes, et  leurs pieds 
se trouveront sur les diamétres de 5; paralléles aux cordes A,%. D'aprés ce 
que nous avons dit, on vérifiera facilement les détails de cette construction, 
dans llquelle on n'aura besoin du compas qu'au moment ou l'on veut tracer 
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le cercle LI. En effet, puisque D se transforme en a, et C en /3, les axes 
principaux de la conique transformee 2' sont >es droites qui correspondent 
au diamétre de C qui passe par C, et A la polaire de C, L'un de ces deux 
ases est sd; c'est celui qui correspond t f  SC;  I'autrei est y O, puisque y cor- 
respond au point Y,, qui se trouve sur la polaire de 15'. DOPO 18 est le centre 
de 25'; et, puisque la perpendiculaire abaissée de 6 Fsur s a  polaire par rap- 
port à C doit passer par o, et aussi par p, la construction du point w- se 
trouve justifiée. -. 

On remarquera qu'en général, étant donné un point quelconque 8, pour 
en trouver le point correspondant dans la figure transforméer on rnenera 
le cordes A,p , ,  A,s,, dont la premiére est perpendiculaire & PZ, et la se- 
conde est parallele à SZ; les cordes ss,, ppl se c~oiseront au point n. Et, 
en effet, c'est ainsi que nous avons determin6 Iea points 9 et y, correspon- 
dant aux points F et Y,, dans les constructions précédentes, 

La solution analytique du problbme qui nous occupe, donnée il y a presque ' 
deux cents ana par DE ~4 HIRE, a été l'objet de recherches intéressantes par 
M, E. CATALAN (Nouvelles Annales de Mathématiques par MM. Terquem. et 
Gerono, Vol. VII, p. 332 et 396, année 1848). Nous allons voir que la so- 
h t ion  de M. CATALAN, aussi bien que celle de JQACHIMSTHAL, se déduit na- 
turellement de la méthode dont nius nous sommes servis, 

Soient nln,n,n, les pieds des normales abaissées de P sur C; & ces quatre 
points M. CATALAN substitue quatre autres n',.vh',n',na, qui sont les points 
d'intersection de C par une circonférence de. cercle, et dont les abscisses, 
mesurées du centre de Z sur l'un des deux axes, sont proportionnelles aux 
abscisses de n,n,n,n, (*). Soient toujours A;A, ,  Bi B, les axes de 2; a, 8 
les points à l'infini sur ces axes respectivement; en supposant que A,A, 
goit l'axe des abscisses, on aura l'équation anharmonique 

* 
Qu'on transforme la figure de manibre qu'aux points n dq la figure donnée 

(*) Dans la solution plus compliquée de DE LA HIRE ce sont les ordonn6es des points 
n' qu'on fait proportionnelles aux abscisses des points n. Be plug, au lieu du centre de 
de la conique, on prend pour origine un point tel que les sommes des ordonnees des 
points nt, e t  des abscisses des points n, s'6vanouissent separ6ment, On voit qu'il en doit 
résulter une construction géométrique entiérement différente de celle que nous allons 
déduire de l'analyse de M. CATALAN. D'ailleurs, nous avons reconnu que la solution de 
DE LA HIRE ne s'applique pas au cas oà  il y aurait quatre normales r4eiies: mais, mdp6 
&et inconvênient, cette solution pou8 parait meriter une étude plus approfondie. 
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correspondent les points nr de la nouvelle figure. Puisque les points P, ni ,. 
nb, n,,-ga4 appartiennent 5 la conique r, on conclut de l'équation (A) ,  que 
p appartiendra 9, J?, fa transformée de i'. Or, ï" ne peut &tre qu'une parabole, 
dont l'axe est parallkle b BI B,.'Car le faisceau (FI, C), dont les points 
forment la bafie, contient par hypothkse u s  cercle; donc a@ sont les points 
doubles de l'involution que ce faisceau détermine sur la ligne droite à l'infini, 
et la conique du faisceau, qui passe par p, y touche cette droite. Cela posé, 
il s'ensuit de l'équation ( A )  que le point p de l?' correspond au point a de 
r; donc CE SB transforme en f l ,  et l'asymptote C a  devient la droite & l'infini 
a/?. soient a, b les projections de C sur les axes A, A, ,  B,B,; a se trans- 
formant en e, b se transforme en a, puisque ab ,  ,ûa sont des points réci- 
proques paT rapport aux faisceaux (B, r), (2, Fr'), respectivement. De plus, 
d'aprés l'équation (A) ,  le point S doit se  transformer en un point S' situé 
sur /3 S; donc dl A, ,  OU Sa, ee, transforme en S'fi, ou B, B,. Soit 2, b 
conique dy faisceau (2, I') qui se transforme en C; il faut que pour cette 
conique les droites aS, aC sbient des droites conjuguées. Cette condition 
détermine Ci sans ambiguité, puisque, des deux coniques du faisceau (C, l?J 
qui y satisfont, l'une est r, qui ne se transforme pas en 2. En désignant 
par Xi Y, les points d'intersection des axes de C avec la polaire de C, soient 
c ,  x les points placés symétriquement à C, XI, par rapport h l'axe BI ,  B, , 
y le point placé symétriqu&nent A Y, par rapport B l'axe A, A,  La conique 
du faisceau (2, r) pour laqtielle C est le pôle de xy ne peut etre autre que 
2,. Car la polaire de e par rapport à ï' est l'axe A,A,, puisque S c  est 
tangent l? au point S; et la polaire de c par rapport b 5; doit passer par 
x, 1 cause de  la situation symétrique des points CX,, cx; donc c ,  x sont 
des points reciproques par rapport au faisceau (2,  r), et la conique de ce 
faisceau par rapport h. laquelle C est pale de xy, aura C c ,  ou Ca, pour- 
polaire de x; c'est & d i ~ e  que a s ,  a C seront des droites conjuguées par 
rapport à cette conique. 11: résulte de IA que abx sera un triangle harmo- 
nique par rapport 8, X,, et que pour satisfaire 9, toutes les conditions du 
probléme, il suffira de transformer 2, en 2, de manikre que le triangle abx 
devienne le triangle paS. Soit ( I o )  Z un ellipse; les involutions determinées 
par le faisceau (2, I') sur les axes de 2 ont évidemment des points doubles 
imaginaires; donc toute conique'du faisceau rencontre ces droites en deux 
points réels. Soient ;l,i12 les points d'intersection de El avec A,A, ;  x sera 
le point milieu du segment AIX2; mais S, qui est le centre de l'involution, 
se trouvera aussi sur ce même segment; donc les droites b S ,  bx swont 
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situées dans le meme angle formé par las droites bh, bas, tangentes 2, ea 
il,, A,. Maiais l'axe b S r e n q n t w  2, en. deux ppiafs yéels; donc pussi b x ren- 
contre & en deux p?intû i.6els v,u,. D'ailleur8, lesl pointij h, A,, vlv, sont 
quatrs points harmoniques de 2,; donc ea transfomant k~mographiquement 
v1, Y% en A, ,  A,, et LI, X, en BI, B, (ce qui p u b  ee faire par une qu& 
conque de quatre transformations différentes), an transfomera 2, elt & a bx 
en P U S ,  ï' en une parabole ayant son axe ~arallele St Br&., et; enfin, les 
quatre points n en quatre points nf sihés sur fa circonférence d'un cerçlq 
e t  satisfaisant à J'équation (A). Quelque soit l'axe qu'on a choisi pour A,  A,, 
ce sera toujours la meme conique Z, qui se transformera. en ZF puisque la 
définition que nous wons  trouvé pour Cl est erymktriqua par rapport aux 
deux axes. Et  l'on peut ajouter que d a d  les quatm transformations, relatives 

un méme axa, ce Bers toujours la méme conique qui s e  transformera en 
un cercle, et que les quatres cercles ~ésulfants, ainsi qiq les quatres pa- 
raboles Fr, seront placés symétriquement par rapport aux axes principaux 
de Ç. Si (2") 2 est une hyperbole, on voit d'abord qu'il faudra prendre paur 
A,  A, l'axe qui ne rencontre pas la courbe. Car si les sommets A,A, étaieat 
réels, les points hl h, seraient réels, comme dans le cas de l'ellipse, et il 
faudrait transformer deux points réels %,il, en deux points imaginaires B, B,. 
On doit donc supposer que les sommets A,A,  sont imaginaires; en ce cas, 
on aura ii transformer les points h,h, en deux points réels B,B,, mais, poux 
que les points %,A, restent eux mémw réels, il faudra que S x a  soit plus 
grand que -SAa. Qu'on mene deri, perpendiculaires aux asympiiotes de 3 
par les pointsr où ces droites rencontrent la tangente à l'un des aornmets 
B,,  3,; et qu'ensuite par les points d'intersection de cm perpendiculaires 
avec l'axe conjugué on mene des paralléles l'axe focal. La condition ci- 
dessus re~ ien t  & dire que le point P doit être compris entre lea deux pa- 
rallhles qu'on a tracées. D'ailleurs, cette limitation dé la méthode de N. ÇA- 
TALAN résulte clairement des formules analytiques dont 3 l 'a fait dépendre. 
Lorsque la condition de possibilité est satisfaite, les angles h,bh,, Sbx 
empiétent l'un sur l'autre; mais l'axe b S rencontre la: conique 2, en deux 
points réels; donc bx s e  la rencontre pas, et bct la coupe en deux points 
r6els p1pr En faisant correspondre hl A, h B, B, ,  e t  pi fie aux deux points 
& l'infini sur les asymptotes de C, on apra quatre trawformations différentes, 
dont chac,une pourra servir poup la solution du problème, 

Lorsqu'on veut faire usage de ceits méthode, Qn commencera par la dé- 
termination de C, et de la polaire de ce point par rapport % 2;  on aura 
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ainsi les points a, b, c, x. Pour avoir les points A,&,, on projetera du point 
3, sur l'gxs -4, A, les deux extremités du diamétre de X conjugué: A la corde 
3, e. De même, si X est une ellipse, on trouvera 9, q,, les deux points 
d'intersection de B,B, avec Zt, en projetant du point A, sur B,B, les ex- 
tremités du diamétre parallele à, A,b. En faisant correspondre 2, à Bi, X,  à 
B, ,  on prendra sur B,B, les points af, Sr, qui. satisfont à l'équation anhart 
monique [a, Ai, a, SI = ElJ l ,  Bi, Ba,  af, Sf] , et l'on menera par Sr une 
pmallkle à A, A,. Cette parallele correspond Zi B, B, ; elle rencontre Z en 
deux points réels ~ f l $ f , ,  correspondant à $,q,. On fixera $i volonté la cor- 
aespondance de $',#, , Qi, q,, et on prendra le point qui satisfait ii l'é- 
quation ES, qij qa,  P] = [Sr, qFl, qf2, Pt], et qui, par conséquent, correspond 
à p. Le point Cf, correspondant à C, est évidemment le point & l'infini sur 
la droite af/31,p d o m  Dl, qui correspond il D, et qui est le point réciproque 
de Cf par rapport au faisceau (Z, FI), se trouve à l'intersection de ptp avec 
le diamètre de 3 conjugué à arpr. DU point D' abaissons sur alpf une per- 
pendiculaire; soit w le point d'intersection de cette perpendiculaire avec une 
droite So, qui fait avec l'un des axes principaux le même angle que la 
perpendiculaire, mais de I'autre côté de cet axe. Le cercle, dont w est le 
centre, et qui coupe orthogonalement le cercle dont af,ûr est Je diamètre, 
appartient au faisceau transformé, C'est ce qu'on vérifie en observast que 
cx, a/?, CD sont des couples de points réciproques par rapport au faisceau 
(2, r), e t  qu'en désignant par 6 le point à l'infini harmoniquement conjugué 
A Cr par rapport C1 a@, les points correspondants cfS ,  a'@', C'Dr, sont éga- 
lement des couples de points réciproques par rapport au faisceau (C, l?). 

Pour avoir le rapport des abscisses des points nf aux abscisses des points 
correspondants n,  projetons P sur les deux axes. En désignant, comme 
nous avons fait plus haut, ces projections par X, Y, prenons YI le point 
correspondant à Y; le rapport cherché sera celui de S'Yf & SX. 

Avant de terminer cette longue note4 nous indiquerons une troisikme 
méthode, qui ne s'applique pas à l'hyperbole, mais qui conduit à, une so- 
lution assez simple pour le cas de l'ellipse. Soient a,a,, b1b2 les diamètres 
conjugués égaux de l'ellipse i. Qu'on transforme la courbe en elle r n h e ,  
de maniére que, la ligne A l'infini restant la meme, les axes. AIA,, B, B, 
deviennent les diamètres égaux a,a,l b,b,. C'est ce qu'on peut faire par 
quatre transformations différentes, en supposant, pour abréger, qu'on 6change 
entre eux les points l'infini de la courbe. Mais quelle soit la transformation 
qu'on choisit, le faisceau, qui correspond au faisceau (2 ,  T), contiendra un 
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cercle, 'puisque les points doubles de l'involution que ce faisceay dhtermi- 
nera sur la ligne droite & l'infini, seront les points rectangulaires a@. Saienf; 
donc a,a,, b, b, les points qui correspondent fr A, A,, B,B, respectivement; 
et soit X un point donne de la courbe. On trouvera l a  point correspandant 
s en menant la corde X x  parallèle h A, a,; on aura ainsi le diametre Sir: 
correspondant au diamktre SX; de plus, la droite qui joint deux points cor- 
respondants de ces diamètres sera paralléle $ X x ;  donc on pourra trouver 
tres facilement, dans l'une des deux figures, le point correspondant un 
point_donné de l'autre. Soient toujours a, b les projections orthogonales de 
C sur les axes A, A , ,  'B, B, respectivement, ar9 br les points correspondants 
dans la nouvelle figure. Qu'on abaisse de ar, b' des perpendiculaires pur b,b,, 
nia,  respectivement; le point de concours de ces droites sera Je centre s 
du cercle LI qu'on cherche. Avec le rayon Sa,, décrivons un cercle con- 
centrique à 2; soit d,d, le diamktre de ce cercle qui fait un angle droit 
avec Sh; les points d,, d ,  appartiendront la circonférence de, fi. On tire 
cette derniére conclusion d'un théoréme qui n'est qu'un cas particulier d'un 
autre plus général, mais qui vaut le peine d'être énoncé: 

' Toute hyperbole, ayant ses asymptotes parallèles A Sa,, S b , ,  et  passant 
par S ,  détermine par ses intersections avec C une circonférence de cercle, 
qui coupe orthogonalement le cercle imaginaire, dont S est le centre, et 
-Sa: le  carré du rayon. ' 

On peut encore remarquer que la somme des angles excentriques de deux 
7C 

points correspondants x et X est égale A un multiple impair de -- Cela vé- 
4 

rifie que les points correspoddants aux pieds des normales appartiennent 
fr une même circonférence. 

NOTE TX, p. 150. 

La théorie des correspondances (1), (2), (3), a été étudiée par M. BATTA- 
GLINI, dans un excellent Mémoire (' Sulie forme binarie dei primi quattro 
gradi, appartenenti ad una forma ternar.ia quadratica,' Giornale di Mate- 
matiche, vol. v. p. 39)' qui, malheureusement, nous était encore inconnu, 
lorsque nous Bcrivions l'article précédent. Cependant, nous placerons ici 
quelques remarques additionnelles, qui ne sont pas sans intérêt pour les 
constructions graphiques. 
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La théorie géamétrique de la correspondance (2 )  peut être présentée de 
la manier6 suivante. Soient ( A )  et (23) deux systèmes corrélatifs dans le plan 
d'une conique donnée Z; et  eoient X et Y les coniques qui correspondent 
dans les systèmes A e t  B à. la conique 2, considérée comme appartenant 
aux systémes B  et -4 respectivement. Soit O la conique des pales des deux 
systèmes corrélatifs, c'est à dire, la conique lieu des p ~ i n t s  qui se trouvent 
sur leurs droites corrélatives; de même soit O' la conique des polaires, ou 
la conique enveloppe des droites qui passent par leurs points corrélatifs. 
En considbrant un point quelconque y de 2 comme appartenant au second 
systbme, la droite corrélative rencontrera Z: en deux points x, qui seront liés 
au point y ,  par une Qquation de la forme (2). D'aprhs cela, on aura les 
théorbmes suivants qui donnent immédiatement la solution des problbmes 
biquadratiques dépendant de la correspondance (2). 
(1.) Les points d'intersection, de X et S sont les quatre points x pour 

lesquels il y a coincidence des points y correspondants: et les quatre points 
de contact avec L des tangentes communes A Y et 2: sont les points y, qui 
sont devenus coincidents. La corrélation des deux systemes (A)  et ( B )  fera 
connattre l'un des deux systèmes de quatre points lorsqu'on aura trouvé 
d'autre. Pareillement, les points d'intersection de Y et Z,  et les points de 
contact avec I: des tangentes communes à X et 2, sont respectivement les 
points y dont les correspondants coincident, et les points coincidents eux 
mêmes. 

(2.) Les quatre points d'intersection de O et C sont des points de coin- 
cidence d'un point x avec l'un des points correspondants y, et les tangentes 
menées à O' de l'un quelconque 8 de ces Quatre points (tangentes dont 
l'une est aussi tangente B X, et l'autre (t Y), rencontrent la conique I; en 
deu3 points, qui sont les points correspondants & 8, autres que 0 lui-meme. 

On remarquera qu'une seule construction biquadratique ~uffit pour trouver, 
soit les points x,x, , soit les points y, y,, qui deviennent coincidents, soit 
enfin les points qui correspondent B ces points coincidents dans chacun des 
deux systémes; puisque, ayant trouvé les points d'intersection de deux ,CO- 

niques, on n'a besoin que d'une construction quadratique pour trouver leurs 
Tangentes communes. Mais, pour trouver les points x ,  qui coincident avec 
un de leurs points correspondants y ,  il faut une construction biquadratique 
nouvelle. 

LB probleme 'linéaire 'Étant donne huit points e, et un point y cornes 
pondant A chacun de ces points, trouver la  droite y,y4 correspondante A un 
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point quelconque x '  peut s'énoncer plus généralement de la maniére sui- 
vante, ' Étant donné huit points dans l'une de deux figures corrélatives, et 
huit autres points situés respectivement sur les droites corrélatives des pre- 
miers points, déterminer la corrélation des deux figures. ' Or, c'est de ce 
probléme que dépend (ainsi que l'ont fait voir MM. SEYDEWITZ et  SCHROTER) 
la construction de la surface du second ordre qui passe par neuf points 
donnés. On eu trouvera la solution complète dans le Mémoire de M. SCHROTER 
(Journal de Crelle-Borchardt, vol. lxii. p. 215). 

Si 1'6quation (2) est symétrique, les coniques X et Y coincident, de même 
que les coniques O et Of7 e t  les deux systkmes ( A )  et (B) deviennent polaires- 
réciproques par rapport & O ou Of. En ce cas particulier la solution du pro- 
Mème linéaire est tout-&-fait élémentaire. 

En passant maintenant rZ la correspondance cubique, définie par l'équation 
(31, supposons que y yryu soient les trois points correspondants B un même 
point x,  Y Y' Yfl le triangle des tangentes S 2 en ces trois points. L'axe 
d'homologie des triangles yy'y", Y Y' YIr enveloppera une section conique 
CL; pareillement, le lieu du centre d'homologie de ces deux triangles sera 
une seconde conique C,, polaire réciproque de C, par rapport à 2. Soit, 
de plus, a la conique inscrite aux triangles y yfy", !2 la conique par rapport 
à laquelle ces mémes triangles sont harmoniques, de sorte que !2 est une des 
coniques réciproquantes de 2 et o. Les trois coniques a, C,, C ont les mêmes 
points d'intersection; ces points sont en même temps les points de contact 
avec Z des tangentes communes aux trois courbes o, Cl, C;  de plus, la tan- 
gente à fi en un quelconque de ces points rencontre C ,  pour la seconde 
fois, en un des points d'intersection de Z avec O, et y est tangente à cette 
dernière conique. Les points de coincidence de deux des points y, qui cor- 
respondent b un même point x, sont évidemment les points de contact avec 
2 des tangents communes b 2 et O ;  d'où l'on voit que, pour trouver ces 
points, il suffit de connaître l'une quelconque des quatre coniques auxiliaires 
Cl, C,, O, R. Les axes d'homologie des triangles y yfyl' e t  Y Yf Yfr, consi- 
dérés comme des tangentes à C,, et les centres d'homologie de ces mêmes 
triangles, considérés comme des points de C,, correspondent anharmoni- 
quement soit aux triangles y ylyff, soit aux points x; cette observation servira 
pour déterminer les points x qui correspondent aux quatre triangles évane- 
scents que nous venons de trouver: La détermination des points x, qui coin- 
cident avec un des paints correspondants y ,  se fait un peu différemment. 
Soient P, Q deux points quelconques de C, Pl un point qui n'appartient 

Annali di Matematica, tomo III. 30 
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pas & cette conique. Les coniques du faisceau (P, Pt, y, y', y") correspondront 
anharmoniquement aux points x; par conséquent, le lieu géométrique des 
intersections des droites Q x  et des coniques correspondantes (P, Pr, y, yr, y f f )  
sera une courbe cubique, -qui passera par les points P et Q, et qui, en outre, 
rencontrera Z: en quatre points, qui sont ceux qu'on cherche. On les de- 
terminera en se servant de la construction biquadratique indiquée par 
M. CHASLES, 

Comme vérification des résultats précédents, nous ajouterons quelques 
unes des principales formules analytiques qui se rattachent â la théorie des 
correspondances (2) et (3). Soient p ,  q ,  r les coordonnées homogènes d'un 
point quelconque du plan que l'on considère ; on prendra l'équation pr - q k  O 
pour l'équation de la conique 2, et on représentera par 81, 8,4, 8; les coor- 
données d'un point quelconque 8 de cette conique. Les deux systèmes cor- 
rélatifs, dont dépend la correspondance (2), seront définis par l'équation 

et en mettant dans cette équation les coordonnées du point 8, soit pour 
piqir,, soit pour peq,r,, on aura l'équation, soit de la  droite ~ , r l , ,  soit de 
la droite El$,. Donc l'équation de la conique X ,  enveloppe de E,4,, sera 

et, pareillement, l'équation de Y, enveloppe de r,r, ,  sera 

Enfin, on aura pour la conique des p6les l'équation 

et pour la conique des polaires l'équation 

en désignant par A le déterminant 
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et par 9 la fonction linéaire 

p[A,Cl-AlCa-A,B,+ A,B,] + 2 q [ ~ , ~ i - ~ , . ~ 8 -  B,S*,+B,C,~ 
+~[B,c,- B1cs- A;& +- A,CJ 

Passons h la correspondance (3). Soit toujours I qe= O Yéquation 
de la conique 'C, et dBsignons par P, Q, R ,  S, T,-U les déterminants du 
sptérne r l  

A,, BI, Cl, D, 
A,, B,, C,, 4, 

pris dans leur ordre naturel, et par 

les coordonn6es de deux des trois points y qui correspondent B un meme 
point x. En éliminant e t  x,, et divisant par 3 ( 4 p 9  - %,pl), on aura 1'6- 
quation suivante: 

qui est celle d'une correspondance quadratique double. Cette correspondance 
est évidemment symétrique; elle est aussi triangulaire, puisque, la fonction 

I<=PU+R$-  Q T  
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étant identiquement zdro, la conique enveloppe de la  droite qui joint les 
deux points A correspondants à. un point ,u donné, c'est h dire la conique 

o=B(+Rp+ Tg+ u ~ ) ( P ~  t Q ~ + + R T ) - { Q ~ + ( ~ S + + R ) ~ +  T ~ : ' = O ,  

ne diffkre pas de la conique enveloppe de la droite qui joint Le point p à 
l'un ou l'autre des deux points correspondants a; en effet, on trouve pour 
l'équation de cette derniere conique 0-4 KZ = 0. 

Cela posé, la conique o est la conique inscrite à tous les triangles du 
système; et 

est l'équation de la conique par rapport 5 laquelle ces mêmes triangles 
sont des triangles harmoniques. L'équation 

exprime la correspondance doublement quadratique, mais non symétrique, 
qui a lieu entre un point donné x et les deux points covariants du triangle 
correspondant. Donc l'équation de la conique C,, enveloppe de la   or de qui 
joint ces deux points, sera 

r 

et on aura l'expression suivante pour l'équation de la conique C, ,  polaire 
réciproque de Cl par rapport à C, 

Chaque terme de cette derniére équation est divisible par le déterminant 

en riupprimant ce facteur constant, on a l'expression plus simple: 
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Les fonctions D et R - 3 S sont très conpues ; I ' éva~esceac~ de la  premiére 
implique que les axes d'homologie des triangles y y'#, Y YI Y'' passent 
tons par un même point, et que le systkme contient un triangle dont les 
trois sommets se confondent en un seul; l'évanescence d e  la s e e o ~ d e  ex- 
prime que deux triangles quelconques du systéms sont harmoniquement 
conjugués l'un A l'autre, et que, par conséquent, le systbme donne coincide 
avec le systbme harmonique correspondaat. (Voir le Yérnoire de ni- BAT- 
TAGLIPII, P. 44-49.) 

Si les sept points 1,. . . 7,  appartiennent tous à une meme conique, la 
détermination de la cubique (9, ... . -16) ne réussit pas. En effet, dans ce 
cas, l e  point biqwdratiquernent opposé au s y s t h e  (1,. . . 7, a)  est le point 
a'lui-même; .ou, plus exactement, il n'y a aucun point biquadratiquement 
opposé h ce système, puisqu'il n'y a aucune courbe biquadratique passant 
par les treize points, et ayant (1, .  . . 7, a) pour base de courbes cubiques 
genératrices. Il âaudm donc, dans 'cette bypotlièse particulière, éviter de 
faire usage de la cubique (9, .. . 16), ce qui sera .toyours possible. 

Si les dix points 1,. . . 10 appartiennent à une mBme cubique, la déter- 
mination de i a  cubique (9,. . . 16) devient illusoire, et doit Btre remplacée 
par une autre, puisque, dans ce cas, les trois systéies de points (p8, O ,  10), 
( p o ,  40, 8), (pi,, 8, 9), sont respectivement en ligne droite; d'où il résulte 
que l 'équati~n anhar&onique 

p8.[x> 11,  9, Io] xpSm[x, 11, 10, 81 xpl0.[x, 11,  8 , 8 ] = + 1  
- - ,  

devient identique quel que soit le point z!, e t  ne peut gervir à définir aucun 
lieu géométrique. La meme chose arriverait si les droites pop,,, piop,, p,p, 
passaient par les points 8, 9, 1 0  respec,tivement. Pour éviter cet inconvénient, 
on prendra arbitrairement les points 8, 9, et on déterminera les points p,, 

- p ,  avant de choisir ie point 10. La droite p8pB peut bien passer ?a2 utl des 
points 10,. . . 14, mais elle ne pèut pas passer par deux de ces points cc, P, 
puisqzl'il s'ensuivrait de cette supposition que les neuf points 9,. ., 7, oc, P 
foiment ia base d'u4 faisceau de courbes cubiques, ou bien que les onze 

- points 1,. . . 9, a, p appartiennent une même cnbique. Il y anra donc au 
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moins trois des points I O , ,  , . 13, qui ne se trouvent pas sur la droite p8pg; 
de plus, de ces trais points il y aura au moins deux qui ne peuvent pas 
%ppartenir B la cubique (1, ... 9); on préndra h volonté l'un ou l'autre pour 
le point 10, 

Il correspond une analyse trbs simple h la démonstration géométrique 
du thémémi de cet article, Soient (a, b), (a ,  b, c, d ,  e),. .., les fonctions 
algébriques qui, égalées à zéro, donnent les équations de la droite (a, b),  
de la conique (9, b, c, d, e ) ,  . .; et ainsi de suite. En désignant par h une 
constante indéterminée, les courbes cubiques du faisceau 

correspondent anharmoniquement aux droites 

et puisque les fonctions (PB, 9), (p,, 9), . . ., qui entrent dans ces équations, 
peuvent Btre multipliées par des constantes quelconques, on peut faire en 
sorte que la droite (p,, 11) corresponde A la cubique (P,, 11). Cela posé, 

sera l'équation d'une pourbe biquadratique qui passe par le pointp, et par 
les treize points donnés. Pareillement, les courbes biquadratiques 

'(.1,...7,10, 8)(plo, 9)=(1,. . .  7 ,  10, 9](pl0, 8) . - 9 1 
( 4  

passeront par les mémes treize points, et par les goints pg, p,,, respecti- 
vement. En multipliant çes trois équations, membre à. membre, et divisant 
Zpar le produit 

on aura l'équatian cubique 

ii-résulte drx choîrt que nous avons fait du poirit 10,  que les deux mem- 
bres de cette équation ne peuvent pas être identiques, <t moins que le 
triangle p,pg pl, ne coincide avec le triangle 8, 9, 10. Mais, en supposant 
-toùjours que les sept points 1 ,. .. 7 n'appartiennent pas fous A une même 
conique, on remarquera que, si cette coincidence a lieu, les courbes biqua- 
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dratiques (a), (b ) ,  (c) daivent avoir des points ggublee au? points 8,  9, /O 
respectivement; c'est It dire, que les t r ~ i s  points cherch& coincident avec 
ces mêmes points, et qu.e toutes les courbes biquadratiques qui passent 
par les treize points ont en ces trois points des tangentes communes, dont 
on trouve facilement la directidn, en se setvant des eourbep (a) ,  (b), (c). 
En revenant donc au cas général, péquat io~ ( d )  sera l'équation d'un6 ç ~ u r b e  
cubique, qui passe évidemment par les sixr points 8, 9, 10, p,, p9, pl, et 
par les trois points d'intersection de  (p,, 101, (p,,, S),  (p,, 9); (p,,, 9), 
(p, , 10). Mais cette courbe passe aussi par les points 11,, . 16. Soit 6 un 
de ces points; la chose est évidente, si n'appartient 6 aucune des courbes 
cubiques 

ensuite, si 4 appartient Ci une seulement de ces courbes, par exemple à la 
premiére, E sera le point d'intersection de ( p , ,  8) et ( p , ,  9), et ne cessera 
point d'appartenir 5L (d); enfin, si appartient C1 la fois à deux des mêmes 
courbes cubiques (ce qui par 'hypothkse ne peut pas arriver, & moins que 
4 ne soit un des ttois points inconnus), k sèra le ileuvieme point appar- 
tenant A une base cubique donnée, et pourra être déterminé linéairement,. 
sand qu'il soit nécessaire de chercher la cubique (d). 

Il est assez remarquable que la solution que nous avons donnée du pro- 
bléme de cet article, s'applique aussi & cet autre probkme plus général: 

'Étant donné 4 n - 3  des 4 n  points d'intersection d'une courbe d'ordre 
n avec une courbe biquadratique, trouver les trois autres points.' On sup- 
pose n>4. 

Prenons 4n-8  des 4n-3 points donnés; ajoutons-y 

a ( - l fb+2)-1 
points choisis arbitrairement, et considérons l'ensemble des 

points comme déterminant la base PU,-, d'un faisceau de courbes d'ordre 
9%-1. En considérant cette base par rapport aux cinq points 4n-7,  4 n - 6 ,  
4n -5 ,  4n-4, 4n- 3, on aura un point opposé p4n-g,  qni sera le centre 
d'un faisceau de droites correspondant anharmoniquement aux courbes &b 
faisceau P,,.,. Le lieu des intersections des lignes correspondantes des 
deux faisceaux sera une courbe de l'ordre n ,  qui passera par les 4n - 3 
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points donnés, st, par conséquent, par les trois points cherchés. En per- 
mutant cycliquement les points 4n -8, 4n - 7, 4n - 6, (sang changer 
autrement la base. des courbes de l'ordre n - l ) ,  on aura deux autres cour- 
bes de l'ordre n passant, comme la premikre, par les 4% points. De là en 
suivant, soit notre dbmonstration géomhique  ,  oit l'analyse prhcêdente , 
on konclura que 'fa courbe cubique des neuf poink 4%-8,. . . 4n passe 
aussi par les points opposés P4n-g, e tc . .  Y, et par les points d'inter- 
section tels que celui des droites (ph,-,, 4n-7 )  e t  (ph%-,, 4n -8). On voit 
done que totit se réduit à l a  détermination des points opposés, détermi- 
nation qui sera facile, lorsqu'on connaîtra les rapports anharmoniques des 
faisceadx 

Pb,,. /4n-7, 4n-6 ,  4n-5, 49-4 ,  4fi-31. 

Or; il n'est pas douteux, qu'6tant donné des points en nombre suffisant 
pour déterminer une courbe géométrique d'ordre n, on n e  puisse trouver 
linéairement, soit la tangente A cette courbe en un point donné, soit la 
droite polaire d'un point donné par rapport It l a  courbe; mais, puisqu'il 
paraît qu'on n'a pas encore cherché la solutioii de ce problème général de 
géométrie linéaire, nous ferons voir qu'on peut s'en passer ici, en s e  servant 
d'une méthode particuliere qui se présente naturellement. Consid6rons les 
points 1,. . . 8, comme déterminant la base A d'un faisceau de courbcs cu- 
biques. Soit (a) la conique qui satisfait B l'équation 

En prenah  successivement différents points a de cette conique pour des 
points opposés à la base A ,  on aura un faisceau de courbes biquadratiques, 
correspondant anharmoniquement aux points a. Soit B la base du faisceau 
biquadratique; il est évident, qu'étant donné un point quelconque x, on 
pourra trouver linéairement le point a correspondant à la courbe (B, x). 
DéterminOns la conique (b)  qui satisfait à l'équation 

( 1 3 ,  14, 15, / 6 ) = B . [ 1 3 ,  14,  15, 161. 

Prenons un point quelconque b de (b); nons l e  considérons comme un 
point opposé à la base biquadratique B;  e t  nons aurons de la sorte un 
faisceau de courbes du cinquième ordre qui correspondront anhsrmonique- 
ment aux points b. Soit C la base de ce nouveau faisceau; pour trouver 
liiiéairement le point b  qui correspond à une courbe quelconque CC, x) du 
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quation anharmonique 

le point, b est le second point d'iate~seçtios, de IR e o ~ i q u e  p& la droi te scdO 
Aprbe; avoir déterminé une 6roisihrna conique ( c ) ,  qui satisfait B l'équation 

on sera conduit à considerer une base D de courbes du sixihme ordre; et, 
en continuant de la sorte, on arrivera enfin Lt une base M de courbes de 
l'ordre n - 4 ;  cette base comprendra tous les points 1, 2, 3,. . . 4 n  - 8 !  
puisque chaque base de la série ascendante comprend évidemment tous les 
points de la base précédente; de plus, les courbes du faisceau M corre- 
spondront anharmoniquement aux points d'une certaine conique (1) passant 
par les points 41%- 11, 4n-  10, 4 ~ -  9 ,  4n - 8; de sorte qu'étant donné 
un point quelconque x, on pourra trouver linéairement le point 1 de cette 
conique qui correspond Zt la courbe (M, x). Enfin, on déterminera la conique 
(m)  qui satisfait h l'équation 

et le point mrb,-, de cette derniére conique qui correspond 9 la courbe 
(M, 4n - 3); le second point d'intersection de la conique (m) avec la droite 
(4n - 3 ,  m',,-,) sera le point p ,,,,, qu'il s'agissait de trouver. 

On peut dire qbe cette construction est composée de transformations ho- 
mographiques succ&sives. On commence par déterminer la conique r qui 
natisfait à l'équation 

Soit v'[u=9,. .. 4n-31 le point de cette conique qui corresponde anhar- 
moniquement à, la conique (1,  2, 3, 4, Y): le second point d'intersection de 
la droite ( Y ,  V I )  avec l? est le point wv de ï' qui correspond anharmoniquement 
à la cubique ( A ,  v). On transforme homographiquement la figure de manière 
que les points a,, O,,, a,,, O,, deviennent les points 9, 10, 11, 12; la trans- 
formée de J? sera (a) ; soit a', [Y=  13, .  . . 4n- 31 le point de cette derniere 
conique qui correspond au point a, de la conique I'; le second point d'in- 
tersection de la droite (Y,  arv) avec (a)  sera le point av, qui correspond anhar- 
'moniquement à la courbe biquadratique ( B ,  v) .  On transforme encore la 

Atmali di Motematica, tomo III. 3 1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



242 Smith : Sur quelques problèmes cubiques et biquadratiques.. 

f i  figure de rnaihre que les points a,, , . a,, , a,, , a,, deviennent les points 
13,44, 45,465 on déternline la conique ( b )  cprespondant à (a), e t  le point 
b i  [v= 17. . ,4rCI;(], correspondant B h; on mene la droite (v, bfw),  qui 
détermine le point bv, correspondant anharmoniquement h la courbe (C, v); 
et en continuant cette série uniforme d'opérations linéaires on parvient 
enfin C1 déterminer le poiut m,,,, de la conipe  (m), qui n'est autre que 
le point opposé phmas. 
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Sul10 sviluppo del periodo imaginario, 
' pel caso che il moduloddehe funzioni 

ellittiche sia abbastanzal piccolo. 

L sig. Wi iess re~ss  nella sua Theorie der ~ b e l s e h e n  Funetionen, p. 16, 
ha dato 10 sviluppo di cui qui si tratta; ma per la dimostrazione egli ri- 
manda ad un capitolo seguente, il quale, per quanto io sappia, non é ancora 
venuto alla l'uce. Forse il processo più naturale per trovar questo s~iluppo 
é quel10 che segue. Dinotando con 2 iL  il periodo imaginario che corri- 
sponde. al modulo k, si ha dapprima 

1 1  
facendo poi due intervalli, O < z < e - @ \ ~ k < ~ ,  

e mutando ne1 . secondo 

1 intervallo la z in - , si otterrà 
k s 

4 4 

d s  n=50 1.3. . . (Bn-1)  kPn f z $7: d 
- = 2 (- 1)" -. 

\1(1+z2)(1+ k4z2)  . W = O  2 4,..21a 
O 

v ï T 2  
t 

Sviluppando poi zZ"(za -I- 1)-"secondo le potenze discendenti del/ z ed in- 
tegrando si avrB 

1 
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1 

dove la costante d'integrazione A, deve determinarsi per mezzo della scala 
direlazione\ 

e per mezzo della uguaglianza 

2 S, = lob--+\og 'TC > ci06 per A,=O, " \Tk 

Sostituito il valore di Sa nella ultima espressione per. + L ,  vediamo che si 
elidoncr l e  dus somme ddppie provenenti dai due termini gommatofj della 
espressione per Sn, e che percid si ha 

dove 

Per iscanear le somme doppie e la determinazione assai penosà di una 
costante d'integrazione, propongo il  mezzo seguente. Mediante la formola 
Lagrangiana d'inversione od in altri modi, si pu6 provare 10 sviluppo 

convergente se il valore assoIuto di x A minore di f .  Quindi sviluppando 
rispetto ad a, il paragone dei coefficienti della prima potenza di a sommi- 
liistra 

ossia, il che é 10 stesso (conservando il significato di A,) 
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Siano ora f ,  h ,  j le tre funzioni ellittichc tratte dall'argomento x col mo- 
du10 k ,  ed analogamente scrivansi le formule di trasformaziane (del secondo 
ordine) da1 modulo k ad un modulo minore k, corne segue: 

K , = + ( I + E ) I i ,  L,=(l+l)L. 

Cid ammesso, consideriamo l'integrale definito 

il quale, essendo una funzione di k, si cambi in S, quando k si trasforma 
in k, e prenda il valore M per k F. 1. 

Cercando dapprima questo valore, se  poniamo f = sen?, avremo 

essendo 
-r n - - 

4 . - d? -JPlog l +  ' O s ?  d~ , B = f iog(sen2g) A -  l - c o s q  c o s y  
O O 

O 
Ma ponendo tang* = X, i l  primo di questi ultimi integrali ùiventa 

e la sostituzione s e n 9  = x muta il secondo in 

Dunque 
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as Ma poichb lungo l'orizzonte 1' S 1 0 g x . ~  & nullo, il trasporto del limite 

superiore da1 levante Ene-al setténtrbne (*) b pamesso, sicoome anche 
l'accorciare la via d'integrazione. Mutando dunque x in ix,  per il che logx 

in 
diventa y i-logx, otteniamo 

fl C 

Inoltrè, ponendo K-x-in luogo di a, la espresslone primitiva della f 
si cambia in 

e sommando le 'due espressioni si ha 
CW 

5 
S B epperd S, = (1 f 1 )  S, - =J Ma invertendo la trasformazione e ripetendola = A, 

2 75 xi pu13 andare fino la dove k = 4, S= M= [H) , L== p. Dunque finalmente 

(*) Yedi a pas. 109 del tomo I (serie 33 di  queati Awali. Questa Mernoria, speditaci 
da1 ch. A. insieme colle altre inserite nei torni 1 e II, non 6 stata stampata prima d'wa 
per un'ornissione involontaria. 
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Ora egli é facile sviluppare rispetto al modulo k. Si ha dapprima 
- L% = v 

4 f i=01.3 . . . (2n- l )Ank, ,  
=K10~- -22 ;  

a k ,=, 2 . 4 . . . 2 n  
sen2"$ .d$, per la . (A) .  

Dunque 

- 
Applicando 10 stesso processo all' integra 1 e definito - log (k  f Z )  d x  si 

trova 
SK O 

Ma allora bisogna conoscere la  espressione 
* \ 

Il modo più facile di conseguire quest'espressione, se non si voglia ricorrere 
alle derivate della funzione gamma,  sars forse quel10 di ~tabilir dapprima 
m a  scala di relazione per S,, integrando la uguaglianza 

'iC 
da g=O fino a 9=%9 la qualé scalz sarebbe 
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5: 

e poi di determinare SO F; log(2 sen q)  d $  r O. 
à 

Ecco m a  raccoIta di formole somiglianti : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Della distribuzione elettrica 
su i  conduttori isolati. 

(Mernoria del profi P. VOLPICELLI) a Rorna.) 

I n  puesta memoria dimostreremo prima elementarmente, che dando ad 44 

conduitore isolat0 vina carica elettrica, sempre la stessa, deve upica essere 
- 

la sua distribuzione su1 medesimo, cioè non mai diversa. Dimostreremo poi 
coll'analisi superiore questa medesima verith più generalmente, cioé per un 
sistema di corpi conduttori, ciascuno caricato di quella elettricith che si 
vuole, agenti l'uno sull'altro, in un mezzo isolante. Questa seconda nostra 
dirnostrazione sar& diversa da quella che l'illustre geometra sig. LIOUVILLE 
ha pubblicato su  tale argomento ("), e pure diversifichera dall'altra del 
sig. A. URBANSKI, che si legge neiia sua opera: Vortrage über hihero 
Physik ,  Lemberg 1857 ; p. 125. 

Prima di questi due scienziati, cioè ne1 1839, il chiarissirno fisico italiano 
G. BELLI si occupd di questo argomento; perd la sua dimostrazione non b 
generale, perche limitata soltanto ai corpi « di superficie convessa in tutti 
i versi, e non avente né angoli solidi, né spigoli, né variazioni repentine 
nella curvatura. » (Memorie della Società italiana, t. 22 ,  p. 111-209.) La 
dimostrazione medesima é tuttavia molto ingegnosa, e I'autore si serve in 
essa, quasi unicamente, dell'analisi elementare. Il che non deve reputarsi a 
difetto; perche molte volte le proprieth fisiche meglio si ravvisano .e si ma- 
nifestano col calcolo elementare, di quel10 che sia coll'analisi superiore. 

(9 Vedi Additions d la connaissance des temps,  pour l'an 1845. - Vedi anche .Problèmes 
de mécanique rationnelle par le prof. JULLIEN, Paris 1855, t. 2,  p. 334-340. 
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Vol p i  cerlf f Sulla eleltrostatica. 

Deve qui osservarsi che nè il POISSON, nella sua celebre memoria S u r  lu 
distribution de I'éléctricifé ci; la surface des corps conducteurs (*); né il 
MURPHY nella sua hemoria Elementary priaciples O/' the theories op elec- 
tricity (Cambridge 1833); nè il PLATA nella sua memoria Sur la distribution 
de  t'électricité d ta surface de deux sphéres conductrices (**), hanno preso 
a considerare la ver35 inclicata. 

Questo illustre geometra italiano, dopo avere dimostrato che il solo fatto 
sperimentale , consistente ne1 risiedere la carica elettrica tutta sulla super- 
ficie dei conduttori, basta par concludere, dover essere la ragione inversa 
del quadrato della distanza il carattere della forza repulsiva elettrica, con- 
clude quanto segue : « toutefois ce raisonnement ne prouve pas  a priori 
que pour un corps conducteur de figure donnée et pour une masse donnée 
d'électricité, l'équilibre ne soit possible que d'une seule maniere. Car on 
pourrait objecter que la condition exprimée par l'équation V =  constante 
pourrait avoir lieu en variant de plusieurs manières la figure de la surface 
intérieure de la couche. Nous ignorons si la démonstration de cette vérité 
physique a Bté trouve pour un corps quelconque: mais il est certain que 
cette imperfection ne porte aucune atteinte & la conséquence que nous 
voulons tirer ici >Y (*"). 

Si vede adunque che il PLANA ignord la dimostrazione analitica del si- 
gnor LIOUVILLE, ed anche quella sopra indicata del BELLI, sebbene confessi 
egli di con-oscere la 'memoria di questo dotto fisico e di apprezzarla molto 
(opera citata, Gg. 33'3); inoltre si vede che riguardd egli soltanto come un 
fatto di 'sperienza, ottenhto per mezzo della bilancia di COULOMB, l? kssere 
unica la elettrica distribuzione sopra un conduttore isolato. 

Le due dimostrazioni, che qui daremo del fatto medesirno, coincideranno 
fra loro nelle prime parti, ma nelle seconde saranno essenzialmente variate 
l'una dall'altra. La prima dimostrazione, del tutto elementare, vale per un  
solo conduttore isolato, non soggetto ad induzione di sorta. E siccome il 
fatto di cui parliamo non è menzionato nei corsi di fisica, percid potrg la 
dimostrazione medesima riempire in essi un moto. 

(*) Mém. de l'Institut Imp. de France, année 1821. 
Batrait des mimoires de l'Académie des sciences. Turin, année 1845 t. 7, série 2'' 

pag. 332. L - 1  

p*) Opera citata' del PLANA, p. 332 ;* lin. 1. 
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Fi 2,  
W 

,Non s i  PUY menere che la influenza elettriha possa. gjingerenell'interna 
di un conduttore; infatti, se vi potesse giungere, a l r a  yn $ualunque punta 
interno al medesimo dovsebbe ricevere dall' influenza stessa due distinte 
ma inseparabili azioni; la  prima fisica, l'altra meccaniça, Per l'azione fisica 
l'elettrico neutrale del punto interno viene decomposto; e per l'azione 
meccanica essa viene attratto: le quali azioni sono una conseguenza del- 
l'altra , 0 si esercitano contemporaneamente. L' azione meccanica non ha 
risultante quand0 il corpo sia u~ inviluppo limitato da due ellissoidi simili 
O da due sfere concentriche; ma in ogni altro caso non &' dimostrato che 
questa risultante debba essere nulla (*), In quanto plJ'azione fisica, questa 
non potrb mai mancare di effetto, quando l'influenza elettricq giunga nel- 
1' interno del corpO conduttore. Se poi. taluno . volepsq che "per l' elettrico , 
anche nei çasi diversi dall' ellissoide e dalla $fera, ora indicati, pia nulla 
realmepte la risultante delle azioni meccaniche aopra un punto interno, 
al certo non potrà egli volere mai che nul10 realmente sia I'effetto delle 
azioni fisiche su1 punto stesso, per le quali dovrh il fluido n e u t r ~  essere 
decomposto, 13 3 

Per tanto, volendo che la influenza elettrica giunga realmenfe nell'interno 
dei conduttori, dovrLl la omologa della inducente, divenuta Jibera, portarsi 
Jla superficie dei medesimi, ed ivi aurnentare la carica influente; percib si 
aumenter& eziandio la induzione su1 punto stesso, quindi nnova elettricita 
neutrala sarà ne1 medesimo decomposta; laonde avrh luogo un altro accre- 
sçimento della carica superficiale inducente, e cosi all'infinito, 10 che çon- 
duce all'assurdo. Quindi é chiaro che se il corpo sia conduttore, non pub 
ritenersi ch? l'azione dell'elettrico realmente giunga estro il corpo mede- 
simo, sepza incontrare l'indicato assurdo, 
. Per altro cid nop impedisce che, onde poter applicare il calcolo alla di- 

stribuzione dell' elettrico sui conduttori, possa immaginarsi che la influenza 
elettrica giunga nell'interno dei medesimi; perd a condizione che ivi l'azione 
fisica decomponente sia nulla, cib che rende nulla eziandio l'azione mecca- 
nica attraente. Questo ipotetico concetto, che pel primo ebbe POISSON (**), 

(6) DUHAMEL,  C w r s  de mécanique. ~rerniére partie. Paris 1845, p. 1'76-179. 
P*) Mdmoire de l'Institut Imp. de France, ann6e 1811, p. 3, linea 12 aalendo, p, 4 

sino alla linea 5. 
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permette &Jappli_c3aGo~ed dexaqalisi matematica, giB da1 medesimo istituita 
siill'gqyilibria della -elettrioitcL, senztt contraddire al fatto naturale, s sema 
ineutrare venin assus&,c Tmperocché il concetto medesimo vale quanto 
a ~ m e t t e m  &e 1% influenza-qlettrica non penetra mi conduttori, corne tro- 
vasi ~ealmente; tterificat~, 

Cid premesso+ pongasi peï la prima dimostrazione, Che una medesima 
carica elettrica jossa in  due diversi modi esaere distribuita rropra un con- 
duttore isolato. Ciascuno dei due strati elettrici,. diversi l'uno dali'altro, e 
corrispondenti rispettivamente a queste due diverse distribuzioni, dovrà ter- 
mina~e alla aupei%cie deteonduttore isolistci, bu1 qual& banno luogo, una 
dapo l'altra, Je distribuzioni, stesse. Inoltre questi strati elettrici dovranno 
terminare internamente in guisa che, se coesistessero su1 conduttore, do- 
vrebbero intersecarsi colle interne loro superficie. Poichk se cosi non fosse, 
gi& le due distribuzioni elettriche, supposte diverse fra loro, dovrebbero so- 
vrapporsf, e formarne una sola, contro la ipotesi. 

Per tanta sieno f ,  f, le ertezze diverse, relative ai due strati elettrici, 
per un qualsivoglia elemento della superficie del conduttore, le quali ertekzc 
doiranno contarsi a partire da1 punto medesirno, e perpeudicolarmente alla 
superficie steesa, Le quantith f ,  fi si debbono considerare quali funzioni 
di due soltant6 delle tte coordinate del punto indicato, e cid per la coesi- 
stenza della eqiiaziane che rappresenta la  superficie del conduttore. 

L'equilibrio dell'elettrico richiede per mica conaizione, che la risultante 
dell'azione fisica deoomponente, di ognuna delle due supposte distribuzioni 
eletteiche, si annulli qer qualsivoglia punto interno del conduttore stesso. 
Questi due strati elettrici si debbono considerare corne due sistemi di forze 
corrispondenti agli elementi superficiali del conduttore, le quali agiscono 
su ciasctln punto iiltetno al medesimo, perd in guisa che la risultante loro 
sia niilla i n  t i i t to rispetto al punto stesso. Inoltre per uii medesimo punto 
interno, ciascuna forza elementare del primo sistema deve coincider6 in 
direzione con un'altra del secondo, perche ainbedue partono da uno stesso 
elemento della Aperficie del çonduttore, per giungere al medesirno punto. 
Perb queste due f o r a  e1enientai.i sono tfa loro diverse nella intensità, e 
debbono ~igtiardarsi proporzionali ri~pettivamente alle corrispondenti ertezze, 
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relative ai due medesimi strati elettrici. 3ottraendrp 1%n$ da11'dtra Ié indG 
cate due forze, per ogni elemento superficiale, bttei8Pew@ an tefa& sIatema 
di forze, od uri terzo strato elettrico i corrispondente alla elifkrenza f - l", , 
prodotta da1 sopprimere la parte comune ai due primi strati, supposti peil 
un moment0 coesistenti. La risultante di questo terzo strato elettrico sopra 
ogni punto interno del conduttore medesimo sarà pure in t u t t o  nulla. In 
fatti, chiamando con pl, p,, $,, . . . le projezioni delle forze del primo si- 
stema, corrispondente ad f ,  sopra uno dei tre assi coordinati, dovrà per 
1' equilibrio verificarsi la 4, + q2 + $, + . - = O. E se denotiamo similmente 
con S., , S,, S.,, . . . le projezioni delle forze del secondo sistema, corrispon- 
dente ad f,, su1 medesimo asse, dovremo, per 10 stesso equilibrio, stabilire 
la 4, + 4, + 4, + . . - O ; quindi sottraendo sarà 

Mtre due simili equazioni dovranno esistcre per gli altri due assi coordi- 
nati; cosicchè dalla coesistenza di queste tre uguagliaaze siegue immediata- 
mente, che il terzo strato corrispoildente ad f-/', dovra esso pure sod- 
disfare alla condizione di avere un effetto nul10 t o t a l m e a l e  sopra qua- 
lunque punto interno al conduttore elettrizzato. 

Riflettiamo inoltre che la ertezza di questo terzo strato non pua essere 
del medesimo segno in tutta la estensione del10 strato medesimo, cioè dovrà 
essere parte positiva e parte negativa, e queste parti dovranno essere uguali 
fra loro. Infatti, poichb abbiamo veduto che i due supposti p ~ i m i  strati si 
debbono di necessità intersecare nell'interno del conduttore, percid sar& 
chiaro che quests intersecazione limiterà due zone, in una delle quali sarà 
7"-fi>O, e nellialtra sa& f-fr c O. Quindi si scorge che il terzo strato 
sarà positivo in una delle indicate due zone formanti 10 strato medesimo, 
e nell'altra sarà negativo; cioè saranno due zone di elettricitSt eguali e con- 
trarie frct loro. 

Fin qui le  due nostre dimostrazioni non differiscono I'una dall'altxa; ma 
peï continuare la  prima elementare, osserviamo essere da tutti ammesso 
che un conduttore, caricato di elettrico, e privo tanto di elettrornozione, 
quanto di qualsiasi circostante induzione, non pud conteneile. ad un tempo 
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lé due spede diu'erse di' elettricith; vale a" dire noxi B possibile che ufia 
parte della sua- superfirie contenga la elettricità positiva, Q l'altra la ne- 
gativa. Non vogliamo qui esporre quanto sarebbe assurdo voler opporsi a 
questo eoncetto fis'ico, confermato dalla sperienza; ma faremo soltanto ri* 
flettere, che il medesimo fu ammesso anche da illustri geometri, quando trat+ 
tarono gli argomenti pi& difficili della dottrina elettrostatica, Infatti, POISSON 
si esprime come ~iegue!  a Tant que l'on considkre un seul corps Blectrisé 
QU plusieurs Corps qui se touchent, de maniere que le fluide électrique puisse 
passer librement d'un COVB sur l'autre, on n'a jamais qu'un seul de deux 
fluides répandu sur les surfaces de tous ces corps, que je suppose toujours 
parfaitement conducteurs (*) ». Dunque anche POISSON ammette non essere 
possibile la coesistenza di elettricità contrarie fra loro e libere in un me- 
desimo conduttore. 

Per questo fatto adunque il terzo strato elettrico, corrispondente alla dif- 
ferenza f-f,, non pu6 affatto esistere, perche la sua carica sarebbe com- 
posta di due contrarie elettricith, eguali fra loro e liberamente coesistenti 
sopra un conduttore, Ma non potendo esistere questo terzo strato, non potrà 
neppure ammettersi l a  diveïsa distribuzione fra i due primi strati, corri- 
spondenti nno ad f ,  l'altro ad f,; percid questi due strati domanno com- 
pletamente sovrapporsi, e si ridurranno in uno solo. Dunque dovrh essere 
la distribuzione elettrica del10 strato corrispondente ad f, uguale a quella 
dell'altro strato corrispohdente ad f,; e percib dovrg essere unica la distribu- 
zione elettrica di una qualunque carica (sempre la medesima] sopra un cori- 
duttore , come volevarno dimostrare. 

Passiamo in secondo luogo a dimostrare, per mezzo dell'analisi superiore 
dover essere unica la elettrica distribpzione sopra un conduttore, per quindi 
estendere questa meclesima conclusione ad un qualunque numero di cou- 
duttori, ognuno dei quali possegga qualsivoglia carica elettrica, positiva O 

negativa. Non sarà in questa seconda dimostraaione invocato, come 10 fu 
nella elementare precedente, il fatta fisicamente certo, che cioé non pos- 
sono coesistere l i b e r e  su1 medesimo conduttore le  due diverse specie di  

(9 Mérn. de l'Institut 7mp. de France, année 1811, pag. 11, 
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elettricita. Inoltre, siccome i risultamenti pui @uaigej*p$ froyana çpn- 
fermati dalla sperienza, cosi pofremo esser cqth ch9 iJc rgziocini~ di questa 
dimostrazione analitica é giustamente condott~. r r  

Assumiamo per base, che l'unica condizione pecqssctria e sufficiente dalla 
quale viene governata la distribuzione elettrostatic+ suWa superficie di un 
conduttore, consiste nell'essere costante il pot enz i a l e  bV dello s t r a t ~  elet- 
trico, per ogni punto del10 strato medesirno. E gui ricordiamo che dicesi po-. 
tenziale di una massa rispetto ad un punto la somma di tutti gli elementi 
dm di questa, divisi ciascuno per la sua distanza r da1 p u n t ~  stesso, che 
sarà detto punto  del  potenzia le .  Per tanto avremo la 

nella quale i limiti dell'integrale debbono comprendere tutta la massa elettrica. 
Nella precedente dimostrazione elementare si B concluso che la  carica 

costituente il terzo strato, relativo ad f - f ,  , dev'essere composta delle due 
contrarie elettricità, numericamente uguali fra loro. La esistenza di questo 
terzo strato non pu6 negarsi, quando ammettasi che la distribuzione dei 
due primi sia diversa; e ci6 non implica veruna ipotesi che alla elettricitd 
p ossa riferirsi. , . . r .  

- Chiamando dq il differenziale della esteraa superficie dello strato elettrico, 
s a k  f d p  la massa di un elernento qualunque di esso, intendendo con f il 
prodotto di una ertezza variabile per una densita costante, che si è posta 
eguale alla unitb. Per un punto interno (a, b, c), il potenziale Y del primo 
strato elettrico sarh espresso da - 

Similmente pel secondo- strato, .il potenziale sarb dato dalla . 

Essendo la ertezza variabile del terzo strato espressa da f- f,, il suo po- 
tenziale V sarà dato mediante la .) 

In ognuno. di questi integrali dovranno i limiti rimanere gli stessi; ciok 
dovranno comprendere tutta la superficie del conduttore isolato. 
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Uolpioel l i l  Sulla elektrostatica. 

~ottraggasl' ora la (3) dalla (2), ed avremo 
I 

ovvero VI-'C7"=V. Quindi, siccome per la ipotesi fatta i due primi strati, 
corrispondenti rispettivamente alle f, f,, hanno ciascuno il potenziale co- 
stante per ogni loro punto, co& il potenziale V corrispondente a l  terzo 
strato dovrh essere costante pur esso per ogni suo punto. Na la costanza 
del potenziale fu assunta per condizione necessaria e sufficiente all'equili- 
brio del relativo strato elettrico : percid rimane dimostrato che anche il terzo 
strato elettrico, corrispondente ad f- f,, dev'essere in equilibrio. Tutti gli 
sviluppi seguenti riguardano il medesirno terzo strato, cui si riferisce il po- 
tenziale V;  e la sua particolarita di costituire necessariamente una carica 
elettrica in c ompless O nnlla, cioè di due parti eguali e contrarie, sarà 
invocata verso il fine di questa dimostrazione. 

Ora giova osservare che la funzione V, non ostante la sua definizione, 
pu6 riguardarsi di natnra puramente geometrica; e percid del tutto indi- 
pendente dalle attrazioni e ripulsioni elettriche, corne ancora da1 propagarsi 
O no la influenza elettrica nell'interno dei conduttori. La funzione medesima 
gode la  proprieth rimarchevole, di soddisfare alla 

quando il punto (a, b, C) del potenziale V non formi parte della massa, cioé 
rimanga O fuori di essa, od in una sua cavitA. Infatti, denotiamo con x ,  y, z 
le coordinate di un qualunque punto della massa, cui si riferisce il poten- 
ziale ed avremo 

4 

r = [ ( x -  + (y-b)'+(z-c)", 

dalla quale facilmente si ottengono le 
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V o  lp ice l l i  : Sulla elettrostatica, 

Sc2 [(x-a)4+(y-b)Sf (z-c)~]' 

Tornaiido sulla (i), avremo 

dalla quale, introducendo in essa i tre precedenti valori, avremo le 

[2(y -b)2- (x -a)2- (a -c )~dm 
S ' 

[(x- a)" ((Y - + (z - c)2]" 

[2(z-c)?- ( ~ - a ) ~ - ( y  -b) ' ]dm 
5 

2 c2 [(x - a)? i- ( y  - 6)' -t- (z - c)?]' 

La somma dei secondi membri di queste tre ,uguaglianze sar& composta 
di tre iiltegrali, che debbono essere presi fra gli stessi limiti, cioè. fra quelli 
che comprendono tutta la massa elettrica; quindi & chiaro che possono gli 
integrali medesimi ridursi ad uno. Perd siccome la somma dei numeratori 
evidentemente si annulla, cos1 discende che la somma dei primi membri 
dell'equazioni medesime dovrà essa pure divenire nulla. Kon possiamo sup- 
porre che il denominatore (x  - a)'+ (y - b)' + (Z - c ) ~  divenga nul10 anche 
esso; poiché questo rappresenta la distanza fra il punto (a ,  b ,  c) del poten- 
ziale, e l'elemento qualunque (x, y ,  z )  della massa elettrica. Poichè se il 
denominatore indicato si annullasse, il punto del potenziale si troverebbe 
collocato nella detta massa, e non fuori della medesima, od in una sua 
cavità, corne abbiamo supposto. Da cid dipende che niuno dei secondi 
membri ora considerati pu6 ricevere la forma indeterminata; dobbiamo per 
tanto concludere che, riguardo ad uua massa di qualsiasi forma, e di finite 

Annali di Matematica, tom0 III. 33 
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258 V o l p i  celli : Sulla elet t rostat ica,  

dimensioni si ha sempre, per un punto (a, b, c) che non fa parte di essa, 
la equazione 

a" a9v a2v 
- + - , t e - 0 ,  aae a b  ac9 -  

geometricamente vera, e indipendente percid da qualunque ipotesi , corne 
volevamo dimostrare. 

Quindi trattandosi di un conduttore carico di elettricit8, e di un punto 
fuori di esso, allora la (5) non ha solamente luogo per la massa totale 
dell'elettrico, formante 10 strato superficiale del conduttore stesso; bensi 
anche per qualunque sua parte. Laonde la (5) vale anche per quella sola 
parte dell'elettrico medesimo, che vede il punto. 

Proponiamoci ora di sviluppare il valore di 

quando il punto (a, b, c )  del potenziale faccia parte della massa, cui s'in- 
tende riferito il potenziale stesso. Per tanto imaginiamo nell'interno di questa 
massa, l a  densità della quale per ora è suppcsta costante, una sfera di 
raggio rl, col suo centro (a, 13, y) posto in guisa che la sfera medesima 
comprenda il punto (a, b, c )  del potenziale V. Decomponiamo questo poten- 
ziale in due parti U, Ur; pongasi cioè V =  U + U1, essendo U i l  potenziale 
relativo alla sola massa contenuta nella sfera, ed Ur quel10 relativo al rima- 
nente. In virtù della (5) avremo similmente la 

perchè il punto (a, b, c) non fa parte della massa cui si riferisce Ur. 
Prima perd d'inoltrarci maggiormente ne1 calcolo, k necessario sviluppare 

alcune formule relative al potenziale di uno strato sferico di uniforme den- 
sita e di ertezza A infinitesima, per un punto m, tanto esterno, quanto 
interno ad esso. Chiamando pêrcid con h il raggio di questo qualunque 
strato, ed essendo p la distanza del punto m da1 centro del medesirno strato 
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Vol pice I l i  : Sulla elettrostatica; 259 

sarh p> ovvero < h secondo che il punto si trovi esterno od interno al10 
strato sferico. Prendiamo per asse delle z la retta che a partire da1 centro 
della sfera passa pel punto m. Cid posto, decomponiamo la superficie sferica 
in zone con tante sezioni perpendicolari a questo asse: due qualunque di 
queste sezioni consecutive distano fra loro di d z ;  quindi pel teorema relativo 
alla superficie della zona, la superficie di questa sarh espressa da 2nhd z, 
ed il volume dell'elemonto del10 strato sarh 

Dicasi 6 la densitli della materia di cui s i  compone 10 strato sferico, sarh 6 
la quantità di massa contenuta nella unità del suo voluhie; cosicché la massa 
del suo elemento si esprimerà con 2n8hXdz.  Qualunque punto di questo 
elemento trovasi distante dall'altro m del potenziale della quantith 

laonde il potenziale dell'elemento medesimo sarà 

Perci6 denotando con VI il potenziale cercato di uno strato sferico, otterremo 

1 limiti dell'integrale sono evidentemente z = h ,  z = - h,  e ci6 tanto se 
il punto si trovi fuori, quanto se dentro la sfera; quindi sarà in ogni cas0 

Da ora in poi deve bene distinguersi un cas0 dall'altro, dovendo la distanza 
v(pa + h8-2pz) risultare sempre positiva. Laonde, siccome per un punto 
e s t e r n o  all'involucro 
vremo avere 

Inoltre siccome per un 
dom& essere 

sferico abbiamo p> h ,  cosi ne1 cas0 medesimo do- 

[d(p% th"-2pz)lh =p-h.  

punto i n  t erno abbiamo p < h ,  cosi per questo cas0 
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Vol pice l l  i: Sulla elettroqtatica, 

D a  cib siegue che, intraducendo i limiti nella (8), dovremo per un punto - 
esterno, avere 

e per un punto interno sarh (9) 

Trovato mediante la (9) il potenziale di un involucre sferico rispetto ad 
un punto esterno od interno; passiamo a determinare il potenziale V2 di 
uns  sfera piena, relativo ad un punto e s t e r n  O; ed il potenziale VI2 di una 
sfera vuota, di ertezza finita, relativo ad un punto i n t e r n o ,  cioé collocato 
nella sua cavitA; cosicché il potenziale U di una sfera piena relativo ad un 
punto che fa parte della medesima sarà espresso da U= V, + Vt2. Decom- 
poniamo per ambedue questi casi la sfera in tanti strati sferici e concentrici, 
di raggio h variabile da uno strato all'altro, e di ertezza d h = il. Il poten- 
ziale poi di una sfera piena, relativo ad un punto tanto esterno quanto in- 
terno alla medesima, si ottiene rispettivamente dalle (9), se in  esse poniamo 
d h  in vece di i1; poichè sarb 

Dalla prima di queste avremo 

esseqdo 12, i l  raggio della sfera piena. Dunque la (11) fornisce il potenziale 
di una sfera piena di raggio h,, di densità 6, relativo ad un punto ad essa 
e s t e r n o  e avente la distanza p da1 suo centro. 

Se il punto si trovasse alla superficie della sfera, corne occorre ne1 cas0 
nostro, sarebbe p = Tt,; quindi, per questo particolar caso, avremo 

V2=+n8hi. (12) 

Pel secondo caso, cioè per un punto collocato nella cavità di una sfera 
n o t a  e di ertezza finita hl-h,, essendo h, il raggio della cavità sferica, 
ed h, quel10 della esterna superficie, dalla seconda delle (10) abbiamo 
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Questo b dunque il potenziale di un involucre sferico di ertezza finita hl - h,, 
relativo ad un punto collocato nella sua cavith. Risulta dalla (13) che il 
potenziale medesimo é indipendente dalla posizione del punto nell'interno 
della cavit% sferica; percid la (13) vale ancora quando il punto si trovasse 
nella interna superficie di essa, e ci6 si riferisce al caso che ci proponemmo. 

Dopo stabilité le due formule (12) ,  (13), passiamo a determinare il po- 
tenziale U di una sfera piena per un punto i n t e r n o  ad ,essa. Per tanto 
chiamando hl il raggio di questa sfera ed h ,  la distanza del punto del po- 
tenziale da1 centro di essa, troveremo il valore di U con osservare che 
abbiamo evidentemente 

U= V,+ V1,=+n6h~+ 2n8(hf- hi) =2nS(h?-$ hi) ,  (14) 

ove 8 esprime la densith, supposta costante, della sfera; quindi la (14) rap- 
presenta il potenziale di una sfera piena, relativo ad un punto che fa parte 
di essa. 

Ora potremo, come già ci proponemmo, determinare il valore del trinomio 

riguardo ad una massa elettrica, i d  al punto (a, b ,  c )  che fa parte di essa, 
la quale viene supposta una sfera piena, di raggio r,. Per tanto il suo po- 
tenziale, relativo al punto medesimo, sarh dato dalla (14); quindi ponendo 
in essa 

avremo 

U = n ~ { 2 r , - $ . [ ( ~ - a ) ~ + ( b - P ) ~  + ( c - Y ) ~ ]  f ,  

essendo (a, b ,  c) il punto del potenziale, ed (a, 8, y) jl eentm della sfera. 
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Derivando questa equazione rispetto alle 

elettrostatica. 

a, b ,  c avremo 

quindi sommando si otterrà 

Dalla precedente V= U t  U r  abbiamo 

quindi sommando, e valendosi tanto della (6) quanto della (15), avremo 

Questa formula rappresenta una proprietà del potenziale V di una massa, 
relativamente al punto (a, b, c )  che fa parte della medesima, la densith della 
quale fino ad ora fu supposta costante. Tale supposizione perd é superflua: 
in fatti la (6) vale indipendentemente dalla distribuzione della massa. Per 
quel10 poi riguarda la (15), di cui ci siamo valsi per giungere alla (16), 
essa vale tanto se la densità sia costante, quando se sia variabile, a con- 
dizione che in questo secondo cas0 ritengasi la sfera di raggio r, essere 
bastantemente piccola, da potersi riguardare costante la sua densith, Io che 
non altera punto il ragionamento che alla stessa (15) conduce. Da ci6 siegue 
che la (16) vale ancora per qualunque massa di variabile densità, ed allora 
8 rappresenterebbe la densitCt del punto (a, b, c) qualunque. Se ora per la 
massa prendiamo Io strato elettrico di equilibrio, distribuito sopra un con- 
duttore isolato, avremo immediatamente la (16) per un punto (a, b, c) di esso 

Necessita ora, per giungere a dimostrare quanto ci proponemmo, svolgere 
il seguente integrale 
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Mediànte la integrazione per parti abbiamo 

quindi 
'a V' * srna$ Vdz= - f '(%) d x .  

-00 
2 %  - w  -w 

d y d x d z - t  

dzdydx. 

I 

Il primo termine del secondo membro di quesfa equazione deve ridursi a zero: 
in fatti, che il potenziale V di m a  massa, preso rispetto ad un punto infini- 
tamente lontano, debba essere nullo, siegue immediatamente da1 concetto 
del potenziale stesso: poiché ciascuno degli elementi suoi deve anuullarsi 
per essere infinito il su0 denominatore, ci06 la distanza dell'elemento da1 

av punto del potenziale. Ma - non pu6 ricevere un valore infinito per x = I m ;  
ax 

poiché ne1 cas0 nostro il potenziale V é funzione continua della x ,  percib 

la sua derivata - non pud divenire infinita. Dunque dovremo avere 
ax: 

corne sopra fu asserito. Introducendo questo valore nella (18) sarà 

quiûdi avremo 

JmJ*Jrn v % d x d y d z =  - 
-00 -m -00 

~ w J m ~ ( ~ ) 2 d x d y  dr .  
-m -Co -w 

Cangiando in ~ u e s t a  equazione x in y,  quindi anche x in z ,  otterremo le 
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altre due seguenti: 

Sostituendo questi valori nella (17) awemo 

Questa equazione deve considerarsi come una formula generale, di carattere 
puramente analitico, la quale potrebbe trovare utile applicazione nella dot- 
trina degl'integrali definiti. Qualunque poi sia la forma della funzione 
sempre la (19) sartt soddisfatta, e soltanto viene richiesto che la funzione 
medesima soddisfi a quelle condizioni generalmente richieste dalla teorica 
degl'integrali definiti. 

Essendo (x, y ,  n) ne1 calcolo precedente un punto che deve ricevere suc- 
cessivamente tutte le possibili posizioni ne110 spazio, si vede che il punto 
medesimo dovrà considerarsi tanto fuori, quanto dentro la massa che attrae. 
Percib cangiando nella (5) le coordinate a ,  b ,  c del punto del potenziale 
nelle x ,  y ,  z ,  devra valere la 

per un punto che non fa parte della massa, cioh che pub stare O fuori di 
essa od in una sua cavità. Similmente per un punto (x, y, z) che fa parte 
della massa, dovrà per la (16) valere la 

Moltiplicando questa eguaglianza per V d x  d y d z otterremo la 
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Integrando il primo membro di questa equazione fra i limiti cc e -cc, '~1. 
annulleranno per la (20) tutti quai termini che sis riferiscono ai punti non 

b compresi nella massa, restan O soltant0 quelli relativi a puhti contenuti 
nella medesima; ciob quelli soltanto che si ottengono integrando il secondo 
membro fra i limiti che apparténgoho alla massa_ elettrica; éd a emq dunque 
la seguente uguaglianza "f 

1 limiti dell'integrale triplo, costituente il secondo membro della (22)' ab- 
bracciano soltanto 10 strato elettrico, il quale pud considerarsi come una 
superficie materiale di ertezza infinitesima, e di densith 8 variabile da un 
punto all'altro. Questo secondo membro pud concepirsi come rappresentante 
la massa di un corpo avente per densità variabile 6V; ma siccome il corpo 
stesso non 6 altro fuorchè una superficie materiale, cosi esprimendo con 
ds  l'elemento della superficie stessa, potrii darsi all'integrale medesimo la 
forma 

Riiiettendo inoltre clie, a motivo della ipotesi adottata in principio, il valore 
del potenziale V rimane costante per un punto collocato sulla superficie del 
corpo, si vede che il potenziale medesimo pud collocarsi fuori del simbolo 
integrale del secondo membro della (22); percic) si avrà 

ove c denota la carica totale costituente 10 strato elettrico. Questa equazione 
sarA chiara evidentemente, se riflettasi che 6ds rappresenta la quantitd di 
elettrico dell'elemento superficiale ds. Combinando la (23) colla ( i9)  avremo 

Abbiamo dimostrato in principio che la carica elettrica totale c del terzo 
strato elettrico, relativo ad f - fi, quel10 cui si riferisce unicamente il V, 

Annali di Maternatica, tom0 III. 34 
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dev'eswre in C bmplesso nuBa; percib la (24) si ridurra nella 

Avendo rignardû alla forma intrimecamente positiva deli'elemento di qnesto 
integrale, come anche al secondo membro della (25), dovrh il trinomis corn- 
preso nella parentesi essere nullo; percid dovranno verificarsi le 

A queste si  pub soddisfare tant0 ponendo V = cost-, quanta V= O ; ma il 
primai casa n w  è ammissibile, perché la (25) include pure i gunti esterni 
aUo strate elettrico, pei quali, variando la posizione, deve anche variare T.'; 
perci6 questa non pot& essere costante: dunque avrà necessariamente luogo 
sdtauto jl secondo casa, cioé. dovrCi Gsere V-O. Concludiamo pertanto 
che, dovando il patenaiale del t e n o  strato elettrico essere nullo, non potrà 
10 strato medesimo aver luogo, e per conseguenza non potranno aver nep- 
pure luogo le due supposte diverse distribuzioni elettriche di una medesima 
carica su1 conduttore, corrispondenti rispettivamente alle f, fl, ma bensi una 
soltanta, come volevarno dimostrare. 

Trattandosi ara d i  pi6 condnttori, dei qudi  alcuni, o tutti, posseggono 
cariche proprie di elettricith, deve primieramente riconoscersi avez luogo in 
quest~ casa pina i~dkizione recipraea fra i diue~ssi conduttori, per la quale 
tutti od alcwi di ensi pssedermna le due specie di elettricia fra b r o  
colîtm~ie, delle quaJi una sard latente a dissimulata, e l'altra libera, corne 
accade ne1 cas0 di un solo conduttore sottoposto alla influenza di un altïo 
eletkrizzata. &b nella prima delle due precedenti dimostrazioni, essendosi 
ammesso come principio che il conduftore unico ivi mnsiderato- contenga 
una sola specie di elettrico, si vede che la dimostrazione medesima non pud 
valere ne1 caso più generale di cui parliamo. Perd B facile giungere alla 
conseguenza dell'unica distribuzione elettrica, ne1 cas0 di più conduttori, 
genmahzandca il primipio fondament de deUa pmediente dimoEsbrxzbn~ Po- 
niarno perkainb &@ l'mica necwswia e, sdfikiellbe wdiiiione, da eui vieae 
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governata la  distribuziorte elettpjoa, sulla, pupèrfi~i$ d i  piu conduthri, poati 
fia loro ib praîenza, consista nell'essere costsqte i.& poteqzide della massa 
camples  s i  va di elettrico del sistema, pea qnalmque isuq purtta, Perd non 
si deve pezde~e di vista che il potenziale stesso'*ovià assere in generale 
diversci da una strato alettrico all'âltro, ma captante per tia ipedegimo strato, 
Dapo ci6 supponiamo che ne1 sistema déi cond~ttori p ~ s s q a  avar lacigo 
due diverse distribuzioni .elettriche di equilibrio, cl;lrrispn&ati ad ma, &et 
desima carica, la quale in ciascun conduttore dev'esisere sempre la? stessa, 
potendo variare dall'nno aIl'altro. Dicasi F, Jà densita elettrica in pualsiasi 
punto della superfide, per uno dei due strati elettrici di equilibrio, supra 
arro qnahnque degli iadicati conduttori, Similmente dicasi FIi la densità 
elettrica di quel p u e 0  medesimo, per l'altro strato eletkico d i  eqoilibria 
su1 conduttore stesso. Le quantità F,, FI, debbono esserd fuilzioni delle 
coordinate relative alla superficie di questo conduttore. Per ùn secondo con- 
duttore le F, ,  FI,, pel terzo le F,, FI,, pel quarto la F,, F',, ecc. signifi- 
cheranno le densità xiispettivamente cbrfispondenti ad an quahh@! guhfo 
eomum ai due strati elettrici, équilibrati sulle sizpe~ficie dei cdndultori me. 
desimi. 

Dalla supposta esistehza degli indicati dde stratl elettrici di  equlilibrio, 
sopra uii qnalunque concluttore del sistema, hasce qdella di uni terzo strato 
elettrico, di equilibri-o pur esso, in ognuno dei conduttori medesimi, e le 
densità per ciascuno di questi, e per un punto qnalunque dei medesimi, 
ca~ri~pmderanno alle differenze seguenti : 

Abbiams già h t to  riflettete ilella preeedenbe dimosbazioire, o w  conside- 
rarnmcl un solo conduttore, che la carica cor~ispondentg al tePoo stmto elet- 
trias si rÉduce C O  mpless ivaraent  e a zero. Cib deve w e p  h o g o  anche ne1 
cas@ genmale di cui parliamo, per ognuno dei terzi strati, corrispondenti 
alle densita f, , f,, le, , . . . Questa cotrseguansa facilmenta s'intencle, riflet- 
kenda essere le due q e c i e  di elettricit3, cuiitrarie, che si d n p p a n o  in un 
qualmqua conduttme per induzi.me, qaantitli. eguali e contsarie fra loro. 
Infatdi pel coq0 weairno, il terzo strata elettrico, relativa alla F,-Fr,=-f,, 
B ehiara che la carica corrispondente ad F, sarh composta di tre parti, ciob 
della iniziale oltre le due contrarie fra loro ed eguali, sviluppate su1 con- 
duttore dalla induzione; ma queste ultime due cariche danno un risultamento 
complessivo nullo. Percid la carica del10 strate corrispondente ad F, si 
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riduce numericamente alla sola carica in iz ia le  del conduttore. Lo stesso 
deve dirsi del10 strato elettrico corrispondente ad Ff,. Ma le cariche iniziali 
corrispondenti alle due distribuzioni, supposte diverse, sopra un medesirno 
conduttore sono fra loro eguali; dunque la carica del terzo strato corri- 
spondente ad F, - Fra = f, dev'essere, per la prima dimostrazione, comples- 
sivamente nulla. Dobbiamo percid concludere che la carica dei terzi strati 
elettrici, corrispondente alla somma f, + f2 + f3 + f,, dev' essere anch' essa 
cornplessivamente nulla. 

Poichè abbiamo dimostrato, ne1 caso di un solo conduttore, che il terzo 
strato elettrico corrispondente ad f rappresenta uno strato di equilibrio, 
cosi potremo dimostrare nello stesso modo che il terzo strato elettrico del 
sistema, corrispondente ad f, + f 2  + f3 + -+ f,, é pur esso uno strato di 
equilibrio. Per tanto l'equazione 

Vf - Y"- - P, 
già dimostrata gel cas0 di  un solo conduttore, avrà luogo egualmente ne1 
presente di piu conduttori. Perd dobbiamo intendere che per l'attuale cas0 
i simboli Vr, VIr, V rappresentano rispettivamente i potenziali dei tre com- 
p less iv i  strati. elettrici del sistema. Deve pure intendersi che ne1 caso 
presente i valori di questi simboli, mentre sono costanti per ciascun punto 
del10 strato elettrico relativo ad un medesimo conduttore, debbono variare 
da un conduttore all'altro. 

Ci6 premesso possiamo ripetere per questo caso generale tutto il ragio- 
namento già esposto per un solo conduttore, ove dimostrammo che unica 
dev'essere la distribuzione di una medesima carica sopra un conduttore; 
cosicchè giungeremo alla stessa conseguenza pel cas0 di cui ci occupiamo. 
Quindi avrà luogo anche in questo la (23), in cui la cornplessiva carica c 
deve riferirsi all'insieme dei terzi strati elettrici. E siccome fu dimostrato 
che questa c,arica b nulla, cosi dovrà esserlo anche pel cas0 presente; 'laonde 
si vede che le conclusioni dedotte dalla (23), pel caso di un sol conduttore, 
si dedurranno egualmente pel caso di più conduttori. Da cid siegue adunque 
che anche quando abbiansi più conduttori, ognuno dei quali possiede una 
carica iniziale; sempre la distribuzione elettrica sarà in un solo modo pos- 
sibile, cioè dovrà essere unica sui conduttori stessi, come volevarno dimostrare 
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Sopra un problema 
che si presenta nella teoria generale 

delle rappresentazioni geografiche 
di una superficie su di un'altra. 

(del prof. ULISSE DINI, a Pisa.) 

I n  una Mernoria pubblicata ne1 vol. VI1 (la serie) degli Annali di mate- 
rnatiça, il prof. BELTRAMI ha dimostrato che le sole superficie suscettibili di 
essere rappresentate sopra un piano, in modo che ad ogni punto di esse corri- 
sponda un punto del piano, e alle geodetiche di esse corrispondano le rette 
del piano, sono le superficie di curvatura costante (positiva, nulla O nega- 
tira). Io ho preso a studiare una questione più generale (enunciata anche da1 
BELTRAMI in fine della Memoria citata); qiiella cioh di trovare le superficie che 
possono rappresentarsi l'una sull'altra in modo che ad ogni punto dell'una 
corrisponda un punto dell'altra, e alle geodetiche dell'una corrispondano le 
geodetiche dell'altra; ed ora espongo qui i 'risultati dei miei studii sopra 
questo problema, premettendo un teorema, clle pu6 essere utile anche in 
alcune questioni di meccanica, e che B relativo a certi sistemi di curve che 
esistono sopra zlcune classi di superficie e che sono tali che, prese per linee 
coordinate u e v ,  riducono l'elemento lineare della superficie alla forma: 

d s 2 = ( u - v ) ( u , ~ ; '  + ~idv'), 
ove tl e Ul sono funzioni di u ,  e V e Vl sono funzioni di v. 
1. Incominciamo da110 stabilire, per brevità di 'linguaggio, alsune deno- 

minazioni. 
Siano A e B due curve fisse su una superficie; diremo c on iche  geo- 

det iche r i spe t to  a q u e s t e  c u r v e  A e B le curve della medesima su- 
AtuzaZi di Maternatica, tom0 I I I ,  3d"' 
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perficie tali che la somma O la differenza delle distanze geodetiche dei loro 
punti dalle curve A s B sia costante, intendendo che queste distanze siano 
considerate corne positive quando sono prese da una parte determinata di 
queste curve A e B, e negative quando sono prese dall'altra parte; e di queste 
coniche diremo e l l i s s i  geode  t i c h e  quelle per le quali la somma delle dette 
distanze geodetiche & costante, e i pe rbo le  geode t i che  quelle per le quali 
la differenza delle' dette distanze b costante. Le curve A e B le diremo 
c u r v e  bas i ;  e ad esse potremo evidentemente sostituire due qualunque 
delle curve C, Cf che sono parallele geodeticamente alle stesse A e B; e 
quando fra queste curvc, parallele ve ne sia una che si riduce a un punto, 
potremo riferirci a questo punto che chiameremo fuoco.  Osservando poi 
che le ellissi geodetiche sono caratterizzate dalla somma costaute dei raggi 
geodetici che vanno ad esse normalmente alle curve basi, chiameremo questri, 
somma p a r a m e t r o  e l l i t t i co ;  e ,  per una ragione analoga, chiameremo 
p a r a m  e t r  O i p e rb  oli  c O la differenza corrispondente nelle iperbole ; e il 
valore di guesti parametri dipenderh evidentemente dalle curve che si sono 
scelto per basi fra le C, Cf (*). 

2. Ci6 premesso, il teorema di cui parlavamo disopra é i l  seguente: 
S e  s u  u n a  s u p e r f i c i e  e s i s t e  u n  doppio  s i s t e m a  d i  l i n e e  c h e  

è fo rma t0  da  e l l i s s i  e i p e r b o l e  g e o d e t i c h e  c h e  h a n n o  l e  s t e s s e  
c u r v e  b a s i  e c h e  sono  i so t e rme ,  p r e n d e n d o  q u e s t e  l i n e e  pe r  l i n e e  
c o o r d i n a t e  u e v ,  l ' e l e m e n t o  l i n e a r e  de l l a  s u p e r f i c i e  s i  r i d u r r à  
a l l a  fo rma :  

ove U e U, sono  f u n z i o n i  d i  u e, V e VI s o n o  f u n z i o n i  d i  v ;  e vi- 
c e v e r s a :  s e  l e  l i n e e  z i  e v s o n o  o r t o g o n a l i  e i s o t e r m e  e t a l i  c h e ,  
p re se  per  c o o r d i n a t e ,  r i ducano  l 'e lemento l i n e a r e  de l la  supe r f i c i e  
a l la  fo rma ( I ) ,  q u e s t e  l i n e e  s a r a n n o  e l l i s s i  e i p e r b o l e  g e o d e t i c h e  

(") Queste curve,  nella ipotesi che esse avessero almeno u n  fuoco, furono consideratc 
dapprima da1 prof. BETTI, il quale trovb per  esse alcuni dei teoremi che si hanno p e r l e  
coniche ordinarie ne1 piano ( A m .  di Mut., la serie, vol. III). Più tardi  i l  sig. WEINGARTEN 
consider6 queste curve ne1 modo pih generale che sopra ho indicato (G. di Crelle tom. LXII), 
e dette una generalizzazione di uno dei teoremi del prof. BETTI dimostrando che le  ellissi 
e iperbole geodetiche che hanno l e  stesse curve basi s'incontrano a d  angolo retto. Questo 
teorema f u  poi ritrovato anche da1 prof. BELTRAMI nelle sue Ricerchs d i  annlisi npplicata 
nlla geometria pubblicate ne1 giornale d i  Napoli. 
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r i s p e t t o  a d u e  q u a l u n q u e  d e l l e  c u r v e  r a p p r e s e n t a t e  d a l l e  e q u a -  
z ion i  : 

o v e  l e  c o s t a n t i  d e l  s e c o n d o  membro  sono  a r b i t r a r i e ,  e lz. B u n a  
c o s t a n t e  t a l e  c h e  U-h, e h- V s iano  pos i t i v i  a lmeno  p e r  l a  por-  
z ione  di  s u p e r f i c i e  c h e  s i  c o n s i d e r a .  E i p a r a m e t r i  e l l i t t i c i  e 
i pe rbo l i c i  del le  s t e s s e  c u r v e  u e v s a r a n n o  r e s p e t t i v a m e n t e  

2$\1(U-h)U,dzc-c-cf, e 2Jv(h-V)V,dv-c-t-c', 

se c e cf sono le costanti dei secondi membri delle equazioni (2) delle curve 
basi (*). 

La prima parte di questo teorema, ne1 caso in cui le curve basi sono 
parallele geodeticamente fra loro, risulta subito da un teorema noto sui 
sistemi di geodetiehe isoterme:; e quindi basterà che io dimostri questa prima 
parte ne1 caso in cui le curve basi non sono parallele geodeticamente fïa loro. 

Per questo, incomincierb da1 trovare, con un metodo dato gi5 da1 signor 
WEINGARTEN, la forma che prende l'elemento lineare di una superficie quando 
le linee sono sllissi e iperbole geodetiche che hanno le stesse curve basi non 
parallele geodeticamente fra loro. 

Chiamiamo percid p e q gli archi dei raggi geodetici contati a partire 
da queste curve basi. Le linee p = cost; q=cost; saranno due sistemi di 
curve parallele geodeticamente alle curve basi , e 1' elemeilto lineare della 
superficie in queste coordinate p e q sa& della forma: 

Osa se si chiamano t e t ,  i parametri dei raggi geodetici, si ha anche 

d s 2 =  d p 2 +  G L d t Z f  clsZ = dq2+  G,dt;; 

(*) Questo teorema, dando l a  n a t u ~ a  delle curve zt e v che prese per coordinate riducono 
l'elemento lineare della superficie alla forma (l), Q notevole da1 punto di vista della geo- 
metria, syecialmente perchè & appunto quando l'elemento lineare della superficie ha la 
fornla (1) che le equazioni delle geodetiche si sanno integrare, corne mostrarono già i si- 
çnori LIOUVILLE e BRIOSCHI. ESSO é poi notevole anche da1 punto di vista della meccanica, 
perche quando un punto si muove sopra una superficie per la quale si ha  la  (1) soddi- 
sfacendo al princiyio clelle forze vive, vi sono, come mostro i l  sig. LIOUVILLE, dei moti 
pei quali le equazioni del movirnento si possono integrare, e quindi il teorema in questione 
pub servire a dare una interpretazione geometrica di questi moti. 
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quindi la espressione precedente di d s q e v e  ridursi a queste quando si 
prendano per coordinate p e t ,  O q e t , ;  O ,  in altri termini, togliendovi 
dpe e dqa i resti devono essere quadrati perfetti di funzioni omogenee e 
lineari di d p  e d q ,  e percid si devono avere le due relazioni : 

( E - l ) G = ( G - l ) E = F z ,  

le quali ci danno: 

dse=E(dp" dq2) + ~ V E ( E -  1 ) d p d q ,  

per l'elemento lineare della superficie in coordinate p e q. 
Ora, se si pone: 

le linee u= cost; v =  cos£; saranno ellissi e iperbole geodetiche rispetto alle 
eurve p = cost; q = cost; e prendendo queste linee u e v per coordinate, le 
curve basi e le loro parallele geodeticamente avranno per equazioni 

e per la formola precedente l'elemento lineare della superficie in coordinate 
u e v sarà dato dalla forma: 

che 6 quella che volevamo stabilire e che mostra che le linee u e v sono 
ortogonali (BETTI e WEIKGARTEN); e ponendo, corne fece il WEINGARTEK, 

,y=- 1 , si trasformerebbe in quella notevole colla quale qnesto geornetra 
sen2 w 

pot& trovare una classe completa di superficie nelle quali un raggio di 
curvatura é una funzione dell'altro (Mem. cit.) 

Trovata questa formola, la prima parte del nostro teorema si dimostra 
colla massima facilith. 

E infatti, per la condizione che le linee u e v siano anche isoterme, si 
dovrà avere: 

ove U e V sono funzioni di u e v rispettivamente che possono supporsi po- 
sitive; e di qui si trarrà: 

E(U- V )  = \IE(E- 1 )  (U + V ) ;  
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donde : 

e quindi 

e questa 

. - 
per la (3) si avrà : 

dimostra appunto la prima parte del t e m m a .  
Per dimostrare ora anche la qeconda parte, osserviarno prima in generale 

clie quando un doppio sistema di linee ortogonali u e v di una superficie, 
prese per coordinate, ridiicono il quadrato d s 2  del suo elemento lineare alla 
forma (3), esse saranno ellissi e iperbole geodetiche che hanno le stesse 
curve basi u + u= cost; u - v = cost. 

E infatti, s e  si fa una trasformazione di  csordinate colle formole ( b ) ,  il 
dsa si ridurra alla forma (a), e questa dandoci: 

ci mostra d e  se 7 e r ,  sono due fattori che rendono differenziali esatti le 
espressioni : 

d P  @dp+V-dp, 
. . (CI 

e se si chiamano t e t, i corrispondenti integrali, s i  ha :  

e di qui risulta che le linee t ~ c o s t ;  e t,=cost; sono geodetiche normali 
alle curve p e q O u+v = cost; e u - v=. cost; c i loro archi contati e 
partire dalle curve p = O ,  . q = O sono p e q, - talchk la loro somma é CO-. 

stante e - 2u lungo le linee u, e la loro differenza b costante e - 2v 
lungo le linee v ;  e questo mostra quanto si é detto di sopra, e mostra di 
più che i raggi geodetici che vanno normalmente alle curve basi u+v=cost; 
u -,v = cost; sono le t = cost; e t, i= cost; e percid hanno irr u e w 1s 
seguenti equazioni differenziali 

che ai ottengono uguagliando a zero le espressioni (c) e ponendovi per p 
e q i loro valori in u e v tratti dalle (a) e moltiplicando per \IË. 

Antzali di Matematica, tom0 III. 35 
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Cid posto, supponiamo che per una superficie si abbia: 

e riteniamo che U, U,, e VI siano positivi e cosi U-V. 
Questa forma di d s a  potrà ridursi alla (4) e quindi alla (3), facendo un 

cangiamento di variabili colle formole u, =.r(u), v, = o (v), ove v e o sono 
funzioni di u e v tali che si abbia: 

ossia ; 

essendo h una costante tale che U- h e h- V siano positivi almeno entro 
le porzione di superficie che si considera; quindi, per la osservazione ge- 
nerale precedente, le linee u, e v,, ossia le u e v ,  sono ellissi e iperbole 
geodetiche rispetto a due qualunque delle curve u, + v, = cost; u, -v, = cost; 
che sono rappresentate dalle due equazioni seguenti in u e v :  

-- s V(U-II) U,du+S\j(h- V) Vldv = cost; 
(5') 

J ~ ( u - I I )  & d u - S d ( / z - ~ ) ~ , d v = c o s t ;  

e hanno evidentemente per parametri ellittici e iperbolici 

se c e c' sono le costanti dei secondi membri delle equazioni delle curve 
basi; e questo dimostra anche la seconda parte del teorema, 

3. Oss ervazione  1. A causa della costante h che comparisce nelle equa- 
zioni precedenti delle curve basi, si ha dunque che le linee u e v possono 
considerarsi come ellissi e iperbole geodetiche rispetto a piii curve basi 
non parallele geodeticamente; e quando, per valori convcnienti di h e delle 
costanti del secondo membro queste curve si riducano a punti, le linee u 
e v avranno dei fuochi. È facile poi di vedere che le equazioni precedenti 
(5') danno tutte le curve basi, non escluse quelle parallele geodeticamente 
1' una all'altra, quando esistono. Infatti, dalla dimostrazione della prima parte 
del teorema precedente risulta che le curve basi che non sono parallele 
geodeticamente l'una all'altra devono avere equazioni della forma: 
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essendd 9 e 1ç funziod tali che, prese per variabili coordinate ii luogo 
delle u e v ,  riducano ds8 alla forma (3); e siccome questo richiede che 9 
e 4 siano appunto le .t e o precedenti, se ne conclude subito che le equa- 
zioni (5') danno tutte le curve basi non parallele geodeticamente l'una al- 
l'altra. Esse poi ci danno anche le curve basi parallele geodeticamente l'una 
all' altra (quando esistono) , giacchB evidentemente questo cas0 non pu6 
presentarsi che quando le linee u O le v, p. es. le v sono geodetiche, e le 
ljasi parallele sono due qualunque delle linee u; e si vede che queste linee 
vengono date anche dalle precedenti (5'), quando vi si suppone h= V, cià 
che pu6 farsi poich6 ora V b corne h unsl costante arbitraria. 

Notiamo poi che, avendo riguardo alle equazioni (5), si vede che, colle 
attiiali variabili u e v ,  le equazioni dei raggi geodetici che vanna normal- 
mente alle cprve basi (2) sono le seguenti; 

e le lunghezze di questi raggi geodetici compresi fra le curve basi (2) e 
il punto (u, v) sono i primi membri delle equazioni (2) delle curve basi 
dimiauiti dellq costante del secondo membro. 

II. È1 da notare che le equazioni (6), quando vi si lascia IL arbitrario, 
sono appunto quelle che si trovano integrando le equazioni delle geodetiche 
delle superficie per le  quali si ha la (1); e da questa osservazione si pos- 
sono dedurre subito alcune proprieta dei varii sistemi di raggi geodetici 
delle linee u e v,  e quindi anche delle curve basi corrispondenti. 

III. È: noto che se le linee di un sistema sono isoterme, quelle del si- 
qtema ortogonale sono pure isoterme; e se le linee di un sistema sono 
eilissi O iperbole geodetiche che hanno due curve basi A e B, quelle del 
sistema ortogonale sono iperbole O ellissi che hanno le stesse eurve basi 
(teorema di WEIK~ARTEN dimostrato precedentemente); quindi si pud dire 
che se un sisterna di linee isoterme B formato da ellissi O iperbole geodetiche 
bhe hanno certe curve basi, i l  sistema ortogonale è formato da iperbole o 
ellissi che hanno le stesse curve basi; e per questo l'enunciato del teorema 
del 9 2 potrebbe leggermente modificarsi. : 4. Passiamo ora ad occuparci delle rappresentazioni di una superficie su  
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di uda l t ra  fatte dietro il principio che qd û n  punto dellf una corrisponda 
un punto dell'altra, e alle geodetichg dell'una corrispondano le  geodetiche 
dell'altra senza che si abbia uguaglianza O perfetta similitudine fra la figura 
~appresentata e la sua rappresentazione; e cerchiamo in quali casi esse sono 
possibili, a 

Chiamiamo percid , per brevith d i  linguaggio , queste rappresentazioni 
r app res ' en t az ion i  g e o d e i i c h e ,  e aupponiamo che S e Sr siano due su- 
perficie che possano rappresentarsi l'una sull'altra geodeticamente. Corne B 
noto, avendo escluso il caso della uguaglianza O della perfetta similitudine 
fra la figura rappresentata e, la sua rappresentazione, non si avrh la simi- 
litudine neppure nelle parti infinitesime e gli angoli non saranno conservati 
neila rappresentazione; perc, per un teorema del sig. T r s s o ~  (*), esisterh 
ancora su S un doppio sistema di linee ortogonali (ed uno solo) che si man- 
terranno tali anche nella rappresentazione su  Sr. Queste linee che diremo, 
col TISSOT, diqez i on i p r i n  c i p  a l i ,  le prenderemo per linee coordinate su 
S e S' (**); e allora, scegliendo i parametri u e v in modo che ai punti 
corrispondenti si abbia la stessa u e la stessa v, gli elementi lineari corii- 
spondenti di S e Sr saranno dâti dalle formole: 

d d2= Erd ue + Grd ve;  

e ai tratterh gui di,vadere qUali valari debbano avere E, G,  E! e Gr af- 
finch& alle geodetiche di S corrispondano le geodetiche di Sr. 

Per questo, ricordiamo che la equazione differenziale delle geodetiche di 
S b la seguente; . 

-t3 Vedi la, mia Memorfa: Sopra alcuni punti della teoria delle superficie § 3. Atti della 
bcietir-Italiana delle Scienze, serie III, tom. 1, pag. II. 

(**) Senza fare eubito l'osservazione che quando si esclude l a  uguaglianza O la perfetta 
similitudine, non si ha neppure la similitudine nelle parti infinitesime, avremmo potuto 
dire di prendere per coordinate su S e S' le direzi~ni principali del Trsso~ ne1 caso che 
non si abbia la similitudine nelle parti infinitesime, e uno degli infiniti doppii sistemi or- 
togonali corrispendenti di  S e S' ne1 cas0 contrario. Allora i  agion na menti che seguono 
sarebbero rimauti gli stessi, e il risultatoA finale avrebbe mostrato che il Secondo caso 
non pub preseiitarsi senza che vi sia uguaglianza O perfetta similitudine. 
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e quella delle geodetiche di Sf &: 

e poiché le geodetiche di S devono avere per corrispondenti- quelle di SI, e 
i valori di u e v nei punti corrispondenti sono gli stessi, queste due equa- 
zioni devono ridursi l'una an'altra; e percid, indicando con 3, una certa 
funzione positiva di a e v, dovrerno avere le seguenti equazioni: 

. a .  

dG' dG G', = A G - .  du' 

e le cinque funzioni E, G, Er, Gf, e h.douranno s~ddisfare a queste cinque 
equazioni, talché si vede subito di qui che il problema presenta una certa 
limitazione. 

Ora, per determinare queste funzioni osserviam che la (7)  ci dà: 

dO' .dE' . d f f  d B  d l  E --+G1-GAE-+~G-+EG- .  
$24 du du du d u '  

e sottraende d a  questa la (9) e avendo riguardo alla (7) stessa, si ottiene 
1' altra : 

dlogE'. dlogB. dlogA 
. A t -  -1. $ --A 

du du - du .' 

la quale ci ah, integrando: 
4 

E f = P  V E ,  
r -  > 

ove a' B il valore rebe di $P,  e V è una funzione di r> che, almeno uella 
porzione di superficie che si considera, é positiva. 
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Analogamente si a n &  per le (7) e (10) r 
2 

G ' - ~ ~ u G ,  

ove U è una funzione positiva di u ;  e quindi peï la (7) sarLi, 

e cosi saranno soddisfatte le equazioni (7), (9) e (10), e resteranno da sod- 
disfarsi la (8) e la (11) soltanto. 

Ora, la (8) per le precedenti pud scriversi: 

dE (V-  U) du = V'E; 

e quindi, poichè escludiamo il cas0 di U= V=cost; che corrisponde ad una 
rappresentazione di S su Sr uguale O perfettamente simile alla figura rap- 
presentata, si avrà ; 

E= (U- V )  Ul, 

esseiido ,U, una funzione di u del10 stesso segno di U -  V. 
Analogamente, si avrà dalla (II) : 

G=(U-  V ) V , ,  

ove VI b una funzione di v della stesso segno di U- V; e di qui (per il 
teorema del 5 2 e per l'osservazione III del 5 3) si pud evidentemente con- 
cludere che, affinchb due superficie S e Sr possano rappresentarsi geodetica- 
mente l ' m a  sull'altra, è necessario e sufficiente che esista su ciascuiia di 
esse un doppio sistema ortogonale di ellissi e iperbole geodetiche isoterme, 
e queste linee siano tali che, prendendole per coordinate u e v sulle due 
superficie e scegliendo convenientemente i loro parametri u e v ,  gli ele- 
menti lineari d s  e dsl delle medesime superficie vengano legati in modo 
che si abbia : 

dsP=(U-V)(Utdue+V,dve) ,  
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e ,  quando queste condizioni siano soddisfatte, i punti corrispondenti delle 
due superficie saranno quelli che hanno la stessa u e la stessa v ,  e le di* 
rezioni principali saranno le stesse ellissi e iperbole geodetiche u e v. 

5. Cid posto, sia S una superficie su cui le linee ortogonali 2c e v sono 
ellissi e iperbole geodetiche isoterme, e pel suo elemento lineare si abbia: 

d ~ ~ = ( U - V ) ( U ~ d z ~ ~ + V ~ d v ~ ) ,  (12) 

ove U, U, e V, sono funzioni le due prime di t t  e la terza di u ,  che pos- 
siamo supporre positive entro la regione di superficie che si considera, e V 
è una funzione positiva O negativa di v, tale soltanto che U- V sia positiva 
entro la stessa regione. 

Indicando con a e b due costanti, la prima delle quali riterremo che non 
sia zero, si avrà anche: 

e quindi, quando a u +  b e aV+ b siano positivi, per le superficie S' sulle 
quali S pud rappresentarsi geodeticamente, si dovrR avere: 

e di qui, osservando che i l  cas0 che dovremmo pure considerare in cui 
à(i+ b e UV+ b sono negativi rientra in questo, si potrà, evidentemente 
concludere che: data una superficie S per la quale si ha la (12), se s'in- 
dicano con a e b due costrznti qualunque, tali soltanto che a u +  b e aV+ b 
siano positivi nella porzione di superficie S che si considera nella quale 
anche U-V è positiva, e si suppone che a sia differente da zero, questa 
porzione di superficie S potrà rappresentarsi geodeticamente su  tutte le su- 
perficie Sr sulle quali esiste un doppio sistema ortogonale di ellissi e iper- 
bole geodetiche isoterme che, prese per coordinate u e v ,  riducono l'ele- 
mento lineare della superficie alla forma : 

e i punti corrispondenti saranno quelli che hanno la  stessa u e la stessa v, 
e le  direzioni principali saranno le coniche geodetiche u e v. 

6. Le rappresentazioni geodetiche possono dunque farsi per tutte e sole 
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le-superficie S sulle quali esiste un doppio sistema ortogonale di ellissi e 
iperbole geodetiche isaterme, scegliendo fra quelle di questa stessa classe, e 
ne1 modo ora indicato, le superficie Sf sulle quali si fa la, rappresèntazione, 
e le linee principali sono sempre queste ellissi e iperbole geodetiche isoter- 
me; e inoltre, una stessa porzione di superficie pu6 rappresentarsi sopra 
infinite altre (non applicabili), a causa della grande indeterminazione che 
abbiamo nei valori delle costanti à e b. 

È poi da notare che una superficie S, per la quale si ha la (14, non 
pu6 rappresentarsi geodeticamente altro che sulle superficie Sr, per le quali 
si ha la (13) .(§ 4), e facendo corrispondere i punti che hanno la stesss u 
e la stéssa v sulle due superficie, a meno che S non abbia più sistemi or- 
togonaIi di ellissi e iperbole geodetiche isoterme. In quest'ultimo caso sol- 
tanto si potrailno fare di S anche altre rappresentazioni su  al'tre sdperficie 
Hf che si troveranno come precedentemente; e quand' anche queste super- 
ficie S" tornassero .ad essere le stesse Sr, le rappresentazioni attuali sareb- 
ber0 distiiite dalle prime, perche per esse si avrebbero altre direzioni prin- 
cipali. 

7. Diamo ora.aIcune conseguenze dei risultati che precedono. 

1 1 1 ,  1." Calcolando colle formoie note le c u r ~ a t u r e  geodetiche - 9 - - 
Pu P. P'u 

1 delle direzioni principali u e v sulle superficie (12) e (13), si trova che: 
5 t8 

1 " 1  1 3 1 
- = ( a V + b ) ' - ,  I = ( a t F + b ) 2 - ;  e si conchiude di qui che: N e l l e  
p'u P. P. c Pu 

r a p p r e s e n t a z i o n i  g e o d e t i c h e  d i  u n a  s u p e r f i c i e  (12) s u  u n ' a l t r a  (131, 
i l  r a p p o r t 0  d e l l e  c u r v a t u r e  g e s d e t i c h e . d i  d u e  d i r e z i o n i  p r i n c i -  
pa l i  c o r r i s p o n d e n t i  è c o s t a n t e  l u n g o  le d i r e z i o n i  p r i n c i p a l i  d e l -  
l 'a l t ro  s is tema.  

. .  . 
2." Dalle formole (12) e (13) si vede anche che i punti O le linee (quando 

esistono) lungo le quali si ha la similitudine nelle parti infinitesime sono 
quelle per le quali si ha U = V. 

3 - O  Dalla forma nota dell'elemento lineare delle superficie a centro del 
second'ordine, quando le linee coordinate sono le linee di curvatura, risulta 
(§ 2) che queste linee sono ellissi e iperbole geodetiche isoterme, che pos- 
sono, se si vuole, considerarsi come tlventi dei fiiochi O anche (per alcnne 
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porzioni) come aventi per base certe curve. Quindi le superficie a centro 
del second' ordine (e cosi le applicabili su queste) possono rappresentarsi 
geodeticamente su altre superficie, e le direzioni principali su  esse sono le 
linee di curvatura. 

4 . O  Nelle superficie di rivoluzione i meridiani e i paralleli sono ellissi 
e iperbole geodetiche isoterme, quindi esse possono rappresentarsi geodeti- 
camente su altre superficie pure di rivoluzione (O applicabili su queste), 
soddisfacendo altresi alla condizione che ai meridiani e ai paralleli dell'una 
vengano a corrispondere i meridiani e i paralleli delle altre, O, in altri ter- 
mini, i meridiani e i paralleli siano le linee principali su queste superficie 
come sulla prima. 

E se per la prima si ha: 

per quelle sulle quali la rappresentazione pu8 farsi sarCt: 

ove b i? una costante positiva e a una costante che non é zero ed é tale 
che a 9 (u) + b sia positiva nella porzione di superficie che si considera. 

5 . O  11 teorema del prof. BELTRAMI risulta pure facilmente da cid che pre- 
cede. Per ritrovarlo, infatti, basterli. evidentemente dare ad U e V i valori 
pei quali la espressione seguente: 

dsa=(U-V)(du2+dv2) (14) 

di dsz appartiene al piano, e poi calcolare la curvatura delle superficie Sr 
per le quali si ha: 

ove a e b sono costanti tali che a U + b  e aV+ b siano, almeno in qual- 
che parte, positivi insieme ad U-V, U essendo positivo. 

Ora, queste funzioni U e V sono' gi% state determinate da1 signor Lroo- 
VILLE nella Mernoria Sur quelques cas particuliers ozi les equations du 
nzouvemen t d'un point materiel peuvent s' intégrer (Journal de Liou- 

AnnnZi d i  Mntematica, tom0 I I I .  36 
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-ville, 1846), e si  riducono alle .quattro forme seguenti : 

1." U = I ,  v = o ,  

2." U=e2",  V = O ,  

3.a U=uZ, V= - v8, 
4,a U=a2 cos2 h u ,  V= aecosZv,  (acost;) f*), 

per le quali le variabili coordinate u e v (come avremo occasione i di ve- 
dere anche applicando i risultati dei $9 2 e 3) corrispondono rispettiva- 
mente 1 . O  al sistema di coordinate cartesiane ortogonali; 2 . O  al sistema di 
coordinate polari; 3.' a quel10 delle coordinate paraboliche, formato di due 
serie di parabole che hanno 10 stesso fuoco e 10 stesso asse e sono volte in 
senso opposto, in modo da incontrarsi ad angolo retto; 4 . O  a quelio deiie 
coordinate ellittiche (generali) formato da ellissi e iperbole omofocali. 

Ora, oalcolando la curvatura K delle superficie corrispondenti (15) colla 
formola : 

X =  4 (U- V ) 3  [ [ a 2 ( 3 a ~ - a v t 2 b ) - 2  u"(u- v ) ( ~ u +  b)](a~+b)'-i-  

che si ottiene dalla formola generale della curvatura delle superficie appli- 
cata alla (15), si trova che: ne1 primo cas0 si ha ,  come b bene evidente, 

' K =  O; ne1 secondo K = a b" ne1 terzo K = a' b ; e ne1 quarto 

(*) Volendo ritrovare qui qaeste forme d i  U e V, si osserverebbe che, calcolando l a  
curvatura delle superficie (14), si trova che affinch8 sia nulla si deve avere: 

UV"- o"" + VV"-v1 '=v~"  + V" u 
e percib : 

. V'U"'+v" 'U=o ,  

e questa dB i seguenti casi di: 
U"1 yrt1 u' 0 V'=O, U'"= V'"=O, - - y' -c '  u1 ---- 

essendo c ima costante reale; e con queste, mandando via alcuni termini col sostituire 
alle variabili u e v le altre a' w + p ,  e a' v+ Pr  ove a , ar, e sono costanti reali sceite 
convenientemente, si trova con facilita che Il primo caso conduce alle due forme prima 
e seconda di U e V, il secondo conduce alla terza, e il terzo alla quarta. 
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e quindi si conchiude che le superficie corrispondenti (15) hanno tutte la 
curvatura costante (positiva, nulla O negativa), e questo costituisce appunto 
il teorema del prof. BELTRAMI. . 

8. Entriamo ora in maggiori dettagli sopra queste rappresentazioni geo- 
detiche delle superficie di curvatura costante (positiva, nulla O negativa) 
su1 piang, studiando partitamente i quattro casi precedenti. 

. . 
1 . O  U = l ,  V=O. In questo caso K=O, e la superficie su cui si fa2a 

rappresentazione del piano 

d s e = d z P + d v e ,  

é un altro piano (O una superficie sviluppabile). Le direzioni principali sui 
due piani sono rette ortogonali (che sono anche queste ellissi e iperbole 
geodetiche rispetto a due rette ugualrnente inclinate su esse, una da una 
parte e l'altra dall'altra); e se si chiamano x e y le coordinate cartesiane 
ortogonali ne1 primo piano, x,, y, quelle del secondo, e si suppone dap- 
prima x = u ,  y = v ,  si trova facilmente che si ha la corrispondenza: 

ove a, b, c ,  a', br e cf sono costanti tali che ab+ nr br = O e a% are e b2 + biz 
non sono l'unit&. 

Queste formole non mutano di forma cangiando gli assi coordinati, e 
siamo evidentemente ne1 caso delle trasformazioni omografishe, nelle quali 
la retta all'infinito della prima figura ha per omologa la retta all'infinito - 
della seconda (figure affini). Per essere poi in questo casa \(E'G1=g VE G,  
con y costante, si ritrova la proprieta che ha questa trasformazione di con- 
servare inalterati i rapporti delle aree; e ,  pei risultati precedenti, si vede 
anche che essa B la sola projezione geodetica di una superficie su di un' 
altra nella quale questa proprietà si trova verificata. 

2.0 U= e'", V = O. In questo cas0 H = a bs, e secondoché a b positiva 
O negativa, siamo ne1 caso delle superficie di curvatura costante positiva 
O negativa. Le direzioni principali su1 piano sono le linee che costituiscono 
il sistema di coordinate polari; sulle superficie di curvatura costante positiva 
sono le linee che, nella deformazione della superficie, si trasformano nei 
meridiani e nei paralleli della sfera, e da questo si deduce facilmente che- 
lie1 caso della sfera l'attuale projezione é quella c e n t r a l e  di  LAGRANGE. 
Sulle superficie di c;rvatiira costante negativa poi le direzioni principali 
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sono tali che, colla deformazione della superficie, possono ridursi ai meri- 
diani e ai paralleli delle superficie di rivoluzione, \per le quali si ha: 

e percib i meridiani e i paralleli delle altre due classi di superficie di ri- 
voluzione di curvatura costante negativa (*) non costituiscono le direzioni 
principali quando si rappresentano geodeticamente su1 piano. Esse perd co- 
stituiscono le direzioni principali quando s5 considerano le loro rappresen- 
tazioni gcodetiche su altre superficie di rivoluzione, che, per cid che pre- 
cede, pu6 dirsi a pr ior i  che devono essere sferiche O di curvatura costante 
negativa e delle stesse classi, e che si trovano colla formola del § 7, 4 . O  

3." U= u2, V =  - va. In questo cas0 K=- as b ,  e poichè b non pu6 
ora essere negativo O nullo, le  superficie corrispondenti (15) avranno la 
curvatura costante e negativa. Le direzioni principali su1 piano sono due 
serie di parabole che hanno 10 stesso fuoco e 10 stesso asse e sono volte 
in sensi opposti, in modo da incontrarsi ad angolo retto, corne si vede an- 
che coll'applicare il teorema del § 2, il quale ci dice che per una delle 
curve basi pud prendersi il punto (u = 0,  v= O), e per l'altra la curva 
ue - ve = cost; che è m a  retta, ecc. 

Per avere ora anche le direzioni principali sulle superficie di curvatura 
costante negativa, osserveremo in generale che , siccome per le superfi- 
cie (15) la costante h che entra nelle equazioni (2) delle curve basi deve 
essere positiva, possiamo indicarla con ca, e allora le equazioni di queste 
curve basi, per a positivo, sono comprese nella seguente: 

e per a negativo nell'altra: 

e per queste, ne1 cas0 ,attuale di U=u" V=-v" supponendo 

(*) Vedi l a  mia Memoria Sulle superficie di curantura costante. Giorn. di 
Napoli, 1865. 

1 .  
- 0  

Matem. di 
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avrh, qualunque sia a : 
log ( b  - a va) &log (b + a u2) = cost ; 

per la equazione delle curve basi; e di qui si vede che in ogni cas0 vi ha 
un fuoco (u = O, v = O) che 15 altresi il punto di similitudine nelle parti. 
infinitesime, 7,  2.O, e l'altra curva base è una delle curve parallele rap- 
presentate dalla equazione 

(b  +.aus) (b - a v2) = cost ; 

tanto per a positivo che per a negativo. 

4 . O  U =  a2 cos2h u, V =  a2 cos2v. In questo caso K=a b ( b +  au') e K 
pud essere positivo, nul10 O negativo. Le direzioni principali su1 piano P 
sono ellissi e iperbole omofocali, come si vede anche applicando il teorema 
del 2, il quale ci da le seguenti curve basi: 

che, quando si prenda c: = a', e si suppongano zero le costanti dei secondi 
membri e quelle portate dalle integrazioni, vengono ad avere le seguenti 
equazioni : 

acos h u ~ a c o s v = O ,  

le quali , essendo soddisfatte respettivamente soltanto da u = O , v =O , 
e u=O, v=n,  ci mostrano che si hanno i due fuochi F (u=O,  v = O), 
F'(u=O, v = x ) .  

Inoltre per 10 stesso teorema il parametro ellittico, O grandlasse, B 
2acos  h u ,  e l'iperbolico , O asse reale, h 2 a  cos v,  e la distanza focale è 
2 a ,  perchè ai due punti F e F', 2 a  cos h u, e 2 a cos v sono in valore as- 
soluto eguali a 2 a ;  e percid prendendo un sistema di assi ortogonali O z ,  
Oy diretti secondo gli assi di queste coniche, e supponendo che 1' asse 
x sia quel10 dei fuochi F, Fr, le loro equazioni saranno le seguenti: 

e si potrh prendere: 

lasciando che u vada da -oc a cc e v da zero a %, con che ad ogni si- 
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stema di valori di u e v entro questi limiti corrisponderti un sol punto del 
R 

piano, la curva v - - par& appunto l'asse y ,  la curva u = O sarb la por- -2 
zione FFr dell'asse x ,  e la curva v = O sarh composta delle altre due por- 
zioni indefinite Fw,F' -m  di questo asse. 

Passando ora alle superficie (15) corrispondenti a questo caso, quando n 
e b sono qualunque, dird soltanto che dividendo, quando occorra, la rappre- 
sentazione in due parti onde i coefficienti di due  e d v2 non divengano infi- 
nite neb campo che si considera, e prendendo nelle (16) e (17) le costanti 
dei secondi membri uguali al10 zero e 

ci6 che pu6 farsi perché b -I- aa2 non pud essere nul10 O negativo, si trove- 
rebbe che per le curve basi delle linee ZL e v possono prendersi ancora due 
punti (che sono altresi punti di similitudine nelle parti infinitesime); e 
quindi su queste superficie le direzioni principali sono ellissi e iperbole 
geodetiche omofocali, e ne1 caso della sfera sono le ordinarie ellissi e iper- 
bole sferiche omofocali. 

9. Studierd ora specialmente il caso di K =  O che corrisponde a b=O, 
con a positivo, giacché non pu6 essere né a = O, né b = - a a'. In questo 
caso la superficie s u  cui si fa la rappresentazione del piano P B un' altro 
piano Pl, O una superficie sviluppabile; e qiiindi riferendoci al piano Pr, e 
osservando che K k zero anche ne1 caso di U=1, V=O, e in questo caso 
abbiamo trovato le trasformazioni omografiche nelle quali la retta all'infi- 
nito della prima figura ha per corrispondente la retta all'infinito della se- 
conda, si pud dire che le attuali rappresentazioni geodetiche (clie evidente- 
mente sono differenti da queste) saranno le trasformazioni omografiche .the 
nella seconda figura portano a distanza finita i punti che nella prima erano 
situati all' infinito, e che, per distinguerle dalle precedenti, le dird con 
CHASLES trasformazioni ornogrilfiche generali. 

10. Ora, per 10 studio di questa trasformazione e per potere ritrovare ef- 
fettivamente le formole di essa in coordinate cartesiane, é utile di studiare 
prima il piano P' quando si considera come definito da1 suo eleulento lineare: 

ove a e p sono costanti reali ,# colle notazioni che gih avevamo essendo ( 
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'), e si suppone cha  (come su  P) u vada da -co a oc e v da O a n, a" cc 

e &ni sistema di valori di u e u (entro questi limiti) determini un solo 
punto. 

Per questo, osservando ch9 i coefficienti di d ua e d va in  d sI8 diven- 
T 

gono infiniti per v = - considereremo separatamente la porzione del piano 
2 

entro cui v va da O a - da quella entro oui va da n a i7 u andando sem- 2 
pre da -m a or; e cominceremo da1 considerare la prima porzione. 

In  questa porzione le curve basi (17) relative alle linee u e v ,  quand0 
1 

si preuda cZ = - sono le seguenti : B" 
ci u 

g3 cos v ' f i ; i3coshU = cost; 

e quindi per una delle curve basi pua prendersi' il fuoco f ( u =  0 , v  = O ) ,  
e l'altra sa& una delle curve parallele rappresentate dalla equazione: 

ove ritenendo che a e ' p  siano positivi, c deve essere una costante posi- 
tiva; e poichb qu'este curve,,avendo la loro curvatura geodetica costante e 

1 = -, sono cerchi di raggio c (col centro f, fuori del campo che si cou- 
C 

sidera), si conclude che le  linee u e v sono coniche O porzioni di coniche 
omofocali (aventi uno dei fuochi f, fuori del nostro campo). 

Ora, considersndo il cerchio (20), l'arco a delle rette normali ad esso, 
contato a partire da esso fino al punto M(u,  v) B (§ 3, 1): 

e poichb tutti i cerchi concentrici (20) sono tanto più grandi quanto più c 
è grande, sa& positive quando M B esterno al detto cerchio, e la di- 

stanza f, M sari:  
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La lunghezza fM  poi delle rette uscenti da f é (8 3 ,  1): 

quindi sarà: 

e percid le linee v saranno ellissi e le u saranno iperbole; e, condotta la 
retta dei fuochi f$, (che i3 la normale al cerchio (20) passante per f )  e 
prolungatala indefinitamente, la curva u = 0, che & geodetica, sarà la por- 
zione indefinita di questa retta non -compresa fra i fuochi, e la v = O (che 
è pure geodetica) sarà l'altra porzione (limitata) di Pf, compresa ne1 campo 
che si considera; e la linea u = E!I oz sarà, la retta O y, perpendicolare su1 

a 
mezzo o di f f ,  e .alla distanza - da f ,  e sarà percid l'altro asse delle no- P" 
stre coniche. 

Ora, la parte superiore o y, di questo asse, e la parte ofso dell'asse dei 
fuochi (a destra, per esempio, di O y,) determinano un quadrante indefinito 
del piano P ne1 quale ad ogni punto corrisponde un solo valore per v corn- 

7r 
preso fra O e - 9  e uno per u, che, per la continuith, sarh unico e positivo 2 
se si fissa che in un dato punto di questo quadrante u sia positivo; e vi- 

ceversa ad ogpi valore positi~o di u accoppiato con un valore fra O e 

di v corrisponderh iin punto e uno solo di questo quadrante, talchE in esso 
7e 

u prenderà tutti i valori positivi e v tutti i valori fra O e 2' 
Ora, le coniche u e v che colla loro intersezione determinana i punti di 

questo quadrante , determinano pure i punti degli altri quadranti ; quindi , 
osservando che le curve corrispondenti ad u positivo- sono le stesse di 
quelle corrispondenti ad u negativo, se si vuole che a sistemi differenti 
di valori di u e v corrispondano punti differenti, avendo già supposto 
che ne1 quadrante superiore u sia positivo, basterà fissare che le linee 
u per zc positivo sono soltanto i semi-rami d' iperbole al disopra di op ,  
e per u negativo sono i semi-rami inferiori, e allora i punti pei quali ac é 
positivo saranno quelli del quadrante superiore, e nella parte superiore di 
O y, sarà u = XI ; e i punti pei quali u i3 negativo saranno quelli del qua- 
drante inferiore, e sulltt parte inferiore di O y, sar& u = -.-a; e cosi, pei 
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7e 
punti a destra di O y,, u andrh da - sa a XI, e IJ da O a -, e ad Ogni cop- 2 
pia di vdori di u e v corrisponder5 un punto solo e col variare con con- 
tinuità di u e v varierh pure con continuità la posizione del punto, ad 
esclusione dei punti della porzione di retta o f ,  lungo la quale u pama ad 
un valore positivo al corrispondente negativo col passare da1 punto del qua- 
drante superiorë all'inferiore. 

Analoghe considerazioni valgono per la porzione del piano P' in cui v 
76 

va da f i - a  -; e ora, supponendo che i punti di questa porzione siano a 
2 

sinistra della retta analoga a O y,, e riunendo le due porzioni lungo quests 
rette, in modo che la porzione u = -GO della seconda retta venga sulla por- 
zioile u=cx della prima, e viceversx, si verrh a ricuoprire tutto il piano Pr; 

7F 
e a sinistra di oyl v and& da n a e u sari nega t i~o  ne1 quadrante su- 

periore e positivo nell'inferiore, e traversando I'açse d y, per andare da de- 
stra a sinistra, u al  disopra di o f  passer% da so a -&, e al disotto da 
- cc a W. 1 faaclii poi delle curve u e v a sinistra di o y, (come si t r o ~ a  
col metoda precedente) saranno gli stessi P, f, delle coniche a destra; e poi- 

2dc ch& il grand'asse delle ellissi a destra é - , e quel10 delle ellissi a sini- &' cosv 
2 a  stra & -- evidenternente in uno stesso punto di oy, v avrB due va- 

@"os u 
lori supplementari, e cosl in ogni punto di O y, vi saranno riuniti due 
valori tanto di u che di V ,  e in  v si avrA una discontinuitb che potra 
togliersi quando si consideri O y, come formata di due rette distinte che si 
nniscono all'infinito, e una appartenente alla porzione a destra e I'altra 
alla porzione a sinistra, giacché allora partendo da O sulla prima col valore 

zero di v s i  arriva all'infinito col valore !! di v ,  e entrsndo sulla retta a 
2 

sinistra ~i va- con continuith fino a % e allora si ritorna in O ;  e dopo v vB 
a diminuendo e riprende il valore - all'infinito dalla parte inferiore di O y,, 
2 

e rientrando poi a destra si ritorna in O col valore zero. Lungo ff, poi si 
ha una discontinuità in u ,  e questa vien tolta quando ff, si consideri come 
formata di due rette che si riuniscono in /' e f', (ove u = 0) ecc. 

Dietro queste considerazioai, se si prendono per assi coordinati x,, y, l e  
rette oy,, of, si troveranno senza diffieoltà i valori di x,, y, espressi per ts e v. 

Ansiali di Matematica, tomo III. 37 
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2 x  
Infatti , il grand' asse delle ellissi v a destra di O y, essendo - e fi3 cos u 

quella reale delle iperbole u essendo 2 x  
9 e Ia distanza focale essendo p3c0s hw 

2cc - 2 le equazioni delle stesse curve saranno le seguenti: P3 

e varranno anche per le curve a sinistra; e per questo le espressioni cer- 
cate di x,,  e y, in funzione di u e v in tutto il piano P saranno le se- 
giienti : 

O s  s e rv  az i  one. Kotiamo che avremmo potuto immaginare distribuiti in 
altro modo ne1 piano P' i punti corrispondenti ai varii sistemi di valori di u e 
v 7  corne, per esempio, potevarno fare in modo che, restando ne1 quadrante 
superiore a destra di O y, i punti pei quali u B positivo, e v é compreso fra 

z 
O e s ,  si avessero ne1 quadrante superiore a sinistra i punti pei quali ti è 

negativo e v è ancora compreso tsa O e - 9  ecc.; ma d o r a  le formole (21) 
2 

che abbiamo trovato non avrebbero servit0 per tutti i punti del piano Pr,  
e nella rappresentazione di P su Pr una stessâ retta di P sarebbe stata 
rappresentata in parte sopra una retta di Pt e in  parte sopra un' altra 
retta, ecc. 
11. Tornando ora al10 studio della nostra rappresentazione geodetica del 

piano P su1 piano Pr, osserveremo che, per ci6 che precede, le direzioni 
pincipali sui due piani sono ellissi e iperbole omofocali, e gli assi dei fuo- 
chi reali per le  (18) e (21) sono rette corrispondenti, mentre l'asse dei fuo- 
chi immaginarii su ciascun piano B la retta che corrisponde ai punti all'in- 
finito dell'altro. E per le (18) e (21) la corrispondenza fra i punti dei due 
primi piani in coordinate cartesiane ortogonali è data dalle formole: 

le quali, non ostante gli assi particolari che qui si hanno, contenendo due 
costanti arbitrarie a e p, sono appunto quelle delle trasforinazioni omogra- 
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fiche generali, giacchb per ogndna di queste trasformazioni omografiche, se 
v a r, sono le rette della prima e della seconda figura che corrispondono 
rispettivamente ai punti all' infinito dell' altra , le rette perpendicolari ad 7 
della prima figura vengono rappresentate nella seconda dalle rette divergeiiti 
da un punto di r, e quindi esiste una retta E perpendiculare a v che viene 
rappresentata da una retta t, perpendicolare a r,, e prendendo E e 7 ,  k, e r ,  
per assi coordinati si hanno appunto le formole (22). 

Inoltre osserviamo che i fuochi reali delle coniche u e v sulle due figure 
sono punti corrispondenti e sono quelli nei quali è conservata 1s similitu- 
.dine nelle parti infinitesime 9 7, 207 e le loro ascisse per le coniche' della 

a 
prima figura sono uguali a t a ,  e per quelle della seconda sono A=-. Le P3 
ordinate poi dei fuochi immaginarii delle stesse coniche u e v per la prima 

figura sono + aV=?, e per la seconda +:-; e quindi, per le formole -rJ 
precedenti, i fuochi immaginarii delle coniche u e v dell'una figura corri- 

spondono ai punti all'infinito dell'altra pei quali -=Y=, cioh ai punti cir- 
CX: 

c.olari all' infinito ; e perci6 riassumendo si pu6 dire che : Nelle trasfor- 
mazioni  o m o g r a f i c h e  genera l i  l e  l inee  o r t o g o n a l i  del la  p r ima  
f i g u r a  c h e  res t ano  o r togona l i  n e l l a  seconda sono e l l i ss i  c iper- 
bole ,omofocali c h e  ne l l a  t r a s fo rmaz ione  s i  c a n g i a n o  i n  iperbole  
e e l l i s s i  p u r e  omofoca l i ,  e l ' a s s e  dei  f u o c h i  i m m a g i n a r i i  di  
q u e s t e  coniche  s u  c i a s c u n a  f i g u r a  6 l a  r e t t a  c h e  corr i sponde a i  
puo t i  a l l ' i n f in i to  d e i l ' a l t r a ;  m e n t r e  g l i  a s s i  dei  fuoohi  real i  
sono l e  r e t t e  perpendicolar i  a l l ' a l t r o  a s s e  c h e  sono a l  t empo  
stesso r e t t e  corr i spondent i .  1 fuoch i  r e a l i  p o i  nel le  d u e  f i g u r e  
sono p u n t i  co r r i sponden t i ,  e s o n o  quelli  nei  qual i  si ha  l a  s imi-  
l i t u d i n e  nel le  p a r t i  i n f i n i t e s i m e ;  invece  i fuochi  immaginar i i  
del le  coniche  d e l l ' u n a  f i g u r a  sono i p u n t i  che  corr i spondono a 
quel l i  c i rcolar i  a l l ' i n f i n i t o  d e l l ' a l t r a ;  e se supponendo che gli -assi 
y e y, siano quelli dei fuochi immaginarii e x, x, quelli ~. dei fuochi reali, 
le formole di trasformazione sono le seguenti: 

l a  d i s t a n z a  focale de l le  c o n i c h e  del la  p r ima  f i g u r a  b e que l l a  
. b .  . 
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de l l e  coniche d e l l a  seconda f i g u r a  èi 2 b ;  e gli a s s i  d e i  fuoch i  
r ô a l i  d i  due  coniche cor r i sponden t i  del le  d u e  f i g u r e  s o n o  inver -  
samente p r o p o ~ z i o n a l i  e i l  loro prodot to  c o s t a n t e  è u g u a l e  a l  
p rodo t to  a delle d i s t a n z e  focali.  

Inoltrè, dall'essere a le b due costanti arbitrarie, si vede di qui che o g n i  
s i s t e m a  d i  e l l i s s i  e iperbole  omofocali  d e l  p i a n o ,  con u n a  con-  
v e n i e n t e  t r a s f o r m a z i o n e  omograf ica  g e n e r a l e ,  p u d  t r a s f o r m a r s i  
i n  q u a l u n q u e  a l t ro  s i s t e m a  d i  iperbole  e e l l i s s i  p u r e  omofocal i  
del p i a n o ;  e se 2c e 2d sono le distanze focali di questi due sistemi di 
coniche omofocali, prendendo gli assi coordinati come precedentemente, le 
formole della corrispondente trasformazione omografica sono le seguenti; 

12. Adesso servendosi delle formole che si avrebbero da ci6 che precede 
per gli elamenti lineari corrispondenti di dne figure omografiche, in coor- 
dinate 2~ e v, 0 applicando le farmole della teoria generale delie rappresen- 
tazioni geografiche di una superficie su di un' altra (*), quelle che danno 
Ia eurvatura geodetica di una linea tracciata su una superficie ecc., potremmo 
tropare alcune proprietà delle trasformazioni omografiche, la relazione che 
lega i raggi di eurvatura di due linee corrispondenti, ecc. Io non mi taab 
teprd perd t.t fare queste ricerche, e terminerd col dare una proprieth delle 
trasforrnazioni omografiche che risultâ subito dalle formole (23). 

Osservo che se  ne1 piano P si eonsidera il cerchio: 

per Ee (231, la curva corrispondenée su Pr sa& 1â cmiea: 

a2 p ' z - .  b2 ' e poichè queste condizi~ni portano che il, cerchio abbia. il ceatm 

sull'asse delle x, e al di fuori dei fuochi delle coniche principali, e il suo 
~ a g g i o  sia uguale al semi-asse minore della ellisse principale çhe passa pel 

(*) %di &a Memoria citata al $ 4. 
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detto centro, si conclude che: Nelle t rasformazioni  omogra f iche  ge- 
n e r a l i  i sol i  ce rch i  dall'una figura c h e  resrfano cerchi  n e l l ' a l t r a  
f i g u r a  sono quell i  che h a n n o  i l  cen t ro  s u l l ' a s s e  de i  f u o c h i  real i  
de l le  con iche  p r inc ipa l i  e a l  d i  fuori  di q u e s t i  f u o c h i ,  e  hanno  
il r a g g i o  u g u a l e  al ssmi-asse  minors  de l l a  e l l i sse  p r inc ipa le  
c h e  passa  pel  lo ro  cen t ro  (*). 

Pisa, ottobre 1869. 

(*) Dopo la consegna del presente lavoro alla Direzione di questi Annali, il sig, SMLTH 
ha pubblicato nei Proceedings of the London Mathematical Society una sua Memorn'a On 
the pcal properties of hornopaphic fEgU~m, nelh qualœ eglii oitieae ger altra via quasi 
tutte le proprieth che ho date in questi ultimi paragrad sulle rappresentazioni ornograiiche, 
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Sur les lignes de courbure 

d'un ellipsoïde. 

(par M. MICHAEL ROBERTS, à Dublin.) 

O n  sait, qu'en supposant qu'une relation de la forme a@=yS subsiste 
entre les racines a ,  p, y, 6 de l'équation - 

x 4 + A x 3 + B x 2 +  Cr:+D=O, 

on a A2D = C': en sorte qu'en posant I= D ~ J ,  cette équation se trans- 
forme dans 

A B A 
X ' 4 + I X ' 3 + 1 X ' = +  1$'+ j = = o ,  

Di D" Di 

et dans cette dernibre les termes placés à Bgale distance du premier et du 
dernier ont les mêmes coefficients. Remarquons aussi, qu'en désignant par 
R une fonction rationnelle do z ,  l'intégrale 

dépend des fonctions elliptiques. (Voir LACROIX, Traité du Calcul, t .  II, 

pag. 69). 
Çela pos6, considérons le systkme des trois surfaces homofocales 
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Les demiaxes de l'ellipsoïde (1) sont a ,  Va2- b\ Va2 -c2, pris en ordre de 
grandeur, en sorte qu'on a a >  c >  b: et d'aprés la thhorie de surfaces ho- 
mofocalea, p z b ,  p ~ c ,  v ~ O ,  vsb.  

On sait que les diflérentielles des arcs des courbes d'intersection des sur- 
faces (1), (II) e t  des surfaces (1), (III), ou bien des lignes de courbure de la 
surface (1), ont respectivement les valeurs : 

e t ,  en nous rappelant les théorémes mentionnés au commencement de cet 
ab a c  bc  article, on voit que, si p OU v prend une des valeurs -, - , -, alors les 
c b a  

arcs des lignes correspondantes de courbure de l'ellipsoïde (1) dépendent 
des fonctions elliptiques. Mais, en ayant égard aux limites de la quantité p, 

a b  
nous voyons que de ces valeurs la seule qu'on peut admettre est -, qui 

C 

doit encore satisfaire à la condition ce - a b> 0 : . en sorte que pouo l'exi- 
stence d'une ligne de courbure (p) sur l'ellipsoïde (1)' dont les arcs depeii- 
dent des fonctions elliptiques, il faut qu'on ait c2- ab> 0. (Le cas des 
sections principales est toujours excepté.) En admettant que cette relation 
subsiste, la ligne de courbure dont il s'agit se trouve situé sur l'hyperbo- 
loïde gauche 

Nous allons maintenant chercher l'expression de l'arc de la courbe d'inter- 
section de l'ellipsoïde (1) 'et de cette derniére surface, e t  pour cela nous 
emploierons les notations don£ j'ai fait usage dans mon Mémoire inséré dans 

b b b 
ce Journal, tom. II, pag. 13. Posons donc x = - 3 x'= - 3 xf'= - : dans le 

a Y- c 
cas actuel on a x = x 'xv :  et en mettant v = b sino, un point quelconqbe sur 
la courbe dont il s'agit est déterminé par l'angle 8. Soient aussi 

A (O) =\1(1- zr"sinZ8) (1 - x1'%in") (1 - xfZxff%in"8), 

sin" d 8 sinLe a 0 
A ('4 * (O)  ' 

l'ori$ne d e  ces intégrales étant zéro. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



296 M. Robe r t s i Lignos de courbure de l'ellipsoïde 

Pour trouver l'expression de L (8) par des fonctions elliptiques, nous pose- -- 
rom V x r x f f  sin% = t ,  ce qui donne 

1 Soit maintenant t + - =u, e t  parceque l'origine de l'intégrale L (8)  çorres- B 
pond 51 une valeur infinie de la quantité u ,  nous aurons 

d'où l'on tire 

OU,  en posant u2 - 4 = v', 

Or,  on a 

et  en posant 

on  obtient 
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D'une maniére semblable nous trouvons 

et le second membre de cette dernière équation est égal à 

ce qui conduit B la suivante 

On en déduit aussi 

1 P t"dt 

Mais on a 

Annali di Matematica, tom0 III. 28 
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d'où nous tirons 

! / (1 +rrxIf) [oot VI -misint é, + ~ ' ( m , ,  O,)] - 
L -  - 

1 $. .&lx# + x'"y,"" - * 
1 1 +xlx" 

F@,, 8,) 
N ( e )  = 2(.lx")1 r r 

- (1 - x ' x t f )  [cot 8,\11 -m2,sinV2+ E(,,a,, O,)] + 

et en substituant les valeurs de L (O), M(d), N(0) que nous venons de trouver 
dans l'expression pour l'arc d'une ligne de courbure (p) que j'ai donnée dans 
ce Journal, t. IT, pag. 15, il résulte la formule suivante pour l'arc dont il 
s'agit 

O l + x l x "  1 - x ' X "  1 - x12 
2 X I X > I  G -  %'fl 
- t H t 7 K .  

où 
1 

G =  cot8, v1- rn~sineO, + E(m,, O,), H= cot O ,  \11- n~isin", + F(liz,, O,\, 

K==F(m,, O,)+- F(rn,, O,). 

Les angles O,, 0, sont liés par la relation 

tan0, - l + x l x "  -- 
tctn0, 1-x'X" 

Nous avons déjà remarqué qu'un point quelconque de la ligne de courbure 
dont il s'agit est déterminé au moyen de l'angle 8 ;  or de cet angle pro- 
viennent encore deux amplitudes O,, O,, dont les expressions en 8 sont 
les suivantes 

(1 + x'x") sin3 cos r) V I  -x'"u" 
sin$, = 3 cosOl= + X'Z"  sin2 b 1 + x'x"  siri28 
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En nous reportant aux valeurs de LCO), M(8), N(B), nous voyons. que les 
équations simultanées 

L ( 9 )  + L ( 4 )  -CL(%)-  L(0) -L(z )=O 

- M(9)  -t M ( 4 )  + AT(%)- M(o)  - M(T) = O 
(2) 

peuvent être transfoym6es dans les suivantes 

F ( m , ,  %)+F(m,,  .S,)+F(m,, x,)-F(m,, a,)-F@,, I,)=o 

F(%, q2)+F(m, ,  4,) +F(nz,,  x ,)-F(m,,  0,)-F(m,, T, )=O 

dont chacune, indépendamment de l'autre, a une traduction algébrique. On 
tire facilement des formules connues pour l'addition des fonctions elliptiques 

et on deduit des équations (1) 

(1 + x' x") sin cp cos rp V1- xl%"%in" sin q1 cos$, = (1 +x'x"~in")~ 

(1 -xlx") sin y cos y \Il - x'"' '~ sini? sin$J,cos9,= (1 - x1 x1'sin2 y)s 
Y 

\/(l -xl%in") (1- x " ~  sin") (1 - xl'sin") (1- xV2sin4+) 
W)---' 

d'où, en posant 

on tire 
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sins$ cose cp(4 - 4 ~ ~ q v ' ~ ~ s i n ~  9) (1 -d2 sin2+)(1 - xffe sin2 4) (1 - x"xfrgsin4.%) 

+sin" cos" (I - xI2 xffB sin2 4) (1 - xr2 sin2 9) (1 - xfI2 sin") (1 - xf%"' sin4 9) 

- 2 (1 - $'xlfa sine 9 sin*+) sin 9 cos p sin$ cos* A (9) A (+). 1 

Mais oh a 

(4 - (1 - xfZxlfz sin4+) = 
= (1 - xIP xff2 sine +) ( I  - x'2x"2 sin2+) - ccs2 4 (sina 9 - sin") 

en sorte que la précédente expression devient 

-xrS dlbsin2 9 sin") [sin 9 cos $A (4) - sin .S COB+ A (+)12 - 
-da x"' coss + cosB+(sin"- sina 4) [sin2 9 (1 -d8 sin2+) (1 -x1'2sin' 4) 

- sina+ (1 - xr2 sine $) (1 -xff2 sinP 

et après quelqiles réductions cette derniére peut s'écrire sous la forme 

D (4 - xl%"' sin2 $J sin2 4) [sin 9 cos 9 A (+) - sin?C.cos 4 A ($)12- 

- rfz1Ol2 cos2 9 cosa J. (sin2 - sin9$))' \ .  
Slais on trouve aussi 

d'où, en remettant pour D sa valeur, et en posant (selon la notation de 
mon Mémoire, tom. II de ce Journal, pag. 18), 

sin lg cos 9 A (1) - sin d cos + A (rp) v (9, +)= sin* y sinz$ 7 

?- X Supposons maintenant que x =: . alors x,= X, = 2 ,  d'où resultent les équa- 
2 

tions (en nous rappellant (3)) 

1 1 + x 'x"  
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[ F  (m,, $,) + F (nz,, S,)] X tanam [ F  (m,, a,) -t- F (rn,, r,)] = 

- 
en sorte que pour x =II et en supposant que le.systéme (2) a lieu, nous 2 
obtenons l'équation suivante 

Cette équation que nous venons de tirer dg la thÇorie des fonctions ellip- 
tiques, peut se déduire aussi des équations 

que j'ai doiinées, tom. II de ce Journal, page 18. En effet, en posant x =?- 2 
dans ces dernieres, on a 

COS 9 COS $ COS G COS 7 

v ( q 7  4) = s inosinr  V(O,T)=---- sinp,sin+ ' 

en sorte que nous trouvons 

e t  il est facile de faire voir que la valeur de cette derniére quantiG est 
(1 - da) (1 - xrre) (1 - r'2~'p". (Voir tom. II  de ce Journal, page 17.) 

La valeur de v pour que l'arc de la ligne de courbure correspondante 
b c 

soit capable d'être exprimé par des fonctions elliptiques est -, les valeurs 
a 

a b  étant inadmissibles: et il existe toujours sur l'ellipsoïde (1) une c ' b  
ligne de courbure (v) dont l'arc dépend des fonctioi~s elliptiques, et  qui 
est située sur 17hyperboloïde 

La différentielle de l'arc dont il s'agit a pour expression 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



302 M. R o b  e r  t s : Lignes de Courbure de l'elripsoïde. 

a? b 
et ,  en mettant ,u=t*, -=a, -=@, elle devient 

b c c 

1 Soit maintenant t + - -- u ,  ce qui donne t -  

Pour les points de l'arc dont il s'agit, situés entre le sommet O pour 
lequel p = b et le point P pour lequel p= VbC, il faut prendre le signe 
inférieur: et pour les arcs comptés depuis ce dernier point jusqu'au sommet 
Q pour lequel p=c,  le signe supérieur doit être employé. Par conséquent 
la longueur de l'arc cobpté depuis le sommet O jusqu'h un point quelconque 
T sur l'arc O P  est exprimée par l'intégrale 

( d u  - 

nous trouvons, en adoptant la notation des fonctions elliptiques et en nous 
E 

rappelant que pour p = b on a 3, = 3, = 2 3 

a?-bc a2+ bc 
arc O T=+ 1% (E(n2)-E(np,  3,)) -- a ( ~ ( n ~ )  - 

2vbT, et pour le point P Pour trouver la longueur de l'arc. O P ,  soit sinh = - 
b + c  

nous avons .3,=il, 3,=0, en sorte qu'on a 
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La longueur de l'arc compté du point P et terminé & un point quelconque 
T' entre P et le sommet (2, pour lequel p=c, a pour valeur 

+ +)2 - t t2  

-2- ( d u  +. \im lkdu ) ,  
$ + +J- t t 2  

2 

d'où l'on déduit 

+ 

Pour le sommet Q on a 3, = 3, = ;, en sorte que nous tirons 

En prenant la somme des arcs O P ,  PQ, nous obtenons pour le quart de la 
a"6c 

ligne de courbure, pour laquelle v =-, la valeur - a a E(n,): ce qui con- 

duit B la propriété remarquable que la circunférenbe de la ligne de cpurbure 
dont il s'agit est égale à la circonfhence d'une ellipse plane dont le demi- 

a'- bc , e t  dont l'excentricité est a(c-b) axe grand est --- a a L - b c  
On déduit pour l'arc Q T' l'expression suivante 

Les angles 9,' 9, sont liés par la relation 

Soient V, V r  deux points situés respectivement sur les arcs O P ,  PC) 
et soient p, ,ut le demi-axes focaux des hypeiboloïdes gauches qui les dé- 
terminent: nous appelons p o i n t s  co r r e s p o  n d a n  s deux points pour les- - 
quels on a ppf= bc:  en vertu de cette relation on a -!!- -- en sorte y%- p' 
que les angles 3,, 3, pour ces points ont les memes valeurs. Posons 
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et pour les points correspondans on aura 

Si V ,  Vr sont deux points correspondans, on trouve 

arc QVr+ arc OV= a2- bc 
a 

On trouve, en retranchant du quart OQ la somme des arcs OV, QVr, que 
a" 71 c l'arc V V f  terminé par deus points correspondans est égal Ct -- 

a a% 321, 
a"bc 

OU bien h l'arc d'une ellipse. plane dont le demi-axe grand est - a et 
a(c-b) dont l'excentricité est 
a-- bc 

Il est bon de remarquer que les demi-axes focaux des hyperboloïdes gau- 
ches qui passent par chaque point de la ligne de courbure de l'ellipsoïde 

(1) pour laquelle r = - sont égaux aux abscisses correspondantes dirigées 
0; 

suivant l'axe des x. 

Dans la premiere partie de ce Mémoire j'ai démontré qu'en désignant par - - 
a,  va"b2, \la"-c"es demi-axes d'un ellipsoïde, si c2> a b ,  il existe 
une ligne de courbure située sur un hyperboloïde gauche homofocal dont 
les arcs s'expriment par des fonctions elliptiques. Je me propose mainte- 
nant de faire voir, sans supposer que les axes sont assujettis à remplir 
aucune condition, qu'une ligne de courbure de la même esphce se trouve 
sur l'ellipsoïde', l a p e l l e  jouit de la r n h e  propriété. 

Pour cela je donnerai quelques formules préliminaires qui sont requises 
pour la démonstration du théorkme que je viens d'énoncer. 

Posons maintenant 

- f i -LI  (1 - fg )  sin 0 E, - -- ~ , = - f - 9 ,  sinO1= (1 -- fg) sin 8 
l - k f j .  1 - f g  1 + fg sin2b sin 8 - - 1 - fg sinfb' 
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(les quantités f, g sont plus grandes que zéro, et inférieures l'unité) 

A (f, g , f g , O )  = \1(1 - fa sin") (1 - g2 sine 8 )  (1 - f Qg" siu"6 : 

on aura 

S sin20 tan98dû - tan 8 ,  \11- E: sin* 8, - E(e, , O , )  + 
g ,  fg, 8) - w-fi) (1-g2) 

- 
Posons dans Ies formules (1), (2), (3) sin 0 = v-4  tan^, 

nous tirons de ces substitutions 

Aanali di Matematica, tom0 III, 89 
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~ o y r  trouver -les valeurs des trois intégrales définies 

1 
il faut remarquer qu'en posant tan h = - 3 l'angle X, demeure positif depuis 

Vfi 
n x = 0 a x = 2 et devient négatif depuis x = L B x = Z.  Soit aussi o la 

valeur de X, pour x = il. Or nous avons 
n 

en sorte, qu'en ayant égard à la formule (4), nous trouvons 
u 

et par conséquent - l 

7T - 

D'une manière semblable nous tirons des formules ( 5 ) ,  (6) 
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Considérons maintenant le systéme des *trois surfaces homofocales 

b b Si nous mettons f' = - g' = - , cn tirant de l'équation a C 

la valeur de p ,  nous trouvons 

En posant Y= b  sin^ et en rappelant la formule que j'ai donnée pour l'arc 
d'une ligne de courbure (p ) ,  tom. II de ce Journal, page 15, on déduit 
des équations (4), (5), (6) que les arcs de la ligne de courbure de l'ellip- 
soïde (7) qui se trouve sur l'hyperboloïde gauche dont l'équation est 

dépendent des fonctions elliptiques. 
En posant maintenant 7, = u*, v2=v4, si l'on a 

U ~ - V ~ + ~ U V ( ~ - U ~ ~ ~ ) =  0 ,  
- r 

les quantités r, ,  r2 sont liées par l'équation qui corrispond à la transfor- 
mation modulaire pour le nombre impair 3 (voir les Fundamenta nova, 
page 23). Dans ce cas nous t,rouvons 
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et  cette équation conduit B la relation suivante entre les axes de l'ellip- 
soïde (7) : 

et la ligne de courbure que je viens de discuter coïncidera avec la ligne de 
courbure (pl que j'ai déj& indiquée dans la premihre partie de ce Mémoire, 
camme ayant ses arcs dépendents dee fonctions elliptiques.. 

Oollege de la Trinite B Dublin, avril 1869 et  janvier 1870. 
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Sur  les hypothhses 
qui servent de fondement 

à la Géométrie. 

Mémoire posthume de B. RIEMANN (*), publié par R. DEDEKIND 
et insérée dans le tome XII1 des Mémoires d e  la Société Royale 

des Sciences de Gœttingue (1867). 

Traduit de  I'allemand 
par MT. J. HOÜEL, prof. à Bordeaux. 

Plan de cette Btnde. 

O n  sait que la géometrie admet comme donnees prealables non seule- 
ment le concept de l'espace, mais encore les premieres idées fondamentales 
des constructions dans l'espace. Elle ne donne de ces concepts que des de- 
finitions nominales, les determinations essentielles s'introduisant sous forme 
d'axiômes. Les rapports mutuels de ces données primitives restent envelop- 
pés de mystére; on n'aperçoit pas bien si elles sont nécessairement liées 
Bntre d e s ,  ni jusqu'à, quel point elles le sont, ni même a pr ior i  si elles 
peuvent l'être. 

Depuis EUCLIDE jusqu'h LEGENDRE, pour ne citer que le plus illustre des 
réformateurs modernes de la géométrie, personne parmi les mathématiciens 
ni parmi les philosophes n'est parvenu Qclaircir ce mystbre. La raison 
en est que le concept geinéral des grandeurs de dimensions multiples, 

(*) Ce MBmoire a Bt6 l u  par 1'Auteur le 10 juin 1854 B l'occasion de ses épreuves d'ad- 
mission à la faculté philosophique de Gœttingue. Ainsi s'explique la forme de son expo- 
sition, oh les recherques analytiques ne sont qu'indiquées. J e  compte revenir plus tard 
s u r  ces recherches dans des Notes spéciales. - R. DEDEKIND. 
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comprenant comme cas particulier les g-randëurs étendues, n'a jamais ét6 
l'objet d'aucune étude. En conséquence, je me. suis po& d'abord le pro- 
bléme de construire, en partant du concept général de grandeur, le con- 
cept d'une grandeur de dimensions multiples. Il ressortira de 1% qu'une 
grandeur de dimensions multiples est susceptible de différents rapports mé- 
triques, et que I'espace n'est par suite qu'un .cas particulier d'une gran- 
deur de trois dimensions. Or il s'ensuit de '18 nécessairement que les propo- 
sitions de la géometrie ne peuvent se déduire des concepts généraux de 
grandeur, mais que. les propriétés par lesquelles I'espace se distingue de 
toute aiitre grandeur imaginable de trois dimensions, ne peuvent être em- 
pruntées qu'A l'expérience. De 1C1 surgit le probléme de rechercher les 
faits les plus simples au moyen desquels puissent slétabli,r les rapports mé- 
triques de l'espace, problè.me qui, par la nature même de l'objet, n'est pas 
complètement déterminé; car on peut indiquer plusieurs systémes de faits 
simples, suffisants pour la détermination des rapports métriques de l'espac,e. 
Le plus important, pour notre but actuel, est celui ~U'EUCLIDE a pris pour 
base. Ces faits, comme tous les faits possibles, ne sont pas nécessaires; 
il n'ont qu'une certitude empirique, ce sont des hypothéses. On peut donc 
étudier leur probabilité, qui est certainement trés-considerable dans les Ii- 
mites de l'observation, et juger d'aprés cela du degré de sûreté de l ' e ~ t e n -  
sion de ces faits en dehors de ces inêmes limites, tant dans le sens des 
irnmensurablement grands que dans celui des irnmensiirablement petits. 

Concept d'une grandeur de n dimensions. 

En essayant maintenant de traiter le premier de ces problèmes, relatif . - au développement du concept d'une grandeur de dimensions multiples, je 
me crois d'autant plus obligé de solliciter l'indulgence, des lecteurs, que 
jeasuis moins exercé dans les travaux philosophiques de cette nature, dont 
l a  difficnltS réside plutôt dans la conception que dans la construction, et 
qu'A I'exceptioq d e  quelques bréves indications données par M. Gauss dans 
son second Mémoire sur les résidus biqpadratiques, dans les gelelwte An- 
l e i p i  de Gcettingue et dans sou ~ e r n o i r e  -de jubilé, et de quelques recher- 
hces philosophiques de HERBART, je n'ai pu m'aider d'aucun travail antérieur. 
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Les concepts de grandeur ne sont possibles que là où il existe un con- 
cept général qui permette différents modes de détermination. 'Suivant qu'il 
est, ou non, possible de passer de l'un de ces modes de détermination 8 
?in autre d'une maniére continue, ils forment une v a r i é t é  (*) continùe ou 
une v a r i é t é  discrète; chacun en particulier de ces modes de détermination 
s'appelle djns les premier cas un point, dans le second un élément de cette 
v a r i é  t é. Les concepts dont les modes de détermination forment une v a r i é  t 6 
discrète sont si fréquents que, étant donnés des objets qu.elconques, il se 
trouve toujours, du moins dans les langues cultivées, un concept qui les 
comprend (et les mathématiciens étaient par conséquent en droit, 'dans ln 
théorie des grandeurs discrètes, de prendre pour point de départ la condi- 
tion que les objets donnés soient considérés -comme de même esphce). Au 
contraire les occasions qui peuvent faire naître les concepts dont les modes 
de détermination forment une v a r i é t é  continue, sont si rares dans la vie 
ordinaire, que les lieux 'des objets sensibles et les couleurs sont à-peu-prhs 
les seuls concepts simples dont les modes de détermination forment une 
v a r i é t é  de plusieurs dimensions. c'est seulement dans les hautes mathéma- 
tiques que les occasions pour la formation et le développement de ces con- 
cepts deviënnent plus fréquentes. 
- Une partie d'une v a r i  é té ,  séparée du reste par une marque ou par une 
limite, s'appelle un q u a n t u m .  La comparaison des q u a n t  a au point de 
v u e  de la quantité s'effectue, pour les grandeurs discrètes, au ,moyen du 
dénombrement; pour les grandeurs continues au  moyen de la  mesure. La 
mesure consiste dans une siiperposition des grandeurs à comparer; il faut 
donc, pour mesurer, avoir un moyen de transporter la grandeur qui sert 
d'étalon de mesure pour les autres. Si ce moyen &anque, on ne pourra 
alors comparer entre elles deux grandeurs,. que si l'iine d'elles est une 
partie de l'autre, et encore dans ce' cas iie pourra-t-on décider que la ques- 
t ion-du plus grand ou du plus petit, et non celle du rapport numérique. 
Les recherches auxquelles un tel cas peut donner lieu forment une branche 
'générale de la théorie des grandeurs, indépendante des déterminatïons mé- 

(*r Varietas, Mannigfaltigkeit. Voy-G~uss, Theorin res. biqund. I I ,  et Anaeige a u  
derselben [Werke, II, pages 110, 116 et  118). (Note du trad.) 
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triques, et dans laquelle elles ne sont pas considérées comme existant indé- 
pendamment de la position, ni comme exprimables au moyen d'une unité, 
mais comme des régions dans une va r i é t  é. De telles recherches sont de- 
venues nécessaires dans plusieurs parties des mathématiques, notamment 
pour l'étude des fonctions analytiques h plusieurs valeurs, et c'est surtout 
à cause de leur imperfection que le célébre théorème  ABEL EL, ainsi que, les 
travaux de LAC~RANC~E, de PFAFF, de JACOBI sur la théorie générale des équa- 
tions différentielles, sont restés si longtemps stériles. Dans cette branche 
générale de la théorie des grandeurs étendues, où l'on ne suppose rien de 
plus que ce qui est déjh renfermé dans le concept de ces grandeurs, il. 
nous suffira, pour notre objet actuel, de porter notre étude sur deux points, 
relatifs, le premier B la génération du concept d'une v a r i é t é  de plusieurs 
dimensions, le second au moyen de ramener les déterminations de lieu 
dans une v a r i  é té  donnée & des déterminations de quantité, et c'est ce 
dernier point qui doit faire clairement ressortir le caracthre essentiel d'une 
étendue de n dimensions. 

Etant donné un concept dont les modes de détermination forment une 
v a r i é  t é  continue, si l'on passe, suivant une maniére déterminée, d'un 
mode de détermination (t un autre, les modes de détermination parcourus 
formeront une varjé  t é  étendue dans un seul sens, dont le caracthre essen- 
tiel est que, dans cette v a r i é t é ,  on ne peut, en partant d'un point, s'a- 
vancer d'une maniére continue que dans deux directions, en avant et en 
arriére. Imaginons maintenant que cette v a r i é t é  se transporte ta son tour 
sur une autre variété complétement distincte, et cela encore d'une manière 
déterminée, c'est-à-dire, tellement que chacun de ses points se transporte 
en un point déterminé de l'autre v a r i é t é ;  l' ensemble des modes de dé- 
termination ainsi obtenus formera une var i6  t é de deux dimensions. On 
obtiendra semblablement une va r i é  t é  de trois dimensions, si l'on conçoit 
qu'une v a r i é  t 6 de deux dimensions se transporte d'une manibre détermi- 
née sur une autre complètement distincte, et il est aisé de voir comment 
on peut poursuivre cette constructioq. Si, au lieu de considérer le concept 
comme déterminable, on considbre son objet comme variable, on pourra d$ 
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signer cette construction comme la composition d'une variabilité de n + l 
dimensions au moyen d'une variabilité de n dimensions et d'une variabilité 
d'une seule dimension. 

Je vàis maintenant montrer réciproquement comment une variabilité, dont 
le champ est donné peut se décomposer en une variabilité d'une dimension 
et une variabilité d'un nombre de dimensions moindre. Concevons, pour 
cela, une portion variable d'une varié t é  d'une dimension, comptée à partir 
d'un point fixe, de facon que ses valeurs soient comparables entre elles; sup- 
posons que cette portion ait, pour chaque point de la va r ié té  donnée, une 
valeur déterminée, changeant avec ce point d'une maniére continue; ou, 
e n  d'autres termes, imaginons, A l'intérieur de la variété donnée, une 
fonction continue du lieu, fonction qui ne soit pas constante le long d'une 
portion de cette v a r i é t  6. Tout système de points, pour lequel la fonction 
a une valeur constante, forme alors une v a r i é  té continue d'un moindre 
nombre de dimensions que la v a r i é t é  donnée. Ces v a r  i é t  6s , lorsqu' on 
fait varier la fonction, se transforment d'une maniere continue les unes 
dans les autres; on pourra donc admettre que l'une d'entre elles engendre 
les autres, et cela pourra avoir lieu, généralement parlant, de telle facon 
que chaque point de l'une se transporte en un point déterminé de l'autre. 
Les cas d'exception, dont l'étude est importante, peuvent être ici laissés 
de côté. Par l i ,  la détermination de lieu dans une v a r i é t é  donnée se ra- 
mbne à une détermination de grandeur, et à une détermination de lieu 
dans une va r ié té  d'un moindre nombre de dimensions. Or il est aisé de 
faire voir que cette derniere v a r i é t  6 a n - l dimensions, lorsque la v a- 
r i é t é  donnée en a n. En répétant n fois ce procéd6, la détermination de 
lieu dans une va r ié té  de n dimensions se trouvera donc ramenée à n dé- 
terminations de grandeur, et ainsi la détermination de lieu dans une v a -  
r i  é t é  donde,  quand cela est possible, se réduit à un nombre fini de dé- 
terminations de quantité. Toutefois il y a aussi des va r ié tés  dans les- 
quelles la détermination de lieu exige, non plus un nombre fini, mais soit 
une série infinie, soit une variété continue de déterminations de gran- 
deur, Telles sont, par exemple, les variéjt é s  formées par les détermina- 
t i o n ~  possibles d'une fonction dans une r6gioa 'donnée, par les formes pos- 
sibles d'une figure de l'espace, etc. 

Annali di Matematica, tomo III. 40 
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Rapports métriques dont est susceptible une varidté de n dimensions, dans 
l'hypothèse oh les lignes possbdent une longueur, indépendaniment de leur 
position, et  oh toute ligne est ainsi mesnrable par toute autre ligne. 

Apr'es avoir construit le concept d'une v a r i é t é  de n dimensions, et trouvé 
pour caractére' essentiel d'une telle v a r i é t é  cette propriété que la détermi- 
nation de lieu peut s'y ramener à n déterminations de grandeur, nous ar- 
r i ~ 0 n s . a ~  second des problémes poses plus haut, savoir & l'étude des rap. 
-ports métriques dont une telle variété est susceptible, et des conditions 
suffisantes-pour la détermination de ces rapports métriques. Ces rapports 
métriques ne peuvent btre étudiés que dans des conc,epts de grandeur ab- 
straits, et  Ieur dépendance ne peut se représenter que par des formules. 
Dans certaines hypothéses, cependant, ils sont décomposables en rapports 
qui, pris séparément, sont susceptibles d'une représentation géometrique, 
et  par 18 il devient possible d'exprimer géométriquement les résultats du 
caIcul. Ainsi, pour arriver & un terrain solide, on ne peut, il est vrai, éviter 
dans les formules les considérations abstraites, mais du moins les résultats 
du calcul. pourront ensuite être représentés sous forme géométrique. Les 
fondements de ces deux parties de la question sont établis dans le célbbre 
Mémoire de M. Gauss: Disquisitiones generales circa superficies curvas. 

Les déterminations métriques exigent l'indépendance entre les grandeurs 
et  le lieu, ce qui peut se realiser de plusieurs manieres. L'hypothèse qui 

s'off!e .d'abord, et que je développerai ici, est celle dans laquelle la longueur 
des lignes est indépendante de leur position, et où par suite chaque ligne 

,est .mesurable au moyen de chaque autre. La détermination de lieu étant 
ramenée à des déterminations de grandeurs, et  la position d'un point dans 
la v a r i é t é  donnée & n dimensions étant, par suite, exprimée au moyen 
de n grandeurs variables x, , x, 1 x,, . . . . xn, la détermination d'une ligne 
.reviendra 3 ce que les quantités x soient dopnées comme des fonctions d'une 
variable. Le problème consiste alors ?i Qtablir une expression mathématique de 
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la longueur d'une ligne, et A cet effet il faut considSrer les quantités x' comme 
exprimables en unités. J& ne traiterai ce problème que sous'certaines restric- 
tions, et je me bornerai d'abord aux lignes dans lesquelles les rapports entre 
les accroissements d x  des variables x correspondantes varient d'une ma- 
niere continue. On peut alors concevoir les lignes décomposées en éléments, 
dans l'étendue desquels les rapports des quantités dx puissent être regardés 
comme constants, e t  le probléme revient alors h établie pour chaque point 
une expression générale de l'élément linéaire d s  partant de ce point, expres- 
sion qui contiendra ainsi les quantités x et les quantités drc. J'admettrai, 
en second lieu, que la longueur de l'élément linéaire, abstraction faite des 
quantités du second ordre, reste invariable, lorsque tous les points de cet 
élément subissent un même dbplacement infiniment petit, ce  qui implique 
en même temps que, si toutes les quantités dx croissent dans un même 
rapport, l'élément linéaire varie également dans ce même rapport. Ces hy- 
potheses admises, l'élément linkaire pourra être une fonction homoghe  
quelconque du premier degré des quantités d x ,  qui restera invariable lors- 
qu'ou changera les signes de toutes les quantité d x ,  et dans laquelle les 
constantes. asbitraires seront* des fonctions continues des quantités x. Pour 
trouver les cas les plus s im~les ,  je  chercherai d'abord une expression pour 
les v a r i é t é s  de n - l  dimensions qui sont partout équidistantes de l'origine 
de l'élément linéaire; c'est-à-dire que je chercherai une fonction continue 
du lieu qui les distingue les unes des autres. Cette fonction devra ou croîtri 
ou décroître dans toutes les directions à partir de l'origine; j'admettrai qu'el16 
croisse dans toutes les directions, e t  qu'ainsi elle ait un minimum à l'ori- 
gine. Il faut alors, si ses quotients différentiels du premier et  du second 
ordre sont finis, que la différentielle du premier ordre s'annule, et  que celle 
du second ordre ne devienne jamais négative; j'admettrai qu'elle reste tou- 
jours positive. Cette expreskon différentielle du second ordre reste donc 
constarite, lorsque ds reste constant, e t  croit dans le rapport des carrés; 
lorsque les quantités d x  et par suite aussi d s  varient toutes ensemble dans 
un même rapport ; elle est donc = const. x d sa, et par conséquent ds = 
la racine carrée d'une fonction entiére homogene du second degré, toujours 
positive, des quantités dx, dans laquelle les coefficients sont des fonctions 
continues des quantités x. Pour l'espace, si l'on exprime la position du 
point en coordonnées rectangulaires, ona a d s =$Z (dx)" l'espace est donc 
compris dans ce' ca; le plus simple dé tous. Le cas ' le plus- simple '.après 
celui-là ' comprendrait les Ka r i 15 t 6s  dans 'lesquelles 1'élément linéaire serait 
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exprimé par la racine quatrieme d'une expression différentielle du qua- 
tribme degré. L'étude de cette classe plus générale n'exigerait pas des 
principes essentiellement différents, mais eile prendrait un temp assez cou- 
sidérable, et ne contribuerait pas beaucoup, relativement, & éclaircir la 
thébrie de l'espace, d'autant plus que les résultats ne pourraient s'expri- 
mer géometriquement. Je me bornerai donc aux v ar  i é t é s  dans lesquelles 
l'élément linéaire e$t exprimé par la racine carrée d'une expression diffé- 
rentielle du second degré. Une telle expression peut être transformée en 
une autre semblable, en remplaçant les uz variables indépendantes par des 
fonctions de n nouvelles variables indépendantes. Nais on ne pourra pas 
par ce moyen transformer une expression quelconque en une autre expres- 

l coefficients, qui sont des sion quelconque; car l'expression contient n - 2 
fonctious arbitraires hes variables indépendantes; or par l'introduction de 
nouvelles variables, on n e  pourra satisfaire qu'h n relations, et par suite 
on ne pourra égaler que n des coefficients 8 des quantités données. Les 

n-1 n- 2 coefficients restants sont alors completement déterminés par la na- 

ture même de la v a r i é t é  qu'il s'agit de représenter, et ainsi la détermi- 
n-1 nation de ses rapports métriques exige n- fonctions du lieu. Les va- 2 

r i é t é s  dans lesquelles l'élément linéaire peut, comme dans le plan et dans 
l'espace, se ramener & la forme \ IZ(dx)" ne forment donc qu'un cas par- 
ticulier des va r i é t é s  que nous étudions ici; elle meritent un nom spé- 
cial, et j'appellerai, en conséquence, les va r i é t é s  dans lesquelles le carré 
de l'élément linéaire peut se ramener Li une somme de carrés de différen- 
tielles compl&tes, va r i é  t é s  p lanes .  Pour pouvoir maintenant passer en re- 
vue les diversités essentielles de toutes les var ié tés  susceptibles d'ktre 
représentées sous la forme considérée, il est nécessaire de laisser de c6té 
les diversités provenant du mode de représentation, et l'on y parvient en 
choisissant les grandeurs variables d'apres un principe déterminé. 

A cet effet, imaginons quqh partir d'un point donné on ait construit le 
systbme des lignes de plus courte distance qui passent par ce point; la po- 
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sition d'un point indéterminé pourra étre fix6a alors au moyen de la direc- 
tion initiale de la ligne de plus courte distance sur laquelle il se trouve, 
et de sa distance comptée sur  cette ligne partir de l'origine, et par con- 
séquent elle pourra s'exprimer au  moyen des rapports d x o  des quantités 
d x: sur cette ligne de plus courte distance, e t  au moyen de la longueur 
s de cette ligne. Introduisons maintenant, au lieu de dxO, des expressions 
linéaires d a ,  formées avec ces quantités, e t  telles que la valeur initiale 
du carré de l'élément soit égale (t la somme des carrés de ces expressions, 
de telle sorte que les variables indépendantes soient la grandeur s et les 
papports des quantités d a ;  e t  remplaçons enfin les d a  par des quantités 
x, , x,, . . . , x, qui leur soient proportionnelles, et  dont la somme des carrés 
soit =sB. Si l'on introduit ces grandeurs, alors, pour des valeurs infini- 
ment petites des x, le carré de l'élément linéaire sera = 2 d  x8 ; le terme 
de l'ordre suivant dans ce carré sera égal B une fonction homoghne du 

n-1 second degré des n - 2 grandeurs (x, dx,-x,dx,), (x, dx,-x,dx,),.. . ., 
c'est-&-dire qu'il sera un infiniment petit du quatriéme ordre; de telle sorte 
que l'on obtient une grandeur finie en divisant ce terme par le carré du 
triangle infiniment petit dont les sommets correspondent aux systbmes de 
valeurs (0, 0, O, .,), (x,, x,, x,, . . . ,), (dg1, dxB7 dxs, .  . .) des variables. Ce 
terme conserveJa même valeur, tant que les quantités x et d z  sont con- 
tenues dans les memes formes linéaires binaires, ou tant que les deux lignes 
de plus courte distance, depuis les valeurs O jusqu'aux valeurs x et depuis 
les valeurs O jusqu'aux valeurs dx ,  restent dans le meme élément superfi- 
ciel, e t  i l  ne dépend, par conséquent, que du lieu et  de la  direction de 
cet élément. Ce terme est évidemment 0, lorsque la v a  r i  é t  6 représentée 
est plane, c'est-à-dire, lorsque le carrd de l'é16ment linéaire est réductible h 
i) d x2, et il peut, par conséquent, être considéré comme la  mesure de la quan- 
tité dont la v a r i é t é  s'écarte de la p l a n a r i t e  (*) en ce point e t  dans cette 
direction superficielle. En le multipliant par - t ,  il devient égal la quan- 
tité que GAUSS a appelée la mesure de courbure d'une surface. Pour déter- 
miner les rapports métriques d'une va r i é t é  (t n dimensions, susceptible 
d'une représentation sous la forme suppkée, on a trouvé tout & l'heure 

n-1 que n- 2 fonctions du lieu sont nécessaires; si donc on donne en chaque 

(*) Ebenhsit dans I'origid. 
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n-1 point la mesure de la courbure suivant n - 
2 directions superficielles, on 

.pourra déterminer par leur moyen les rapports métriques de la v a r i é t é ,  
pourvu seulement qu'entre ces valeurs il n'existe pas des relations iden- 
tiques, relations qui effectivement n'existent pas en général. Les rapports 
métriques de ces v a r  i é t  é s  où l'élément linéaire est représenté par la racine ' 

carrée d'une expression différentielle du second degré, peuvent ainsi s'ex- 
' primer d'une maniere tout-&-fait indépendante du choix des grandeurs va- 

riables, On peut encore dans ce but suivre une marche toute semblable 
dans le cas des v a r i é  t é s  où l'élément linéaire s'exprime moins simplement, 
par exemple, au moyen de la racine quatriéme d'une expression différentielle 
du quatrieme degré. Alors l'élément linéaire ne serait plus, en général, 
réductible à la forme de la racine carrée d'une somme de carrés d'ex- 
pressions différentielles, et  par conséquent, dans l'expression du carré de 
l'élément linéaire, l'écart de la pl  a n a r i  t é  serait un infiniment petit du 
deuxikme ordre, tandis que, dans les v a r i  é t é s  considérées précédemment, 
cet écart était un infiniment petit d u  quatrieme ordre. Cette propriété de 
ces dernieres v a r i é  t é s  peut bien être nommée p l a n a r i t  é dans les p a r t i e s  
inf ini ' tés imales .  Mais la propriété de ces v a r i é t é s  la plus importante 
pour notre objet actuel, et la seule en vue de laquelle nous avons étudié 
ici ces v a r i é t é s ,  est celle qui consiste en ce que les rapports des va r i é -  
t é s  de deux dimensions peuvent se représenter géométriquement par des 
surfaces, et que ceux des v a r i é t é s  d'un plus grand nombre de dimensions 
peuvent se ramener B ceux des surfaces qu'elles renferment. Cela demande 
encore une courte explication. 

Dans la manikre de concevoir les surfaces, aux rapports métriques intrin- 
sèques, dans lesquels on n'a à considérer que les longueurs des chemins 
tracés sur ces surfaces, se mêle toujours l'idée de leur position relative- 
ment aux points placés eri deh8rs d'elles. Mais on peut faire abstraction 
des rapp_orts extérieurs, lorqu'on fait subir & ces surfaces des changements 
tels que les longueurs des lignes qui y sont situées restent invariables, 
c'est-à-dire , lorqu'on les suppose flexibles s a n s e x  t e n s i O n ; et que l'on 
considère c,omme de m8me espèce toutes les surfaces ainsi obtenues. Ainsi, 
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par exemple, des surfaces cylindriques ou -coniques, quelcoiriques serout re- 
gardées comme équivalentes A un plan, parce qu'elles peuvent s'y appli- 
quer par simple flexion, leurs, rapports ' métriques intrinséques demeurant 
invariables, et  toutes les propositions qui concernent ces rapports, c'est-à- 
dire a toute la. planimétrie, continiiant B subsister. Elles sont, au contraire, 
essentiellement non-équivalentes h la sphère, qui ne peut pas se transfor- 
mer sans extension en un plan. .D'apr&s la recherche précédente, les rela- 
tions métriques intrinsèques, dans une grandeur à deux dimensions, lorsque 
l'élément linéaire peut s'exprimer par la racine carrée d'une expression dif- 
férentielle du second degré, comme cela arrive dans les surfaces, sont cara- 
ctérisées en chaque point par la mesure de courbure. O n  peut donner à 
cette quantité, dans le cas des surfaces, une interprétation sensible aux 
yeux, en établissant qu'elle est le produit des deux courbures de la sur- 
face au point considéré, ou encore, que son produit par un triangle infini- 
ment petit formé de lignes de plus courte distance est égal & la moitié de 
l'excès de la somme des angles de ce triangle, évalués en parties du rayon, 
sur deux angles droits. La premiére définitioli- supposerait ce théorème, que 
l e  produit des deux rayons de courbure reste invariable, lorsque la su~face 
subit une simple flexion; la seconde supposerait'que, pour le même lieu, 
l'excks' de la somme des angles d'un triangle infiniment petit sur deux 
angles droits est proportionnel à l'aire du triangle. Pour donner une repré- 
sentation saisissable & la mesure de courbure d'une v a r i é  t é  de 9% dimen- 
sioris en un point donné e t  suivant une direction superficielle donnée pas- 
sant par ce point, il faut partir de ce qu'une ligne de plus courte disfance, 
partant d'un poiat, est compléternent déterminée, quand on donne sa dire- 
ction initiale, D'aprbs cela, on obtient une surface déterminée, en prolongeant 
suivant des lignes de plus courte distance toutes les directions initiales 
partant du point donné et  situées sur l'élément superficiel donné, et cette 
surface a, au point donné, une mesure de courbure déterminée, qui est en 
même temps la mesure de courbure de la v a r i é  té  de n dimensions au 
point donné et suivant la direction superficielle donnée. 

Avant, de passer aux applications à l'espace, il faut encore présenter 
.quelques considérations sur les v a  r i é  t 6s planes en général ;- c' est-à-dire 
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sur les o a r i é t é s  dans lesquelles le carre de l'élément linéaire peut être 
représenté par une somme de carrés de différentielles complétes. 

Dans une va r i é t é  plane de n dimensions, la mesure de courbure en cha* 
que point et dans chaque direction est nulle; or, d'aprés la discussion pré- 
cddente, il suffit, pour déterminer les rapports métriques, de savoir qu'en 

n-1 chaque point elle est nulle suivant n- 2 directions superficielles, dont 

les mesures de courbure sont indépendantes entre elles. Les va r i é t é s  dont 
la mesure de courbure est partout =O, peuvent Btre considéré- comme un 
cas particulier des va r i é t é s  dont la mesure de courbure est partout cona- 
tante. Le caractkre commun de ces va r i é t é s  dont la mesure de couiibure 
est constante peut aussi s'exprimer en disant que les figures peuvent s'y 
mouvoir sans subir d'extension. Car il est évident que les figures ne pour- 
raient y être susceptibles de translations et de rotations arbitraires, si la me- 
sure de courbure n'était la meme en chaque point et dans toutes les direc- 
tions. Mais d'autre part les rapports métriques de la v a r i é t é  sont complè- 
tement déterminés par la mesure de courbure; donc les rapports métriques 
autour d'un point et dans toutes les directions sont exactement les mêmes 
qu'autour d'un autre point, et par suite on peut & partir de ce point exé- 
cuter les mêmes constructions, d'où il s'ensuit que dans les v a r i é t é s  OU 
la mesure de courbure est constante, on peut donner aux figures une po- 
sition arbitraire quelconque. Les rapports métriques de ces v a r i é  t é s  dé- 
pendent seulement de la valeur de la mesure de courbure, et quant h la 
représentation analytique, nous remarquerons que, si 1' on désigne cette 
valeur par a, on pourra donner h l'expression de l'élément linéaire la forme 

Pour éclaircir ce qui précéde par un exemple géométrique, considérons 
les surfaces  de mesure de courbure constante. Il est ais6 de voir que les 
surfaces dont la mesure de'courbure est constante et positive peuvent tou- 
jours s'appliquer sur une sphhre dont le rayon est égal B l'unité divisde par 
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la racine carrée de la mesure de courbure; mais, pour embrasser d'un coup 
d'œil la va r i é t é  toute entiére de ces surfaces, donnons C1 une d'elles la 
forme d'une sphére, et aux autres la forme de surfaces de révolution la 
touchant suivant l'équateur. Les surfaces de plus grande mesure de cous- 
bure que cette sphére toucheront alors la sphére intérieurement, et prendront 
une forme semblable à la partie extbrieure d'une surface annulaire, la plus 
éloignée de l'axe de cette surface. Elles seraient applicables sur des zones de 
sphérbs de rayon moindre, mais recouvriraient ces zones plus d'une fois. Les 
surfaces de moindre mesure de courbure positive s'obtiendront en décou. 
pant sur des surfaces sphériques de plus grand rayon un fuseau limitk par 
deux demi-grands cercles, e t  unissant entre elles les lignes de section. La 
surface de mesure de courbure nulle sera une surface cylindrique ayant 
pour base l'équateur; les surfaces de mesure de courbure négative touche- 
ront ce cylindre extérieurement, et auront une forme semblable à celle de 
la partie intérieure d'une surface annulaire, tournée vers l'axe. Si l'on con. 
sidére ces surfaces comme le lieu où peut se mouvoir un segment super- 
ficiel, de meme que l'espace est le lieu où se meuvent les corps, le seg- 
ment superficiel sera mobile sans extension dans toutes ces surfaces. Les 
surfaces B mesure de courbure positive pourront toujours recevoir une forme 
telle, que les segments superficiels puissent, de plus, s'y mouvoir sans 
flexion, et cette forme sera celle d'une sphkre; mais cela ne se peut plus 
dans le cas de la mesure de courbure négative. Outre cette propriété des 
segments superficiels d'être indépendants du lieu, la surface de mesure de 
courbure nulle possède encore la propdété -que la direction est indépen; 
dante du lieu, propriété qui n'existe pas chez les autres surfaces. 

III. 

Application A lyespaoe. 

Aprés cette étude sur la détermination des rapports métriques d'une gran- 
deur de rz dimensions, on peut maintenant indiquer les conditions sufKsantea 
et nécessaires pour la détermination des rapports métriques de l'espace, 
lorsqn'on admet comme hypothéses que les lignes sont indépendantes de 

Annali di Matematica, tomo I I I .  41 
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leur position, et  que l'élément linéaire est exprimable par la' racine 'carrée 
d'une expression différentielle du second dégré, c'est-à-dire que l'espace 
est une grandeur plane dans ses parties infinitésimales. 

Elles peuvent d'abord s'exprimer en demandant que la mesure de courbure 
en chaque point soit nulle suivant trois directions superâcielles, et par suite 
les rapports'métriques de l'espace sont déterminés, si la somme des angles 
d'un triangle est partout égale à deux droits. 

Si l'on suppose, en second lieu, comme EUCLIDE, une existence indépen- 
dante de la position, non seulement pour les lignes, mais encore pour les 
corps, il s'ensuit de 1Li. que la mesure de courbure est partout constante, et 
alors la somme des angles est déterminée dans tous les triangles, lors- 
qu'elle l'est dans un seul. 

Enfin l'on pourrait encore, en troisikme lieu, au lieu d'admettre que la 
longueur des lignes est indépendante du lieu et de la direction, supposer 
que leur loigueur et leur direction sont indépendantes du lieu. D'après ce 
point de vue, les changements de lieu ou les différences de lieu sont des 
grandeurs complexes, exprimablés au moyen de trois unités indépendantes. 

Dans le cours des considérations que nous venons de présenter, nous avons 
d'abord séparé les rapports d'étendue ou de région des rapports métriques, 
et  nous avons trouvé pue, pour les memes rapports d'étendue, on pourrait 
concevoir différents rapports métriques; 'nous avons 'ensuite cherché les 
systèmes de déterminations métriques simples, au  moyen desquels les rap- 
ports métriques de l'espace sont complktement détérminés, et dont toutes 
les propositions concernant ces rapports sont des conséquences nécessaires. 
I l  nous reste maintenant ii examiner comment, à quel degré et  avec quelle 
extension ces hypothkses sont confirmées par l'expérience. A ce point de 
vue, il existe entre les simples rapports d'étendue et les rapports métriques 
cette différence essentielle, que dans les premiers, où les cas possibles 
forment une v a r i é t é  discrète, les résultats de l'expérience ne sont, ii la 
vérité, jamais complètement certains, mais ne sont pas inexacts; tandis que, 
dans le seconds où les- cas possibles forment une v a r i é t  6 continue, toute 
détermination de l'expérience reste toujours inexacte, quelque grande que 
puisse être la probabilité de son exactitude approchée. Cette circonstance 
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devient importante lorsqu'il s'agit d'étendre ces déterminations empirique's 
au  del& des limites de l'observation dans~l'immensurablement grand ou dans 
l'immensurablement petit; car les seconds rapports peuvent évidemment 
devenir de plus en plus inexacts, des que i'on sort des limites de l'obser- 
vation, tandis qu'il n'en est pas de m h e  des premiers. 

Lorsqu'on étend les constructions de l'espace à l'immensurablement grand, 
il faut faire la distinction entre l'illimité et l'infini; le premier appartient 
aux rapports d'étendue, le second aux rapports métriques. Que l'espace soit 
une v a r i é t é  illimitée de trois dimensions, c'est-là une hypothkse qui s'ap- 
plique dans toutes nos conceptions du monde extérieur, qui nous sert à 
compléter chaque instant le domaine de nos perceptions effectives et 3 
construire les lieux possibles d'un objet cherché, et  qui se trouve constam- 
ment vérifiée dans toutes ces applications. La propriété de l'espace d'être 
illimité possbde donc une plus grand certitude empirique qu'aucune autre 
donnée externe de l'expérience. Mais l'infinité de l'espace n'en est en aucune 
manikre la conséquence; au  contraire, si l'on- suppose les corps indépen- 
dants du lieu, et  qu'ainsi l'on attribue A l'espace une mesure de courbure 
constante, l'espace serait nécessairement fini, dès que cette mesure de cour- 
bure aurait une valeur positive, si petite qu'elle fût. En prolongeant suivant 
des lignes de plus courte distance les directions initiales situées dans un 
élément superficiel, on obtiendrait une surface illimitée de mesure de cour- 
bure constante, c'est-$-dire une surface qui, dans une v a r i é  t é  plane de trois 
dimensions, pendrait  la forme d'une surface sphérique, et qui serait par 
conséquent finie. 

Les questions sur I'immensurablement grand sont des questions inutiles 
pour l'explication de la nature. Mais il en est autrement des questions sur 
l'immensurablement petit. C'est sur l'exactitude avec laquelle nous suivons 
les phénomhes dans l'infiniment petit, que repose essentiellement notre 
connaissance de leurs rapports de causalité. Les progres des derniers siècles 
dans la connaissance de. la nature mécanique dépendent presque seulement 
de l'exactitude de la construction qui est devenue possible grâce à, l'in- 
vention de l'analyse de l'infini, et aux principes simples découverts par 
ARCHIMEDE, par GALILÉE e t  par NEWTOW et dont se sert la physique mo- 
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derne. Mais dans les sciences naturelles, où les principes simples manquent 
encore pour de telles constructions, on cherche à reconnaître le rapport de 
causalit6 en suivant les phdnoménes dans l'étendue trbs-petite , aussi loin 
que le  permet le microscope.   es questions sur les rapports métriques de 
l'espace dans l'immensurablement petit ne sont donc pas des questions su- 
perflues. 

Si l'on suppose que les corps existent indépendamment du lieu, la mesure 
de courbure est partout constante, e t  il résulte alors des mesures astrono- 
miques qu'elle ne peut être différente de zero; dans tous les cas, il faudrait 
que sa valeur réciproque fût une surface en présence de laquelle la poitde 
de nos tèlescopes serait comme nulle. Mais si cette indépendance entre les 
corps et le lieu n'existe pas, alors des rapports métriques reconnus dans 
le grand on ne peut rien conclure pour ceux de l'infiniment petit; alors 
la mesure da courbure de chaque point peut avoir suivant troia directions 
une valeur arbitraire, pourvu que la courbure totale de toute portion mesu- 
rable de l'espace ne différe pas sensiblement de zéro; il peut s'introduire 
des rapports encore plus compliqués, lorsqu'on ne suppose plus que l'élé- 
ment linéaire puisse être représenté par la racine carri5 d'une expression 
différentielle du second degré. Or il semble que les concepts empiriques, 
sur lesquels sont fondées les déterminations métriques de l'étendue, le  con- 
cept du corps solide et celui du rayon lumineux, cessent du subsister dans 
l'infiniment petit. Il est donc trés-légitime de supposer que les rapports mé- 
triques de l'espace dans l'infiniment petit ne sont pas conformes aux hypo- 
thbses de la Géométrie, et c'est ce qu'il faudrait effectivement admettre, du' 
moment où l'on obtiendrait par 1CI une explication plus simple des phénoménes. 

La question de la  validité des hypothèses de la Géométrie dans l'infini- 
ment petit est liée avec la question du principe intime des rapports metri- 
ques dans l'espace. Dans cette dernibre question, que l'on peut bien encore 
regarder comme appartenant 9, la doctrine de l'espace, on trouse l'applica- 
tion de la remarque précédente, que, dans une v a r i é t é  discrbte, le  principe 
des rapports metriques est d6jh contenu dans le concept de cette va r i6  t é ,  
tandis que, dans une v a r i é t é  continue, ce principe doit venir d'ailleurs. 
Il faut donc, ou que la réalité sur laquelle est fondée l'espace forme une 
w a r i é t é  discrbte, ou que le fondement des rapporte métriques soit cherché 
en dehors de lui, dans les forces de liaison qui agissent en lui. 

La réponse 9. ces questions ne peut s'obtenir qu'en partant de la  concep- 
tion des phénombnes vérifiée jusqu'iai par l'experience, et  que NEWTON a 
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prise pour base, et en apportant B cette conception les modifications suc- 
cessives, exigées par les faits qu'elle ne peut pas expliquer. Des recherches 
partant de concepts ghé raux ,  comme l'étude que nous venons de faire, ne 
peuvent avoir d'autre utilité que d'empêcher que ce travail ne soit entravé 
par des vues trop étroites, et que l e  progres dans la  connaissance de la 
dépendance mutuelle des choses ne trouve un obstacle dans les préjugés 
traditionnels. 

Ceci nous Conduit dans le domaine d'une autre science, dans le domaine 
de la Physique, où l'objet auquel est destiné ce travail ne nous permet 
pas de pénétrer aujourd'hui. 
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Sur une intégrale, double definie. 

(par M. .WILLIAM ROBERTS, a Dublin.) 

Voic i  l'intégrale dont il s'agit: 

En désignant par U sa valeur et en mettant cosB =x, il est évident que 

L'intégration par rapport A x s'effectue tout de suite, en se rappelant que 

ce qui nous donnera pour U l'expression suivante: 

en posant, pour abréger, 

Afin de trouver la valeur de l'intégrale, à laquelle nous avons reduit , 
comme on le voit, la détermination de U, il sera bon de considérer l'inté- 
grale plus gé6érale 
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Dés qu'on aura obtenu cette derniere intégrale, il est évident qu'on en dé- 
duira l'évaluation de U, en y faisant m= 1. 

On aura donc, en se rappelant la valeur de t ,  
$7 

( C O S ~ ~  cosacp + cosap sin2?) dqr 
(cos' a + m%inaa) cos2 + (cos" + mmZsin2p) sina? ' 

O 

Mais on s'apercoit sans difficulté que 

en sorte qu'en posant 

R = cos2a + mesin2a, S =  cos"+ t 2 s i n 2 p ,  

Maintenant prenons un nouvel angle 4 tel que 

rn = cota tan+, 

ce qui donnera 

d m  cossa 
- - S tan2 p - mz) VRS sin a cos (1 - eosed a sin?$) /l- (1 - -) tanzu sin?# 

Pour nous conformer C1 la notation ordinaire des intégrales elliptiques de la 
première et de la troisiéme espece, qui figurent dans les expressions qu'on 
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vient d'obtenir (on suppose, bien entendu, que a>P), nous écrirons 

et n6us aurons 

Pour en deduire la valeur de l'int&rale double définie, nous nous 
étions propos6 de déterminer, il faut supposer que +=a. Notre expression 
devient ainsi compliquée des quantités infinies. Pour nous en débarasser, il 
sera nécessaire de recourir A la formule de reduction des fonctions elliptiques 
de troisibmc espèce, dont le paramétre e s t  ii la fois négatif et plus grand 
que l'unité. Cette formule (voir LÉGENDRE, Traité des Fonctions EEE@tiques, 
tom. 1, pag. 70) donne 

tan4acosp fian% ces?+ + tangp sin" + cosa sec@ tan9 
2sin a log [ ytana rr cosa+ +  tan?^ sin?+ -cosu sece tan+ 

Il s'ensuit donc que l'intégrale 

dans laquelle 

a pour valeur la quantité suivante: 

où, je le repéte, 

Quand m = 1, la partie logarithmique s'annule, et nous 
Aiznali di Matematica, tom0 III. 

aurons pour la so- 
42 
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lution de 'notre probléme l'équation que voici: 
7C cosP O! U =  ri(- k2sinea, k ,  a)-n, sin a cos 

où il faut observer que l'angle du paramétre de la fonction elliptique est 
égal ZL l'amplitude. 

Il est intéressant de remarquer qu'en nous servant de considérations de 
géométrie, on aurait pu reduire notre intégrale double 5 des produits d'in- 
tégrales simples. En effet, soit un ellipsoïde ayant pour demi-axes 1, cos/?, 
cosa. En désignant p a r p  la perpendiculaire abaissée du centre sur un plan 
tangent quelconque, et par 0, $J les angles qui déterminent la position de p, 
il  est évident que l'intégrale double définie, dont il s'agit, sera identique avec 

Soient, comme de coutume, p, v les coordonnées elliptiques d'un point quel- 
conque sur l'ellipsoïde; l'on sait que, dans des intégrales doubles, sin 0 d O d 9 
se remplace par l'expression 

tandis que 

Par conséquent on voit que par cette méthode, l'intégrale U se trouve 
transformée dans un autre, où les variables sont separées. Sa valeur qu'on 
obtient ainsi dépendra des fonctions elliptiques complétes des deux pre- 
mières espbces, ainsi que des transcendantes de la forme suivante, savoir 

J 3 'J 3 7 

(1 - p?)" \/;J." - si n2 p) (sing cl. - p2) (1 -t~.~)"\1(~2-sin~p) (sin2a-p') 
sin ,G sinp 

rsin log(1-vP)v2dv ring log (1 -v" dv 

Collège de la Trinité, le 9 avril 1869. 
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Sopra alcuni teoremi aritmetici. (") 

(de l  prof. P. TARDY, a Genova.) 

Ci proponiamo in questa Not,a di dimostrare cinque teoremi enunciati da 
EISEESTEIN ne1 tom0 XXVII del giornale di Crelle (p. 281), dei quali non 
sappiamo che siasi pubblicata alcuna dimostrazione, sebbene SCHAAR (**) 
e GENOCCHI (*++) abbiano assegnato quaIche formola analoga. 

Le radici dell'equazione binomia 

sono date dall'espressione 

dove k prende tutti i valori da O fino a n-1 inclusivamente. È noto che 
P la somma delle potenze di ordine p di queste radici é =n se - é intero, 
n 

ed & = O  ne1 cas0 contrario. Ma pel teorema di MOIVRE, e per dovere an- 
nullarsi la parte immaginaria, la suddetta somma & espressa da 

k = n - l  
2 k p n  cos- n 2 

k = O  

(*) Questa Nota era scritta e consegnata da parecchi mesi alla Direzione degli Annali 
quando il prof. TARDY ci ha avver t i t~  essergli per caso venuta sott'occhio- la Memoria 
del signor STERN : Ueber einige Eigenschaften der Function E x ,  inserita ne1 t. 59 del 
giornale di Crelle-Borchardt: nella quale sono dimostrati i teoremi di EISENSTEIN. Non- 
pertanto abhiamo creduto poter pubblicare l a  Nota del nostro chiarissirno amico, a ca- 
gione della maggiore semplicità dei metodo da lui seguito. - LA DIREZIONE. 

(**) Mémoire sur une formule d'analyse, Acad. R. de Belgique. T. XXIII. 
(*+*J Note sur la théorie des rdsidus quadratiques. Ib. T .  XXV. Di questa importante 

Memoria del prof. GENOCCHI citeremo particolarmente la formola (19) corrispondente a l  
2.' teorema di EISENSTEIN e la (35) analoga al teorema 3." 
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e quindi 

Ta r d y : Sopra alcuni teoremi aritmetici. 

1 k=n-i 2 k p x  - z cos- 
n 

k =O 
1?, 

sarà l'unità O zero secondo che p é o no divisibile per n. 
Da qui risulta che ponendo successivamente 

e sommando, si 

suole denotarsi 

p = l ,  =2, = 3 ,  = ...., - m  
m 

avra il massimo intero contenuto nella frazione n 3 Che 

Effettuando prima la somma rispetto a p si ha 

. mkx ( m + l ) k n  
12 p = m  2 k ~ '  - 

COI 
n - Y cos - - 

k n sin - 
P 

. 2 r n k x  ksr =+ sin- mk " 
n cotg -- n (sin 

e sostituendo nella (2) 

1 1 k="-' E - =-- . 2 m K x  k x  (n) ,+z k = O  2 l s l n Y  cotg- n + cos 2 m k x I  - 9Z . 
k = n - 1  

2 m k x  Riteniamo ora che n non divida m ,  la somma cos - sarh nulla; 
n 

2 m k x  K n  ossepviamo inoltre che il pradotto sin -cotg - si presenta per k =  O 
n n 

O 
sotto la forma e con la nota regola si trova = 2 m ;  avremo pereid 

che 12 la formola del 1." teorema di EISENSTEIN. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ta rd  y : Sopra alcuni teoremi qritrnetici. 933 

Se nella (2) si fosse sommato prima rigaardo a k, si sarebbe ottenuto 

la quale sussiste per m ed n qualunque, ed é evidente di per se stessa, 
B giacchb ciascun termine della somma si annulla se - non è intero, e di-. 
n 

O viene - -2n ne1 cas0 contrario. O - 
Una facile applicazione della proprieth dell'espressione (1) si pu6 fare 

alla ricerca del massimo comun divisore di due numeri dati. Siano m ed n 
due interi qualunque, e sia il il loro massimo comun divisore, in modo che 

con a e b primi tra loro. Ponendo nella (1), in luogo di p, hm,  e facendo 
successivamente 

è chiaro che si avrà I'unitA puante volte 11 è un multiplo di b, e zero in 
cas0 diverso; sarA dunque 

ed eseguendo la somma rispetto ad h si pud ridurre alla forma 

sotto la quale l'uguaglianza è manifesta corne per la C4). 
912 Sottraeudo dalla frazione y il massimo intero E (z) dato dalla (3), e 

moltiplicando per n si ha il residuo minimo di m pel modula n ,  che sarh 
percid 

k - n - 4  
2mRsc 

+ l n -  2 sin- n 
k = l  

n 

giusta il teorema 2 . O  di EISENSTEIN. 
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334 T a  P d y ; Sopra alcuni teoremi aritmetioi, 

Supponiamo adesso rn ed n impari e primi tra loro, potremo allora met- 
tere nella (3) in luogo di m successivamente . 

e sommando otterreslo 

h = % ( n - 1 )  
1 

h - $ ( n - 1 )  k=n-4 
2 h k r n n  kx  cotg- 

h = 1  h s l  k = 1  
n n 

h = l  

1 h e g ( n - 4 )  k-n-i 
- n"1 rn n-1 1 - 2 sin 2 h k m z  k x  

4 +2n cotg- 
8 n 

h i  k=4  
n n 

Ora si ha 

m k x  mkx m k x  
h = $ ( n - 4 )  sinH(n-1)-s inE(n+l)y cosmkn-cos- 

sin 2 h k m z  - n =-1 n - 'd 
Y 

n m k n  , m k x  
h= L sin - sin - 

n n 

quindi 

Dividiamo la sommatoria ne1 secondo membro in due, una relativa ai va- 
lori pari 2q di k,  e l'altra ai valori impari 2r-1; ambedue vanno prew 
da 1 sino a $(n - 1), e percid 

vnkx 2qm7c 
k=n-i cosrnk7~-COS-  q=;(n-i 1-cos  - 

P2 2q.n cotg-- mkx . 2 q m x  
~ = i  sin - q = i  .sin- n 

92 n 

ossia per facili riduzioni 
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Tard y : Sopra alcuni Ieoremi aritmetici. 

r=i(n= 1) 

- 2 cotg ( 2 r  - 1 ) r n x  (Zr-1)x cotg 
Zn n 

La seconda somma é uguale e di segno contrario alla prima; infatti ad 
un termine della prima corrisponde sempre un termine uguale ed opposto 
della seconda. Per convincersene basta porre nella seconda somma 

ed osservare che 

diviene 

cotg ( n - 2 q ) m r  2n cotg (n-2q)z f i  Y 

ossia 

avremo dunque 

gmz 2p.n- -tg- cotg-, n 

e pertanto la (7) si trasfgrmerà nella 

che costituisce il teorema 3." 
Sia p un numero primo, a un numero impari non divisibile per p, e in- 

dichiamo col noto simbolo 3 introdotto da LEGENDRE, il resto della divisione 
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336 Tard y : ~ & r a  alcuni teoremi aritmetici . 

P-l - 
di a per p ,  ciob l'unit& positiva O negàtiva secondo che a B rosiduo 
quadratico O non residuo relativamente'al modulo p. 

GAUSS (*) ha fatto vedere, nella sua terza dimostrazione della celebre legge 
di reciprocità di LE~ENDRE,  che si ha 

ove 

e percid per la (8) si pu6 prendere 

the b appunto il teorema 4 . O  

Il 5 . O  é un cas0 particolare di un teorema piii generale dato dallo stesso 
GAUSS nella Memoria sopra citata (**). 

Sia x una quantith positiva non intera, e dei suoi multipli 

nessuno sia intero. Poniamo 

ed & facile concludere che tra i multipli della quantitLt inversa 

non si trova un intero. 
GAUSS ha mostrato che si ha 

(*) Theoremutis arilhrnetici dernonstratéo fioua. - Theorematis fic~darnentalis in doc- 
trina de residuis quadraticis dernonstrationes et ampliationes novae ( Werke, t, 2). 

(**) Ih. p. 7. 
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Tard y : Sopra alcuni teoremi aritmetici. 337 

Prendiamo ora due numeri m ed n primi tra loro e tutti e due = I  (mod. p), 
e per fissare le idee sia n il più piccolo; é evidente che nessuno dei multipli 

m-1 
a n l  n-1 n sarh intero , ed inoltre che lJ‘ - - - - a -  - e compreso tra - ed -, 

m P  m P  r. 1'. 

n ria-1 Possiamo quindi nell'equazione superiore porre x =, e prendere r = - 
v- 

n-1 onde sarh h= - ed allora verrCt 
t.t 

nella quale equazione consiste il teorema 5." 
Facciamo 

e caviamo dalla (8) 

al10 iiltesso modo si avrà 

Anazali di Matematica, tomo III. 43 
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338 T a  r dy  : Sopra alcuni teoremi aritmetici. 

Moltiplicando la prima per m e la seconda per n, e sommando conseguiremo 
m"2 m-!à 

mF(nz, n ) + n F ( n ,  nz)= ----- 4 ~ m n -  mn(m + n) - 
2 2 

ma essendo m ed n impari e primi tra loro, si pu6 fare nella (9) p = 2, e 
. . 

(n- 1) (m-1) quindi la quantità dentro parentesi ne1 secondo membro & = 
4 7 

e percid verrli. 

mF(rn, n)+nF(n, m ) = -  +(m-n)2.  

È questa un7altra proposizione enunciata dallo stesso EISENSTEIN (Giornale 
di Crelle tom. XXVII, p. 282); ove perd per un errore di stampa si legge 
- 4 (m - n)' invece di - + (nz - n)'. 

Genova, dicembre 1869. 
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