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iiées par des opérations qui ne sont claires elles-même8 
et éxé~utablea , que pour les quantités'po'sitives ou plu-: 
tôt absolues., Auesi les' plus grands Géométres n'ont-ils 
pu s'accbirder 'sur la' véritable eignifièation de ces quan- 
thes aégatives isolées 2 on en peut juger par la longue 
diacilssion qui  s'est ê l e d e  d'abord entré Leibiiita e t  Ber- 
nonilli, et ensuite, entre Euler et d'Alembert ,, dur la 
question de bavoir si les lagaritliihes de ces qurrntitks sont 
réels. ou imaginaires ; et quoique cette discussion soit: 
aujodrd'hui termiiiée, il reste ce paradoxe, savoir .que 
quoiqu'on ait log. (- ala 3 log. (9)' , on n'a cependant 
pas s: log. - a - a log. 9 , comme semble l'exiger la 
théorie ordinaire des logarithmes. Mais au fond , si l'on 
ne s'accorde pas sur ce point, c'est qu'ch parle! 86 choses 
qui $ont réellerneat inintelligiblés par l em essence. Les 
opérations algébriques telles que l'dddttion , la soustrac- 
tion, la inliltiPlication, etc; dant jamais ét& démon- 
trées, et ne peuvent l'être vér'itablement que pour les 
cas où elles sont edcutables. Aidi  , par exeiplé ,' 
il est aisé de prouver que si ni > b , oh duit avoir 
(a - b ) c = a c - b c j ' m'ai's 'il est impossible de prou- 
ver lit m&me chose lorsque B > a, parce qu'il eh im- 
possible de concevoir alors ce que c'est que a - b , ni 

. . 
ac - d G. 

Pour obtenir r&ellement une quainit6 n6gative isolée, 
il faudroit retrancher une quantité effective de e&o, 
ôter quelque choie de rien : opéritlon iaipossiblc. Corn- 
ineit  donc concevoir une quantité' nkgative isolée ? 

~ ' ~ l e m b e t t ,  à qui l'on est rede+&le de s'&th parti- 
. . 

culi&rement oocop6 de la partie  hil los op hi que des sbien- 
ces exactes, a traité   et te question à l'article N~GATIP 
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iv D 1 S S E R T A T . I O N .  
de I'EncycZopédie ; il y est ensuite revenu à diverses 
reprises , particulièrement ,dans son 2Mémoire sur  les 
quantités négatiues insérées dans le huitième volume de 
ses Opuscules mathéma&pes ; et il paroît qu'il avoit à 
cœur de résoudre les difficultés que présente ce sujet 
délicat. « Il seroit à souhaiter, dit-il , dans le mémoire 
D dont je vienb .de parler,. que dans les traités élémen- 
1) taires, - on s'appliquât à bien éclaircir la théorie ma- 
>, thématique de ces quantités, ou du moins qu'on ne la 
» irésentât pas ,de manike à laisser .dans l'esprit des 
n commençans ,-des notions. fausses 1). 

Ce grand ~ é o m i t r e  démontre parfaitement dans cc 
mémoire, sur lequel je reviendrai bientôt , l'insuffi- 
sance et le faux des théories ordinaires ; .mais il ne pro- 
pose rien pour en tenir, lieu ; et il se borne à quelques 
explications particulières dans un sens peu différent de 
la théorie même qu'il vient de renverser : aussi. paroît- 
il n'être pas entièrement satisfait lui-mkme de ces, ex- 
plications, puisqu'il ajoute : .(( Je remarquerai, en finis- 
3 )  sant , que toute cette théorie, des quantités. négatives 
N n'est pas encore bien éclaircie D. Le. même auteur 
s'exprime comme il suit, dans 1'Encyclopéclie. article 
NÉGATIF. 

(( 11 faut avouer, dit-il , qu'il n'est pas facile de fixer 
N l'idée des. quantités négatives, et que quelques habiles 
)) gens ont même contribué à l'embrouiller par les no- 
2) tions peu exactes qu'ils en ont données.. . . . . 

1) Quand on considère l'exactitude et la silnplicité des 
N opérations algébriques sur, les quantités négatives , on 
-)> est bien tenté de croire' que. l'idée. précise qu',on doit 
1) attacher aux quantités négwtives , doit être une idée 
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» simple, et n'être poiat déduite d'une métaphysique 
1, alambiquée; Pour tâcher d'en découvrir la vraie no- 
» tion , on doit d'abord remarquer - que les quantités 
» qu'on appdle négatives ,' et qu'on regarde faussement 
» comme au-dessous de zéro, sont très-souvent repré- 
» sentées par des quantités réelles, comme dans la géo- 
b métrie, où les lignes négatives ne different des posi- 
» tives, que par leur situation à l'égard de quelque ligne 
» ou point commun. . . . . . . 

N Les quaptités négatives indiquent dellement, dans 
» le calcul, des quantités positives, mais qu'on a suppo- 
1) sées dans 'une fausse position. Le signe -,que l'on 
1) trouve avant une quantité, 'sert à redreser et à corri- 
1) ger une erreur que  l'on a faite dans l'hypothèse ...,. 

» Il n'y a donc point réellement et absolument, de 
» quantité négative isolée ; - 3; pris abstraitement, ne 
» pr6sente.à l'esprit aucune idée : mais si je dis qu'un 
» homme a donné à un autre -3 écus ; cela veut dire en 
1) langage intelligible, qu'il lui a ôté 3 écus.. . . . .: ;i 

II 11 n'est pas possible, dans un ouvrage de la nature 
1) .de celui-ci, de développer davantàge cette idée ; mais 
» elle est si simple, que je doute qu'on puisse lui en 
1) substituer une plus nette 'et 'plus exacte ; .et je:crois 
1) pouvoir assurer que si on l'applique à tous les 'problê- 
» mes que l'on peut résoudre, et qui renferment des 
1) quantités dgatives, on né la trouvera jamais en dé- 
» faut )). 

Il semble, d'après ces expressions, que d'Alembert 
regardoit les quantités négatives comme réelles et prises 
dans un sens contraire à celui des quantités positives ; 
notion qu'ilcombat lui-même victorieusement ailleurs, 
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comme nous le verrons bientôt. Wanmoins ce peu da 
paroles laisse entrevoir une théorie juste, et l'on regrette 
qu'elle ne soit pas développée davantage dans cet article. 

On ne peut douter qu'Euler, t o ~ j o u ~ s  clair autant' que 
profond, qui mettoit en oeuvre, avec tant de dextérité, 
les valeurs négatives et imaginaires, et qui même est- 
celui qui, par la subtilité de son analyse, a mis fin à- la 
discussion élev6e sur la' nature .des logarithmes des 
quant.ités négatives ; on ne peut, dis-je, douter qu'Euler 
ne fiit guidé. par une métaphysiqite sûre. Cependant, 
dans son Introduction à l'Analyse injïnitésimab , 
livre II , no. 3, il dit que les quantités négatives sont 
moindres que zdro. Mais il est à présumer que ne vou- 
lant pas, dans cet ouvrage, s'occuper spécialement de 
cet objet, il s'en est tenu à la notion qui se préserate le 
plus. naturellement , quoique d6nuée d'exactitude. Au 
surplus * Newton lui - même avoit déjà adopté cette 
définition dans son arithmétique universelle, proba- 
blement par le même motif. 

Les notions qu'on a d~nnées  jusqu'ici des quaritités 
négatives isolées, se réduisent à deux, celle dmt nbus 
venons de parler, savoir que ce sont des quantitéa moiw 
&es qiie zero, - et celle qui consiste à dire, que les quan- 
tités négatives sonti d& m h e  nature que les qwmtitds 
positives, mais grises dans un sens contraire : d'Abm- 
bert détruit l'une et l'autre de ces notions. II rep&e 
d'abord la premiére par un argument qui me paroit sans 
réplique. 

Soit, dit-il, cette proportion L : - r :: - i : i ; si la 
notion combattue &oit exacte, c'est-à-dire, si - i étoit 
moindre que- O, A plus forte raison seroit-il inoindre 
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L E  titre de cet ouvrage peut rappeler aux Géomètres, 
que l'illustre Leibnitz avoit cmçu l'idée d'une AnaLyse 
de situation; idée qui n'a point éte suivie, quoiqu'elle 
mérite l'attention des Savans. (c Il est certain, dit d7Alem- 
» bert, que l'analyse de situation est une chose qui man- 
», que à l'algèbre ordinaire : c'est le défaut de cette ana- 
» lyse qui fait qu'un problême paroît souvent avoir plus 
)) de solutions qu'il n'en doit avoir dans les circons- 
D tances limitées O& on le considbre. Il est vrai que cette 
M abondance de l'algèbre, qui donne ce qu'on ne lui 
» demande pas, est admirable B pl&eurs égards; mais 
1) aussi elle fait Souvent qu'un problême qui n'a réelle- 
i )  ment qu'une solution, en p r e n a ~ t  son énoncé à la 
» rigueur, se trouve renfermé dans une équation de 
» plusieurs dimensions, et par-là, ne peut, en quelque 
» manière, Btre résolu. Il seroit à souhaiter que l'on 
» trouvât moyen de faire entrer la situation dans le cal- 
» cul des prob16mes ; cela les simplifieroit extrêmement 
)) pour la plupart ; mais l'état et la nature de l'analyse 
» algébrique ne paroissent pas le permettre u. (Ency- 
clop&die , art. SITUATION.) 

L'objet de cet ouvrage difiêre de celui de l'analyse de 

* Cette diax&tion doit Ltre regrd60 comme faisant partie esarnticlfc 
de l'ouvrage même. 

a 
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ij . D I S S E R T A T I O N  
situation dont on vient de parler; mais il lui est analo- 
gue. Leibnitz vonloit qu'on fit entrer dans l'expression 
des conditions d'un problême gdométrique ;la diversité 
de position des parties correspondantes des figures corn. 
parées, afin gu'ep les separant per uq cwactkre bien 
distinctif, on les isoler plus facilement dans le cal- 
cul; Or cette diversité de positions s'exprime muvent 
par de simples mutations de signes; et c'est prdcisétnent 
la théorie de ces mutations qui fait l'&jet essentiel des 
recherches que j'ai en vue, et que je nomme Gdomt%rie 
de position. 

La Géométrie de position est donc, à proprement par- 
ler, la doctrine des quantités dites positives et négatives, 
ou ph& ke moyen d'y suppléer; car cette doctrine y est 
entièrement rejetée. Il y along-temps que Pon a reconnu 
que phsieurs formules algêbriques, dont les termes, ne 
qiffèrent que par les signes -+ et-, expriment. souveat, 
coin- on vient d.e le dire, les propriétés analogues de 
diverses figures, dont la constructi~n est esse~tiellernent 
3a même; et qui ne différent entre elles que par la trans- 
position des parties top-espondantes. C'est A Descartes 
qu'on 'doit cette remarque ingésieuse ; mais on s'est 
trknp8-,' ce me semble, en . voul+nt , trop en g8iiéraliser 
les conséquenc.es. Te. 'me propose ici de remonter aux 
principes, et de montrer l'abus qu i  en peut résulter. 

~ i &  n'est plus simple que la. notion des quantités 
négatives précédées par des qaantités pos$iies plus gran- 
&es qu'elles ; .mais en. algebre , on est à chaque instant 
conduit à des expressions de formes négatives isolées, et 
lorsqu'on veut savoir au juste l e  sens de ces expressions, 
on &anque de principes clairs, parce qu'dbs ssont ;me- 
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que i ; donc le second terme .de cette proportion seroit 
moindre que le premier ; donc le quatrième devroit être 
moindre que le troisième ; c'est-à-dire , que 1 devroit 
dtre moindre que - i ; donc - 1 seroit tout  ensemble 
moindre et plus grand que t ; ce qui est contradictoire. 

Quant à la seconde des notions donnees ci-dessus, 
&Alembert l'attaque awc le même succBs dansson mé- 
moire sur les qsa.nt.it& ndgativés dapt j'ai parlé ci-des- 
sus; et cependank, comme il n'a rien A mettre Q la place, 
il semble adopter cdte  notlon pour le fond, et vouloir 
montrer seulement qu'elle est sujette à diverses excep- 
tions. II est, dit-il, d'autant p l w  nécessaire & démon- 
trer cetde position (des quantités négatives en sens con- 
traires des positives) qu'elle n'~ pns toz~ours lieu, Mats 
<1>ÀLernbert ne donne pas le moyen de distinguer les cas 
où l'application decette rkgk peut, être exacte ; et d'aprba 
les raisons et les exemples qu'il donne, il est clair qu'elle 
est tout-à-fait vague ou plutdt ii;bsolument fausse. Voici 
un de ces exemples, aussi simple que frappant, et qui. 
seul suffit pour renverser toute cette doct&e. On en 
trouvera grand nombre d'autres dans le corps de cet 
ouvrage. 

D'un point K pris hors d'un cercle donné, soit propos6 
de mener une droite Km m', telle que -ia portion na m';, 
interceptée dans le cercle soit égde à une droite donnée. 

Du point K ,  et par le centre du cercle, menons une 
droite KAB, qui rencontre la cilFconférençe e a  A et ,B. 
Suppows K A = a .  KP=6. m m f = c ,  K m - x ,  - aura donc par lea propriétés du cercla 
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viij D I S  S E . P L T ' A T  1 O PI 
x a donc .deux valeurs : la première, qui est positive, 

satisfait sans difficulté à la question ; mais que signifie la 
iseconde qui est négative ? Il  paroît qu'elle ne peut 
répondre qu'au point nz', qui est le second do ceux où 
K m  coupe la.circonférencc : et en effet, si l'on cherche 
directement Km', en prenant cette droite pour l'incon- 

nue x, oonaurax(x-c)=ab; o u x = + o ~ ~ ~ c 2 + a b ,  
dontla valeur positive est la même que celle 
qui s'étoit présentée dans le premier  cas avec le signe 
négatif. Donc, quoique los deux racines de l'équation 

x - $ c * \/ i ca+ a b  soient l'une positive et l'autre 
négative, elles doivent' être prises toutes les deux dans 
le même sens par rapport au point fixe K. Ainsi la règle 
qui veut que ces racines soient prises en sens oppos6s 
porte A faux. Si au contraire le point fixe K ktoit pris sur 
le diambtre meme A B  et non sur le prolongement, on 
trouveroit pour x deux valeurs positives, et cependant 
elles devfiient être prises e n  sens contraire l'une de 
l'autre. La règle est don6 encore fausse pour ce cas. - 

Si l'on dit que n'èst ' 

pas ainsi qu'il faut enten- 
dre ce principe, que les 
racines positives et ntga- g 
tives doivent être -prises 
en sens op posés , j e  de- 
manderai comment il faut. 
l'entendre? et j'en con- 
clurai par-l$ même , qu'il faut une explication pour 
empêcher qu'il ne soit pris dans l'acception la plus natu- 
relle, il suit que ce principe est 'obscur et  vague. 

A ces argumeps de d'Alembert contre l'une et l'autre 
des 
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des notions donn&s . . ci-dessus, j'en ijoiterài . v qiièlqueç 
autres qui me paroisseni également devoir entiaîner la 
.coaviction. 

Je -dis d'abord qiie la  pemière de ces'n&ioiii est 
absurde, et pour la détruire . . , il sufit de remarquer, 
qu'étant en droit de nagliger dans un c a i c u l h  qnan- 

' r 

tités nulles, par comparaisoi à celles qui ne  le sont pas, 

& plus forte raison devroit-.on être en droit de négli- 
ger celles qui se trouveroient' m o i n d k  que o ; c'est-à- 
dire, les quantités négatives ; ce qui est certainement 
faux : donc les quantités pbgatives ne pont pas moindres 
que 0, 

Une multitude de paradoxes, ou phtôt d'absurdités 
palpables, résulteroient de la même qotion ; par exern- 
ple, - 3 seroit moindre 3 ,  cependant ( - 3)' seroit 
plus grand que 2' ; puisque (- 3)' est 9, et que a' n'est 
que 4 ;-c'est-à-dire, qu'entre ces deux luantités inégales 
P et - 5 .  le carré de la plus graide seroit moindre que 
le carré de la plus petite, et réciproquement. Ce qui 
choque toutes les idées claires qu'on peut se former de 
la quantité. 

Passons à la secpnde notion, qui consiste â dire que les 
négatives he differeni des positives 

qu'en ce qu'eiles sont prises dans. un sens opposé. Cette 
idée est ingénieuse, mais Ale n'est pas plus justë que la 
précédente. En* eh!et,- si deux quantités, l'une positive, 
l'autre négative, étoient aussi . reelles . l'une que l'autre et 
ne différoient que par leurs positions, pourquoi la racine 
de Pune seroit-elle une quantité imaginaire tandis' que 

celle de Paptre seroit effective ? Pourquoi - a ne - 
aéroitklle pas aussi réelle que + n ? Conçoit-on une 
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quantité effective dont on ne puisse tirer la racine corréc? 
e t  d'oh viqdroit  le privilége que la première - a auroit 
de donner son signe au produit - a x + a de l'une par 
l'autre ? Cette expression de quantités prises en sens con- 
traires l'une de l'autre, est donc au moins déjà très- 
vague, et mène à une confusion d'idées inextricable. 
Mais je vais plus loin ; je démontre que la notion est com- 
piétement fausse, et que de son admission résulteroient 
les plus grandes absurdités. 

Soit une cou~be  quelconque, uu cercle par exemple, 
,SCIIDB&SF dans le plan duquel soient tracés deus 
axes AB, RS , pcrpe~diculairos elitre eux et se coupant 
au centre K pris pour origine des abscisses.  un p i n  t 
quelconque C de cette courbe, soit menée I'appliquke 
Cp , et prolongeons-la jusqu'çn D. Cela posé, d'?près la 
notion précédente p D ,  par exemple, 6tant regardée 
comme positive , Cp sera négative ; et l'on doit avoir 
Cp=-pD ; d'ou je \ire Cp +PD, ou CD=o ; ristiltat 
absurde. Par la mkine raison, si du même point C on 
mène Cm perpendiciilaiïe à AB, et qu'on prolonge cette 
droite jusqu'en F , on aura nzF=-Cnt; donc CmtmF 
ou C F  = O ; résultat Bgalement absurde. De plus, puis- 
qu'on auroit CD=o, CF=o, on auroit aussi CD.CF==o; 
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P ~ ' Ë L  I ' M  I N A . I  R 13. xi. 
c'est-à-dire, quc l'aire du rectangle CDEF d o ,  d'où sui- 
+mit, par exeinple , que le carré i d k i t  daha un cercle. 
seroit o. Telles sont les erreurs qui dériveroient invinci. 
blement de la notion précédente. Il est donc faux que CI> 
soit une quantité négative, et il est aisé de  prouve^. , en 
effet directenierit, qu'elle est nécéssairement positive ; 
car si d'un point queloontpe V de la droite AB prolong& 
au-delà de A ,  on mène une droite VT. parallèle h KII , 
il est évident et avoué par ceux memesqui adoptentla. 
notion précédente, que les trois droites T C , Tp , T D 
qui '& trouvent . . toutes du même côté par rapport a11 
iiuùvel axe VT, sont positives : or on a Cp = Tp - TC ; 
douc puisque Tp > T C  , T p  - T C  , ou C p  , est une 
quantité p6sithe. 

: On dira peut-étiie que C p  est positive par tapport A 
l'axe T V ,  et négative h l'égard de l'axe RS. Mais cc 
séroit une nouvelle knigme A deviher plu& difficile encore 
que la première, et cela dans la science dont le caractkre' 
principal est l'évidence. 

Pour démontrer d'une manièrè plus sensible encore ,. 
comment, par ce principe des quantités négatives prises 
eii sens contraire des quantités positives, on est iniinci- 
ble~nent conduit l'erreur, je rel~rends l'argument qui 
précède', en lui donnant une nouvelle forme, comme il 
suit. 

Soit d'abord décrit un cercle ARBS, soit K le centre' 
de ce cercle , et  inetmns un diàmétre quelconque A B ;, 

. . . . <  . 
i iousauronsAB=AK+KB. (A)  

Maintenant par le centre K je mène l'axe RS perpkii- 
diculaire à AB, puis par im point quelconque C de lit' 
rirconlérence , je mène la corde CD paralkle à AB,  c t  
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que je suppose couper l'axe -ES an point p. Je prends R 
pour origine des abscisses ; je nomme x l'abscisse Rp ,y 
l'ordonnée PD, et a le~ayon. J'aarai donc yy=sar-xx; 

donc y = * aa x - x s ; ce qui m'apprend, d'aprèi 
la théorie admise des qtiantitbs nn8gàti.ves prises en sens. 
contraire des quantités positives ,' que a deux valeurs 
&gales et directement opposdies ; l'une pD représentée pas 
la racine positive, L'autre Cp représentée par la racine 
n6gative ,, c'est-à-dire que nous avons 

. . 

p ~ = ' + ~ a a x - x r  et Cp=-inax-zs;. 

équations qui doiyent avoir liyxquelle que soit la. valeur 
de R p  ou x. Supposons donc Bp = RK ou x = a ; p D 
deviendra KB , et Cp deviendra AK ; donc les équations 
deviendront K B  = + a, et AK = - a. Substituant ces 
valeurs AK, KB dans Y6ququation (A) trouvée ci-dessus, 
un aura AB = O ; résultat absurde, quoique rigourease- 
ment déduit, ou pIutôtprEciséinent parce qu'il est rigou- 
reusement déauit de la théorie des quantités négatives 
prises en sens contraire des qaan~ités positives. Cette 
théorie est donc complète~iient fausse. II est possibIe peut- 
Etre d'opposer à cela des subtilitbs métaphysiques; mais 
je ne crois pas qu'on puisse y rdpndre d'une manière 
elaire et propre à. satisfaire un esprit; géométrique. 

Les raisons sur IesqneTTes a. containe d'appuyer les 
deux notions que je viens de combattre, sont d'ailleurs 
sans consistance par elles-mêmes. Soit, dit-on, one quan- 
tité A; rétranchonsk uqe quantité moindre a, la diffé- 
rence 4 - u sera 1noi.ndre qne A, Supposons maintenant 
que c i  augmente, A - n diminuera de plus enp1us;ellc 
deviendra O lorsquc a deviendra égal à A.; donc, ajoute- 
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t-on , si a c~nt inue  d'augmenter, A-a se trouvera moin- 
dre que o. 

Mais pour montrer -que ce raisonnement est vicieux il 
suffit de faire voir pourroit l'appliquer également 

A /A - a. En effet, A étant donnk, \/A -.a diminue 
graduellement à mesure qae a augmente ; elle devient o 
lorsqué n devient- égal à A ; donc elle devroit devenir 
moindrc que O, c'est-à dire, simplement négativeet non 
imaginaire lorsque a devient plus grand que A. Ce qui 
est faux. 
; On peut opposer le'même raisonnement à ceux qui 
disent que les quantités négatives sont prises en sens 
opposé aux positives; car par la même raison que A - a 
est prise, tantôt d?ns un sens, tantôt dans le sens con- 
traire, suivant' que a.est moindre ou plus grande A ; 
on prouveroit que \ /A- a doit être prise ausgi.tantôt 
dans un sens, tantôt dans l'autre, et n'étre jamais imagi- 
naire-: 

 out célivi2nt de ce quele  r'aisonnernent suppose 
d'abord essentiellernënt A > a, on tombe :do% ensuite - / .  . .  
en contradiction quand on suppose que n peut dqveqir 
> A ; et la conséquence qu'on veut tirer est fausse, 
puisqu'elle iuppose tout Ma-fois A plus grande ei moin- 
dre que a. - ' 

Cette contradiction. dans laquelle tombent ceux qui 
soutiennent 17e:xistence réelle des quantitks, nQatives ,.est 
manifeste, de quelque maniére qu'on envisage la ques- 
tion. En effet, ôoirnt rn , n , deux- variables quelcon- 
ques. Supposons d'abord rn > f i  . et faisons m - n =y 
Concevons maintenant que le systême varie' de manière 
que n devienne plus grand que m. Voici le raisonnement 
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que font ceux qui souttnnent l'existence réelle des quan- 
tités négatives. 
, . 
. Puisque n, disent-ib , est devenue plus grande que m, 

il est clair que rn n est devenue négative ; donc rn - rd 

étaat 9, $ est auspi négative ; donc on doit  substitue^ 
r7.Y -à +y3 dans l'équation ; donc cette .équation doi.  
devenir pz - n = - y ou y = n - m ; donc la véri-c 
table valeur de y est n -'na, . . 
: La réponse. à ce raisonnement est simple ; car  n étant, 

hypothè&, devenue plus grande que m. n - n est 
positive ; 4onc y qui vient d'être- trouvée égale 2 i  n - nt 
est awsi positive, et eorl pas négative comme on vavoit 
suppasé. 

Af ais comment, dira-t-on, en partant comme on vient . . 

de f&ire, de la supposition que y est négative, parvient+ 
on à un résultat tout contraire ? C'est qdil se trouve . . 

encore une contradictioq dans le nouveau raisonnement, 
Car de ce quek ëst négative, on en a concl6 qu'il fallait . .. 
mettre dans l'équation -y au lieu de +y; .or . .. cola . . n'est 
pas, car $ en,. devenant négative, ne cesse pas. pour. cela 
d7$tre &ale é m - n, qui est L . -  négative aussi. Si . . y est 
négative coinnie . .  . on le veut, -y doit être . positive. . .  Donc 
en mettant -y pour + y, on tombe epcore eq c&tra* 
diction; car on obtient par -J~  -y =*m - $ ,. R , 'mais 
m - n est négatif; et nous venons de voir que, . - y  . est 
p&it'if. Donc pour que 1'éq&ion pîlt avoir lieu, il fau: 
droit @?une quantité positive fût égale à une quantite 
&ptivé ; çe qui 'est absurde, 

Mais ; dira-t-on , qu'importe le vice du raisonsement 
si le résultat qu'on en tire n'en est pas moins exact, e t  
s i .  c'est . un . moyen . . de - . simplification L .  ? Or. il es t  certain, 
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- q ~ e  n devenant plus grande que nz , -le résultat obtenu 
y = n .- m; est exact. 
: Cela . . est vrai. Mais ce résultat n'est exact qu'acciden- 
tellement , et parce qu'il existe dans le raisonnement, 
çomme on Pa vu ci-dessus, plusieurs contradictions qui 
se détruisent l'une par l'autre. Mais comme cela n'arrive 
pas tovjours, on parvient alors à de faux résultats, 
comme on l'a ni précédemment, et la notion une fois 
admise, o n  est d'autant plus sûr de se tromper, qu'on 

S .  . - 

raisonne avec plus de justesse.: 1 1  f?ut donc renoncer à 
une notion si càpable d'induire à erreur : et quant à la 
simplification dont on parle, elle n'kt rien moins que 
réelle. Car ce n'est au contraireque par des détours que 
le raisonnement ci-dessus nous a conduits à ce résultat 
éyident par lui-même; savoir que la différence y de nt 
A. n, qui est m - n lorsque m est plus grande que n, 
devient inverse, c'est-A-dire n - m lorsqu'au contraire, 
c'est n qui SB trmve p h  grande que m. ' - . 

. Cette double erreur dont on vient de Parler, est 
avouée par ceux qui admettent la notion des quantités 
négatives ; ce qu'ils expriment, en disant que le calcuî 
redresse de lui-même les fausses hypothèses sur les- 
qudles 013 pourroit l'avoir établi. Mais si l'hypotbése d'où 
]i'on est parti est fausse, voilà déjà une erreur commise, 
et.si le calcul redresse r'ette. erreur, ce ne peut btre que 
par une autre ; car lorsqu'os part d'un principe faux, 
mieux on argumente ensuite, et plus on est sûr d'arriver 
à un résultat également faux ; il n'y a -donc qu'une n'ou- 
velle erreur faite en sens contraire de la premibre qui 
puisse la réparer. 

' Par exemple, on a cos.(a+l>)=cos.a cos.Gsin.a sin. 6; 
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mais cette formule ayant été établie pour le cas seule- 
ment oh n,  b et rs + b sont desangles moindres que le 
quart de circonfkrence, devient faussa dès qu'on suppose 
le contraire. 

Cependant ceux qui admettent la notion iles quantités 
négativés regardent cette formule comqe générale et 
réellement a&licable tous les cas3 mais comme cette 
supposition n'est pas juste , ils redressent l'erreur , en 
disant qu'alors cos. a et cos. (a + b) deYiengent négatifs 
l'un et l'autre ; qu'il faut en conséquence leurs 
signes de + en -) ce qui donne pour résultat 

COS. (a + -6) = cos. a cos. b 4- sin. a gin. b : . _J 

résultat vrai, mais qui, par48 même qu'il. est vrai, 
prouve que 13 supposition de.cos. n et cos. (a +- b) péga- 
tifs, es? gne nouvelle erreur ; puisque si ce. n'en étoit pas 
une, rien n'auroit compensé le résultat de la fausse hypo- 
thèse qu'on a f q i t  d'ahord, savoir que la formule &oit 
applicable à tous ces cas. La preuvequ'elle ne l'étoit pas, 
c'est qir'elle est réellement diffbrentc, comme on le voit 
pour le ~ o q v e a ~  Cas ; et c'est ce dont il est facile de szas- 
surer $'ailleurs, eq la cherchant directement suivant les 
qéthodes ordinaires, et par .simple synthèse , c'est& 
dire, . . sans -. e-mployer la notion des quantités négatives ; 
méthode qui est moins expéditive que l'analyse, mais 
dont . .... le6 . , résultats ne sont du moins contestés par p e r ~  
sonne. . 

Ainsj .., ,ces formules, -si fréquemment bsitées, . 

' COS, (v d- a) == - sin; a; sin. (a a + a) = - sin. a, 

et autres semblables, dans lesquelles 5 expïime le quart 
de circonférence , sont des équations fausses, et qui ne 

peu7'cpt 
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peuvent être employées que comme de simples formes 
algébriques, propres, par-là même qu'elles sont fausses ,. 
à redresser une première erreur commise ;.elles la redres-. 
sent en effet dans certains cas, en indiquant ce qu'il faut 
substituer à la place des véritables quantités o s .  (-+a) , 
sin. ( a  -t- a), lorsque par une première erreur on a mis 
ces mêmes quantités cos. (w + a) , sin. (2 + a) ,  à la 
place de cos. a ,  sin. a, dans des formules qui n'avoient 
été trouvées que pouraes dernières quantités, et qui ne 
,pouvoient être appliquéles immédiatement et sans modi- 
fications, qu'à elles seules. Ces expressions, telles que 
-sin. a, sont ce que je nomme les valeurs de corrélation 
des quantités, à la place desquelles on .doit les' substituer 
dans les formules primitives. Ainsi ces valeurs de corré- 
lation ne sont autre chose que des formes a!gébriques, 
qui, mises dans les formules primitives à la place des véri- 
tables quantités qu'elles représentent, rendent ces for- 
mules applicables .à des cas d'abord imprévus, c'est-à-dire, 
autres que ceux sur lesquelé les raisonnemens avoient 
été d'abord établis dans la mise en équation ou expres- 
sion des conditions données. Considérées .- sous ce point, 
de vue, ces formes algébriques sont très-utiles ; il n'est 
question que de bien déterminer les cas où elles peuvent 
être employées sans inconv'énient. C'est ce qui reste & 
examiner. . \ 

~ a i n t e n a n t  donc que' j'ai . démontré combien sont 
obscures et fausses les notions communément admiset 
des quantités dites négatives, il me reste à rechercher e; 
établir les véritables principes de la'théorie qui les con- 
cerne. 

Pour cela, je reprends l'exemple ci-dessus. Soit donc 
C 
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en gknéral, y l'appliquée d'un point quelconque, prise 
par rapport à RS; e l'appliquée du même point prise par 
rapport à VT, et nommons a la constante Tp. Les &qua- 
tions précédentes.nous donneront donc pour le point D , 
y=rl-a, et pour le point C ,  y=a-e; d'où l'on a 
cru pouvoir conclure que a - z étant z - a prise néga- 
tivement, y devient en e,ffet négative, lorsqu'on passe 
du point D au point C. Mais le parallogisme est facile à 
reconnoitro. Psur cquey fût. ndgatire lorsqu'elle devient 
a - z, il faxtdroit que s restAt plus grande que a. Or z 
devient aa con* mindre que a& Donc cr; - z est alors 
positive ; donc y est toujours positive, soit qu'il s'agisse 
du point C, soit qu'il s'agisse du point D. Mais comme 
dans le premier cas on a y = ?t - a, et dans le second , 
3 = - z, on voit que pmq passèr de la considération. 
du point D à celle du point C F  i! faut mettre dans l'équa- 
tion - (z-a) ;in lieu de ri- (z-a) , ou -y au lieu de 
+ y. Ce changement ne prauve donc point que y soit 
devenue une quantité ndgative; mais seulement, que des 
deux quantités a ,  r, dont elle est la différence, celle qui 
est la plus grande lorsque y répond 2i D , se trouve la plus 
petite lorsque y sépdnd à C.- . 

De-là je conclus, 1'- que toute quantité n&gatiue iso- 
lée est un &re de raison,  ,et que celles qu'on rencontre. 
dans le calcul,  ne sont que de  simples formes cllgé- 
briy ues , incapables de représenter aucune g uantitç?' 
réelle et efectiue. IL". Que chacune d e  ces formes algé- 
briqz~es étant prise, abstraction faite de son signe, 
n'est outre t$wse que la dttfryzce de deus audres qlman- 
tités absolues,  dont celle qui étoit la plus grande dans 
de cas sw lequel on a établi l e  ra i sonneme~t  , se t ~ z w e  
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la ph~s petdedans le cus auqz6el on veut applipuer les 
résultats du calcul. 

Ce principe répond à. tout, et 'lève toute espèce de 
difficulté, sani qu'il soit besoin de taire intervenir c e  
notions abstraites sur lesquelles les Géomètres ne peu- 
vent s'accorder. En effet, en revenant aux idées siin- 
ples et intelligibles, ce qui se présentera naturellement . 

à l'esprit, est qu'il ne peut exister réellement d'autres 
quantités que celles qu'on nomme absolues, et- que les 
signes dont elles peuvent être précédées, n'indiquent point 
des quantitks, mais des op6rations. Aiasi ces signes, pris 
collectiveinent avec ces mêmes quantités, ne forment 
pas des quantités nouvelles, mais des formes algébriques 

- 8  - . . 
complexes. 

Dire d'une quantité; qu'elle devient négative , c'est 
donc employer une expression impropre et capable 
d'induire en erreur ,' ainsi- qu'on l'a vu ci-dessus ; et 
le vrai sens qu'on doit attacher à cette expression , est ' 

que e t t e  quantitd absolue , n'appartient point au sys- 
terne sur lequel- les raisonnemens ont ét& établis ; mais 
à un autre tpi se trouve avec le premier dans une 
certaine relation ; telle que pour lui rendre -applica- 
bles les formules trouvées pbur ce premier. systême , il 
est nécessaire d'y changer de + en - le signe qui la 

. . précède. 
Mais de ce qu'on est obligé de mettre -y, par exem- 

ple j à la place de + y ,  il ne s'ensuit pas que Ia quan- 
tité reprêueptée pary, soit devenue n8gative ; mais sew 
lement, eomlrie on vient de le prouver, qu'elle .est -la 
différence de deux autres quantités a , z, dont celle qui 
etoit la plus grande au systême iur lequel les raisonne- 
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mens ont été établis et les formulés trouvées, est deve- 
nue la plus petite dans le systême auquel on veut faire 
l'application de c,es formules. Car la quantité représen- 
tée par y étant constamment, par hypothèse, la diffb- 
rence des deux quantith a ,  a , sera tantôt a- a, tan- 
tôt a - a ,  suivant que z sera moindre ou plus grande 
que a; mais dans tous les cas, elle sera la plus grande 
de ces quantités, moins la plus petite, et par conséquent, 
toujours positive; et l'expression - y ne sera jamais 
qu'une simple forme algébrique, insignifiante par elle- 
même, mais dont la propriété est, qu'étant substituée 
dans les formules trouvées à la place de +y ,  elle peut 
les rendre applicablesàdesj cas imprévus d'abord, ou qui 
du moins n'étoient pas compris dans ceux sur lesquels les 
raisonnemens avoient été primitivement établis. 

Si les quantités négatives, objecte-t-on, étoient des 
êtres absurdes, elles ne pourroient jamais donner la vraie 
solution d a  problême'mis en équation. Or il est néan- 
moiniconstant, dit-on , que si y est une ligne inconnue, 
.et qu'on trouve pour elle une valeur négative, la véri- 
.table solutioil du problême .mis en é.quation, s'obtient 
.en portant la valeur absolue trouvée en sens contraire 
de ce qu'on l'avoit supposée. Donc, conclut - on, cette 
quantith absolue, prise en serfs contraire de ce qu'on 
I'avoit supposée, n'est autre chose que la valeur même 
.n&gative donnée par l'équation. 

A cela, je réponds que le fait allégué comme constant, 
-est entièrement faux; que dans aucun cas, il n'arrive 
qu'on puisse obtenir la vraie solution du problême mis 
en équation, en portant les racines négatives en sens 
contraire d e  ce qu'on les avoit supposées ; que ce qu'un 
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obtient ainsi n'est jamais que la solution d'un autre prod 
bleme plus ou moins analogue à celui qu'on a réelle- 
ment mis en équation; mais qui en diffère toujours par 
quelque condition particulière. Ce qui trompe .à' cet 
égard, c'est qu'il arrive parfois, qu'en portant en sens 
contraire la racine négative, on obtient en effet une des 
solutions du problême proposé; et que confondant ce 
problêine proposé avec le problême réellement mis en . 
épmtion , on applique à ce dernier ce qui n'est vrai que 
pour le premier : c'est qu'en effet alors le problbme mis 
en équation n'est pas le problême proposé ; qu'il n'est 
qu'un cas particulier de celui-ci, et que c'est précise- 
ment ce cas particulier qui ne se trouve pas résolu par 
les racines négatives. Ainsi, en portant ces racines néga- 
tives en sens contraire, on ne résout point le problême 
mis en équation, mais,d'autres cas particuliers d'un pro- 
blême plus général. 
- L'erreur dont nous veiioiis de parler , et qui naît de 
ce p i o n  n'a pas soin de distinguer le problême réelle- 
ment mis en équation, du problême propod ;  cette 
erreur, dis-je, est d'autant plus importante à remar- 
quer, qu'elle Bchappe facilement, et que c'est d'elle ce- 
pendant que vient toute cette fausse théorie des quantités 
dites négatives. . 

C'est par suite de la même erreur, qu'on suppose gra- 
tuitement qu'une même équation peut s'appliquer, sans 
aucune modification, à toutes les régions de l'espace : 
que, par exemple, une .équation donnée entre deux 
variables, peut se rapporter indistinctement, aux points 
qui sont à gauche comme à ceux qui sont &-droite, au- 
dessous comme au-dessus des axes de la courbe dont elle 
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exprime la nature. Cela est très - commode, mais n'est 
pas vrai : le poser en principe, c'est précisément sup- 
poser la bhose e n  question. I l  est bien clair -que si l'on 
étoit en droit d'appliquer l'équation donnée à toutes les 
régions de la courbe sans aucune modification ; dès-lors 
les ordonnées prises à gauche de l'axe des abscisses, 
seroient 7 y y et les abscisses prises au-dessous de l'axe 
des ordonn&es.- x. Mais nous avons démontré que - 2 
et -y sont des ô tres de raison ; c'est-à-dire, de simples 
formes algébriques, 'qui ne peuvent représenter aucunes 
quanti& effectives. Donc on n'est pas en droit d'appli- 
quer, sans modifications, l'équation donnée B toutes les 
régions de la courbe, 

On doit donc renoncer toute notion des quantites 
négatives comn7e des &res réels, et se borner les con- 
sidkrer telles qu'elles sont en effet ; c'eet &-dire ,'commé 
de simples formes algébriques propres Q rendre applica- 
bles'à des cas non-compris daw ~expressiori de8 condi-. 
tions, les formulei qui expriment rbllement ces con* 
dit iop , et il pe faut paa croire qu9il doiw résulter au- 
cune complication dans les calcuie de cette inanibre d'en- 
visager Ies quantités dites pkgativeri. Rien ne change pour 
cela dans lés procédks 3 touf ss réduit; A 'substituer une 
idée simple et juste , à une idée fautive et inutilé : et tel 
est le but de cet ouvrage. Je &ois l'avoir rempli , en 
siibstitppt B la n o t i ~ n  que je viens de combattre, des 
quantités positives.et nkgativer , celle des quantités que 
je nomma di$-ecttes et inberses, 

Ces quantités, que je nomme directes et  inverses, 
ne sont autre choie que les quantités ordinaires ou 
~bsolues , mais çonsidérées ' chacune comme la diF& 
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rence variable de deux autres quantités qui deviennent 
alternativement tantôt plus grandes, tant& plus petites 
l'une que l'autre. Lorsque celle qui étoit la plus grande 
d'abord, c'est - à - dire dans le systême sur lequel on a 
Ctabli les raisonhemens , demeure constamment la plus 
grande, la quantité qui exprime la différence de leurs 
valeurs absolues , se nomme quantité directe ; lorsqu'au 
contraire elle devient plus petite, cette différence se 
nomme quantite? inverse. Ainsi dipparoft toute la méta- 
physique cles quantités positivès et négatives. 11 ne reste 
plus que des quantités directes et inverses, qui sont des 
quantités absolues comme toutes les autre6 quantités ima- 
ginables. Suivant les diverses circonstances où elles se 
trouvent, on doit conserver le Bigne qui les préchde 
dans les formules où elles enirerit, ou lé! changer; e t  
c'est la théorie- de ces mutations que je nomme géomék 
tsie de position, parce qu'en effet c'est par 'elles qu'on, 
exprime la diversité de position des parties correspon- 
dantes dans les figures de même genre. Ainsi, la géo- 
métrie que je nomme de position, n'est autre chose que 
la géométrie ordinaire, dans laquelle la théorie des quan- 
tités dites positives et négatives, est remplacée par celle 
des quantités que j'appelle directes et inverses. . - 

Le ch. de Velay, professeur de math6matiques Q Lau- 
aanne, dans son Introduction à l'Algèbre piibliée en 
1799,8'étoit déjà servi des dénominatioms de quantiid8 
directes et inver& Je I'ignoroie, lorsque je m'arrêtai & 
ces mêmes dénominations dans mon Tra& $e Ga c o r , -  
lalion des j g u ~ e s .  Cette rencontre singuli&re, dont je 
suis flatté , prouva quo 'ces expressions se présentent 
comme d'elles-mêmes. dans la quest io~ dom jl s'agit : au 
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surplus, la thdorie du cit. de Velay et la mienne, n'ont 
absolument rien de commun que ces dénominations, 
qui mbme ne sont pas tout-à-fait prises dans la mêmo 
acception par lui et par moi. > L  . I 

C'est 1 développer ces notions, et à en déduire les 
conséquences les plus importantes, que j'ai consacre la, 
prei~ière  section de cet ouvrage. J'y donne de nouvelles 
preuves que la théorie ordinaire est , à cet égard, au 
moins très-vague ; que le nombre des racines positives 
ou négatives d'une équation, n'indique d'une manikre 
exacte, .ni le nombre des solutions dont le probl&me est 
susceptible , .ni le sens dans lequel elles doivent être 
prises ; que tantôt il s'en trouve de surabondantes, tan- 
tôt d'autres supprimées, quoique -réelles ; souvent de 
négatives, qui doivent être prises dans la même direc- 
tion que les positives, quelquefois même de positives , 
qui soit  Fausses ou insignifiantgs. Que cependant toute? 
ses racines sont algébriquement exactes ; que par dey 
transfarmations, on peut les rendre utiles; et que c'est 
précisément et -uniquement par l'emploi que fait l'ana-. 
lyse de ces formes négatives ou imaginaires, coinine si 
c'étoit de vérit&les quantités, qu'elle differe de la syn- 
thèse, et qu'elle a sur elle un si 'grand-+a-ge. . % 

A cette qation principale.dc9 quaqtités directes et in- 
~teraes, et qui fait 120bjet spécial de la premièlre section, 
j'en réunis d'autres qui me paroissent justifier encore le 
titra de Géomékie de position que j'ai donné à cét ou- 
vrage. J'y propose un mode pour exprimer, par des 
caraetéres particuliers, et par l'arrangement systéma- 
tique des lettres prises panr désigner les points. princi- 
paw d'une figure, les modifications qu'elle peut kprou- 

ver 
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ver par le changement de position de ces points fonda- 
mentaux. 11 co résulte une sorte de mécanisme que jé 
crois propre à rendra plus sensible l'analogie ' qui lie 
entre elles les figures d'un mbma genre, e t  reindm les 
formules trouvées pour Fiire-suocessiveméM- c~ppEI&bleir 
ii toutes les autres; l'exposé de ce mode est I'obje~ de la 
seconde .section, A laquelle. je n'ai pas dofifié tout 1s: 
développement dont etle -serois susceptiMe , et qu'elle 
recevra facilement, ai l i s  iddes nowe&û qua YJ- pro' 
pose sent accueiHies par les &w& 

Je sais ' q ~ 9 ~ n  doit être trbs-circonspect à introduire 
des expressions inusitéeg ; mais lorsqu'e1.1ea sont si dm- 
ples, qu'il suat & ~ S , V & F  une seaib fois  pou^ ne. pou- 
voir plus s'y tromper, pu% en r6snl~ beaiacoup & k i é d  
oeté et -& netteth d a k  dxrç hnoions  w'oa est obli@ 
d'employer à chaque instant : on pe~ig:;- ce m r t ~  se~zlbb, 
les regarder mtnirié avan~agms&. l'en ai fa&, a~ éur- 
p h ,  &n usagé trls+Are. 

Parmi le3 diffër~nd elc~apBc~ qtie je dmne de.id-&&w 
ri'e dam eetw wc~)it'di&. smtioa, a t i t ~ ~ e .  taMe= 
général &e la ewr i%araba. &es p t i t 8 s  l;fëewngg&a'rm; 
c'est-&-are, &s s ie~c , .  dosi$t%s,- W%l@lPWsg- eE& qul' r& 
pondent m x  d % v ~ s e $  ~6giune iîe c i~c~n&~~ncè . .J ' e  c'rois2 
y avoir donné 1.a véritable thdode des~ai-iktio~d dc-dgaesi 
qu'éprouven+ ces sortes- de qiaatitésr Enmite je iretrieds~ 
au mode prat?iqné par les itfieiens ,- de cmnpa$er'lea arcs1 
~mrnédiazeinm+ avec leurs soafdes ,- an. li&il de 1 ~ 4 ;  aoif i~  
parer aux moitids des cordes d'arcs doublbd,: quk dst) 
la même3 chose ati4 fond; laais dohn&dnl rnbpxf phi& da- 
turel , et sowentL plus- simpleq, d'6taIblir les rapports dei 

c r s  quantités. Je propose à cette docasion quelque$ hier 
d 
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mnles qui, je erois, n'ont pas encore été données, pour 
représenter ces rapports par des expressions symétpi- 
ques entre tous les arcs comparés. 
. Les autres sections sont destinées à l'application des 
principes développés dans les deux premikres ; mais je 
m'y suis, de plus, proposé un autre but, qui m'a paru 
au moins aussi important ; c'est celui d'exposer une mé- 
thode propre à reprhsenter , par .des tableaux analyti- 
ques, l'ensemble des propriétés d'une figure quelcon- 
que proposée, et d'en faire en quelque'sorte une énu- 
mération complète , ainsi que de celles de toutes les 
figures qu'on peut lui rapporter. . 

- Pour cela, je considère d'abord cette figure proposée 
comme un terme de comparaison ou jÇgure pri~nitiue, 
et je nomme $gzwes corrélatives, celles qu'on se pro- 
pose de lui comparer. 
- Dans la figure primitive elle-même, je prends parmi 
les quantités qui la composent, un certain nombre d'en- 
tre elles, suffisant pour qu'étant connues , toutes les 
autres soient déterminées. Ces nouvelles bases choisies, 
j7exprime toutes les autres parties de ce systême primitif 
en yaleurs de ces premières seules, et j7en forme le ta- 
bleau général. Ce tableau renferme évidemment tous les 
rapports cherchés des diverses parties de cette figure 
primitive, puisqu7iI donne le moyen de les comparer 
toutes deux à deux par 17interm6diaire des quantités pri- 
mordiales prises pour leur servir de termes communs 
de comparaison.. , - 3 :  l 

qette figure primitive étant supposke l'objet réel et 
existant-sur lequel les raisonnemens ont étB établis; les 
formules qui expriment les rapports de ses diverses par- 
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ties, et quicomposent.le tableau généralhont nous avons 
parlé, .ne peuvent aussi contenir que des expressions 
réelles et intelligibles; et .par .conséquent, elles ne peu- 
vent. indiquer aucune, opération inexécutable ., .aucune 
quantité. absurde ; il .ne peut donc s'y rencontrer de 
quantités nbgatives isolées ,a puisqdune pareille quantité 
est u n  être de raison, ni à plus forte raison , d e  quan- 
tités\ imaginaires ; c'est-à-dire, que les signes t- 'et - 
qui entrent dans ces forinules, n'y expriment jamais que 
des operations qu'on peut effectuer, et n'y peuvent'être 
considérés que comme de simples abrhiations. 
- Ce tableau des propriétés de la figure primitive une 
fois établi, il s'agit de savoir quelles modifications on doit 

, y apporter, pour qu'il puisse représenter successivement 
de la mhme manière, les propriétés des figures qui lui 
sont corrélatives. La construction de chacune de- celles- 
ci étant essentiellement la m&me que celle de la -figure 
primitive, -on sent que les formules qui en expriment les 
propriétés doivent avoir d'autant plus d'analogie avec 
celles de cette. figure primitive ;qu'il y.a moins de dis- 

- parité entre elles : les quantités correspondantes doivent 
s'y trouver combinées de la même manière quant à leurs 
valeurs propres ou absolues; il. ne s'agit donc que d'ex- 
primer la diversité des positions, et c'est ce qui s'opère 
par la mutation des signes qui affectent ces quantités ou 
les différens termes des formules du .tableau. 

, . 
Pour découvrir .les. mutations qui doivent. en effet 

avoir lieu Tour tel O-u tel systeme corrélatif, je leregard@ 
comme né du systême primitif, en vertu dhne transfor- 
mation opérée par degrés insensibles, qui ne change riem 
aux bases générales de la première construction, mais 
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qui modifie seulement les positions respectives, en Bi- 
sant passer au-dessus ce qui émit au-dessous, ou à droite 
ce qui étoït à. gauche. De ce mouvement' graduel, il 
résulte, que telle quantité du systême qui se trouvoit 
d'abord plus petite que telle autre, devient plus grande, 
et  respectivemnt:Or c'est de-là uniquement, et non: de 
ce qued mg quantites semien4 opposées l'une à l'antre, 
que nab le principe&néral de ta mvtation de signes + 

qui doit, a ~ e i r  liEu dans les formules du systême prirnh 
t if ,  pour qu7e11e4 deviennent applicables au syst&ma 
transformé, fia c~)krklatiP. 
- Dans la troisième section, ' j'effwtuc sur diverses figu- 
res les tableaux dont j'ai parlé d'abord ; c'est-à-dire, 
ceux qui sont propres à représenter l'ensemble des rap- 
ports -qui existent entré les idiv et- parties de chacune 
d'elles ; et j'applique ensuitie .à chacun de ces tableaux 
celui de carr6lati.m par lequel oh connoPt les mutations 
qu'on doit faire B ce tableau primitif, pour le rendre 
applicabh à c h a m  des s~stêmea qui hi sont corrélatifs. 
La. qirrit&me section contient de nouveles appkaa 

tions des mêmes principe9 aux propriétés, qui dans les 
figures puvent être trouvéas sana l'interventio~ de8 
quantités linèo-anguZaires. Les quan%ités lin&-angu& 
laires sont des intmmédiaires qui servent à lier le& lignes 
avec les angles; ou a établir les rapports des uns avec Ies 
autres. Mais dans cette section, j'examine séparément j 
d'une p r t ,  les rapports qui existent. entre les angles 
seuls, e t  de Yautre, ~ Q X  p i  existent entre les lignes 
seules, : jk donne la naion da centre! des moyennes dis- 
tances; Je remarqne que cc point est le même que celui 
qu'an nomme 'en mécanique, centre de gravit&. D'oir je 
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conclus, q u e  la théorie de ce çentre appartient A la géo- 
métrie, et qu'il eeroit très-~antageux pouf lea progtès 
de cette science, de rétablir à cet dgard l'ordre naturel 
des idées. 

Dans la Ginquibme swtiop., j'applique les principes 
établis auparavant, à une suite de questions particdierés 
du genre de c e h  qui font l e  sujet de ce qu'on appelle 
applicatiom'de l'dghbre à la géométrie ; ce qui me donne 
i'occasioa de montrer, par beaucoup d'exemples ,. que la 
thésrie communéinent adiiuse sur les qùantités dites posi- 
tives et négatives, n'est poiht satisfaiciante; et qiie par la 
maniere de choisir nomsetdernent les inconnues, inais 
encore les données, on rBussit souvent à faire entrer, 
eonformhent l'idée de Leibnitz , la position dans l'ex- 
pression des conditians du problême, et ii diminuer ainsi 
le degr8 riasurel de l'équation Enale. Cea diverseà ques- 
tiane doriwn~ lieu A quelques formules remaiyuables 
comme l'équation de condition p i  existe entre I ~ P  sir 
angles que forment entre elles les quatre faces d'une 
pyramide triangulaire. - t .  

Enfin, dans la sirihme et dernière &ctioii, j'applique 
aux courbes la formation des tableaux propres à représen- 
ter l'ensemble des propriétés des signes : je développe l'idée 
lumineuse donnée par Godin dans son Traité des pro- 
priétés cornmums d toz~tes les courbes, que I'itrt de décou* 
vrir les propriétés des courbes est, à proprement parler, 
l'art de changer le syst&me des coordonnées; et je donne 
divers exemples de cette opération. Je n'ai pas eu l'in- 
tention d'écrire PXI trait6 sl~ivi de la théorie des courbes ; 
mon 'bat a 6th seulement de varier l'application de me$ 
principes, et  de faire voir que la fdrmation des tableaux 
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propres à représenter l'ensemble d'une figure, est appli- 
cable aux lignes et surfaces courbes, aussi bien qu'aux 
lignes droites e t  aux surfaces planes. 'On trouvera dans 
cette section plusieurs propriétés remarquables'," et j e  
crois non encore' konriues, des sections coniques ; une 

- 

théorie assez curieuse sur les points de concours de plu- . 
sieurs droites, et de Eeux qui au contraire se trouvent 
rangés sur'une même ligne droite. Enfin diverses'pro- 
prietés dei courbes en général, dont le but principal èst 
de rendre leur équation indépendante de tout point; 
ligne, plan ou objet fixe quelconque pris arbitrairement 
dans l'espace ou inhérent à la courbe. ' 
, La plupart des questions traitées dans cet ouvrage, 
appartiennent à la géomhtrie élémentaire ; mais lors- 
qu'on pense que c'est cette géométrie qui fut si féconde 
entre les mains des Archimède, des' Hyppar,que , 'des 
Appollonius; que c'est la seule qui fut connue des ~ é ~ e r ,  
des Viette , des Fermat, des Descartes, des Galilée ,' des 
Pasbal; des Huygens, des ' ~ o b e r v a l  ; que les Newton , 
les Halley, les Maclaurain, la. cultivèrent. avec une 
;sorte de. prédilectiou , on ' peut - croiie que cette géo- 
métrie a ses avantages. En effet, on convient assez géné- 
ralement aujourd'hui, que la principale utilitd des scien- 
ces exactes; poussées au-delà de ce qu'il y a de plus usuel 
pour la pratique des arts, est d'accoutumer l'esprit à la 
réflexion, à la justesie et à 17&nchaÇnement des idées. Or - 
cet objet est, par excellence., celui de la géométrie des 
anciens. Car si cette géométrie est dite élémentaire 
au sujet dont elle s'occupe, elle ne l'est nullement quant 
?i la difficulté ; et sous ce rapport, elle ne le cède point 
aux spéculations analytiques. D'ailleurs, la métaphysi- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



que' des sciences n'en est pas la portion la moins inté- 
ressante, il est important d7en'exclure les idées fausses 
ou- obscures. Or certainement, pour quiconque veut ap- 
profondir le sujet dont il s'occupe, lamotion des quan- 
tités dites négatives, porte ce caractère, et cependant elle 
sert de base au2 principales opérations de l'algèbre, ou 
plutôt c'est sur elle que repose entièrement l'analyse 
algébrique. Les efforts qu'ont faits les plus grands Géo- 
mètres pour éclaircir ce point de doctrine, et les con- 
testations auxquelles il a donné lieu, justifient assez une 
entreprise dont le but spécial a été de faire voir la faus- 
seté comme l'inutilité absolue de cette notion, et d'y en 
substituer une autre aussi simple que rigoureuse , en 
revenant seulement aux idées naturelles, et qui se pré- 
sentent les premières à tout le monde. % 

De plus, en considGant Ce qu'on nomme 'aujourd'hui 
élémens de géométrie ,- on ' ne peut s'empêcher d'être 
étonné du 'sens restrein t'qu'on leur -a Clonné. La'science 
des projections-, ou géométrie descriptive, n'y est pas 
comprise ; elle forme encore une espèce de science à 
part. Et cependant, qu'y a-t-il de plus élémentaire, de 
plus utile à la pratique des arts, que l'art des projec- 
tions sur ' des plans *horizontaux et verticaux. On dira 
qué ce ne sont point-là les principes de la géométrie, 
mais une partie de leur application. Cela peut être vrai, 
mais alors on pourroit dire la même chose d'une multi- 
tude de propositions que l'on comprend pour l'ordinaire 
dans les 6lérnens. 11 n'est point aisé, ou plutôt il est im- 

- 

possible, de séparer ce que dans ce sens on nomme prin- 
cipes de ce'qu'on nomme applications. Il semble que ce 
qu'on nomme principes doit être la collection des véri- 
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tés qui une fois bien connues, suffisent pour que l'ap- 
plication aux cas particuliers les plus communs devienne 
facile. Or,  si cela, est, je dis que les élémens ordinaires 
ne suffisent point, c.ar Ie passage de ees &lémens A la 
science des pro)ections, exige de nouveaux préceptes, 
et des développeinens. considêrable~ à étndier. 

Ce que je viens de dire de. la science des projections, 
doit s'entendre de la plupart des autres objets de la géo- 
métrie. Par exemple, la science des pobyganes et des 
polyédres, y est à peine effleurée ; il est vrai qu'elle est, 
si I'onveut, comprise dans-ktrigonorn~trie; mais c'est 
d'une manihe si implicite , que Ie passage de l'une à 
l'autre, loin de pouvoir être considéré comme uine ap- 
plication facile, exige au  contraire une imagination trè+ 
exercée , et qu'une foule de propriétés aussi curieuses 
qu'utiles, n'ont pas m h  étd! rmmp6es .  Il en est de 
marne des propriétés du centre de gravit6 gui appartien- 
nent réelleinent à la géométrie, et do*. Iliimpwtance, 
pratique, est aussi &tendue qu7inîontestab~e. * 

Enfin ce. qne Yan c o q r e n &  osdInairemen.t sous le 
nom da g é o d b i e  é@jne&ire, n'est autre clzascc que b 
~ecuei& mhbhadique des pxoprihtéo les. plus siknphs et  Tes 
plus usuelles, des.figures. aom.p~&es de lignes &raitas et de 
çircod6~eqces dle cercle. '60axi1 le m o d e  conviant ; à la 
vérité, que daw. c e  sens. sed, ,  il y a un tr L-grand mériae 
L faire de bom élémeas; c 'es~idire ,  CL ~ecaeilbr, olrdon~ 
aer e t  dQmn.tcer cwpqopriétésih la maniè~e ka plaslmnib 
neuse et la plw profitable au.$ 6 1 6 ~ s ~ .  Cependane cette 
géométrie qdqus .  b im rédigée qu''elle soit, ne présente 
en résultat, mmme opl. vieafi db le dire, qu'une eolkc+ 
tion de propoiitioas-, qui: est trkincomplète , r n b e  par 

rapport 
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-rapport à l'objet spécial qu'elle a en vue, savoir, la ligne 
droite et le cercle. Pour que cet objet soit complètement 
atteint, il faut, ce 'me semble, parvenir à la solution de 
ce problême général. 
Dans un systême quelconque de lignes h i t e s ,  tra- 

cées OU non dans un même plan, quelques-unes d'elles; 
ou des angles qui résultent de leur assemblage, soit 
entre elles-mêmes, soit entre les p lans  gui les  con- 
-tiennent, étant donnés en nqmbre shfisant pour qzhe 
joute ZaJigure soit déterhade , trouver dont le reste. Or 
il y a loin de ce qu'on appelle ordinairement élémens de 
géométrie ,. A ce problême g8néral. 

On voit par-là, qu'il ne s'agit pas de grossir les élé- 
mens ordinaires d'un grand nombre de nouvelles propo- 
sitibis, quelque curieuses et subtiles qu'elies 
&tre , mais .de A la solution d'un problême 
général qui les renferme toutes c-omme cas particul 
liers dans ses développemens, et d'où elles dérivent 
par une simple combinaison de formules. j'ai donné; 
e u  plutôt indiqué, la solution de ce problême $né; 
ral dans la cinquikme section : mais pour eh rendre 
l'application plus facile ii chaque figure p'articulière, j'ai 
imaginé et développé dans les sectiofis précédentes, la 
formation d'un .tableau, qui pût représenter l'ensemble 
des propriétés de cette figure ; .qui mît sous un même 
point de vue tous ses rapports paitiels : puis enfin pre- 
nant cette même figure pour t-me 'de comparaison, j'ai 

.imaginé d'y rapporter par des tableaux additionnels, que 

.je nomme tableaux de corrélation, toutes celles dont la 
coi~struction est essentiellement la même. Le premier de 
ces t3bleaux n'est autre chose que l'énumération com- 

e 
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plkte des parties tant linéaires, qu'angulaires ou super- 
ficielles, etc. qui entrent dans la composition de la figure 
primitive, toutes exprimées en valeurs de quelques-unes 
seulement d'entre elles, prises en nombre suffisant, pour 
qu'étant supposées conhues, tout le reste soit déterminé. 
Les autres, c'est-à-dire les tableaux de corrélation, indi- 
quent lesmutations qui doivent &tre faites àce tableau pri- 
mitif, lorsqu'onve& l'appliquer à telle ou telle figure du 
même genre, ou corrélative,' c'est-à-dire, qui .ne dik 
fère pas essentiellement de la première, mais seulement 
par quelques modifications ou par la diversité de posi- 
tion des parties correspondantes. Or comme cette variété 
dans la position respective des'parties correspondantes, 
s'exprime principalement par la variété des signes +- et 
-; je me' trouve engag6 par la nature de mon sujet à 
traiter de ce qu'on nomme quantités positives et néga- 
tives. C'est ce que j'ai fait avec un détail qui seroit beau- 
coup trop ttendu, si je n'avois eu à combattre sur ce 
point des idées reçues et tellement accréditées, qu'elles 
semblent être devenues des espèces d'axiomes. Comme 
eette théorie des mutations, résultantes de la diversité 
de positions dans les parties correspondantes des figures 
de même genre, est la base 'de ce traité, je lui ai donné 
le nom de géométrie de position, non pour indiquer 
qu'il ait un objet différent de celui qu'on se propose dans 
la géométrie ordinaire, mais pour caractériser le mode 
que je propose, tant pour exprimer l'ensemble des rap- 
ports de la figure primitive, que les changemens de posi- 
-tiens qui peuvent y survenir. 

Le principe fondamentàl de ma théorie est que la 
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notion des quantités négatives isolées est inadmissible ; 
ainsi, pour fixer les idées d7une manière précise, je dirai 
que la  géométrie de position est celle O& la notion des 
quan&%s positiues ei négatives isolées, est +uppléée par 
celle des quantités directes et inverses. ' 

Ces principes sont développés très-au long; tant dans 
la dissertation préliminaire, comme on l'a vu, que dans 
1; iremièré section. Dans le reste de l'ouvrage, je me suis 
resserreautant qu'il m'a été possible.; le plus souvent 
même je me suis contenté de mettre 19 lecteur sur la voie 
des démonstrations ; et cependant cet ouvrage sera beau- 
coup plus volumineux que je ne le v~ulois ; car je n'avois 
eu d'abord pour objet , que de faire une nouvelle édi- 
tion de' mon Traité de la  corrélation des jgures. Mai? 
l a  manibre de fair& la  géométrie par tableaux ouvre un 
champ si vaste et si fécond, qu'on auroit bientÔt.remplj 
plusieurs'kolumes des résultats .au moins cu,rieux guYelI~ 
présente. Cependant ces résultats s'y trouvent %rés-ser- 
rés ; car chaque ligne d'un tableau est, à popre&ent 
parler', i n  théorême tout rédigé en formule; il ne.s9agit 
que de classer ces formules et de les ordonner de manière 
à trouver tout de suite celles dont on gept avoir besoin, 
comme on trouve par les tables de logarithmes, celui 
d'un nombre quelconque proposé. Je crois au surplus 
cette méthode très-susceptible d>étre appliquée à toutes 
les autres braeches des mathématiques, .et je sens qye 
je n'en donne ici qu'un essai extrêmement imparfait ; 
niais, si je ne me trompe, cet essai pourra servir d'ébau- 
che à un travail utile. 

La géontétrie de position traitée dans cet ouvrage, 
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n'est pas ce que plusieurs Savans ont appelé géométrie 
de situntion. On comprend ordinairement par la géo- 
métrie de situation, une certaine classe de questions 
qui, quoique du ressort de la géométrie, ne paroissent 
guère susceptibles , d'être soumises à l'analyse algébri- 
que ; tandis qu'au contraire, la gbométrie de position , 
que je traite ici, n'est autre chose qu'un mode imaginé, 
pourrendre plus féconde l'application de l'algèbre à la 
géométrie ordinaire. La géométrie de situation n'a jamais 
été, que je sache, traitée d'une manikre spéciale. Un en 
trouve quelques exemples dans les récréations mathéma- 
tiques d'Ozanam et de Montucla : c'est à elle que se rap- 
porte un problême résolu par Euler dans les Mémoires 
d e  l'académie de Pétersbourg, et qui consiste A savoir 
par quel chemin on doit passer, pour traverser des ponts 
disposés sur une rivière qui serpente ; de manière qu'on 
ne passe jamais deux fois sur le même pont. C'est égale- 
ment à cette branche de géométrie, que se ràpportent les 
ingénieuses recherches de feu Vandermonde sur la max- 
che du fil qui forme successivement toutes les mailles d'un 
tricotage. L'on voit par ce dernier exemple, que cette brac- 
che degéométrie seroit très-propre a décrire d'unemanière 
simple et uniforme les divers procédés .des arts, et sous 
ce rapport, elle pourroit devenir infiniment utile. Mais- 
il me semble que le nom de géométrie de situation lui 
convient moins que ne lui conviendrait , par exemple, 
celui de géométrie de 8ransposition ; puisqu'en effet le 
mouvement ou la transposition des parties du systême 
entre comme un élément essentiel dans toutes les quea- 
lions dé son ressort, et qu'elle est proprement, A la géo- 
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mérrie de position, ce qu'est le mouvement ati repos: Au 
surplus, cette géométrie de situation ou de transposition, 
n'est elleimême que la moindre partie d'une science très- 
étendue, très-importante, et qui n'a jamais été traitée. 
Cette science est, en général, la théorie du mouvement, 
considéré, abstraction faite des forces qui le produisent 
ou le transmettent. Ainsi , par exemple, lorsque je 
me propose de faire parcourir au cavalier des Bchecs 

'toutes les cases de l'échiquier, sans passer deux fois sur 
la même, il m'importe fort peu de savoir quelle est la 
masse de ce cavalier, et la force que j'emploie à le mou- 
voir. De même, lorsqa'un fil forme successivement les 
mailles d'un tricotage , il ne s'agit nullement des loix de 
l'action et de la réaction, ni de la force avec laquelle ce 
fil est tendu : il en est de même enfia de toutes les machi- 
nes dont le but n'est pas d'économiser des forces, mais 
d'établir tels ou tels rapports entre les directions OU les 
vît esses des différens points d'un sys tdme. Je reviendrai 
dans un autre ouvrage sur la notion de ces mouvemens 
dont j'ai déjà nommé ailleurs les limites, mouvemens 
géométriques, et dont la théorie est le passage de la géo- 
métrie à la mécanique. 

Quant à ce que je nomme ici géométné de position. 
il n'y est point question de mouvement ni de transpo- 
sition de parties, mais seulement, comme je l'ai dit ci- 
dessus, d'un nouveau mode pour danlier plus d'exten- 
sion aux applications de l'algèbre à la gkométrie ardi- 
riaire : et j'ai cru devoir désigner ainsi, zcne théorie dont 
Z'o bjet spécial est d'exprimer e n  e f e t  , par des da b leaux 
comparat fs dans desj6"ures de même genre, la diver- 
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sité de positions de lezcrs parties correspondunies, après 
am> préalablement forné le ta b l e m  général de leurs 
propriétés communes ; ce qui est lévéritable et unique 
but duprésent ouvrage. 
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DE POSITION. 

i. LA Géométrie de position a pour objet, de rechercher 
spécialement la connexion qai existe. entre les positions respec- 
tives des cliverses parties d'une figureproposée, et leurs f aleurs 
comparatives. 

Il existe entre les diverses parties de toute figure &orné- 
trique , deux sortes de rapports : savoir, les rappr ts  de gran- 
deur et les rapports de position fies premiers sont ceux qui 
ont lieu entre les valeurs absolues des quantités : les antres sont 
ceux qui expriment leurs situations respectives, en indiquant 
si tel point est placé au-dessus ou au-dessous de telle droite, 6 
droite ou à gauche de te1 plan, au dedans ou au dehors de telle 
circonférence , ou de telle siirface courbe, &c. Or l'objet que 
je me propose ici, est de rapprocher et de 
comparer ces deux maaières d'envisager les rapports des quaiid 
tit& géométriques. 

Le mode que je me propose de sui'sre , consiste à rapporter 
chaque figure dont on recherche les propriétés, une autre 
figure dont les p?opriétés sont connues, et qu'on prend pour 
terme de comparaison : puis à l'aide des signes ordinaires de 
l'algèbre, ou de caract6ristiques pa~ticulières , et de l'arrange- 
ment systématique des lettres employées pour désigner les points 
qui déterminent les diverses parties de ces figures, on exprime 
les modifications qui les distinguent : c'est ce que j'appelle éta- 
IJZ~ Za corrélation des$gures. 

f 
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2 G E O M E T R I E  
Quand lcs figures dont on recherche les propriétés sont coin- 

pliqnées , on les décompose en plusieurs autres fig~ircs plus 
simples, et l'on rapporte chacune de celles-ci à unc figure con- 
nue,  prise pour terme de comparaison: 

2, Pour  donner de mon objet une idée un peu plus étendue, 
concevons uii systzme quelconque de quantités , liges entre 
elles par des rapports quelconques. Il est &vident qu'à l'aide de 
ces rapports, il suffira de connoitre un certain noriibre de ces 
quantités, pour que tou<es'les ai t res  soient déterminées. Sup- 
posons donc, en effet, qu'ayant choisi pour termes de compa- 
raison un certain nombre de ces quantités, suffisant pour que tou t 
le  reste soit +teFrni%&, on exprime toutes les autres en valeurs 
de ces premières senles, et qu'on en forme u n  tableau géniral. 
Ce tableau sera l'exl<ressioh analytique des rapports qui par  
hypothèseexistent entre toutesles quantités du systême propos&. 

Supposons maintenant que ce systême vienne à se transfor- 
mer par degFds insensibles, sbivant une loi quelconque : que 
cependant, si l'on veut,: parmi les quantitds qui  le compose11 t ,  

quelqi~es-ines dcméuren t constintes, pendant que les autres 
va,rient. Cela posé, il est évident qu'A mesure que la transfor- 
mation du systême .fera des -progrès, les formules du tableau 
qui expriment les rapports de ses diverses parties, devront 
éprouver des'changemens analogues; et que ces changemens 
devieiîdron t J e  plus en pl.us.sensibles, mivan t  que le systê~ne 
transformk s'éloignera davantage de son état primitiL 

3. Ce changement sera d'abord ce qu'on appelle infiniment 
ou indéfiniment petit, jusqu'b ce que le calculateur ait attribué 
à la mutatioii OLI ac$roissement des variables, une valeur dé- 
t e p i ï i é e ;  c'est-à-dire, jusqu'à ce qu'il ait substitué aux yuan- 
tités du systême primitif prises pour limites , ou premières 
valeurs, d'antres ~raleui-s déterminées d'après le ,changement 
y;'il su&osera s'être èffectué dans ce s y s t k e .  E n  effet, rien 
ne fixant jiisqu'alors, parmi les quantités qui entrent dans les 
formules du tableau, la quotité de leur mutation, le ~dcul i i teur  
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coimrve la facul~é de la supposer aussci petite qu'il le veut. 
Or celte indétermination de l'état du système donne lien H. uiie 
sirilplification accidentelle très-importafite ; car c'est cl'elle que 
11;tît la hiérarchie do ce qil'onnomme infiniment petits de diflé- 
yens ordres; hiérarchie darit les dCveJoppemei~s forment cette 
braiîclie féconde de calcul, désignée sous Je nom dJanalyse infi- 
nit4simale , laquelle n'est, vëritablement . qu'une, mste et hei- 
reuse application de la méthode dés imidéterqinée~. 

< '  rf J 1 .  I :i 4. Màis' lorsque le calculateur en est venu à faire pour 
d i G u n e  des quaiilif& du systêmd primitif, une s~bsti tut ion 
ielle que celle dont nous avons prré-y c'est-$-dire, q w n d  il a 

" ' i  
srihtitué dan; les formules primitives, aux quantités ,. qui y 
entrent, louaIei~~~ueehncuneiPeIlw a ieçue IorsqUe ie systême 
eut nryivd tel ou* tel'étnt d6termirzé ae sa transformation, il 
peut se faire que cetle transformation soit encore assez légè~e,  
pour que 1 i  forme dit iableau qui ieprésente à'chaqqe instant 
l'état 'actuel du  systêrne , etaqui  Aoie par1 coilséqZent éprouver 
continuellement des changemens bnalogaes à ceuk de cemême 
systême ; pour que cette. f ~ r m e  , dis-je , n'ait ehcore  prouvé 
aucune mikition dans les signbs;'iar lesqukls s&t liées les 
quantités qai entrent dans.les forrnukb et qu'elle n'ait ét6 dt6 
rée que dang les valeurs absolues de cesrnêmes quantitds. J'ex- 
prime cet état du systêrne transformé, *, e p  . djsant . qu'il est ep  
corre'Zatiolz directe avec le systêrqe primitif, 

1 :  J ' i  t C  . 
5* Mais si la trarisformation. est poussée plqs loin jil pourra 

se faire que les forrriules'trouv6e~pour le s,yst&e primitif, ne 
cadrent plus avec son nouvel ktat, malgré, les changeruens qu'on 
pourroit faire aux vale& absolues des quantités qui entrent 
dans ces formules; et que posr  parvenir à les adapter au s y s ~  
tême ainsi transfurmé, il fût i-iécessaire de changer aussi Ie 
signe de l'une ou de plusiews de ces quantités.. J'exprime ce 

nouyel état d u  systême transformé, en disant, qu'il est en 
corrélation indirecte avec le  syetêrno - primitif, toujours pris pour 
terme de comparaison. 
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4 G E O . R I E T R I E  
6. cette transformation du système peut aller plus loin 

encore. Il peut se faire qu'il ne suffise plus de changer comme 
ci-clessus le signe d'une ou de plusieurs des quantités q u i  en- 
trent dans le systêine, niais qu'on soit obligé de multiplier ces 
quantités , ou quelques-unes d'entre elles , par telles ou telles 
de celles qui  sont connues sous le nom de racines imaginaires 
de l'unité ; car naus verrons que la transformation du systêrne 
petit être telle, que pour faire cadrer les nouvelles formules 
avec ce systênie ainsi modifié, il soit nécessaire de mdtiplicï 
telle des quantités qui entrent dans ces formules par v z ,  
telle autre par 

b'x -' i- , &r qui sont des racines imaginaires 
2 

de l'unit& J7exprime ce nouvel état du systême transformé, 
en disant qu'il est en corrélation imaginaire avec le systêrne 
primitif, 

Mais l'mité p o u v a t  être considérbe comme le coiifficient 
naturel de toute quantité, on voit que ses racines employées 
en qualité de cGfficiens, peuvent être congidérées plutôt comme 
de simples signes que comme des quantités; car elIes ne chan- 
gent rien à la valeur absolue de ces mêmes quantités ; elles ne  
font que leur imprimer le caractt:re d'absurdité qu'elles doivent 
avoir ,- et qu'on peut faire dispxoPtre par une simple transfor- 

--k+ I.'q 
mation algébrique. Par exemple, 

n 
a ,  qui est une 

+ 
quantité imaginaire, devient' a3 en l'élevant au cube ; c'est-à- 
dire, la meirne que s'il n'y avoit point eu de coefficient. L'aiiité 
elle-même, q u i  joue le. rôle de coefficient pour toute espèce de 
quantités, peut, sous ce rapport, être plutôt considérée comme 
un signe que comme une quantité. C'est pourquoi dans la suite 
je compreudrai l'unité et toutes ses racines employées comme 
cnëiliciens, sous la dénomination g6nérale de signes algébri- 
ques, aussi bien que + et - qu i  rie sont eux-mêmes autre chose 
que  es coëfficims + i et -1. * 

J'observerai en passant, à 178garri de ces racines, que le rap- 
port de deus quelconques d'entre elles prises ou noil dans le 
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' même degré, leur produit, les diverses puissances on racines 
quelconques de chacune d'elles , &c., se retrouvent toujours 
parmi le nombre infini de ces mêmes racines de l'unité. Ainsi, - 
par exemple, le  produit de I- r , qui est une des racines qua- 

trièmes de l'unité, multiplié par -.i + '* qui est une des 
2 

racines 'troisiémcs, est aussi une des racines dé l'unité du 
douzième ordre, puisqu'en élevant .ce produit à la  puissance 
douzième , on retrouve évidemment l'unité. 

7. Enfin la transformation du systême primitif peut être 
porté 8u point, qu'il ne suffise plus pour faire cadrer avec lui  
l es  formules da tableau , de changer les signes des quantités 
s h p l e s  qui eiitrent dans sa composition; c'est-à-dire, de.mu1- 
tiplier ces qwariitibds, ou quelques-unes d'entre elles, par -1 
ou par d'autres racines qeekomques de l'unité ; mais qu'il soit 
nécessaire d'opérer ce changenierit de signes, non sur les quan- 
tités simples qui entrent dans cc systême, mais sur  quelques- 
unes des fonctions de ces mêmes quantités. J'exprime ce nou- 
vel 6tat du systême transformé, en disant qu'il ëst en  corréla - 
$ion complexe avec le systême primitif. 

8. Malgré toutes ces mutations, chacune des quantités du 
systêrne transformé ne faisant que changer par degrés insensi- 
bles-, conserve toujours son existence rdelle et sa correspoii- 
dante dans le nystême primitif. L'analogie des deux systêmes 
subsiste continuellement : l'expression de ces quantités peut 
bien changer de signe dans les formules ; mais leur nombre et  
la valeur*' de chacune d'elles demeurent. Or ce s o ~ t  ces différens 
systêmes, ou plut& c'est ce même systême considéré dans ses 
divers états successifs de transformation , que je nomme sys- 
témes corréZutz$, en distinguant, comme. je viens de le dire, 
pa r  des expressions particulières, ses diffdrens degrés plus ou 
moins éloignés de corrélation. 

Il s'agit donc IO.  de former le tableau analytique des rapports 
qui ont lieu entre les diverses parties du systême primitif, en 
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vertu de telles ou telles relations existuntes entre elles. 2'. De 
former un  second tableau qui marque tous les cliangemens que 
doit opérer dans les formules de ce premier tableau, la muta- 
tion du sÿstême à mesure qu'il s'éloigne de soli état primitif. 
Or tel est l'objet de cet ouvrage. Le  titre annonce que j'ai parti- 
culiérement en vue lé dernier de cés deux tableaux , qui est 
proprement celui de la corrélation des syst&mes : mais comme 
la formation de celui-ci exige souvent la formation préalable du 
premier, on que du moins on en tire un grand secours pour 
cet objet, et que d'ailleurs la méthode de représenter ainsi par 
un tableau général toutes les quantit6s d'un systême fonda- 
mental , en valeurs de quelques-unes seulemeut d'entre elles , 
me paroît offrir de grands avantages; je m'occuperai Cgalement 
de l'un et de l'autre de ces tableaux. Je  développerai dans la 
premiére section des principes applicables à toutes les parties 
des mathématiques : dans les autres, j'en ferai diverses appli- 
çritions à la Goornétrie élémentaire et à la théorie des Courbes, 
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S E C T I O N  

Principes générâztx. 

9. A v n m  d'entrer en matière , j7établirai one distinction 
très-importante pour ce que j'ai à dire dans la suite : cette 
distinction porte sur  les mots vubur et quantité. 

Par  l'expression de  valeur, j'entends, en général, toute espé.ce 
de fonction algébrique. Ainsi a est une valeur absolue; + a ,  - 
une valeur positive ; -a, une valeur négative ; t / - a ,  une 
valeur imaginaire. Je rdserve au contraire le nom de quant&?, 
.pour désigner uniquement la  chose même dont on recherche 
les propriétés , ou  sa valeur. absolue, c'est-Mire , abstraction 
faite du signe; Ainsi en adoptant cetie définition, il n'y a n i  
quautités positives, n i  quantités négatives, ni quantités iina- 
ginaires. Toute quantité est un objet réel que l'esprit peut saisir, 
ou. du moins sa représentation dans le calcul d'une manière 
absolue j au lieu que les valeurs ou fonctions , peuvent n'être 
que des formes algébriques, des quantités prises collectivement 
avec leurs signes. Or ces signes iricliqaent des opérations qui  
souvent ne sont point exéçutables. Par exemple, -a, seul, 
indique qu'il faut retrancher a de O; ce qui est absurde, puis- 
qu'il n'y a rien au-dessous de o. 

Ces forines algébriques peuvent, à la vérité, être employées 
dans le calcul comme véritables quantités; mais ce calcul n'offre 
de résultats intelligibles, qu'autant que ces formes sont rame- 

. nées à des combinaisons qui  peignent des objets réels ; c'est-i- 
dire, à des formules ou foiictions dans lesquelles les opéra- 
tions indiquées peuvent être réellement exécutées. On peut 
bien, dans un calcul, indiquer la soustraction d'une quantiid 
à retrancher d'une quantité plus petite; mais on ne peut pas 
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8 G E O M E T R T E  
l'effectuer. Ceperdant ce résultat, quoique absurde, étant ex- 
primé algébriquement, peut, par  des transformations, conduire 
à des résultats d'un autre genre, et qui  n'indiquent plus que 
des opérations exécutables sur des quantités effectives. C'est 
alors seulement que ces résultats sont véritablement significa- 
tifs , et qu'on peut les appliquer utilement à l'objet qu'on s'est 
proposé. 

Se suppose, par exemple, que l'expression des conditions 
d'un p r o b l h e  m'ait amenéà cette équation ,x'-ztrx + as-bsrq 
ou (x-a)'= b; j'en tirerai a-a= = k 6 .  

Le premier de ces résultats, c'est-à-dire, s-a =fi, n'offre 
rien que de clair i l'esprit; mais le second x - a = - f i ,  est 
inintelligible, puisque le second membre est une quantité a'b- 
surde, op une simple £orme algébrique, qui n'exprime rien 
d'effectif. Cependant par la seule transposition de la quantid a, 
je rends ee résultat significatif et utile à mon objet, puisqu'il 
résoud la question que je ni'étois proposée, aussi bien que le 
premier; car alors les deux résultats deviennentl'un x =a+ 0, 
et l'autre, x = a  lesquels sont également propres P rébou- 
J re  le problQme. 

i O. Lorsque les propriétés d'un systleme quelconqiie de 
quantités, sont exprimées par des équations ou formules rame- 
nées B cet état primordial dont an vient de parler; c'est-bdire, 
tel que toutes les opérations qui s'y trouvent indiquées par les 
signes, puven t  être réellement effectuées ; je l'exprime, en 
disant que ces formules sont immédiatemens applicabks, au 
systrime proposé, et je les nnmrne formutes esplicites à l'égard 
de ce systême. J'appeHe au contraire formules implicites, 'celles 
qui ne peavent lui être immédiatement appliqudes , sans leur 
avoir fAt préalablement subir quelque transformatiaii. 

Ainsi dans l'exemple prhddent , 2- a = 6, x = a + 6 ,  
r = a - 6 ,  sont des formules esplicites, parce qu'il n'y a dans 
ces équations aucune operation indiquée qui ne puisse réelle- 
nient être exécutée ; au lieu que l'équation x- a-- Vb est 
%euletnent implicite, parce qu'on ne peut la rendre significative, 

sans 
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D E  E O S S T T I O .  9 

sans lui avoir prkalablement fait subir une transformation, 
comme celle de transposer a, ce qui donnera * = a - 6 ,  on 
celle de changer les signes de tous les termes , ce qui donnera 
a- z=i/6; formules qui sont l k n e  et l'autre explicites. 

Le but qu'on doit remplir lorsqu'on n'a que des formules 
implicites, pour en tirer les rapports réels des quantités, est 
donc de les ramener à des formules explicites, par des trans- 
formations convenables, ou l'élimination des valeurs qui n'x 
représentent pas de véritables quantités. 

i 1. Sous la dénomination générique de grandeur, je com- 
prendrai également les véritables quantités, et les formes algé- 
briques que j'ai nommdes valeurs. Quelquefois aussi, pour me 

rapprocher autant que possible des locutions les plus usitées, 
j'einpl~ierai le mot de quantité pour celui de valeur et récipro- 
quement, mais seulement lorsqu'l]. ne pourra en résulter au- 
cune Bquivoque, 

i 2. On a vu par l'exemple rapporté ci-dessus , qn'on ne 
doit point rejeter comme inutiles les formules implicites\; c'est 
même proprement l'emploi de ces formules qui fait le caractére 
de l'aiialyse , et qui lui donne u n  si grand avantage sur la syn- 
thèse. Celle-ci est restreinte par la nature de  ses procddés ; elle 
ne yeutjamais perdre devue son objet : il faut qUe cet objet s'offre 
toujours à l'esprit rdel et net, ainsi que tous les rapprochemens 
r t  combinaisons qu'on en fait. Elle ne peut donc employer des 
Formules implicites , raisonner sur des quantités absurdes, sur  
des opérations lion exécutables : elle peut bien faire usage des 
signes, pour aider l'imagination et la mémoire; mais .ces signes . 
ne peuvent jamais être pour elle que de simples abréviations. 

L'analyse, au contraire, a d'abord tous les moyens de la 
synthèse, et de plus, elle admet dans ses combinaisons des ob- 

. jets qui  n'existent pas; elle les représeste par des symboles, 
aussi bien que ce qui est effectif: elle mélange les êtres réels 
avec les êtres de raison ; puis par des transformations metho- 
diques, elle parvient à éliminer ou  chasse^ ces +miers du 

2 
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1 O G E O M E T R I E  
calcul, après s'en être servi comme d'auxiliaires. Alors ce qu'il 
y avoit d'inintelligible dans les formules disparoît , et il ne reste 
que ce qu'une synthèse subtile auroit sans doute pu faire dé- 
couvrir : mais ce résultat, onl'a obtenu par une voie plus courte, 
plus facile, et presque par pur mécanisme, lorsqu'il eût fallu 
de grands efforts pour y parvenir autrement. Tel est l'avantage 
de l'analyse sur la synthèse, et par conséquent, celui des mo- 
dernes sur les anciens. 

Les anciens , à la vérité, n'usoient pas même coninle abré- 
viations, dans leur synthèse, des signes que les modernes em- 
ploient d'une maniére plus générale dans l'analyse. Mais cela 
ne  prouve pas que l'usage des signes appartienne exclusivement 
à celle-ci : cela prouve seulement, que les anciens n'avoient 
pas même, pour faire les admirables découvertes que nom leur 
devons, le secours de la synthèse poussée aussi loin qu'on peut 
l a  porter. Cependant ils faisoient usage très-habilement de la 
théorie des proportions, où l'on emploie une sorte de iiiéca- 
nisme très-analogue à celui de l'algèbre; mais ils ne s'en ser- 
voient jamais que pour indiquer des opérations exécutables. 
Les modernes ont franchi le  pas, et c'est ce qui constitue le 
caractère de l'analyse, et produit ses étoiinans rdsultats. 

. 13. Toute autre distinction entre l'analyse et la synthèse 
me paroit illusoire. La synthèse est, dit-on , l'art de s'élever 
graduellement des véritgs les plus simples aux plus composdes 
par le rapprochement successif et la combinaison des premières; 
tandis que l'analyse est l'art de décomposer une vérité cornplid 
quée en ses principes élémentaires ; c'est-8-dire , l'art de véri- 
fier de proche en proche, si une vérité ou proposition éloignée 
qiie l'on suppose vraie, s'accorde avec ces principes ou axiô- 
mes, et  s'en trouve une conséquence nécessaire. Mais il est 
Bvident que les raisonnemens L faire dans l'un et l'autre cas , 
sont toujours les memes, pris dans un  ordre différent. Ce n'est 
donc pas une distinction essentielle entre les deux mkthodes, et  
l'oh ne  voit pas-là ce qui donneroit A l'une un si grand avantage 
sur l'autre. 
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Les caractères algébriques ou signes qui sonl familiers L Vana- 
lyse, tandis que la synthèse n'emploie communément que le 
langage ordinaire, n'établissent pas par eux-memes, ainsi qu'on 
l'a vu ci-dessus, une différence plus réelle; car dans la syn- 
thèse, on emploie souvent ces signes comme de siniples abré- 
viations, et l'on ne fait pas pour cela de l'analyse, et récipro- 
quement, uqe formule analytique traduite en langage ordinaire, 
ne  devient pas pour cela une proposition synthétique. I l  est 
certain qu'on peut faire un très-grand usage des signes algébri- 
ques , sans jamais sortir de la synthèse, et qu'il n'y a aucune 
recherche analytique a laquelle on ne puisse parvenir, sans 
employer u n  seul de ces mêmes signes : il ne s'agit que de 
substitner à ces signes Lin nombre suffisant de paroles. 

I l  est vrai que la synthèse procède en partant des axiômes , 
et s'élève par gradation aux vérités complexes. Mais cette mar- 
che lie lui est point particulière; c'est, dans tous les cas, la 
seule qu'il soit possible de tenir, et pour peu qu'on y réfléchisse, 
on verra que l'analyse n'en suit point d'autre. Elle raisonne 
bien sur  les quantités inconnues comme si elles étoient don- 
nées ; mais c'est que ces quantités, quoique inconnues, ont des 
propriétés connues , et c'est uniquement à celles-ci que s'atta- 
che l'analyse ; ce sont ces dernières qu'elle traduit, et dont en 
procédant toujours du connu à l'inconnu, aussi bien que la 
synthèse, elle déduit ce qu'elIe vouloit découvrir. L'art de proi 
céder de ce qu'on ignore à ce qu'on sait, est une opération in- 
terdite à l'intelligence humaine. 

C'est de tout temps que les hommes ont cherché à seconder 
leurs facultés intellectuelles par le secours des symboles, qu'ils 
ont tâché de se créer une espèce de mémoire artificielle, d7agran- 
dir leur imagination par le rapprochement des objets qui  
l'avoient frappée, de réduire les règles du  raisonnement à une 
sorte de mécanisme. Cette idée fondamentale ou cet instinct, a 
été le principe des plus grandes découvertes dans tous les genres : 
c'est particulièrement celui des sciences exactes, .de l'arithmé- 
tique, par exemple, qui  n'est que l'art de suppleer en partie 
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aux opérations de l'esprit par des opérations rnatkrielles, sur 
un systême de caracth-es symboliques ;' celui de l'algèbre , qui 
n'est qu'une espèce d'arithmétique indéterminée , c'est- &dire, 
l'art d'indiquer A l'arithmétique numérale les opérations que 
celle-ci doit exélcuter : l'une et l'autre sont des instrumens dont 
se sert l'aaalyse ; inais ces instrumens appartiennent également 
à la synthèse : c'est l'usage différent qu'en font ces deux métho- 
des qui  les caractérise. Par  eux,  la syiithèse exprime tous les 
rapports possibles d'existence entre les quantités ; mais l'ana- 
lyse est parvenue, par leur moyen, à exprimer non-seulement 
lous les rapports d'existence, mais encore tous ceux d'incom- 
patibilitb : elle remplit cet objet, en representant les premiers 
par l'indication d'opérations possibles ; les autres, par l'indica- 
tion d'opérations non exécutables. 

Qu'on forme la chaîne non interrompue des propositions, 
depuis 17axiÔme jusqu'à une vérité éloignée, il sera facile d'in- 
tervertir de bien des manières l'ordre de ces propositions, sans 
que la série des raisonnemens perde rien de son évidence; car 
les seules conditions qu'il y ait à remplir pour cela sont, 1". que 
dans chacune de ces propositions on %oie clairement l'identité 
des deus  objets comparés ;. 2 O .  que ces deux objets soient repris, 
l ' in dans la proposition précédente, l'autre dans la proposition 
suivante. Or, i l  est clair qu'il peut y avoir nombre de manières 
de satisfaire à ces conditions ; et que par conséquent, ce n'est 
pas le changerne~nt d'ordre dans la serie de ces propositions qui  
constitue le changement de la  méthode. 

Ce qui  constitue essentiellement le changement, c'est-&'dire, 
la différence de la synthèse à l'analyse, est que, la première ne 
parvient au  résultat qu'elle cherche, qu'après avoir, en effet, 
dtabli cette chaîne de propositions dont nous venons de parler; 
que l'analyse, au contraire, y arrive d'abord par un chemin 
rapide qui l u i  est propre, en formant sur sa route une autre 
chaîne, non d'objets réels comme la précédente, niais de hié- 
roglyphes, qui  le ,plus souvent ne 'désignent que des êtres de  
raison. Une fois qu'elle a saisi la vérit6 cherchée, qu'elle fa  
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montrée à la synthèse, la fonction de celle-ci est d'établir sa 
chaîne d'objets réels: la grande difficulté est 1ev6e; on sait le point 
oh il faut arriver : le  point de départ est connu ; il ne s'agit que 
de tracer la route la plus courte et la plus commode, pour 
remplir l'intervalle. 

Mais cette route une fois établie, n'est ni  moins sûre n i  moins 
lumineuse, soit qu'on la parcoure dans un sens, soit qu'on la 
parcouie'dans l'autre ; c'est toujours de la synthèse, comme la 
route hiéroglyphique dont nouy avons parlé, demeure tou- 
jours analyse ; tant que les objets désignés par ces symboles ne 
sont point devtnus réels et appréhensibles par l'esprit, Dès 
qu'ils le deviennent , les hikroglyphes ne sont plus qu'une 
écriture abrggée, qui ne conserve aucun caractère essentielle- 
ment différent de celui de la synthèse : l'une devient l'autre par 
une simple traduction. 

S'il suffisoit d'une écriture abrégée pour faire de l'analyse, .la 
sténographie auroit ce caractère ; ce seroit l'analyse appliquée 
aux usages ordinaires de la sociét6. Cependant elle n'atteint 
point ce but; ses avantages sont , de recueillir les paroles avec 
la rapidité de l'organe qui les prononce, d'en former un tableau 
qui  les rapproche et les réunisse matériellement sous un même 
point de vue ,  et  de produire enfin un effet assez approchant 
de celui des signes algébriques employés comme simples abré- 
viations. Mais pour que la stéiiographie devînt une science ana- 
lytique , il fgudroit pouvoir lui adapter un mécanisme propre 
B transformer de toutes les manières possibles le discours qu'elle 
peint sans en altérer le sens, à en transposer les parties sans 
en changer la relation, ou du moins les résultats de leurs corn- 
binaisons ; alors les régles de ce mécanisme pourroient former 
une sorte d'analyse applicable à des objets de toute nature. 

i 4. La mpltiplicité des succès de l'analyse , l'accord cons- 
tant de ses résultats avec ceux qu'on pouvoit obtenir par la 
synthèse, et le scéau de l'évidence apposé successivement par 
celle-ci, à toutes les ddcouvertes de la première, ont mis hors 
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de doute la certitude do ses procérlés. Mais lors des premiers 
essais de cette méthode d'iiivention, on dut être fort circons- 
pect, et l'on n'osa mettre nu jour les découvertes opérées par 
son moyen, qu'après les avoir fait passer par l'épreuve de ln. 
synthèse. Voilà, je pense, pourquoi Newton ne regardoit ses 
sublimes travaux comme dignes d'6tre mis sous les yeux du 
monde savant, qu'après leur avoir donné la forme synthéti- 
qiie , après les avoir débarrassés des expressions symboliques 
qui auroient indiqué des quantités absurdes ou des opdrations 
inexécutables; auxiliaires infiniment utiles à celui qui cherche, 
mais qui ne sauroient satisfaire entièrement celui qui ne souffre 
aucun nuage : il vouloit , en un mot, qu'après avoir établi la 
chaîne des vérités hiéroglyphiques, on rétablît la chaîne des 
vérités sensibles. On est devenu plus hardi à force de succès, 
et les résultats de l'analyse inspirent aujourd'hui la même con- 
Gance que ceux de la plus rigoureuse synthèse. 

Si l'analyse n'étoit que l'art de suivre la chaîne des raisonne- 
mens dans le sens opposé & celui qu'on suppose établi par la 
synthèse, les modernes ne yourroient s'en attribuer l'inventipn; 
car cette marche a été connue des anciens, pratiquée et formel- 
lement définie par eux : ils en attribuaient la découverte à Pla- 
ton , et la réduction à l'absurde qu'ils employaient souvent dans 
leurs démonstrations, &oit regardée oomrne une application de 
cette méthode. Le livre des Principes de Newton contient une 
multitude de recherches faites par ce même procédé. Cependant 
011 cite, avec raison, cet ouvrage comme un chef-d'œuvre de 
synthèse ; c'est qu'en effet il en a le véritable caractère; que les 
signes algébriques n'y sont employés que comme abréviations, 
et qu'on n'y rencontre jamais ni  quantités négatives isolées, 
ni quantités imaginaires (i ). Or c'est l'emploi de ces formes algé- 
briques qui constitue véritablement la méthode analytique; c'est 

(1) Dans tout le liwe des Principes, je n'ai pas remarquk une seule pan-  
iitk imaginaire ; il s'enrencontre quatre ou cinq de formes nigatives, amenées 
pour la simplification des calculs. 
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entre les symboles qui peignent des objets réels, et ceux q u i  
n'expriment que des &es de raison, qu'est le passage de la: 
synthèse à l'analyse, la ligne de démarcation qui existe entre 
elles : c'est-là que l'on change de guide, et que l'imagination perd 
son objet de vue,  pour ne la retrouver qu'à l'extrémité de la 
chalne où les deux méthodes se réunissent de nouveau, et se 
confondent dans leurs résultats. 

15. La synthèse ne s'applique point exélusivement aux 
mathématiques : c'est en général l'art de raisonner avec jus- 
tesse, quel que puisse être le sujet de l'argumentation. Elle ne 
diffère point de ce qu'on nomme dialectique : l'une el l'autre ne 
sont que la méthode de changer la forme d'un argument, sans 
changer l'argument lui-méme , soit en transposant ses parties, 
soit en substituant à une expression ou passage clair de cet 
argument, un autre passage équivalent. C'est cettesérie de trans- 
formations appliquée rigoureusement au raisonnement en gé- 
néral, qu'il soit expritné par des signes ou par le langage ordi- 
naire, qu'on nomme synthèse ou dialectique. L'analyse prise 
généralenierit en diffère ,' en .ce que la série des transforniatioris 
s'opère sur  des parties du discours tronquées et inintelligibles - 
isolément prises, mais qui subordonnées comme les autres au 
mécanisme de l'argumentation, peuvent ramener par une nou- 
velle série de transformations, à des résultats clairs et précis, 
aussi bien que ceux qui ont été amenés par la synthèse. Je ne 
pense pas qu'il soit impossible d'appliquer ce mécanisme ana- 
lytique à des objets même considérés comme absolument étran- 
gers à ceux qu'on traite en mathématiques ; mais cette appli- 
cation doit devenir d'autant plus difficile, que les rapports 
èxistans entre ces objets sont moins susceptibles Gune évalua- 
tion précise, d'une échelle exacte de comparaison. Or  la pTu- 
part des questions traitées, non-seulement dans le commerce de 
]A société, mais tnêrne dans les ouvrages scientifiques, qui sem- 
blent donner plus de prise à l'exactitude du raisonnement, tels 
que ceux d'économie politique, tenant en partie au  moral des 
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hoinmes, aux conjectures, aux faits vagues, à des accessoires 
très-multipliés ; il est peu de circonstances' ou la science ana- 
lytiqueproprenient dite, puisse trouver son application. Cepen- 
dant je ne doute pas qu'on ne parvienne à étendre beaucoup 
son domaine, en cherchant les règles du mécanisme qu'on pour- 
roit appliquer aux discussions exactes, et particulièrement à 
l'écriture stdnograpbique, 

16. Cette digression, trop (tendue peut-être, n h t  cepen- 
dant point étrangère au sujet que je traite ; car c'est précisé- 
ment à justifier cet emploi que fait l'analyse des quantites ab- 
surdes en elles-mêmes, qu'il paroît nécessaire de s'appliquer : 
c'est à faire voir comment ces quantités absurdes en indiquent 
d'autres qui sont réelles, et comment les signes qui  les affectent 
font reconnaître les relations diverses, les positions respectives 
qu'elles doivent avoir. Cet ouvrage est un essai sur ces sorteg 
de questions, 

l7 .  . Ce qui fait en général qu.'une opération indiquée nt: 
sauroit s'exécuter, c'est l'emploi des quantités dites négatives 
prises isolément; c'est-à-dire des quantités à retrancher de O ,  ou 
de quantités moindres qu'elles ; c'est donc, a proprement parler, 
un exameri de la nature des grandeurs ditespositives et néga- 
tives que nous avons à faire, 

18. Concevons donc d'abord un systeme variable de quam 
tités quelconques tirées ou non de la géométrie, et consid&ons 
ce systême dans deux états diff6rens ; l'un que je prends pour 
terme de comparaison, et que je nomme systême primitzy4 
l'autre que je rapporte au premier, et que je nomme systême 
&ansformé ou corréZat$ 

i 9. Regardons chacune des quantites qui composent le sys- 
thme primitif, comme la limite de sa correspondante dans le 
systêrne transformé, c'est-à-dire, comme sa première valeur , 
lorsque le systême commence i passer de son'état primitif à son 

état 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E  P O S I T I O N .  a 7 
état de transformation, ou si l'on veut,  comme sa dernière 
valeur, en supposant que le systême transformé revienne à 
son état primitif. Il est clair que si l 'on compare entre elles, 
deux des quantites du systême transformé pour en connaître le 
rapport, ce rapport aura de même pour limite ou pour pre- 
rriièro ou dernière valeur, le rapport des limites de ces mêmes 
qnantités; et c'est ce rapport des limites ou cette limite du rap- 
port des deux quantités du systême transformé, qu'on nomme 
première ou dernière raison de ces mêmes quantités. 

L'état (le transformation du systêmè n'étant pas encore déter- 
miné, si l'on prend la différence de chacune des quantités q u i  
le composent it sa limite, ces différences sont ce que l'on dési- 
gne sous le nom d'injinimentpetits; c'est-à-dire, qu'on nomme 
inJnintentpetite la différence d'une quantité quelconque indé- 
terminée à sa limite; parce qu'en effet on peut rendre simill- 
tanément ces différences aussi petites qu'on veut, attendu qu'on 
peut rapprocher autant qu'on veut le  systême transformé du 
systême primitif, et faire meme évanouir toutes ensemble ces 
quantités, en poussant le rapprochement des deux systêmes 
jusqu'à l e u r  coïncidence. 

On voit donc que la limite de chacune de ces quantités appe- 
lhes infiniment petites, est zéro : ainsi on peut les définir, en 
disant qu'on nomme in~inimentjetite toute quantité qui a zéro 
pour  limite. Cette définition est rigoureusement exacte, Une 
quantité infiniment petite n'est point une quantité nulle, mais 
une quantité dont la limite est nulle, et cette simple notion 
fait disparoître toute la difficalté des principes de l'analyse infi- 
nitésimale. 

En effet, nous avons dit ci-dessus, que la dernilm raison de 
deux quantités variables, n'est autre chose que le rapport de 
leurs limites. Cela se conçoit parfaitement tant pue ces limites 
ne sont pas O ; c'est-à-dire, tant que les variables comparées ne 
sont pas de celles qu'on nomme infiniment petites ; mais dans 
ce dernier cas, le rapport des limites se réduisant à 8 ,  la der- 
niére raison de ces quantités prend, comme l'on voit, une forme 

3 
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indéterminée. Or quelle est la valeur de cette indéterminée? 
Voilà le pcint de la difficulté de l'analyse infinitésimale ; mais 
cette difficulté cesse de suite , si l'on cpnsidère que cette der- 
nière raison n'&tant autre chose que le terme dont se rapproche 
de plus en plus le rappmt de ces mêmes quantités., a mesure 
que le systême transformb approche de sa coïncidence avec le 
systême primitif, sa valeur lui est assignée par la loi de con- 
tinuité, et qu'ainsi elle sort de son état d'indétermination. 

. . 

2 O. Si dans une Bquation rigoureusement exacte, des quan- 
tités infiniment petites se trouvent mêlées avec d'autres quel- 
conques qui ne le soient pas, et  qu'on puisse réduire cette 
équation à deux termes dont le rapport sdit lui - même une 
quantité infiniment petite. La méthode des indéterminées prouve 
qùe chacun des termes e n  particulier est nécessairement égal 

O ; car si 1'00 suppose que X -t- Y = O soit cette équation 
Y 

exacte  et que - soit une quantite infiniment petite, je dis 
X 

qu'il faut ndcessairement que X et Y soient chacune en parti- 
culier égales à zéro. En effet, supposons que X ne fût pas O ,  je 

- - - - 

Y Y 
divise tout par X ,  et ;'ai I +-= O; mais par hypothèse - 

X .  X 
est une ,quantité infiniment petite ; c'est-à-dire, qu'en rappro- 
chant le systême transformé du systême primitif, on peut rendre 
Y - aussi petite qu'on le veut; dom si X n'est pas O ,  on pourra 
X 
faire que 1 di&e aussi peu qu'on voudra de O ;  ce qui est 
absurde. 'Donc on a véritablement X= O , équation qui , re- 
tranchée de 1'6qiiation pareillement exacte par hypothèse 
X+Y = O , donne Y = o. Donc X et Y sont chaçune en par- 
ticulier, kgales à O ; et comme Y est aussi par hypothèse la 
réunion de tous les termes dont le rapport à X a été suppose 
infiniment petit, il suit qu'on peut négliger tous ces termes, pour 
ne laisser subsister que l'équation X = o. Et tel est le principe 
de l'analyse irifiniiésimale , qui" cooinrne an le voit, n'est qu'une 
application de la méthode des indéterminées,, 
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, 

Ayant: voulu suivre les variations du systême transformé 
depuis le moment où i l  se détache du systême primitif, j'ai dû 
jeter un coup-d'mil sur  l'état d'indétermination où il demeure, 
jusqu'à ce que le calculateur ait- changé ses premières limites ; 
c'est-à-dire, jusqu'à c e  qu'il lui  ait assigt18 un autre état quel- 
conque détermin6 ; mais i l  faudroit plus d'étendue pour déve- 
lopper convenablement les notions précédentes. J'ai tâché de le 
faire dans ut1 autre ouvrage qui a 8th imprimé sous le titre de 
Réflexions sur .la métaphysique du calcul infinitésimal, et qui 
doit par conséquent être regardé comme faisant partie de celui- 
ci. Je reprends donc la suite de l'articïe 18. 

2'1. AU lieu de considérer, comme je viens de le faire, lx 
différence de chacune des quantités du  systême transformé à sa 
limite, je considère celle de deux quelconques des quantités da  
systême transformé entre elles, et je la'compare avec celle des 
limites correspondantes de ces mêmes quantités. Cela posé : 

La différence de deux quelconques des quantites du systêine 
transformé, sera dite en sens direct ou  simplement directe, 
lorsqu'en comparant ces deux quantités à leurs correspondantes 
dans le systême primitif, il arrive que celle des deux, qui  est 
1a plus grande dans le systême transformé, correspond, pen- 
dant tout le  changement qui s'opère, à celle qui  étoit aussi la 
plus grande dans le systême primitif, et la plus petite de l'une 
à la plus petite de l'autre, sans qu'aucune des deux ait cessé 
d'être finie ; c'est-à- diçe , sans qu'elle ait passé n i  par O , ni  
par + ou 00 .' 

Si au contraire celle qui étoit la plus grande dans le systême 
primitif, est devenue la plus petite dans le systême transformé 
et r8ciproquement , tandis que ces deux variables seront cons- 
tamment demeurées finies l'une et l'autre ; c9e&-d i r s  , s'ayant 
passé ni  par O,  ni  par a,, leur différence sera dite en sens inverse 
ou simplement inverse. 

Quant aux même dont la différence est dite en sens 
direct, on dira qu'elles sont respectivement demeurées en ordre 
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direct ; et lorsque cette différence deviendra inverse, ou se 
trouvera en sens inverse, on dira de ces quantités dont, elle est 
la différence, qu'elles ont pasaé à'zordre inverse. Ainsion nomme 
directes, les différences des quantités qui  demeurent constam- 
ment en ordre direct l'une a 1'Cgard de l'autre pendant la mu- 
tation du systêrne, et inverses, les différences de celles qui  
passent à l'ordre inverse l'une à l'égard de l'autre, par l'effet 
de cette inutation , saris cependant que n i  l'une n i  l'autre ait 
cessé d'être finie, c'est-&dire , sans qu'elle ait passé ni  par O ,  

ni par CO. 
Mais oh ne doit pas oublier, que d'après les notions données 

ci-dessus , i l n e  s'agit jamais, dans ces définitions, que de véri- 
tables quantités, et non de ce que j'ai appelé uaZeurs. Ainsi, les 
différences en question ne peuvent être entendues que de l'ex- 
cés de celle des quantités qui est intrinsèquement la plus grande 
sur celle qui est intrinsèquement la plus petite, et abstraction 
faite des signes ; ét que par conséquent ces différences elles-. 
mêmes sont toujours de véritables quantités. 

Soit pris pour exemple un  triangle ABC (fig. 1 )  sur la base - 
BC duquel soit abaissde de l'angle opposé A une perpendicu- 
- 

laire AD,  que je suppose tomber entre les points B ,  C; con- - -  
sidérons la base C avec ses deux segmens BD, CD, et con- 
cevons que le point C se meuve vers le point B , jusqu'à ce qu'il 

ait passti le point D. La base BC est donc variable, ainsi que le - - 
segment CD, tandis que l'autre segment BU est constant. 

Cela posé, prenons pour ternie de comparaison l n  figure pri- 
mitive, composée du triangle ABC,  et de ln perpendiculaire - 
AD, et pour systême transformé, cette m&me figure après que 
le point C se sera rapproché du point D, sans cependant être 
arrivé jusqu'à lyi ; il est évident qu'dors , tant dans le systêrne 
primitif que d a ~ s  le systéme transformé, on aura constamment - - 
B C> BD , et Que de plils, ces quantités seront demeurées finies 
pendant toute la mutalioii : donc ces quantités sont de celles - 
que j'ai appelées en ordre direct; et leur différence CD est de 
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celles que j'ai iioiklrkiées en sens d i ~ e c t  ou simplcrnent directes. 
Prenons ensuite pour systêmé transformé ,la même figure con- 

sjdérée lorsque le point c a passé au-delà du point D, le systênie 
primitif servant toujours de terme de comparaison. Il est clair - .- 
qu'on aura alors BD >BC. Dolic d'après les notions données 
ci-dessus, ces deux quantites ont passé à l'ordre inverse , et - 
leinr différence C D  se trouve de celles que j'ai nommées inverses 
ou en sens inverse ; c'est-à-dire, en sens inverse de ce qu'elles 
étoient dans la figure primitive, toujours prise pour terme de 
comparaison. . 

Lors donc qu'on dit de deux quantités, qu'elles sont en ordre 
direct ou en ordre inverse, ou d'une quantité, qu'elle est directe 
o u  inverse ; c'est par-là même rapporter, au moins tacitement, 
le systême auquel appartiennent ces quantités , à un autre sys- 
tême pris pour terme de comparaison, ou pour systême prid 
mitif, sans qu'il soit nécessaire de l'énoncer expressément. 

23. Conformément aux premières notions déjà données 
( s et suiv. ) , j'appellerai systêmes corréZat$s tous ceux qu'on 
peut rapporter a un même systèmeprimitifi c'est-à-dire tous 
ceux qu'on peut considérer comme les différens dtats d'un merne 
systême variable qui  se transforme par degrés insensibles. . 

Pour  que deux systêmcs soient corrélatifs, il n'est pas né- 
cessaire qu'ils soient liés de fait entre eux;  c'est-à-dire, qu'ils 
soient réellement les diverses traiisformatious d'un même sys- 
teme primitif : il suffit qu'ils puissent être considérés comme 
tels, au ramenés l'un à l'autre au moyen 'd'une mutation que 
l'on imagineroit s'opérer par degrés insensibles. Les quantités 
qui  se correspondent dans les deux systêmes corrélatifs, sont 
pareillement nominkes quantités corrélatiws. 

Si deux systêrnes corrélatifs de quantités sont tels, qu'on 
puisse leur appliquer exactement un même raisonnement , oix 
une série de raisonnernens absolument semblables, je dirai, eu 
égard à cette mème série de raisonneinens qu'ils sont entre eux 7 

en corréZabion directe ou directement corréiatcfs. D'ou il suit 
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ékidemment, que si le résultat de ces raisonnemens est pour 
l'un de ces systêhes une certaine formule qui  lui soit immé- 
diatement applicable, cette même formule sera aussi immé- 
diatement applicable à l'autre systême ; c'est-à-dire, que pour 
appliquer & celui-ci la formule trouvée pour le  premier , il n'y 
aura' d'autre changement à faire, que d'y substituer à la place 
des valeurs qui y eiitrent, les valeurs correspondantes de l'autre 
systême sans aucun changement dans les signes de la formule ; 
ce qui  s'accorde avec la notion déjà donnée ( 4). 

Mais si les raisonnernenu à faire sur les deux systêmes compa- 
rés cessent d'être littéralement les mêmes , je dirai qu'ils sont 
entre eux en corrélation indirecte, imaginaire , ou complexe, 
suivant les modifications plus ou moins sensibles qu'on seroit 
obligé de faire subir aux signes des formules q u i  expriment 
les propriétés du système primitif, pour les rendre applicables 
au systême transformd ( 5 et  suiv.); 

Pa r  exemple, dans le systêine primitif ABCD dkjà consirléi.6 
(fig. ire) ,  je puis faire ce raisonnement : le triangle A B D  - - - ...... donne,. ..................... .-, AB' =BD'+AD", - - ............. et le triangle ACD donne AC'= CD'+AD; 
ôtant cette seconde équation de la ~remiCre,  il reste ' . - - 

7 - - - 
A B "  AC' = BD' -CD'; 

C T 3 -  .......................... deplus ,  o n a  BD=BC-CD. 
Substituant cette valeur de BD dans l'équation précddente , - - -- 
on aura.. ................. Da -AC'=BC"- ~ B C . C U .  

Il est clair que ce raisonnement est applicable, littéralement 
et dans son entier, au systême transformé, tant que le point R 
est placé éntre B et C ; doiic la formule précédente est immédia- 

tement applicable B tous les cas, tant que sera en sens 
direct. 
Mais lorsque C aura passé le point D ,  la première partie 

seule du raisonnement (juspu'à ces mots, de plus &c.) aura 
encore lieu, La seconde, au contraire, ne  pourra s'appliquer 
au nouveau cas, puisqu'on n'aura plus, comme précédemment, 
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CD = BC - BD ; mais au contraire, CD = BD -BC ; c'est- - 
à-dire;que CD sera devenu inverse (22) : aussi I'dquation finale - --  
sera-t-elle pour ce cas . . . .. . . ABa- ZAC"= BC'+~BC.CD,  
laquelle diffère de cella trouvée pour le premier cas, par le 
signe qui affecte le dernier terme; ce signe Bïant - pour le 
premier cas, et + pour le second, 

Z 
2 4. Voyons donc ce qui a lieu en général, d'abord tant qu'il 

n'entre dans les formules qui  expriment les propriétés du  sys- 
lême que des quantités directes, et ensuite ce qui  arrive, lors- 
que la mutation du systême exige qu'on y introduise une ou  
plusieurs quantités inverses, afin qu'elles continuent à lui être 
immédiatement applicables. 

Soient M, N ,  deux quelconques des quantités du systême 
primitif;, m , n , les quantités correspondantes du second sys- 
tême. Cela posé; d'aprés la définitioil , tant que les deux sys- 
ternes demeureront directement corrétafifs, m , n joueront dans 
i e s  formules de ce second systême ,. le même rôle exactement 
que leurs correspondantes M, N dans le premier. 

De plus, en supposant M> N par exemple, si l'on a pazeil- 
lernent m >  n, ces dernières cpantitéi seront en ordre direct, 
et leur différence m-n , en sens direcf; c'est-à-dire, que si l'ou 
nomme P la différence des'deux premières M, N, et  p la dif- 
férence des deux dernières m, n ,  cettk quantith p sera une  
quantité directe. 

Or puisque M > N,  et m> n , nous aurons 
- m - n  P=M-N et p- 

QU M = N + P  et m=n +p. 
Substituons dans les formules dont nous vmons de parler, ces 
valeurs respectives de M et m ; i l  est clair que ces formules qui 
étoient semblables avant la transforniation, le seront encore 
aprés , puisqu7A la place des quantités correspondantes M , na, 
q 1 ii y jouoient le même rôle , on y aura substitué, des valeurs 
N S P ,  n+p,  qui sont encore de mêmes formes. 

Donc tant qu'il n'entrera dans le calcul que des quantilés 
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direcles, les formules correspondantes dans le systêriie primitif 
et d q s  le systême transformé, resteront semblables entre elles, 
parce qu'en effet les nouveaux raisonnemens qu'on aura ajout& 
aux premiers, c'est-à-dire, à ceux qui avoient fait trouver les 
formules, auront encore été exactement les mêmes de part et 
d'autre. . 

Voyons maintenant ce qui arrivera, s'il doit entrer dans la 
formule une quantité inverse. 

Supposons donc qu'ayant toujonrs'M>N, on ait au contraire 
n> m , c'est-à-dire, que ces derniéres soient en ordre inverse à 
l'égard des premières, leur diEérencep ne sera donc plus m i n  
comme auparavant, mais n-m; ckst-à-dire, qu'on aura pour 
ce cas d'une part; P=M-N, et de l'autre p=n-m, ou 
M = N + P  et m=n-p. 

Substituons ces valeurs respectives de M,  m , dans les for- 
mules correspondant.cs jusqu'alors semblables pour les deux 
systêmes, elles cesseront de l'être après cette substitution ; caF 
dans l'une, on aura mis N+P à la place de M, et dans l'autre, 
n-p à la place de rn : il y aura donc cette différence entre les 
nouvelles formules, que les valeurs des quantilés P, p, s'y 
trouveront affectées de signes contraires. Donc, pour passer des 
formules du systême primitif à celles du systême transformé, il 
c e  suffira plus, comme auparavant, de substituer dans les pre- 
mières, aux valeurs absolues qui y entrent, les valeurs absolues 
correspondantes de l'autre systême; il faudra de plus, changer 
le signe de la quantitép devenuc inverse. 

Et comme on peut appliquer le même raisonnement à toutes 
les autres quantités devenues pareillement ipverses, il est clgiy 
qe'on peut éti~blir ce principe général, 

25. Pour rendre&s formuler, d'un syst&me quclcongue de 
quantités applicables 4 un autre systt!me gui lui soit indirec- 
tement'corrédatif, il faut iO:établir la corrélation des vnleyrs 
absoBries , en substituant pour chacune de celles qui appartien- 
nent au systême primitif, pris pour terme de c,.omparaison, la 

valezcr 
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valeur absolue-iui lui correspond dans L'autre systdme ; sO. éta* 
blir la corrélation des signes, en changeant dans bs formules 
b signe de .chacune des quantités qui se trouvent en sens inversé 
dans k second systéme , et laissant au contraire cE chacune des- 
autres, le signe qu'a sa correspondante dans le ~ysténte~rirnitif.. 

Concluons de-là que les signes' + et - ont véritablement 
deux fonctions trè~~différentes dans le calcul; la première, 
d.'indiquer l'addition ou la soustraction ; la seconde, d'exprimer 
les mutations successives qui arrivent dans un systême varia- 
ble, et les divers degrés de coriformité ou de non-conformit8 
qu'il conserve dans ces différens états de transformation avec son 
premier état. 

Ces deux fonctions ont lieu simultanément comme consé- 
quences l'me de l'autre, et non en vertu de conventions dis- 
tinctes. Si c'étoit comme on le suppose souvent, en vertu de 
conventions distinctes , il faudroit prouver que ces conveiitions 
n'ont rien d'incompatible entre elles, et qu'elles doivent con- 
duire aux mêmes règles pour la  combinaison des signes dans les 
opérations algébriques. Mais puisqu'elles sont, comme on vient 
de voir ,  suite nécessaire l'une de l'autre, l'identité des règlei; 
qui  endérivent en résulte Bvidemment. 

26. Le nouveau signe que repoit ainsi chaque valeur sera 
nomme son signe de corrélation, et cette quantité prise collecti- 
vement avec son signe de corrélation, sera nommée sa valeur 
de corrélation. Ainsi, en supposant que P soit la valeur absolue 
de l'une quelconque des quantités di1 systême primitif, p la 
valeur absolue de la quantité correspondante dans le système 
transformé; si cette dernière quantité est inverse, - sera son 
signe de corrélation, et  - p ,  sa valeur de corrélation. 

27. Puisque d'après ces définitions, le signe de corrélation 
d'une quantité quelconque .est celui qu'elle doit prendre, lors- 
qu'on veut rendre applicables au systême indirectement corré- 
latif dont elle fait partie, les formules du système primitif, il 
suit évidemment du principe démontré ci-dessus, quc toute 
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quantité qui reste directe dans ce systbme indirectement c m &  
latif a + pour signe de corrélation, et que réciproquement toute 
quantité clu systême indirectement corrélatif qui a + pour signe 
de corrélation, reste directe. Qine pareillement toute quantité 
qui devient inverse dans le systême indirectement corrélatif a .  - pour signe de corrélation, et que réciproquement, toute 
quantité du syslêrne indirectement corrélatif qui  a -pour signe 
de corrélation, devient inverse. 

Supposons, par exemple, que a étant une quantité constante, 
ou plus généralement une quantité directe, et x, une variable, 
on vienne à découvrir que ce qui étoit a + x  dans le systême 
primitif devient a-x dans le systême transformé; sans qu'au- 
cune autre quantit6 ait passé n i  par O n i  par oo ; on en conclura 
que x est devenue inverse, puisqu'elle a changé dc signe dans 
une fonction où il n'entre d'ailleurs que des quantités qui n'en 
ont pas changé. elles-memes ; car si 1'011 fait pour le systême 
primitif, a+ x =p. , cette équaiioii deviendra par hypothèse , 
pour le systêine transformé, a- x=q ; donc on aura pour le 
premier cas x = p - a, et pour le second, au con traire, x = a-q ; 
donc a et p ont passé à l'ordre inverse ; donc leur différence x 
est devenue inverse. Il en seroit de &&me, si ce qui étoit a - s 
dans le systême primitif, devenoit a $. .7; dans le systême trans- 
formé. 

Pareillement, dans un calcul quelconque, pour s5assurer si - 
une variable x doit rester directe ou devenir inverse, il suffit 
de considérer ce que devient une fonction quelconque où x se 
trouve mêlée avec d'autres quantités toutes restées directes. Si 
dans cette fonction, on découvre que n i  la variable, n i  aucune 
des autres ne doit changer de signe ; c'est une preuve que cette 
variable est aussi restée directe. Mais si l'on trouve que les 
autres devant toutes conserver leurs signes dans la fonction, la 
variable seule en doit changer, c'est une preuve qu'elle devient 
inverse; calr si l'on représente cette fonction par X et qu'ayant 
fait X=Q, on tire de cette dquation la valeur de x cornme 
inconnue, elle aura poiir les deux systêmes la même forme, si 
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elle n'a pas changé de signe ; mais si son signe a changé, il faudra 
évidemment, pour obtenir le même résultai:, le changer de nouA 
veau : donc dans le premier cas, LE sera restée directe, et dans le 
second, elle sera devenue inverse. 

En général, pour reconnoître par les changemens qui sur- 
viennent aux signes des valeurs que prennent les diverses quan- 
tités dans le systême transformé, si ces quantités restent directes 
ou  deviennent inverses, il est clair, d'après ce qui a 6té dit (251, 
qu'il faut suivre la même règle que celle qui  est établie en al& 
bre pour la combinaison des signes 5 c'est-à-dire, que la somme 
de deux quantités rest6es directes chacune , doit rester elle- 
même directe ; que la somme d.e deux quantités inverses est elle- 
même inverse g que celle d'une quantité directe ei d'une quantitk 
inverse, est elle-même directe ou' inverse , suivant qpe la prea 
mière est la plus grande ou la plus petite des deux; que le pro- 
duit de deux quantités, l'une et l'autre directes, ou l'une et  
l'autre inverses, est toujours lui-même direct, de même que 
leur quotient; et qu'au contraire, celui d'une quantité directe) 
par une quantité inverse, est lui-même toujours inverse. 

Cela peut aussi se démontrer directement pour chaque cas 
particulier. Je  suppose, par exemple, que p , p, soient deux 
quantités inverses; je dis q u e p  q est une quantité directe. E n  
effet, d'après les définitions, si l'on suppose que p , p, soient 
P , Q, au systême primitif, il faudra que P soit la différence 
M-N.de deux quantités, dont la plus grande BI devienne la 
plus petite au systême transformé ;- c'est-à-dire, que p = n-rn 
en supposant que nt, n correspondent à M, N. Pareillement, il 
faudra que Q étant Mr-N' au systême primitif, devienne n'-ml 
au systême transformé, en supposant que m', n' correspondent 
à BI', Nr. Il s'agit donc de prouver que (n-m) (nr-mr) oix 

(?nmt+nn')-(nmr+rnn') . . , est une quantité directe. Or cette 
quantité correspond à (M-N) (M'ON') ou (MMr+NN')- 
(NMr+MNr] ; mais puisque, M>N , M'>Nt, n>m, lil>rn', il 
est clair que (M-N) (M'-N') et (n-m) (n'-mg) sont de véri- 
t h l e s  quantités; donc (MMf+ NN')>(~M' +m') et (mm' + nn') 
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). (nmr+ mn'). Donc ces deux dernières qiiantiiés sont ckns le 
même ordre au systême transformé, que leurs corr%spondantes 
au systêrne donc leur différence est une quantité 
directe ; mais cette difference est ( n - m )  (nf-m') o u p x g ,  donc 
pp est une quantité directe : ce qu'il falloit prouver. 

28. Lorsque dans deux systêrnes qui sont corrdatifs à un 
même systêrne primitif, il arrive que deux quantités corres- 
pondantes ont Ic même signe de corrc5lation , nous disons que 
ces quantités sont entre elles en corrélation directe, quand même 
ce signe de corrélation seroit -; c'est-à-dire, quand même cha- 
cune de ces quantités se trouveroit en corrélation inverse avec 
sa correspondante clans le systême primitif; parce que si l'on 
prenait, comme on en est toujours le maître, l'un de ces nou- 
veaux systêmes pour terme de comparaison, le signe de corré- 
lation de la quantité appartenante à l'autre redeviendroit + ; 
car les deux quantités correspondantes en question, sont bien 
l'une et l'autre inverses, à l'égard du systême pris actuellenien t 
pour ternie de comparaison; mais'elles sont en sens direct l'une 
P l'égard de l'autre. 

29. Si deux systêmes corr8latifs sont regardés comme un 
-seul et même système variable dans deux positions différentes, 
tel que seroit , par exemple, le systême des coordonnées d'une 
même courbe : les quantilés corrélatives étant alors représentées 
par les mêmes lettres ; par exemple, les abscisses par x ,  et les 
appliquées. par y : le premier objet du principe énoncé ci- 
dessus ( 2 5 )  se trouvant rempli ; il n'y auroit plus pour rendre 
applicables ic l'un des systêrnes les formules .trouvées pour l'au- 
tre, qu'à remplir le second objet, c'est-à-dire, à établir la corré- 
lation des signes. Donc : 

Pour rendre applicizbbs à un s y s i h e  de variables, lorsqu'il 
est pnwenu à une situation quelconque déterminée, les formules 
trouvées pour une autre sibuution quelconque indirectement cor- 
rédative avec l'aufre, il sufit d'y changer le signe de chacune 
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2es variables, qui par la  mutation du systéme sont devenues 
inverses. 

30. Mais comme il est indifférent pour le r6sul tat , de chan- 
ger le signe d'une quantité quelconque, au corninencement ,' au 
milieu oii à la fin ; on pourra, comme c'est l'usage pour l'unifor- 
mit6 et la simplicith des calculs, n'employer pour le  systême 
considéré dans toutes les positions possibles, que les seules for- 
mules du systême pris pour terme de comparaison; c'est-à-dire, 
sur lequel les raisonnemens ont été établis, pourvu que dans les 
applications qui en seront faites, on change le signe des quan- 
tités, qui dans chaque cas particulier se trouveront en sens 
inverse. 

31. Lorsqu70n a opdré, comme on vient de le dire, le chan- 
gement des signes, les formules deviennent propres au systêrne 
transformé ; c'est-à-dire, identiques, avec celles qu'on auroit 
trouvées en établissant le raisonnement sus ce systême trans- 
formé lui-même, au lieu de l'établir sur  le systéine primitiL 
Nous pouvons donc nous résumer ainsi : 

1". Dans les fornzules' qui sont immddiaternent appZicczbles ci 
un systéme quelconque, les signes + et - n'indiquent jami7is 
que des opéra&ns exécutables sur Zes quantités absohes dont ils 
afectent Zes uaburs. 

a'. 12 n'y n aucun changement de signes 9 opérer dans les for- 
muks  du systêmeprimitz~,pour tes rendre irnmdcliatement appli- 
cables à tous ceim gui sont avec lui en corréZation directe. 
3". Pour pue Zes formubs du systéme primitifpuissent devenir 

irnrnédiakment applicabbs à un autre systême qzieZconque .qui 
lui soit indirectement corrdZatzf, il fau$ chunger dans ces forrnu- 
Jes b signe de chacune des quantités qui deviennent iaverscs 
dans c~ systême indirectement corréZattf: 

32. 011 voit par-là, qu'ayant des formules immédiatement 
applicables 21, un systêrne guelconque de quanti th,  si l'on vient 

changer le signe de l'une ou de plusieurs des quantités q u i  y 
critrent , ces fornmles pourront cesser d'être immédiatement 
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applicables à ce m h e  systême, et que pour trouver celui pour 
lequel elles sont devenues explicites, il faut, parmi tous les sys- 
ternes indirectement corrélatifs possibles, chercher celui auquel 
saiisfont les changemeps opérés dans les signes, pour qu'ils n'in- 
diquent plus dans les formules que des opérations exécutables. 

Kéciproquement , si ayant un systême quelconque , on lui fait 
éprouver divers changemens par mutation insensible, i l  fau- 
dra, pour trouver les formules qui lui sont imm&liatement ap- 
~licables 'dans son nouvel état, changer de toutes les manières 
possibles, les signes des quantités qui entrent dans la cornposi- 
tion du systême primitif, et voir parmi tous ces changemens de 
signes, quels sont ceux qu i  peuvent satisfaire à la transfor- 
mation du  sys the .  

33.  Mais il pourroit se faire qu'aucun changornent de + 
en -, opéré sur les signes des quantités qui entrent dans les 
formules du systeme primitif, ne pût satisfaire h la  transforma- 
iian opérée dans ce  systême; et qu'il fallgt changer les signes 

cn quelques-uns d'entre eux de f en v-1 ou autres racines 
imaginaires de l'unité. Dans ce cas, 1.k systême transformé ne 
seroit plus ni  directement, n i  indirectement corrélatif avec le 
premier ; et par conséquent, les principes donnb ci-dessiis 
n'auraient plus leur application, parce qu'ils 6ont établis sur 
l'hypothese, que les deux sysiêmes comparés sont en çqrréla- 
tiod, soit directe , soit au moins indirecte. Mais le nouveau cys- 
iéme conserverqit encore avec le systême primitif, une sorte 
d'analogie que j'ai désignée sous le nom de corrélation imagi- 
riaire, et dont je parlerai avec détail plus loin. 

- 34. Puisque pour rendre les formules d9un systême pri- 
mitif, immédiatement applicables à un s y s t h e  indirectement 
corrélatif, où il n'entrerait qu'une quantité inverse, il seroit 
nécessaire d'en changer le signe ; il suit que réciproquement, si 
prenant pour inconnue dans ces formules, cette quantité deue- 
nue inverse, on en tire la valeur ; ce qu'on obtiendra en résol- 
vant l'Lquation ne sera pas la valeur méme çherchée; mais cette 
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même valeur affectée du signe négatif: car n'ayant pris changé le 
signe de cette quantité dans les formules primitives, il faut ab- 
solument le changer dans le résultat, pour qu'il soit exact; 
c'est&- dire, applicable au systerne transformé. 

35. En supp8sant donc, qu'on ignorât d'abord si la quan- 
tité cherchée étoit directe ou inverse, on en conclura qu'elle est 
inverse, puisque sa valeur est négative (r?7), c'est-à-dire, que 
le systême auquel elle appartient n'a avec le systkme primitil 
qu'une corrélation indirecte, et que pour connoître ce nouveau 
systême, il faut 'parmi tous les systêmes corrélatifs possibles , 
chercher celui auquel pourront satisfaire les formules du sys- 
tême primitif, après qu'on y aura changé le signe de la quantité 
reconnue inverse. 

36. Par conséquent, si en résolvant un problême on trali- 
voit pour l'inconnue une valeur négative, ce seroit m e  preuve, 
ou que le problême ne seroit pas soluble tel qu'il a étB proposé, 
et qu'il faudroit, pour le rendre tel, en  modifier l'énoncé; ou 
que ce problême n'auroit pas été mis exactement en équations , 
parce qu'on auroit supposé le systême autre qu'il n'est réelle- 
ment, c'est-à-dire ., qu'on auroit pris au lieu de systêrne sur 
leqiiel le raisorinenient doit être établi, un autre systême qui 
n'auroit avec le premier qbi'une corr6lation indirecte; que pour 
rectifier ces équations et trouver le vbitable systême auque) se 
rapporte la question si elle est soluble, il faut, dans toutes 
celles par lesquelles on est parvenu au résultat trouvé, et dans 
ce résultat lui-meme, changer le signe de l'inconnue, et voir 
quel est le nouveau systême auquel ces équations et ce rSsultat; 
deviennent immédiatement applicables ; car c'est sur ces nou- 
veaux systêmes que les raisonnemens devront être établis; c'est 
à lu i  que se rapporteront les équations ainsi rectifiies , et c3&t 
par consequent ce systhie et ces équations rectifiées qui donne- 
ront la s'olution du problême. 

Soit proposé par exemple, de trouver le segment Cij dans le 
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triangle ABC (fig. I) en supposant les trois côtéil connusi et - - -  
lels qu'on ait AC=BC=qAB. 

Comme nous ignorons encore, a i  le point C doit se trouver 
placé entre B et Il, o ~ i  si c'est le point D qui doit se trouver 
entre B et C, établissons d'abord. le calcul sur  cette dernibre 
hypothèse. 

a - Nous aurons (23) AÈ~-='=BD -CDa. 

De plus, puisque nous   ai sonnons dans l'hypothèse que D tombe 

el1 tre B et C, nous aurons aussi BD =ELCE, ou -ETa=RCa -- A- - 
-[-CD2- a B C . C D .  Substituant cette valeur de BUa dan$ 

7 - - 
l'équation ci-dessus, on aura l'équation AB' --AC' = B C' -- - - - - -  
-2BC.Ci3, qui ,  à cause dc A C = B Ç =  :AB, donne eii - 
réduisant CD = - - I s AB, 

.C'est-à-dire, que le  calcul donne pour l'inconnue CD une 
valeur négative. Donc le problême, s'il est soluble, n'a pas ét6 
mis exactement en équation, parce qu'on aura établi le raison- 
nement sur  un s y s t h e  autre qu'il n'est rdellement ; c'est-à-dire, 
sur un systêrne qui  ne peut pas s'accorder avec les conditions 
propos6es. Il faut donc rectifier cc systême et les dquations qu i  
nous ont conduits au rdsultat trouvé ; en changeant dans ces 

équations et  ce résultat, le signe de CD, et cherchant quel nou- 
veau systeme pourra satisfaire à ce changement, - - -  

Or par ce changement, l'équation qui &oit B D i B C - C D ,  - - 
devient =BCCCL), laquelle ne peut avoir lieu, sans que le 
point C ne se trouve placé entre B et p. Tel est donc le nouveau - 
systême auquel satisfait le changement d u  signe de CD,  c'est-b 
dire, le véritable systême sur lequel on devoit Btablir le raison- 

nement Changeant donc aussile signe de ~ D d a n s  le resuitat ou - - 
équation finale, CD=-&AB que nous avons trouvée, nous 

aurons pour ce rhsultat rectifié =~AË. Donc enfin le véri- 
table systême qui satisfait aux conditions du' problême est celui 
dans lequel on sil&ose que C tombe entre B et D , et la &ri- 
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table valeur de fi est CD =&m. C'est i n  effet celle que l'on 

trouve pour CD, en recommenpaimt le calcul dans cette der- 
nière hypothèse. 

37. Si l'équation, avoit plusieurs racines, les unes positives, 
les autres négatives, les premières feroient voir que les condi- 
tions proposées conviennent véritablement au systême de quan- 
tités sur lequel les raisonnemens avoient Qté faits, et chacune 
d'elles satisferait; réellement & la question proposée. Nais les  
racines négatives n'étant pas de véritables quantités, ne sau- 
roient satisfaire à oes conditions, sans qu'elles fassect rnodifi6es, 
ou sans qu'on modifiât les hypothèses sur lesquelles on auroit 
établi le raisonnement; d'où il suit que ces racines ne se rap- 
portent pas précisdment à la question proposée, mais qs'elles 
peuvent seulement indiquer $autres questions qui lui sont 
aiialogues : que pour trouver quelles sont ces autres questions 
s'il en est, il faut changer le signe de l'inconnue , tant dans 
l'équation finale que dans celles qui y'ont amené par le cours dy, 
calcul, et chercher quel est le nouveau systdme, ou les nou- 
velles conditions qui peuvent satisfaire à ce changement de 
signes. 

Supposons par exemple, que l'objet du problême soit de trou- 

ver sur  la droite ind8finie FG (fig. a) un point M qui satisfasse 3 
telles ou telles conditions , et qu'ayant pris sur cette droite uii - 
point fixe F, et réduit la question à trouver la distance F M  
prise pour inconnue, on ait trouvé pour cette même inconnue 
que je nomme x , deux valeurs, Yune positive, l'autre négative : 
la preinih-e donnera évidemment le point cherché M : mais que 
signifiera l'autre racine ? Pour le découvrir, il faut observer , 
que la question dtant en général de trouver sur la droite indé- 
finie, un point M qui satisfasse i telle ou telle condition, et le 
problêine ayant été mis en equation dans la seule hypothèse que 
le point cherché &I est à droite du point fixe F, on  n'a exprimé 
que partiellement la condition proposée; car il peut arriver au 
 ontr raire, que le point cherché soit à gauche du poïnt F. Or je 

5 
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34 G E O M E T R I E  
dis, 'que la valeur négative trouvée , est précisément celle qu'il 
faut porter à gauche du point F, pour répondre à cette seconde 
hypothèse, c'est-h-dire, qu'en supposant que les deux racines 
doimdes par 1'6qiiation soient x = m ,  x=-m', on aura pour 
première solution de Ia question gdnérale , le point M, à droite 
du point F , comme on l'a supposé dans la mise en équation ; et 
pour 3a seconde le point M', qa'on obtiendroit en portant m' à 
gauche du même point F; 

E n  effet, puisque nous n'avons répondu par la racine x=m 
qu'à la question partielle où l'on suppose le point M à droite de 
F , voyons ce qu'il faut faire, pour répondre au cas où l'on sup- 
poseroit le point demandé h gauche de ce même point F. 

Pour  cela, au lieu de prendre pour l'inconnue, comme ci- 
dessus, la distance du point F RU point cherché ; prenons à 
volonté un autre point K ,  au-delk du point M', qu'on obtien- 

droit en faisant FM'= m', et choisissons pour l'inconnue la dis- 
tance de ce nouveau poiiî t K au point demandé; nommons y cette - 
inconnue, et Ii la distance arbitraire FIL 

Il est clair que pour avoir le point M,  qui donne l a  solution 
déjà obtenue ci-dessus, je n'ai qu'à mettre dans l'équation x=m 
trouvée, y-h à la place de x et réciproquement lorsque j'aurai 
l'équation eiiy , pour retrouver l'équation en x, je n'aurai qu'à 
y substituer h + x  à la place de y. 

Maintenant, pour avoir l'autre point qui satisfasse à la ques- 
tion, s'il s'en trouve un second à la droite du point K comme le 
premier, j'observe que s'il en est u n  en effet, comme il se trouve 
alors' du même côlt! que M , In mise en équation du  nouveau 
problême ne peut difrérer en rien de la mise en équation du 
premier, qui avoit pour objet de trouver le point IVî ; les deux 
systêmes étant en effet dans ce cas directement corrélatifs. Donc 
l a  méme dquation doit me donner les deux solutions, c'est-à- 
dire, que la distance du point IL au nouveau point cherché, est 
la seconde ralcur de y ,  que doit donner l'équation., où  cette 
cpantit5 y est prise pour iiicorinue. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E  P O S I T ' I O N .  3 5 
Cela pos6, s'il y a o n  e$et deux points qui  satisfassent iL lia 

question, il est clair que l'~11 doit ètre placé à droite et l'autre 
gauche du point F ; car s'ils avoient été tous deux à droite, il 
n'y auroit point de raison pour que l'éq~iation trouvke en x eUt 
donné l'une de préférence à l'autre ; donc s'il y a un nouveau 
point à droite de' JC, qui satisfasse à 1s question proposée, il ne 
peut etre placé qu'entre K. et F. Donc nomniaiit dans cette nou- 
velle question comme dans la première, x la distance de ce point 

- 
cherché au point F, on aura à cause de K F = h ,  y =  h-x,  
Donc pour avoir x ,  il faut substituer dans l'équation trouvée 
en y, 12-x, au l i e~ i  de cette quantité y. Mais comme on l'a vu  
ci-dessus, pour trouver le point M,  il auroit fallu substituer 
h+x R la place de y. Donc les deux équations qui doivent doa- 
ner l'une la distance de M, l'autre celle de Mt, ne diffkrent que 
par le signe de l'inconnue. Donc il n'y a qu'a changer le signe de 
l'inconnue dans la première, pour a v o i ~  la seconde. Donc la ra- 
cine qni  donnera la nouvelle inconnue sera précisément celle 
yu'avoit donnée l'autre avec le signe négatif; donc en effet, il y a 
un nouveau point qui résoud ln question, lequel est placé entre 
K et F, précisément ail point M', puisque par hypothèse, pour 
avoir ce point M', on a port& de F en Mt, la quantité rn' qui étoit 
la valeur que la première équation avoit donnée pour x ,  avec 
le signe négatif. 

On voit que la raison pour laquelle il s'est trouvé une racine 
ndgative pour x ,  c'est qu'on n'avoit exprime que partiellement 
les conditions du problême, en supposant dans la mise en équli- 
iion , que le point demandé devoit se trouver droite du point 
F; mais que les deux racines sont devenues toutes deux posi- 
tives, d u  moment qu'en transportant le point fixe en K, on a 
cessé de restreindre l'hypothèse, et qu'on lui a donnt! l'étendue 
nécessaire, pour qu'elle pût comprendre les deux solutions dont 
la question &oit susceptible. Ainsi chacune des racines corres- 
pond à une question partielle, qu'on peut embrasser par une 
seule et même c'quation dont les deux raoiues soient significa- 
lives et n'exigent aucune modification. 
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38. Pour  donner un  autre exemple, supposons que l'équa- 

tion trouvée se rapporte à une courbe, dont l'appliquée consi- 
dérée comme l'inconnue soit représentée par y ; e t  que pour une 
certaine valeur déterminée d e  l'abscisse, il y ait pariiii celles de 
y ,  une ou plusieurs valeurs négatives. 

11 suit de ce qui a été dit (37), que chacune des racines posi- 
tives donne pour y ,  une valeur qui satisfait immédiatement aux 
conditions par lesquelles est déterminée la nature de la courbe, 
et aùx hypothèses su r  lesquelles le raisonnement a été établi. 
Ainsi, par exemple, si ce raisonnement a ét5 établi dans la sup- 
position que les appliquées seroient prises 8 droite Se l'axe, cha- 
que racine positive donne réellement un  point de la courbe à 
droite de l'axe, mais aucune des racines négatives ne peut satis- 
faire à cette même supposition. Il faut donc, pour savoir ce que 
signifient ces racines nCgativcs, en changer le signe, et voir  
quelles modifications l'on doit faire éprouver au systême sur 
lequel le raisonnement a été établi, pour que l'équation ainsi 
changée y satisfasse, c'est-à-dire, exprime sur  ce nouveau sys- 
téme, les conditions .données par lesquelles est déterminée la 
nature de la courbe. 

Or je dis que ce nouveau systême auquel satisfera l'équation 
ainsi modifiée, n'est autre chose que la portion de courbe située 
de l'autre côté de l'axe, par rapport au systême primitif, c'est- 
à-dire, par rapport à la portion de courbe sur  laquelle le  rai- 
sonnement a été établi et l'équatioii trouvée. 

Car en prenant pour inconnue l'appliqiiée que je nomme y, on 
prouvera par le même raisonnement que ci-dessus, que si cha- 
que racine positive de y désigne un point à droite de l'axe des 
abscisses, chaque racine négative doit désigner un point de 
l'autre côté ; d'où 1'011 voit que dans une même courbe, les bran- 
ches situées des deux côtés différens par rapport à un axe quel- 
conque, forment deux systêmes indirectement corrélatifs. 

39. C'est sur  de semblables exemples, fdquens  à l n  vérité, 
qu'on a cru  pouvoir coiiclure généralement, qu'en géométrie les 
racines négatives iridiquoicnt toujours des quantités effectives ,, 
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prises seulement dans le sens opposé à celui des racincs posi- 
tives ; mais cette conclusion paroît sujet te à bien des restrictions, 
car si le signe négatif qui affecte ces racines peut venir, comme 
on l'a vu ci-dessus, de ce que la qiiestion proposée renferme en 
elle-même des conditions incompatibles ou de ce qu'on auïoit 
établi le raisonnement sur  des hypothèses incompatibles avec 
ces mêmes conditions ; ce signe peut venir aussi, de ce que les 
transforrriations algébriques auroient apalgamé des racines insi- 
gnifiantes avec les racines positives , les seules qui rdsolvent 
réellement et pleinement la question ; et il est aisé de faire voir 
par maints exemples , I O .  qu'il se trouve en effet souvint des 
racines ndgatives absolunient insignifiantes ; zo. que dans Ie cas 
même où elles sont significatives, elles ne doivent pas toujours 
être prises dans le sens opposé aux racincs positives. 

Il est clair, par exemple , qu'un cercle ne peut avoir d&x 
rayons : cependant si l'on nomme a, 6 ,  c , les trois côtés d'un 
triangle proposé, et qu'on demaiide le rayon R du cercle cir- 
conscrit, on aura comme or1 sait 

ce qui feroit pour R deux valeurs, l'une positive, l'antre n&a- 
tive, si l'on donnoit le double signe au radical; mais un cercle à 
rayon négatif est absurde; la seconde racine est donc insigni- 
fiante. 

Pour second exemple, proposons-nous la question suivant,e. 
Deux points A ,  E , (fig. 3) étant donnés sur la circonférence 

d'un cercle, trouver sur cette circonférence un troisième point 
K ,  dout les distances respectives m, BK, aux deux points 
proposés soient en raison donnée. 

Se prends BK pour - inconnue, et je suppose 
................ I ' inc~nnue BK 5. x 
A K  

le rapport donné =. ........... a 
BK - 

la droite donnée AB .............. b 
l'angle connu AKB = ........... a, 
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Pa r  les 'propriétés connues des triangles , nous aurons AT 

6' = aPxQ + xa - 2 i x 2  cos. 1E ; d'oit l'on tire 
b 

Voilà bien deux s+tions algébriques , c'est-à-dire deux raci- 
nes , l'une positive, l'autre négative ; et i l  ne pent y avoir d'in- 
certitude sur  l'emploi de la première; mais que signifie la racine 
négative? quelle sera dans cet exemple l'application de ce principe 
qu'il faut prendre les racines négatives dans le sens opposé aux 
racines pasitives 1 dira-t-on qu'il faut du point B avec la valeur 
absolue trouvée pour x ,  décrire un arc K R ,  et que les points 
II, R donneront les deux solutions ? Mais cela n'est pas ; car il 
est visible que si,  par exemple, on supposait AK double de BI<, 
c'est-à-dire, a= a ,  IC et R ne pourroient remplir en même tems 
l'un et l'autre cette condition : et de plus BK et BR ne ge trou- 
veraient pas pris en sens opposés, comme on suppose que cela 
doit être; et comme d'un autre côt6 cette seconde racine ne 
peut être fausse, puisqu'elle est rigoureusement déduite d'une 
mise en équation exacte, il suit qu'elle est purement insigni- 
fiante. 

Il y a plus, le problême a réellement deux solutions ejl'ectives; 
mais la racine négative trouvée ci-dessus, ne  se rapporte à , 

aucune des deux, et pour trouver la seconde, il faut mettre Io 
problême erf dquation, en partast d'une nouvelle hypothèse. 

En effet, nous avons supposé que le point cherché IC &oit 
dans la partie AKB de la circonférence, et la solution trouvée 
s'adapte à cette hypothèse : mais i l  n'y a aucune raison de sup- 
poser que le point cherché est placé plutôt sur  cette paftie de la 
circonférenoe que sur l'autre, Supposon5 donc maintenant que 
le point cherché soit situe en ICI: l'angle AKIB étant supplérnen t 
de l'angle ilorin8 rE ; il est clair qu'on aura cos. AKIB = -cos, E ; 
donc l'équation trouvée ci-dessus - devient pour le-cas présçnt , 
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équation dans laquelle la seconde racine est par les mêmes rai- 
sons que ci-dessus purement algébrique et insignifiante. 

Les deux solutions effectives du  probl&me peuvent être, 
comme on le voit, réunies sous cette même formule : 

forrade qui n'est n i  l'une ni l'autre des équations trouvées ci- 
dessus. 

40. Nous venons de  voir que quaiqu'une équation ait deux 
racines, elles ne donnent pas pour cela deux solutions effectives 
pour la question proposée. Le même exemple nous servira i 
prouver, que quoiqu'un problême soit susceptible de deux solu- 
tions eEectives, il ne s'ensuit pas quc l'équation finale doive 
avoir Jeux racines; mais qu'on peut trouver séparément cha- 
cune d'elles , par une équation du premier degré. Cela dépend 
d'un choix convenable de l'inconnue. - - 

En effet, abaissons la perpendiculaire KD sur AB,  prenons - 
AD 

pour inconnue =, et nommons ce rapport z. Le triangle AKB 
KD - -- AK 

nous doniiera BK : AK : : sin. lC AB : sin. KBA ou Y ;  c'est- 
BK 

à-dire, a= ou dsin. lCAB = sin. KBA = sin. (& + KAB) 
sin.lZAB ' 

=sin. &.cos. 1CAB-t-cos. &.sin. K A B  ; divisant par sin. KABI 
on aura a = sin. k. cot. KABfcos. E. 

Mais il est évident que le triangle rectangle AKD donne - 
AD 

cot. K A B  == = x ;  substituant donc dans 1'~quatioii précé- 
KD . 

a-cos. rE 
dente cette valeur de cot. KAB ; on tirera z = - , équa- 

sin. tE 
tion qui n'est que du premier degré..-'- 

Cette solution répond comme ci-dessus A la portion AKB 
de la circonÇérerrce. Un rai~onnement~sernblable fait sur l'autre 
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a-+ cos. k 
partie donneroit pour la seconde solution z = ; et sin. k 
nous pourrons réunir ces deux solutions sous une seule et même 

a& cos. k 
formule a = , quoique trouvées chacune séparé-r 

sin. k 
ment par une équation du premier degré. 

Cela arrive ainsi, parce que, quoique le problême soit six- 
ceptible de deux solutions , et que par conséquent l'équa- 
tion doive naturellement monter au second degré, les facteurs 
de cette 6quation se trouvant rationnels, elle se décompose en 
deux dquations clu premier degré ; et la même chose a lieu pour 
les degrés supérieurs, lorsqu'on tombe sur un heureux choix 
des, inconnues ; car nous 1-errons que par une équation dw 
second degré, on obtient quelquefois la solution d'une question 
qui a quatre, huit et même peize solutions effectives différentes, 

4 1. Je conclus de-là, qu'on ne sauroit juger exactement du 
nombre des solutians effectives d'un problême , par celui des 
racines alg6briques positives et nCgatives de l'équation, faisant 
même abstraction des racines imaginaires; que le nombre des 
racines algébriques po~itives et négatives peut etre plus grand 
que celui des solutions effectives, parce que les diverses trans- 
forrnàtions qu'il a fallu faire subir à l'équation pour la rendre 
rationnelle, ont pu amalgamer des racines insignifiantes avec 
les racines effectives; que le nombre des solutions effectives peut 
aussi être plus grand que celui des racines algébriques, parce 
que l'équation a pu se décqmposer en plusi& facteurs raticm- 
liels, dont quelques-uns ne se trouvent plus dans l'équation 
finale. D'OU il suit que la règle de porter les racines ndgatives, 
en sens contraire des ra~ ines  positives, est au moins très-vague. 
Mais nous allons faire voir de plus qu'elle est fautive, et que 
même, lorsque les racines négatives indiquent des sohtions 
effectives, ces racines ne doivent pas toujours être prise en sen4 
opposé aux racines positives. 

42.  Proposons-nous celte question. Unc corde ËC &tant 
tracée 
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tracée à volonté dans un cerble donné (fig. 4) mener du point A ,  
où l'arc CAB est coup6 par la perpendiculaire élevée sur le milieu - 
de z, une nouvelle corde TK , telle que la partie HlC i n t e r  

ceptée entre la corde donnée BC et l'autre entremité JC de la - 
corde AIL, soit égale à une ligne donnée. 

-. 
$e prends A H  pour l'iilconnue, et je suppose, - - 

l'inconnue A H  =. ................... jz - 
la corde donnée BC. = ............... a 

. - 
la droite donnée H K =. .............. b 
la perpendiculaire connue AT=. . z ... c 

Par  la propriété des cordes qui se coupent dans le cercle, -- - - 
ilous aurons HK . AH ou bz = BH. == (BF+ FH) (BF-FH) 
- - - 

~ B J ~ " - F H '  =iaS-FHa. - - 
Mais le triangle rectangle RF13 donne FH3 = AHa - AF' - 

= 2%-c". Substituant cette valeur de FH' dans l'équation 
précédente, nous aurons bz = jas - z" + c l ,  d'où l'on tire 

s = - f b * I d + + * + p ;  ce qu'il fa~loit trouver. 
De ces deux racines, l'une positive, l'autre négative; la pre- 

mière répond immédiatement à la question proposée, et à I'hy- - 
pothèse sur laquelle le raisonnement a Bté Ctabli; savoir que KH 
est placée sur l'aire même du cercle : la seconde répond à l'hypo- 

ihése où H totnberoit en dehors de= sur son prolongement en 

H'; car il n'y a pas de raison pour supposer H sur BC plutôt que 
sur son prolongement. La condition étant seulement que la 

partie interceptée entre &? et ia  circonférence soit =6, on 
peut la prendre en dehors, de K' en  H', aussi bien qu'en de- 
dans, de K en H. Voilà donc la seconde solution effective qu'in- - - 
dique la racine négative. Or  A H  et AH' ne sont point prises en 
sens opposés. Donc, ainsi que nous l'avoizs avancé, les racines 
négatives , même Iorsqu'elles expriment des solutions effec- 
tives, ne se trouvent pas toujours en sens contraire aux racines 
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Cette solution confirme encore ce que nous avons dit ci- 

dessus ; savoir, que par u n  choix convenable des inconnues, il 
est possible d'obtenir une équation finale d'un degré moindre 
que le nombre des solutions effectives, dont le problême est 
susceptible; car dans le cas présent, quoique l'équation ne 
monte qu'au second degré, le problême a rkellernent quqtre solu- 
tions, savoir les deus  qu'on vient de trouver à droite du p o h t  
F, et d e u i  autres pareilles à gauche, puisque la  figure étant 
symétrique, il n'y a pas plus de raison pour que les points H,  
Hf, tombent à droite plutôt qu'à gauche du point F. 

I l  seroit facile d'obtenir ces quatre solutions par une seule et 
même équation du quatrièhie degré, en prenant une autre in- 
connue, par exemple F%. Car en nommant y cette nouvelle - 
inconnue, nous aurons par le triangle rectangle AFH, FH' - - P. 

=. AH'- AF', OU Y * = Z ~ - C * ,  OU Y = ~ I / ~ 2 - ~ s ,  OU 

y = ~ \ / ( - i b ~ i / c ' - + i a ~ + i 6 ' ) ' - c a ;  
équation q-ni donne les quatre solutions demandées ; les racines 

-. - 
positives indiquant comme ci-dessus FH , FEI', et les racines 
négatives, les mêmes quantités prises dans le sens opposé. 

43. Par  tout ce qui vient d'être dit,  on voit que la règle 
cloiinée ordinairement powr l'emploi des racines négatives en 
géométrie, n'est point exacte ; niais elle l'est, ainsi que nous 
l'avons démontré ci-dessus (37) , pour un. cas trés-général , 
[pourvu, comme on le verra (61), qu'il n'entre pas d'imaginaires 
dans ces racines)', celui où la question est réduite à trouver, 

comme dans l'exemple préchdent, la partie FH d'une droite E, 
détermide de position , à partir d'un point donné F ; car alors 

ies racines positives sont portées dans le sens FH, conformé- 
ment à l'hypothkse sur laquelle le raisonnement a ét6 dtabli, et  ' 

les racines négatives de l'autre ; et c'est ce qui fait, que ilans les 
courbes dont l'équation exprime le rapport de l'abscisse el de; 
l'appliquée respectivement parallèles à deux axes donnés, cette 
équation monte toujours au degré marqué pa.r le nombre de% 
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points d'intersection de la courbe avec chaque abscisse ou cha- 
que appliquée. Mais cela n'auroit pas lieu ainsi, et l'équation . . 
monteroit tantôt à un degré plus haut, tantôt à un degré moin-. 
dre , si l'on changeoit le systême des coordonnées, en cessant de 
les prendre respectivement parallèles à deux axes donnés. Car 
par exemple, en prenant dans une section conique, pour coor- 
données, les deux rayons vecteurs ou distances aux deux 
foyers, l'équation n'est plus que du premier degr6, et elle 
monte au quatrième, si au lieu des foyers on prend, par exemple, 
les sommets de la courbe. 

Ce qui .a été démontré (37) pour la ligne droite, est visible..' 
ment applicable à la circonférence d'un cercle et à toute autre 
courbe. Si 1'Cquation qui donne la solution d'uri problême a 
pour racine un arc négatif: cet arc doit être pris positivement 
du côté opposé, pourvu qu'il n'entre point d'imaginaires dans 
cette racine. 

44. De ce que la règle commundment ktablie pour l'appli- 
cation des racines négatives en géométrie est sujette 8 excep- 
tions , il ne s'ensuit nullement que ces racines doivent être 
rejetéescomme inutiles. Car d'abord j'ai démontré (37) que la 
règle devoit avoir son application, lorsque la question estrame- 
née àtrouver la distance d'un point Cherch6 B u n  autre point 
donné sur une ligne donnde, pourvu que 1'8quntion finale nc 
renferme point d'imaginaires, et il est évident que la même 
chose a lieu toutes les fois que la question se réduit à trouver 
distances d'un point cherché à des .axes ou plans fixes quelcon- 
ques : ce qui est le cas le plus ordinaire. De plus, quoique les 
racines négatives et imaginaires ne soient que des formes al& 
briques , insignifiantes par elles-mêmes, nous avons vu  que 
par leurs transformations elles peuvent ramener à des résultats 
rBeJs et effectifs ; et nous avons fait observer que c'est précisé2 
ment dans l'emploi 'de ces formes algébriques sous-ce rapport, 
que consiste la nature même de l'analyse, et son avantage sur la 
la synthèse. Tout cela est parfaitement &ranger à la fausse 
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application qu'on pourroit en faire dans la solution des quel- 
ques questi~ns particulières de géométrie. Revenons à la dis- 
cussion générale. 

45.' Nous avons va (37) comment il est possible qu'une 
même formule rdponde immédiatement et sans aucune modifica- 
tion, à deux questions différentes, et qui traitdes autrement, 
auroient exigé deux solutions particulikres. Une même formule 
peut également comprendre trois ou un plus grand nombre de 
,questions, et l'on pourroit demander comment ayant la formule 
spéciale, propre A chaque question particulière, on pourroit 
trouver la formule générale qui les cornprendroit toutes; c'estd 
à-dire , qui seroit applicable à chacune d'elles, immédiatement 
et  sans aucunes modifications. On peut y divers 
moyens, et c'est ce qu'on obtiendroit d'une .mariiére générde, 
si l'on po;voit rapporter toujours ces diverses formules parti- 
culières à leur-origine commune , c'est-%-dire , si l'on pouvoit 
éliminer de ces formules, les quantités respectivement inverses 
qui les rendent disparates, et remettre à lear place les quantités 
direc tes'don t elles sont les différences (94). 

En effet, puisque la quantité inverse p (24), n'a été intro- 
duite dans le systême, que par la,substitution de n-p à la place 
de m ,  i l  est clair qu'on reviendra au premier ordre de choses , 
c'est-à-dire, à la formule qui ne contenoit pas de quantités in - 
verses , et qui par conséquent étoit applicable aux deux sys- 
tdmes , en remettant n-m à la place de p ; et si l'on fait la même 
chose pour toutes les autres quantités respectivement inverses 
entre les deux systêrnes , la formule deviendra immédiatement 
applicable à chacun d'eux, sans aucun changement de sigaes, 
et sera par conséquent la formule générale cherchée. 

Par exemple, dans le triangle AB CD (fig. 1 ) cité plus haut, 
-on a pour le  systême primitif, c'est-à-dire, lorsque D tombe - - -- 
entre B et  C j ABa-ACa =Za- ~ B C . C D ,  et dans le sys- 
tême transformé ; c'est-&dire , lorsque C tombe entre B et D, - . .- AB~-AC'=BC~.+ I=.c-. 
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Ces deux formules diffèrent ; parce que dans l e  iiernIer cas, - - 

CD est inverse , attendu qu'on y a CD = BD -m ; tandis - - 
que dans le pfemier , on avoit au con traire, = BC -BD. 
Mais si l'on veut trouver une formule qui  soit immédiatement 
applicable aux deux systêmes, il n'y a qu'a éliminer la quantite 

inverse CfS, en substituant sa valeur en quantités directes, 
.aquelle est pour le seeond systême, par exemple, comme on - 
vient de vpir CD = BD - : ce qui  donnera AB'-=' -- - 
= 2 BC . B D - B Ca. Equation qui a lieu, soit que le point C 
tombeentre B et D , soit que le point D tombe entre B et 6. 

Mais si le point C après être parvenu eii tre B et D , contiriuoit 
sa.route et passoit au-delà du point B, la formule pourroit chan- 
ger, parce que nous sortirions de la définition établie (24), en ce 
qu'elle suppose que les quantités M ,  N,  demeurent toujours 
finies, c'est-à-dire, ne passent n i  par O ,  n i  par oc,, pendant toute - 
la mutation du systême : or ici B C passerait par O, au moment 
de la coïncidence de C avec B. Cette formule changeroit en 
effet, car prenant pour terme de comparaison ce systême, lors- - - 
que C est entre B et D , on a pour ce même systême BC =BD - 
GD. Au lieu qu'aprés le passage de C au-delà de 3, on a au - - - 
contraire, BC =- C D  -m. Donc B C est inverse ; donc i l  faue 

mettre -BTA la place de BC , pour rendre la formule précé- 
dente immédiatement applicable à ce dernier cas. Donc la 

.- - -- 
formule devient ACa-ABa=='+ zBÇrFD. 

De même, soit AMBM' (fig. 5) une courbe rapportée à - 
l'axe A B  ; nous avons vu que les branches A M B  , A M'B , 
situdes des deux côtés de l'axe, forment deux systêmes indi- 
rectement corrélatifs, dans lesquels les appliquées correspoq- -- 
dantes F M ,  PJU', sont inverses l'une à l'égard de l'autre; et - 
en effet, c;i sur le prolongement de MMf on prend C volonté - -  
un point fixe IC , on aura F M  = KM-l< F , et au contraire; - - - 
FM' = F K  - KM' : mais si l'on veut faire disparoître ces 
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quantités respectivement inverses, afin Ravoir une 6quation 
qui  donne les deux points M ,  M', sans aucun changement de - - 
signe , il n'y &ma, en nommant FM,  y ,  KM, z, et la cons-. - 
tante K F, a ; il n'y aura , dis-je , qu'à substituer dafis l'équa- 
tion trouvée pour le point M rapporté à l'axe AB, z- a à la 
place dey, car l'équation en z appartiendra alors, et saws aucun 
changement de signe, au point M' aussi bien qu'au point M. 

46. Puisque les formules propres à deux systêrnes indirec- 
tement corrélatifs, ne diffèrent entre elles que par les signes 
dont sont affectées les quantités qui compose'nt ces systêmes, il 
suit que si ces formiiles ne renferment que ces mêmes quantités 
élev8es au carré, les'forrnules propres à l'un sont irnrnédia- 
tement applicables à l'autre; car pour rendre les formules de 
run immédiatement applicables à l'autre, il n'y a qu'à changer 
l e  signe des quantités qui sont inverses dans celui-ci; mais le 
changement du signe de la quantite simple ne changera pas celui 
de son carré._ Donc la formule restera la même ; c'est- à-dire , 
qu'elle sera immédiatement applicable au systérne transformé. 
comme a u  systême primitif. - - -  

C'est ainsi que l'équation AB'- A C2= BI>'-~' appar- 
tient RU triangle considéré ci-dessus, soit que le  point D tombe 
entre B e t  C , soit que G tombe entre B et D ; soit enfin que B 
tombe entre C et D. 

b7. Enfin touM formule du  systême primitif deux termes 
seulenlent , est aussi irnmédiaternent applicable .B chacun des 
systêrnes qui lui sont, soit directement, soit indirectement cor- 
*&latifs E n  effet, si elle ne l'&toit pas, il faudroit pour qu'elle le 
devînt, changer le signe des quantités q u i  deviendroient inver- 
ses ,.mais la formule ne changeroit pas pour cela, puisque si l'un 
des termes devient négatif, il faudra que l'autre le devienne 
aussi; car une valeur positive ne peut jamais se trouver Cgale à 
une valeur négative. -- 

Par cxemple , lorsque .c?eux droites AD, B C (fig. 6), se 
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coupent au-dedans d'un cercle en un point K ,  on a ,  comme -- -- 
l'on sait, l'équation AIL. UK = BK. CK qui est à deux termes. 

Concevons maintenant que le systeine change par degrés in- 
sensibles, de manière que le p'oint K d'intersection sorte de 
l'aire du  cercle, et qu'ainsi le systême devienne tel qu'il est 
représentd (fig. 7 ) ,  on aura également, dans ce systême trai~s-  - -. -. - - 
formé, AK. DK =BR ,.CK. Cependant CK est devenue inverse ; - 
car dans le premier systême on a ,  = - BK,  et dans 

- - 
le second, au contraire, on a ,  ~1( = BK -CB : par wnsé- - 
quent C K doit changer de signe. Mais cornme'd'un autre côté , - 
I) 1C devient aussi inverse, puisque dans le premier cas , o n  a t - -  
DK = AD - A K ,  et dans le second cas, au contraire,. . . . - - -  - 
D IC = A lS - A D ; il suit que DIC doit ainsi changer de signe, 
et que par conséquent, l'équation finale doit se retrouver. la, 
riiêine, que lorsque le point d'intersection K était au-dedans 
du Cercle. 

48. D'après ce qui a étB dit (ah) ,  pour juger si-une quanlit6 
reste directe- ou devient inverse, pendant la mutation du sys- 
tême , i l  faut que les deux quantités , comme M , N dont elle est 
la différence, demeurent finies pendant cette même mutation ; 
c'est-A-dire, qu'elles ne passent ni  par O ni  par oo . 

- Supposons donc M>N et soit M-N=P, concevons que le 
systême varie, sans que ni M n i  N passent par O ou par 30 , et 
que M devienne m ; N, n; P , p, en ne considérant toujours, 
que les valeurs'absolues de ces quantités. 

Supposons de plus, que pour ce changement, M et N aient 
commencé, la première allant en diminuant, l a  seconde en arig- 
mentant, à se rappiocher l'une de l'autre jusqu'i devenir &gales, 
et par conséquent leur différence P égale à O; qu'ensuite ces 
deux quantités continuant,la première à diminuer, la seconde à 
augmenter, celle-ci devenue n ,  se trouve plus grande que rn , 
valeur que l'autre est scrpposée avoir prise -en .inême- temps : 
leur difféténce p , qui étoit P dans le systême primitif sera 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G E O M E T R I E  
devenue inverse, et,170n aura par conséquent p=n-m, au lieu 
de P=M-N, qui a lieu dans le systême primitif, 

Donc lorsqu'une quantité devient inverse par ce mode, il 
faut nécessairement que les deux quantités dont elle est la diffé- 
rence, aient passé par le rapport d76galitd1 ët que cette quantite 
elle-même ait passé par O, . 

49. Mais la qoantitd p peut aussi devenir inverse, par un 
mode autre que celui qu'on vient d'indiquer ; c'est en payant 
par ai, au lieu de passer par o ; dors les deux dont &o 

\ 
est la différence, peiivent être également considérées comma 
ayant passé par le rapport d'ésalité, mais en devenant rune et 
l'autre infinies, 

En effet, je dis que si p est devenue inverse, l'est aussi 
. P  

dévenue. I l  est clair 'd'abord qu'au moment où p est devenue O, 

1' 
- est devenue oo .11faut donc prouver que quand M est deve- 
P 

1 
nue m, et N , n; - est devenue inverse aussi bien quep. 

P 
. I  L n-m - O r  puisqa'on a ,p =nom,  on a aussi - = - - p n-rn (n-m)* 

1 n ,  m 
OU-= - , donc (25), l'équation 

p m"+n'-amn rnn+n"-zmn 
primitive à laquelle celle-ci répond doit Qtre telle , qu'en y 
remettalit pour ces quantités leurs correspondantes, ct chan- 
gean t le signe de celles qui ont pu devenir inverses, elle s'ac- - 

corde avec celle qui  précède; mais par hypoth&e rn et n n'ont 
passé ni par O ni par eo ; elles sont donc restées directes, et ne 
doivent pas changer de signes. p au contraire est devenue in* 
verse hypothèse, il fant donc que son signe aitkhangé. Dono 
l'équation primitive a da être - 

est dans le nouveau différence deux 
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n 77.3 

tités y- -- qui ont changé d'ordre; c'est- 
rn-+n -2mn' m'+n1-amn 

à-dire ,'dolit la plus petite se trouvoit la plus grande dans le sys- 
1 

tême primitif, et réciproquement. Donc - est devenue inverse, 
P 

commemus l'avions annoncé; c'est-à-dire, qu'en général, lors- 
q dune  quanti té qnelconque devient inverse, l'unit6 divisée 
par cette même quantité, devient aussi une quantité inverse. 

50. On voit p&18 qu'une quantité peut devenir inverse, 
par deux niodes diff6rens ; ou en passant par O ,  ou en passant 
par oc. Cependant on ne sauroit en conclure, que réciproque- 
ment toute variable qui passe par O ou par w devient pour cela 
nécessairement inverse ; car en supposant que p devienne 
inverse, p', par exemple, ne le deviendra pas pour cela, quoi- 
qu'elle ait évidemment passé par O ou par oo en même temps que 
p. E n  effet, sip" devenoit inverse, elle changeroit de signe ; or  
c'est ce qui n'arrive pas, q~toique p en change, puisque (-p)' 
fait toujourspg. Donc cette quantité p' n'a pas changé de signe 
en passant par O .ou par oo ; donc elle ~i'est pas devenue inverse. 

51. Quant aux quantités constantes, c'est-à-dire celles qui 
restent les rnêmes pendant toute la mutation, on peut les regar- 
der comme faisant partie de chacun des systêmes corrélatifs en 
particulier; e t  puisqu'elles ne peuvent passer n i  par O ,  n i  par oo , 
leur signe de corrélation avec le systême primitifest toujours $ . 

52. Les quantités qui composent le systême primitif ne 
sont que des quantités &soliks, et les signes qui entrent dans 
l'expression de leurs rapports ne servent qu'a indiquer des opé- 
rations toujours exécutables (51); ainsi ces. quantités n'ont, à 
proprement parler, aucun signe de carrélation. Cependant, 
comme parmi tous les systêmes qui  sont en corrélation directe 
avec ce systême primitif, lc premier en ordre est ce systême 
primitif lui-même, on peut regarder chacune des quantités qui  
le  composent comme étant en corrélation directe, et par consé- 

7 
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quent lui  donner + pour signe de corrélation. C'est ainsi que 
nous en userons ordinairement. , 

53. En regardant tous les systêmes qui sont correlatifs entre 
eux ,' comme les différens états du systêrne primitif qui  varie 
'par aegrés insensibles, on pourra regarder les formules trouvées 
pour ce systême primitif, comme appartenant a tous les autres, 
en =supposant qia'alors les quantités qui y entrent cessent de 
~eprésenter  ces quantités pimit ives ; mais qu'elles y expriment 
les valeurs corrélatites qu'elles ont dans le systême auquel on  
voudra les appliquer. Cest dans ce sens que ces formules devien- 
nent générales ; mais alors l'application à chaque cas particulier 
n e  peut réellement être effectuée, qu'en opérant cette subst,itu- 
.Lion de la valeur corrélative, A la place de la quantité absolue 
correspondaiite dans le systêrne primitif. Il faut donc dans toute 
formule générale, regarder les lettres ou caract&res quelcon- 
ques, employés pour exprimer les quantités, lion comme les 
quantith n&ne su r  lesquelles le raisonnement a été établi, 
mais comme lbe valeurs corrélatives de celles qui leur corres- 
pondent dans le systême particulier auquel on  veut faire l'ap- 
plication de ces formules. 

54. Ce que j'ai dit jusqu'à présent, ne  concerne encore que 
le cas o ù  la transformation du systême, est supposée n'avoir 
pas été jusqu%u point d'exiger une plus grande mutation 
daris les signes des formules contenues au tableau général (2) 

que celle de -+ en - p ~ u i  les quantités simples qui entrent dans 
la composition du systême. Voyons maintenant ce qui  arrive- 
roit , si la transformation étoit poussée au point, que pouifaire 
cadrer les formules du tableau avec le  iiouvel état du systême, 
il f û t  nécessaire de rendre imaginaire le signe d'une ou plu- 
sieurs de ces quantités. 

Nous avons v u  (24) qu'en laissant subsister les quantités pri- 
mordiales M , N, dans les formules, elles derueurent applicables 
sans aucun changement de signes à tous les systêmes possibles; 
soit que N reste plus grande ou devienne moindre que N : qu'en 
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nommant P leur différence, les formules demeurent encore ap- 
plicables sans changement de signes au systêrne transformé, 
aussi long-temps que M reste p h i  grande que N j mais que d u  
moment qu'elle devient plus petite, ou que ces quantités pas- 
sent a l'ordre inverse , il faut pour que les formules continilent 
d'être applicables au systême trapsformé, changer le signe de 
çette différence P. - - 

Donc si au liea d e  faire M-N=P , nous eussions fait 
M-N= Pq c'est de P" qu'il auroit filllu changer le sigiil , pour 
rendre propres au systênie transformé, les formules du systênie 
primitif; c'est-à-dire, que pour cela il ainroit fallu mettre dans 
les formules du systême primitif, -Pa $ la place de +Pa. Mais 

substituer -P' h +Pq c'est la même. chose que de mettre P/-i 
<- 

à la glace de P ou de pl/ t t ; donc pour opérer l e  changement 
nécessaire, i l  spffit de donner à P le coëfficient ou plutôt (6) le 

signe (/=,au lieu du  signe (/< ou du coëfikient naturel 1 ; 
c'est-à-dire, qu'alors pour établir la corrélation des signes, 
ce n'est plus le signe - qu'il faut prendre pour signe de corré- - 
lation de la quantit6 absolue P , mais le signe iiqaginaire I/- i . 

De la m4me manière, on auroit pu faire M-N=P3; et alors 
dans les formules du  systême transform6, ce seroit P3 qui seroit 
devenue inverse, ou dont il auroit fallu changer le signe da + 
en - , au systême primitif, pour les rendre propres à ce systêms 
transformé; et comme -P3 est la même chose que (-P)3 OU 

; il s q i t  que pour rendre les formules du s p r  
< ,  . .. 

tême primi\if propres au systéme transformé, il n'y a qu'à subs- 
tituer au signe $, de la ~ a l e u r  absolue P, l'un de ces trois signes - - - +  v - 3  
- 9  a 2 , qui sont les'imis racines cubiques 
de l'unité prises nkgativement. k 

On voit ce qu'il y auroit à dire, si Pon faisoit M-N=P$ ou. 
M-N=P5, ou &c. ; et par conséquent, comment pour appli- 
quer les formules du systême primitif au systême transforme, 
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il est possible qu'on soit oblige de changer le signe des quantités, 
on de quelques-unes d'entre elles, non pas de + en -, mais de 

+ en fz ou autre signe imaginaire. 

55. On peut pousser la transformation plus lqin ; car au lieu 
de supposer M-N égale P ou P" ou P3 &c. ; on pourroit la sup- 
poser égale à P-Q, par exemple, ou P-Q', ou P-Q'+RS, 
ou &c., de ces substitutions faités pour M-N dans l e  systême 
primitif, rdsulteroient dans le systême transformé, lorsque M 
deviendroit moindre que N , des variétés nombreuses dans les 
signes ; car alors, ce seroient les signes de ces fonctions (P-Q) , 
(B-q)  &c., qu'il faudroit rendre négatifs, c'est-à-dire, que cc 
ne seroit plus les signes des quantités simples du systêmeprimitif 
qu'il faudroit changer de + en -, pour établir la corrélation , 
ou pour rendre les formules de ce systême primitif identiques 
avec celles du systême transformé, ni  même les signes de telle ou 
telle puissance de ces ;mais celui de telle ou telle foiîc- 
tion plus ou moins compliquéz de ces qiiantités , prises seules 
ou cornbinees entre elles; c9e& pourquoi, j'appelle cette espèce 
de corrhlation , - corrélation - complexe. 

. . 

56. Cependant rnalgrê'toutes ces substitutions, les formules 
du systêrne ~a r i ab l e  considéré dans ses différens états, reste- 
raient &idemment toujours les m6mes~ aux signes près, qui . 

# 

deviendroien t pour chacune des quanti th,  taritôt négatifs, tan- 
tôt imaginaires de tel ou tel degré ; et comme i l  est facile de voir 

i 
que par une suite de trdnsformations , on peut non-seulement 
faire diiparoît're ,'les radicaux d'une formule ou Bquation , mais 
même tous leu termes négatifs, il suit que toutes les formules 
correspondantes de plusieurs systêrnes corrélatifs, soit que cette 
correlation soit directe ; indirecte, imaginaire ou complexe , 
peuvent être ramenées à la même forme, laquelle, par censé- 

,, quent, appartiendra ia tous les systêmes, et exprimera les pro- 
pridtés qui leur sont communes. 

D'où il suit qu'ayant les formules applicables à un systênie 
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quelconq~~e de quantités, on obtiendra les formules applicables 
à t m s  les systêmes corrélatifs possibles, en changeant de toutes 
les nianières possibles les signes des quantités qui y entrent, 
pourvu que l'on comprenne sous le nom de signes toutes les 
racines possibles , soit réelles, soit imaginaires de lYunité. 

57. D'après ce qui a été dit ci- dessus (54) , on voit que les 
racines imaginaires d'une équation , sont encore plus éloignées 
de fournir la  véritable solution d'un problême quelconque 
proposé, que nele sont les racines simplement négatives; qu'elles 
annoncent des incompatibilités plus tranchantes encore, entre 
les conditions proposées et les hypothéses sur lesquelles le rai- 
sonnement a été établi. Mais de même qu'en changeant le 
signe des racines négatives, et faisant Bprouver , soit aux données 
du problême, soit aux hypothéses sur lesquelles on établit le 
raisonnement, des modifications qui mettent d'accord c a  don - 
nées et ces hypothéses avec les équationsaiki altérées dans leurs 
signes; de mkme, en faisant des niorlifications plus ou moins 
sensibles, aux signes qui entrent dans les racines inlaginaires de 
l'inconnue, en même temps qu'aux données, et aux hypothèses 
qui servent de bases h la mise en é'quatiori , on pourra rendre les 
unes immédiatement applicables aux autres. I l  n'y a de diffé- 
rence qu'en ce que les modifications deviennent plus considéra- 
bles, et que l'analogie d u  systême corrélatif avec le systême 
primitif est ordinairement plus difficile à saisir. 

58. Proposons-nous, par exemple, cette question : un8 

droite AB(&. 8) étant donnée, troiiver sur  cette droite u n  point - 
K ,  tel que le produit des deux segrneris AK, BK, soit égal à une 

quantité donnée; par exemple, à la moitié du  carré de AT. 
Comme je ne sais encore si le point K doit se trouver sur  la 

droite même AB ou sur son prolongement', j'établis d'abord mon 
calcul, en  supposant que c'est sur fa droite même ; c'est-à-dire, 
que K tombe entre A et B. 

- 
Cela posé , prenant A K pour l'inconnue, je la désigne par x , 
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e t  je nomme a, la droite donnée a; la condition du problème 
me donnera donc x (a-x) = f a ~ u  xl-ax +ta1= O ; d'oh je 

tire r=ta* (/-fa9, c'est-à-dire que z est imaginaire. 
Je ne conclus pas de-là que la solution du problême proposé 

soit impossible; mais seulement qu'elle l'est dans la snpposition 
que j'ai faite, quele point K est plaçé entre A et B ; c'est-à-dire, 
que le problême a pu être mal mis en équation ,parce que j'aurai 
établi mes raisonnemeps sur une figure qui n'étoit pas celle que 
je devois considérer, ou qui ne pouvoit satisfaire aux conditions 
clu problême. J'établis donc de nouveau mon raisonnement, en  
partant d'une hypothèse, autre que celle q ~ ~ e  j'avois faite d'abord, 
c'est-à-dire, que je supposerqi le point cherché, lion sur AB 
comme je l'ayois fait ,  maig sur de ses prolongemens, par 
excxhple , en Kt, 

Alors la condition du problême me donne x(a-a)=: a' ou - 
s'-as+ a9=o; d'où je tire +=+a* \/f a'; Bquation qui ne  
contenant plus d'imaginaires, résoud la question proposée. 

Cette solution est double ; l'une s =+ a+ (/p éhnt  positive, 
résoud sans difficulte la question, confqrmément à ma nouvelle 
hypothèse , c'est-à-dire, en supposant que le point cherché est 

sur  le prolongement de AB, au-dolà du point B ;  ou que le 
point B se trouve entre A et le point cherché. Mais l'autre solu- - 
tien x=f a- / j op étant néga<ive, ne peut se rapporter b la 
même hypothèse, et  d'après ce qui a Cté dit ci-dessus (37), il 
faut, pour en avoir la sigriification, changer le signe, et voir t i  

quel systême corrélatif l'équation ainsi modifiée pourra satis- 
faire. Or de ce changement il résulte,que1'8quation a(x-a)=: a', 
qui exprime la condition du problême, deyient , x C x + a ) = f as. 
Voyons donc à quel nouveau systêrne corrélaiif peut satisfaire 
cette nouvelle expression de la coidition du problème. . 

Or il est facile de voir que c'est en supposant que le point l& - 
tombe sur le prolongement de AB,  non du  côte de B comme 
ci-dessus, mais du côté de A en K". E t  en effet, en partant d e  - - 
cette nouvelle hypothèse, x sera A K  el; BK" sera xf a j d'où il 
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suit que la condition du problême sera x (x +a)  =%a', et cette 

4- 

équation donnera x =-f a* V Sa', dont la racine positive est 
effectivement la même que celle qui  s'étoit présentée négative- 
ment dans l'hypothèse pr6cédente. 

On voit que le signe imaginaire qni affecte la racine de l'équa- 
tion, n'annonce pas plus que le simple signe négatif, Pimpossi- 
bilité de résoudre le problême proposé; mais seulement I'irnpos- 
sibilité de concilier les conditions de ce problême avec les hypo- 
thèses sur  lesquelles on a établi le raisonnement, et que ce signe 
indique également dans l'un et l'autre cas, mais seulement d'une 
mariiére plus ou moins difEcile à saisir, les modifications qu'il 
faut faire, soit aux unes, soit aux. autres , pour rendre la solu- 
tion possible. L'équation est la traduction exacte des condïtions 
proposées, réunies aux hypothèses sur lesquelles on a établi 
le raisonnement, elle devient absurde, dès qu'elles ne  peuvent 
être conciliées : il faut alors indispensablement modifier les 
suppositions desquelles on étoit parti, pour arriver à une véri- 
table solution. Ces modifications se manifestent dans la forme de 
l'équation, qui  devenant la traduction des rapports entre les- 
quels il ne reste i l u s  d'incompatibilités, ne renferme plus elle- 
d m e  que des résultats possibles, des quantités effectives, et des 
opérations exécutables. 

I l  peut se faire néanmoins que les coiditions proposées soient 
par elles-mêmes impossibles, qu'elles renferment des conlradic- 
tions ; et alors de quelque hypothèse qu'on parte, on arrivera 
toujours à u n  résultat absurde; mais la nature même des signes, 
soit négatifs, soit imaginaires qui entrent dans ce résultat, indi- 
que les modifications qu'il faudroit faire éprouver à ces condi- 
tions elles-mêmes, pour que le prohlême devînt possible. 

Ce qui  rend la solution d'un problêine impossible étant I'in- 
compatibilité des conditions proposées, soit encre elles, soit 
avec les hypothèses sur lesquelles on établit le raisonnement, 
on voit que ce problême devient alors trop déterminé ; qu'il se 
trouve des conditions , qui étant iricompatibles avec les autres, 
reildroient le problême possible par leur s~ippressioïi ; c7est-à- 
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dire , qu'on a établi l é  calcul sur des bases trop restreintes, et  
qu'on ne doit considérer la question telle qu'elle a été resolue, 
que comme une question partielle, dont les racines réelles et 
positives donnent seules la véritable solutioiî ; mais dont les 
racines négatives et imaginaires indiquent d'autres questions 
partielles , plus ou moins analogues a la première, lesquelles 
pourroient être réunies à celles-ci dans un énoncé général, 
auquel l7'quation qu'on trouveroit alors seroit toujours applii 
cable immédiatement et sans aucune modification dans les signes. 
C'est ce qu'on a dkjà vu (37), pour le cas des racines seulement 
négatives ; et ce qu'on peut voir de méme, pour le cas des rack 
ries imaginaires, sur l'exemple qu'on vient de traiter. 

59. En effet, le problême a d'abord ét6 mis en Bquation, 
clans l'hypothèse particulière, que le point cherché IC &oit 
placé entre A et B ; et cette hypothèse se trouvant incompatible 
avec les conditions du problême, les racines se sont troubées 
absurdes, comme cela devoit être. Mais par la forme de ces raci- 
nes, on a pu juger de la modification qu'il falloit faire à cette 
hypothése; en conséquence, elle a été en effet modifiée, en slip- 
posant que le point cherché devoit se trouver à droite du point 
B. Cette nouvelle supposition pouvant s'accorder avec les con- 
ditions proposées, on a dh trouver une solution possible; c'est- 
à-dire , une racine réelle et positive pour l'inconnue, et c'est ce 
qui est arrivé. Mais i l  y avoit une seconde racine absurde, et  
cette racine indiquoit que l'hypothèse d'où l'on étoit parti en  
dernier lieu, quoique juste, étoit cependant trop restreinte, 
pour satisfaire dans toute leur étendue aux conditions propo- 
sdes, et elle indiyaoit en niéme temps par sa forme, la nou- 
velle modification dont elle étoit susceptible; cette modification 
consistoit à supposer le point cherché à gauche du point A ; et 
cette dernière supposition nous a donné en effet une nouvelle 
solution. 

On  aurait donc eu tout à-la-fois les deux solixiions dont le 
problême étoit susceptible, en établissant le calcul sur une 
hypothèse plus générale, comme il suit. 

Au 
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Au lieu de prendre pour l'inconnue la distance x du point A 

au point cherch6, prenons en F un nouveau point éloigné de A 
d'une quantité arbitraire g , plus grande que la valeur trouvée 
ci-dessus pour AG et prenons pour nouvelle inconnue la dis- 
tance de ce point F au point cherché. Il est clair qu'en nom- 
manty cette nouvelle inconnue, on aura pour le point K' qui 
donne la première solutiony x=y-g; donc il n'y a qu'à subs- 
tituer cette valeur de x dans l'équation trouvée ci-dessus (58), 

7 

pour avoir celle qui doit donner FKr ou y. Or cette équation 
7 - ? devient a i n ~ i ~ - ~ = i a d = v  ja; ou y=g+$cz(if va); F K  

est donc l'une de ces deux racines. Mais K'L se trouvant par 
hypothèse à la droite de F aussi bien que IC', il n'y a pas de raison 
pour que l'équation me donne plutôt l'une des solutions dont 
l e  problême est susceptible que l'autre, puisque les raisonne- 
mens à faire dans les deux cas pour la mise en équation, dei-vent 
être absolument les mêmes. Donc la seconde racine est FK";_ 
donc la même hypothèse me donne alors les deux solutions 
cherchées, parce que je lui ai donné une extension suffisante, 
pour répondre dans les deux cas aux conditions proposées. 

Je  serois parvenu au même résultat, s i  au lieu de cllercher - - 
pK', j'eusse cherché FK": car en nommant comme dans le  pre- 
mier cas, y ,  la distanoe du point fixe F au point cherché, et zt 
la  distance de A à ce même point j on auroit eu alors x =g-yr - 
qui substituée dans l'équation x = -: a* if a', relative à ce 
ças où l'on suppose le point cherché à gauche du point A ,  donne - - 
a-y=-ta& I ta; ou j =g+ ta(i 1/9)  comme ci-dessus. 

6 ~ .  L'exemple préddent montre ce qui constitue la diffé- 
rence qu'il y a entre les racines positives, les racines négatives 
et les racines imaginaires. Les premières seules résolvent la ques- 
tion, immédiatement et sans qu'il soit fait aucune modification, 
n i  aux conditions du problême, n i  aux h ypothèses sur lesqueiles 
le raisonnement a é th établi, n i  aux  équations qui espriment 
coBectiver.&nt les conditions et les hypothès'es. Pour  que les 
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secondes résolvent ,la question, il faut en changer le sigde, e t  
faire éprouver en même temps, soit aux conditions, soit aux 
hypothèses sur lesquelles on a Btabli le raisonnement, des mo- 
difications convenables, pour que ces équations ainsi modi- 
fiées, en soient la traduction exacte. Enfin, pour que les racines 
imaginaires résolvent aussi la question , i l  ne suffit plus de 
changer le signe de l'inconnue de f en - dans l'Cquation, mais 
il faut le changer de + en u n  signe imaginaire, et chercher 
ensuite quel nouveau systême peut satisfaire à ce changement 
ou plutôt, ce n'est plus de l'inconnue elle-même qu'il faut chan- 
ger le  sigrie, mais c'est d'une puissance ou même d'une foric- 
tion plus ou moins composée de cette même inconnue. 

Dans le cas traité ci-dessus, par exemple, ce n'est pas x ,  tnais 
x", qui doit changer de signe, pour que l'équation devienne 
x ( X I -  a )  = a" comme elle doit l'être pour avoir la seconde solu- 
tion, au lieu de x (a-x)= i a', comme on l'avoit d'abord supposé. 
Ce changement opSré, il faut voir quelle est la modification 
qu'on doit faire dprouver en même temps au syst&me sur lequel 
le raisonnement avoit 6t6 d'abord établi, pour qu'il puisse 
cadrer avec ce changement de l'équation. Or cette modification 
consiste à supposer le point cherché à gauche du point A. 

Pour la première solution, ce n'est n i  x,  n i  sa puissance x', 
mais la fonction (a-x') dont il faut changer le sigrie, pour que  
l'équation x(a-x)= f a" trouvée d'abord , puisse devenir 
propre à exprinier véritablement les conditions du problême, 
et il faut voir ensuite, comme ci-dessus, quelle est la modifi- 
:aiion qu'on doit faire éprouver en mdme temps, au systSmo 
iur lequel on avoit établi le raisonnement, pour qu'il puisse 
cadrer avec le changement opéré dans l'équation. Or cette 
modification consiste à supposer le point cherché à droite du 
point B. 

6 1. Un des principaux points de la doctrine que j'ai déjà 
essayé de rkfnter (39 et suiv.) consiste ii dire, que le calcul doit 
redresser de lui-même l'erreur qu'on pourroit avoir commise, 
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dans I'éxpression des cohditiods d '~m problême ; en supposant 
un point cherché sur  une ligne donnée, à droite, par exemple, 
d'un autre point donné sur cette ligne, lorsqu'il doit être à 
gauche. Selon cetté doctrine, en prenant pour inconnue la dis- 
tance du point donne au point cherché, on doit alors trouver 
pour cette inconnue sa valeur même, seulement avec u n  signe 
contraire; de sorte qu'il n'y a plus alors qu'à porter cette valeur 
dans le sens contraire à celui qu'on avoit supposé, pour avoir le 
véritable point cherché. 

Il suivroit de là que le point K" satisfaisant véritablement à la - - 
questiori proposée, et AK" étant -;a+ /taa, on auroit dû 
trouver, en commettant l'erreur de supposer que le point cher- 
ché étoit à droite de A en K, au  lieu de le supposer à gauche 
en K ,  comme i l  se trouve effectivement; on auroit dû trouver, - 
dis-je, pour A K ,  la même valeur que ci-dessus prise négative- 
ment. Or cela n'est pas, puisqu'on trouve (58), par cette fausse - 
supposition, pour AK une valeur imaginaire. Le calcul ne re- 
dresse donc pas toujours l'erreur qu'on pourroit avoir commise 
sur  la positiou d'un point cherché. Elle ne le redresse, que lors- 
que les deux systêmes comparés sont seulement en corréla- 
tion inverse, comme nous le supposons (43), et non lorsqu'ils 
sont en correlation imaginaire ou complexe, comme dans le cas 
présent. 

62. I l  suit de ce qui précède , que toutes les fois que l'ex- 
pression des conditions d'un problême proposé ne conduit 
qu'à des racines qui ne se trouvent pas réelles et positives, on 
peut conclu., que les hypothèses sur  lesquelles on a établi le 
raisonnement, ne  s'accordent point avec les conditions du pro- 
blême ; qu'il est impossible de satisfaire à ces conditions sans 
changer les hypothèses, ou de tenir aux mêmes hypothèses 
sans changer les conditions. Dans tous les cas, les équations qui 
sont faites :pour exprimer tout à-la-fois, et les conditions, et 
les hypdthèses , présenteront necessairement des résultats néga- 
tifs ou imaginaires, dès que les unes ne pourront s'accorder 
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avec les antres. Pour qu'elles n'offrent plus que des r-ksultats 
significatifs, il faut donc absolument parvenir à concilier les 
hypothèses sur lesquelles sont établis les raisonnemens, avec les 
conditions du  problême. Quelles que' soient les modifications 
qu'il soit ntlcessaire de faire éprouver pour cela aux unes ou  
aux autres, les équations, qui ne sont toujours que la traduction 
des unes ou des autres collectivement, éprouvent nécessaire- 
ment de leur côté des modifications analogues plus ou moiw 
sensibles, suivant que les changemens faits soit aux coxiditions , 
soit aux hypothèses, sont elies-mêmes plus ou moins considé- 
rables. . 

\ 

Il y a plus encore : c'est qu'une racine , quoique réelle et posi- 
tive ;e t quoique l'équation exp~ ime  bien exactement des condi- 
tions et des hypothéses d'accord entre elles, ne donne pas tou- 
jours une véritable solution ; car il ne suffit pas que les condi- 
lions et  les hypotkièses soient d'accord, et que l'équation géné- 
rale satisfasse aux unes et aux autres ; il faut encore qu'en par- 
ticulier la racine qu'on veut appliquer à la solution satisfasse 
à ces conditions et  à ces hypothèses. Pour  que l'équation géné- 
rale y satisfasse, il suffit qu'une de ses racines y satisfasse effec- 
tivement ; mais s i  les transformations algébriques ont amalgamé 
A cette racine une autre racine qui n'y satisfait pas, celle-ci ne 
donnera point une véritable solution ; elle ne fera qu'inaiquer , 
comme le font les racines nSgatives ou imaginaires, une ques- 
tion analogue à la première, dont elle donnera la solution ; mais 
elle ne satisfera point à la question telle qu'elle a été proposée. 

On demandera, s'il est possible, que les transformations algé- 
briques amalgament aux racines effectives d'autres racines qui  
rie If seroient pas, et qui cependant seroient réelles et positives. 
11 seroit facile d'en citer beaucoup d'exemples. En voici un qui 
est assez simple, je le tire de la géométrie de Bossut, à qui cet te 
observation n'a point échappé. (Yoyez son application de l'Al- 
gèbre à la Gkometrie, no. 23, édition de l'an VIII. ) Le même 
exemple se trouve dans l'arithmdtique universelle de Newton. 

Supposons que ABC (fig, 1) soit un triangle rectangle dans 
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lequel on connaisse l'hypothénuse BC, et la somme AB+AC - 
:+AD, d'es deux petits côtés et de la perpendiculaire, on de- 
mande la valeur de cette perpendiculaire. - 

Nommons a l'hypothénuse donnée EC,  b ,  Ea somme donnée - - -  - 
AB+AC+ AD ; x, la perpendiculaire cherchde AD ;y, ,le c6té 
inconnu AB. 

Le triangle rectangle BAC donne a"=y5+(b-X-y)' OU 

a"=ays+b'-ziSx+x"abyf g x y  (A). 
De plus, à' cause des triangles semblables BAC,' ADC , on a 

a: y: :&-z -y  : x ou ax*by-xy-y' (3). 
Comparant les deux équations (A) et (B) pour éliminery , et 

résolvant l'équation en, x qui est du second &gd,  il vient 

x = a + b & I s a a +  aab. 
Voilà doni deus  v a i e a ~ s  pour x , c'est-Aidire pour la psrpen- - 

diculaire cherchée A D ,  t6&& les deux pohïtives. Or il ést &ir 
que la première dc ces deux solutions ést fais&; p&squ'il est . 

visiblement impossible que la perpendiculaire x soit plus grande 
que a+6. 
Donc, il ne suffit pas que Iamcine d'une équation soit réelle e t  

même positive, pour donner la solution du p r o b l h e  dont elle 
exprime les conditions ; il faut, de plus que cette racine soit d'aca 
cord tout-à-la-foi8 , avec ces conditions et lei hypothèses sur 
lesquelles le raisonnement a été établi. 

Coiicluons dc tout ce qui p r é d e ,  qu'en gSnéral, 
iO. Pour pue ta sdz~tion d'un problêne donnée par telle ou 

telle racine d'une thpution soit efective , il faut que Les condi- 
tions proposées, les hypothèses sur bsquelles le raisonnement 
est étabdi, etles constructions ou opérations quelconques p'irzdi- 
que la ~aeine de cette équation, soient toutes d'accord entre qldes. 

a". Que $il existe quelque incompatibiditd entre les uneh ou 
Zes autres, 0r.t ne doit plus regarder cette racine qua cornmd b 

\ 
simpke indication d'une autre question analogue avec Ga p+e- 
n + - e ,  et gue pour en avoir Za véritable signijîcation, il fadg 
rétablir le cabzd sur d'aubes conditiom ou d'autres liypothéses, 
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jicsqu'à & p~yeth6 tdrdeid -&abtdrd~!~oi t 'ent  elles , soit 
au& les opdrait'~&.@i~$uerofb la  racine de E'équaiion nzodi- 
fiée sur ces changemensi 

3". Que par c~nk+$uartt, ,?es racines hdgatives et imaginaires, 
ne.sont jamais~de u d ~ i t s l b h  solutions de la question proposée, 
mais de simples indications de questions plus ou moins dzférentes 
des premihes j que .sodw"nt même elles ne sont que des formes 
~Zgébriques absoZurnent im+;J;@es, que k s  transfprmations 
(~Zgébriq~es ont amalgamées avec les racines efecti~es. 

4". Que les rucikes réezles @positives n'exp~iinentpas plus des 
soldons  efectiues pue L$rasines négatives ou imaginaires, et na 
s0~xcbhkl;ta &3, q . ~ g  dt+ Girnp~es indications ds questions ana- 
logues, lorsque les constructions ou opéyations queZconpues 
auxpuel/e.+ ~Z-ks eoz;t&&@, tt.e s @ . w ~ v e n t  pas pbinement dJac- 
CO& w~q~epopd i ( io t fq~roposéeq  . L et les hypothèses sur lespoelZes 
en a &al& 5 pisonnement. . 

5". QuJau&me équation ou racine d'équation ne peut donner 
de solution eflective tant qu'elle contient des quantités absurdes, 
ou des operations nori. exécwta6bs; à moins qu'elles ne se détmi- 
sent respectiuern~nt,'comme .il arrive dans les racines réelles 
cles épations du troisième degré. 

6". Que cependant ces formes inintelligibles ne doivent point 
dire rzégligées, et qu'on peut b s  employer comme Zes Jorntes 
réelles, parce qu'il est possible de bs faire disparaître par de 
simples t~ansformations algébriques-, et qu'alors iZ ne reste plus 
que des fbrhzules exphites et immédiatement applicables d ZY06- 
jet qu'on s'estproposé, pourvu, ainsi qu'on Z'a observé ci-des- 
sus, pue ces formules, les conditionsproposées et les hypothèses 
sur ZequelZes le raisonnement a été ébabli, soient toutes d'accord 
entré elles. 

63. Tant qu'on ne sort pas de la syuthèse, c'est à-dire, tant 
qu'on ne fait servir dans un calcul les sigues + et - qu'à indi- 
quer des opérations exécutables, il est impossible qu'il se ren- 
contre des ininginaires, ni même des quantités négatives isoldes; 
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D E  P O S I T I O N .  63 
elles ne commencent b paraître, que parce qu'on sort de la mé- 
thode synthétique, en employant ces signes it indiquer des op& 
rations inexécutables, ou parce qu'on veut appliquer des résul- 
tats au~que l s  cette synthèse a pu conduire, à des hypothèses 
qui  ne s'accordent poiii t avec les conditions primi tiveinent 
exprimées par ces résultats. Les valeurs ndgatives viennent, 
parce que pour exécuter les opérations indiquées, il faudroit 
 retranche^ une quantité effective de O ,  ou en général, une 
quantité quelconque d'une autre quantité moindre ; qt les ilna.- 
ginaires, de ce qu'on veut faire de nouvelles opérations sur ces 
premiers résultats déjà impossibles. On peut donc regarder les 
équations ou formules, qui contiennent ces quantités négatives 
ou imaginaires, comme provenaui t d'autres formules primit ive 
ment possibles, parce que les quantités à retrancher s'y trou- 
voient moindres que celles dont on devoit les retrancher, et qui  
ensuite sont devenues impossibles en vertu d'un changement 
d'ordre qui s'est opéré entre les quantités par une mutation 
graduelle. En  partant de là, on voit commeht naissent succes- 
sivement ces valeurs ; e t  comme de toutes les' opérations con- 
nues dc l'algèbre, il n'en est qu'une qui fasse riaitre les quantités 
imaginaires, que cette opération est l'extraction de la raciue 
carrée, et que cette opération place toujours lei derix signes 4- 
et - devant le radical, i l  est aisé de pressentïr, que toutds les 
valeurs imaginaires possibles sont réductibles à .cette fornie - - &I -B ou t B V- 1 , et toutes les valeurs en partie réelles - L 

et enpartie imaginaires, à la forme A&BI-~; que cès rnémes 
valeurs ne peuvent naître que  deux A deux J et que par cd&- 
quent toute racine imaginaire dans une éqiiation est nécessaire- 
ment accompagnée d'une autre qui en diffhe par le signe du 
radical qui exprime l'imaginaire. Mais les plus grands Géomè- 
tres s'étant occupés de des vérités importhtes , et les ayant 

-démontrées rigoureusement, nous ne pourrions que répéter ce 
qu'ils ont dit à ce sujet. 

64. En syutlièse, il n'y a par deux manieres d'ertraire la 
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66 G E Q ~ ~ E T R I E  
racine d'une quantitédonnée; en analyse, il y eri a autant qu'il 5. 
a d'unités dans l'exposant du radical. Mais que sont toutes ces ra- 
cines, excep té celle que donne la synihese elle-même, sinon des 
formes algébriques, inintelligibles dans leur état actuel, et q u i  
ne peuvent qevenir utiles pue par des transform.ations? Il est 
impossible de prouver d'une manière satisfaisante, que (-a)' 
donne a', à moins que -a ne se trouve précédée d'une antre 
quantité absolue plus grande qu'elle; tous les raisonnemens par 
lesquels on prétendroit pouvoir établir ce principe pour d'autres 
cas, seroient vicieux, oar pour prouver que (--a)'=aB, il fan- 
droit commencer par pouvoir dire ce qu'est --a isolé. Or cela 
ne se peut, puisque -a est un  être de raison, Ce qui est vrai e t  
susceptible de d6monstration , c'est seulement que la supposition 
de (-a)"=a? dans un calcul ne peut conduire ii des résultats 
faux, lorsque par des transformations quelconques, on peut 
parvenir à faire disparoître ce qu'il y a d'inintelligible dans les 
expressi~ns. Il est à-peu-près ici comme dans l'analyse infini- 
tésimale, en considérant les différentielles comme de vérj ta- 
bles quan~tés.  Dam celle-ci, on parvient h des résultats exacts, 
par compensation d'erreurs : dans la théorie des valeurs néga? 
tives et imaginaires, il n'y a point d'erreurs dans les équations, 
mais il y a des fotmes inintelligibles, qui s'éliminent les unes 
par les autres, et produisent ainsi des résultats exacts et suscep- 
lil>lqs d'appliçations réelles, 

65. Qu'on transforme d'une manikre quelconque une &qua- 
tien qui a des racines positives, des racines négatives , des raci- 
nes imaginaires, .en conservant ioujours ILRI! même inconnue, 
Comme il n'y a réellement. que telles ou telles manières de 
résoudre la question proposée, on ne sauroit parvenir à aug- 
menter, diminue? ou changer les racines réelles et positives, 
qui  sont visritablement et pleinement applicables à la question, 
Ces valeur8 réelles et positives, qui satisfont pleinement i la 
question, et qui mises dans u n  cas pour l'inconnue réduisent 
l'tqualion à O= O, la réduiront toujours à o n  O sous toutes les 
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D E  P O S I T I O N .  6 3 
autres formes possibles. Mais il n'en est pas de merne des racines 
iiégatives ou imaginaires, ni m2me de celles qui  ne résou- 
droient pas pleinement la question (65). Une transformation 
opérée sur  uue équation, peut faire naître ou disparaître un 
nombre indéfini de ces nouvelles racines, parde que.les pre- 
mières seules étant inhérentes à la question, et les seules qui la 
résolvent véritablement, ne peuvent jamais être éliminées , 
tandis que les autres ne faisant que mêler à la question. princi- 
pale d'autres combinaisons accessoires, on peut changer ou 
éliminer celle-ci de diverses manières. 

Prenons, par exemple, l'équation x = a : en Blevant au carré, 
j'ai x"= a' ou 2'- a'= O ; voilà une transformation très-légi- 
tirne, qui fait naître une racine négative qui n'existoit pas, 
savoir x =-a ; mais la racine positive x =a, n'a pas changé. 
J'Blève encore au carré .x"=aO, j'ai r4=a4 ou ~4--(14=o : nou- 
velle transformation, qui  fait naître - deux racines imaginaires - 
qui nyeristoient pas ; savoir, r + (/-a=o, x-l/-a=a , sans 
rien changer à la racine réelle et positive, x= a, qui demeure 
inaltérable, on voit donc comment les seules transformations 
peuvent amalgamer aux racines qui donnent la veritable solu- 
tion d'une question proposde, des formes algébriques insigni- 
fian tes par elles-mémes. 

Puisque les racines réelles et positiyes , qui donnent seules 
la ivéritable solution d'une question sont inaltérables, quelques 
transformations qu'on puisse faire subir aux équations, on voit 
que quand même on feroit passer ces équations par des formes 
imaginaires, pourvu qu'on finisse par les r3meiier à des formes 
réelles et posilives ; c'est-à-dire, qu'elles .ne renferment plus de 
quantités absurdes, ou d'opérations inexé.cutables , elles repro- 
duiront toujours ces mêmes racines réelles et positives. Ainsi 
l'analyse a cet ava~rtage , de prendre les voies d e  simplificatioii 
qui peuvent s'offrir, quand même elles exigeroient que les équa- 
tions fussent; mises en passant sous des formes mon significa- 
tives, pourvu que ces équations restent toujours algébrique- 
~kaeirt esactes; c'est-+dire, que les transformations auxquelles 

9 
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65 G E O M E T R I E  
on les soumet demeurent toujours coiiformes aux strictes règles 
de l'algèbre. 

Une formule, quoique exacte, c'est-à-dire, quoique traduc- 
tion exacte des données, peut contenir des valeurs absurdes ; en 
effet, si elle exprime des conditions ou des hypothèses incohé- 
rentes et incompatibles, son exactitude consistera alors à mani- 
fester ces incompatibilités par des formes absurdes ou des opé- 
rations inexécutables ; car la synthèse, comme nous l'avons 
déjà dit, n'exprime que les rapports d'existence entre les quan- 
ti tes ; mais l'analyse exprime, et les rapports d'existence, et les 
rapports d'incompatibilité. 

Dans le cas même où une formule exprimant des rapports 
impossibles, en manifeste ln  nature par l'indication dqtelles o u  
telles opérations inexécutables , elle peut néanmoins, par les 
tramformations réguliéres de l'algèbre, être ramenée à une 
forme explicite ; mais alors elle n'exprimera plus du système, 
que les propri&tés q u i  n'avoient entre elles aucune incompati- 
bilit6 ; et si ces prqpriétés sont communes à ce systême et à un' 
3u plusieurs aotres, cette formule appartiendra A tous à la fois, 
et par conséquent, la transformation aura dû la généraliser' 
assez, pour la rendre applicable à chacun d'eux en particulier. 
Voilà pourquoi une équation qui avoit été faite pour exprimer 
telle ou telle propriété particulière, monte it un degré plus ou 
moins élevé, suivant que! cette propriété appaïlient a un plus 
ou moins grand nombre de syst2mes. 

66.11 est aisé de voir qu'on peut aussi ramener à une forme 
commune , toutes les équations qui  ne diffèrent entre elles que 
par les signes pris dans l'acception la plus géoérale; car on 
peat toujours, par les tmnsformations ordinaires de l'algèbre, 
faire disparoître tous les radicaux, et ramener d'abord ainsi les 
formules à ne diff6rer que par les signes + ét - qui affecto- 
roient les termes correspondans. Mais cette dernière différence 
disparoit &alement, en faisant passer dans un r n h e  membre 
tous les termes affectés du signe + , dans l'autre tous les termcs 
affectés du signe -, el élevant ensuite tout au carré. 
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Si donc on changeoit à volonlé les signes qui entrent dans 
une formule quelcrinque exacte, en substituant au signe + le 
signe -, QU en général au coëficient naturel I de chaque quan- 
tité, un  autre coSfficient quelconque pris parmi les racines 
de l'unité, la fo~mule  ainsi altérée n'en seroit pas moins suscep- 
tible d'être ramenée à une formule, exacte et explicite, par les 
simples transformations ordinaires de l'algèbre. 

C'est par cette variété dans les signes, que se manifestent dans 
les formules propres à divers systêmes corrélatifs, les n'uances 
qui les caractérisent ; c'est en formant le tableau général de ces 
variétés, qu'on indique les moyens d'appliquer à l'un les for- 
mules qu'on auroit pu trouver en établissant le calcul s u r  un 
autre, et c'est en les ramenant par les transformations algébri- 
ques à i'identité, qu'on trouve les propriétés qui  sont com- 
munes A plu si eu^ d'entre eux ou à tous ensemble. 

67. S~pposons  , par exemple, qu'on ait deux systèmes de 
quantitks, dont l'un soit composé de a, x ,  y ,  et tel qu'on ait la 
forniule x + y = a ,  l'autre composé des quantités a, x', y', et 
tel qu'on.ait x ' - ~ ' =  a : ces deux systemes sont évidemmerit 
en corrélatioiî simple , mais indirecte , puisqu'ils prennent des 
formes identiques en changeant le signe dey'. Cela posé, faisons 
subir P ces deux formules différentes une tlansformation corn- 
mune, en transposant d'abord clans la première y et &, et dans 
la seconde, les quantités correspondantes y' et a ; ce qui don- 
nera x-a=  -y, x'- a =y'. Puis élevant l'une et l'autre de 
ces derniéres équations au carré, ce qui donnera 

xS- s a x + a% y' ; a'"- a u x' + a" =yr3. 

Formules absolument semblables, quoique tirées de formules 
premières différentes. Chacune deses transformées peutdonckire 
prise pour exprimer les proprietés qui sont'corrimunes aux deux 
systémes indirectement corrélatifs proposés ; tandis que les pro- 
priétés qui les distinguent l'un de l'autre, ne peuvent être tirées 
que des formules premières x +y = u ; x ' c y '  =a. 

I l  est à remarquer que la première de ces équations est celle 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



68 G E O M E T R I E  
qui exprime la nature de l'ellipse rapportde à ses foyers, en 
prenant pour coordonnées x ,  y, les distances de chaque point 
de la courbe à ces deux foyers ; et que la seconde est celle.qui 
exprime la nature de l'hyperbole également rapportée à ses 
foyers. Les yropiiétés communes à l'ellipse et à l'hyperbole, 
sont donc exprimées par 1'6quation commune à l'une et à l'autre 
x1 - a ax + as- y' = o., tandis que les propriktés qui les distin- 
guent ne peuvent sortir que directement des forrnul'es premières 
données ci-clessus. 

Soient pareillement deux systêmes de quantités , l'un cornd 
posé des quatre quantités a ,  6 ,  x , y, entre lesquelles on ait 
l'équation a'ya= a'b" P x "  ; l'autre composé des quatre quan- 
ti tés a, 6, x', y',e~i tre lesquelles on ait I'dquation a'yf'=bb'"-a"bn. 
11 n'y a entre les quant.ités qui composent ces deux systêmes ni 
corrélation directe, n i  corrélation indirecte, puisqu'en chan- 
geant leurs signes de quelque manière que ce soit, on  ne  peut 
ramener ces deux Bquations a la même forme ; car si l'on met 
- x,  par exemple, à la place de x,  le carré xs n'en conser- 
vera pas moins le même signe' : mais il y a corrélation com- 
plexe entre les deux systêmes , c'est-i-dire , corrélation simple 
indirecte, non entre les quantith même, dont nous venons de 
parler, mais entre des fonctions semblables de ces mêmes quam 
tités ; car au lieu de considérer le premier systême comme com- 
posé des quantités a, b , x , y, nous n'avons qu'a le considérer 
comme composé des quantités a', b', x" y', qui sont les carrés 
des premières ; et le second, comme composé des quantités 
a", P, xrn, y", qui sont les carrés des quantités correspondantes ; 
noixs verrons qu'il y a corrélation simple indirecte entre ces 
quantités a", ba7 x', y', du premier, et celles a', b", da, y", 
du secoiid, puisqu'il n'y a qu'à changer le signe de cette der- 
nière y'" pour rendre les deux formules absolument semblables. 

. Cela posé, faisons subir i ces deux formules une transfor- 
mation commune, en devant simplement t'out au carrd ; nous 
aurons a4y4=a4b4-2aS64x'-1- 64x4, et a4y'4=a464-zasb4xf4$ b4x14; 
équations qui sont absolument de mêmes formes , et qui expri- 
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ment par consdquelit les propriélés communes aux deux sys- 
lémes corrélatifs , .quoique leur corrélation ne soit que corn- 
plexe. 

I l  est S remarquer que la première des équations propos&es, 
est celle de Jellipse rapportée au grand axe,  en prenant les 
abscisses du  centre et les appliquées perpendiculaires; et que 
la seconde est celle de l'hyperbole également rapportée au pre- 
mier axe. 

Les dernières Bquations que nous venons de trouver renfer- 
nient donc les propriétés communes à ces deux courbes, tandis 
que les propriétés qui les distinguent l'une de l'autre, ne peu- 
vent êlre tirées que des preniières équations a'y'=a'bl-Pxa t 

a" y''= hax'"- as&. 

68. De même qu'en élevant au carré l'équation dé ~ e ~ i i ~ s e  
et celle de l'hyperbole, on obtient un résultat commun, qui  
exprime par conséquent les propriétés communes à ces deux 
courbes ; de même aussi chacune de ces premières équations, 
celle de l'ellipse, par exemple, renferme les propriétés corn- 
munes aux deux branches de cette courbe, et qu'on peut s6pa- 
rer  en tirant la racine carrée de cette même équation ; car cette 

b 
opération donne pour résultat y-&- V a a - x x ,  ou ces deox 

a 

que la première racine exprime la valenr de l'appliquée prise à 
droite de l'axe, la seconde exprimera (38) la valeur d'une 
autre appliquée égale prise de l'autre ~ 6 t h  de l'axe. Ainsi, ces 
deux racines exprimeront les propriétés distinctives de ces deux 
branches de la même courbe, de la même manihre que -les 
équations particulières de l'ellipse et de l'hyperbole, exprime- 
ront les propriétés distinctives de ces deux courbes , tandis que 
leurs propriétés communes sont renfermées dans l'une ou l'autre 
de ces mêmes équations 6levdes au carré. 

Cette distinction des deux branches de la m&me courbe pent 
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être rendue plus sensible si l'on veut ,  en rapportant la courbe 
A un autre axe parallèle au premier, e t  distant de lu i ,  par 
exemple, de a; car alors l'équation de la première branche 

b 
devient y = a+- / a  a- x x  , et celle de la seconde devient 

a 

y = a - \/a a - x x ; équations dont la différence de forme 
a 

Ctant plus sensible, fait mieux appercevoir les propriétés dis-. 
tinctives qu'elles expriment des deux branches de la courbe. 

69. Telle -est, ce me semble, la vkritable théorie des quan- 
tités dites improprement en analyse positives et négatives. Je 
dis impropkement, car i l  est évident qu'il n'existe de fait n i  

* 
quantités positives, n i  quantités négatives par elles - mêmes ; 
mais seulement des quantités absolues, aptes à être ajoutées à. 
d'autres, ou à en être retranchées lorsqu'elles sont plus petites. 
Ces expressions de quantités positives, et quantités négatives, 
ne  servent qu'à exprimer la conformité ou la aon conformité 
de celles qu'on désigne ainsi, avec celles qui leur correspon- 
dent dans u n  systêrrie primordial, pris au moins tacitement 
pour terme de comparaison. Les propriktés de ce systême pri- 
mitif étant exprimées par des formules explicites , c'est-à-dire, 
qui ne renferment aucune quantité absurde, ou n7indiqi>.ent 
aucune opération inexécutable : si l'on veut appliquer ces for- 
mules à un autre systêrne , les quanlités dites positives seront 
celles dont i l  ne  sera pas nécessaire de changer le  signe; les 
quantités nAgatives, celles dont o n  sera obligé de clinnger le 
signe de + e n  -, et les imaginaires, celles qui changeront de - 
~ igne  de + e n v - 1 ,  ou dont le carré, le cube, ou  toute autre 
fonction quelconque devra changer de signe pour que les for- 
-mules du systêmé primitif continuent à pouvoir être appliquées 
immédiatement, et sans renfermer de quantitds absurdes ou 
d'opérations inexécutables , au systême considéré. 

Ainsi, une quantité négative n'est pas celle qui a I pour 
signe propre, pnisqu'aucune quantité.ne peut avoir de signe 
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qui  lui soit propre., mais celle qui a - pour signe de corré- 
lation. C'est la différence de deux quantités absolues dont cclle 
qui étoit primitivement la p'us grande est devenue la plus petite 
par le changement ~ r a d u e l  du systême ; et  enfin les quantités 
positives, négatives, imaginaires en général , ne sont toutes 
autre chose que des formes algébriques, q u i  substituées dans les 
foi.muleu explicites du  systêine primitif, c'est-à-dire, dans des 
formules ou les signes -t- et - n'ont d'autres fonctions que celle 
d'indiquer des opérations exécutables, qu i ,  dis-je, substituées 
dans ces formules aux quantités absolues qu'elles représentent, 
rendent ces rnérnes forniules immédiatement applicables au  sys- 
terne considéré successivernent dans tous ses états possibles de 
transformation, quoique le calcul n'eût ét6 établi que pour l n  
situation particulière prise pour ternie de coinparaison, et  que 
nous avons appelée systêine primitif'. 

Lorsqu'on d i t ,  par exemple, que le  cosinus d'un arc plus 
grand que le quart de circorife~ence est négatif, ou qu'en nom- 
niant m ce quart de circonférence, on a cos. (-& a) = -sin. a, 

cela signifie que la forme algébrique -sin.a substituée dans 
un calcul quelconque à la véritable quantité c0s.a qu'elle repré- 
se-nte, n'altère point l'exactitude du calcul, mais rend les résul- 
tilts de  ce calcul applicables au cas où l'angle est w + a ,  quoi- 
que le raisonnement éût été établi s u r  l'hypothèse, que cet 
angle étoit seulement a. 

- e-5-e= 
De même, lorsqu'on di t  que sin. ( a / - i )  = -, e repré- 

2v -1 

sentant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 1, cela 
ëZ-e5 

signifie que z v z e t  sont deux formes algébriques 
SV-1 

qui substituées respectivement dans u n  calcul quelconque Bta- 
bli entre les véritables quantités z , sin. z, qu'elles représentent, 
n'altbrent point l'exactitude du résultat ; mais en changent 
l'üpplication , c'est-à-dire, qu'elles lc rendent applicable d'au- 
tres cas que celui s u r  lequel le  raisonnenient avoit d'abord été 
établi. 
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Pareillement Euler ayant démontré cette formule log. - a - 

= log. a & (2 rn +- i) a\/-i , où m reprdsente un nombre entier 
quelconque, et w la demi-circonférence. NOLIS apprenons que - 
-a et log. a& ( t  mf i) al/-i sont deux formes algébriques, 
qui  substitudes dans un calcul quelcorque C tabli entre les vé+ 
ritables quantités a ,  et 1og.a , daltèrent point l'exactitnde du  
résultat, mais le rendent applicable ji des cas imprévus dans les 
premières hypothèses, 

Ces substitutions de formes algébriques négatives ou imagi- 
naires, faites dans' les formules clu systêrne primitif à la place 
des véritables quantités qui y entrent, semblent d'abord ne 
devoir conduire à rien, parce qu'elles introduisent dans le cal- 
cul des expressions inintelligibles ; mais lorsqu'elles sont légi- 
limes comme celles dont nous avons parlé ci-dessus, le  seul dé- 
veloppement 'de ces formules par les transformations ordinaires 
de l'algèbre suffit pour faire dispardtre ce qui s'y trouvoit en 
effet d'inintelligible ou d'absurde, et c'est précisément, comme 
nous l'avons déjà d i t ,  en cela que consistent les ressources q i ~ i  
appartiennent à l'analyse, et manquent à la synthèse. 

. . 

7 O. E n  envisageant la question sous un autre point de vue ,  
on peut, à la v6rité , convenir de distinguer par les signes + et - 
les quantités toujours effectives prises en sens contraires les 
unes des autres ; mais -alors il faut expliquer ce qu'on entend 
par cette expression de quantités prises en sens contraires, et 
montrer qu'on a le droit d'opérer sur les signes par lesquels on 
est convenu de les distinguer, de la m6me manière qu'an lg  
fait, lorsqu'on n'emploie ces memes signes qu'à indiquer des 
opérations exécutables. C'est là le point de la difficultb, et je 
crois qu'on ne sauroit la résoudre, qu'en attribuant à ces quan- 
tités dites en sens contraires, la signification de celles que j'ai 
appelees les unes directes, 1,es autres inverses, et par consé- 
quent, sans rapporter au moins tacitement le systêine examiné, 
à un autre systême fondamental pris pour terme de cornparai- 
$011, Qn n'est dispensé de ce rapprochement tacite , que lors- 
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qu'on opère sur le systême fondamental lui-même ; c'est-à-dire, 
lorsqu'oii procède par syritlièse, ou qu'on n'emploie les signes 
que par forme d'abréviations, et sans les faire servir iL autre 
cliose qu'à indiquer des opérations exécutables. Alors si ayant 
une formule trouvée pour ce systême primitif, on veut I'étcn- 
dre à un autre systême pour lequel elle n'étoit pas faite, au 
lieu de chercher de nouveau la formule qui  convient à ce der- 
nier cas, on profite de la premiïre , en y apportant seulement 
les niodiiications nécessaires ; et  ces modifications consistent, 
aiilsi que je l'ai inontré ci-dessus, iO. lorsque la corrélation est 
directe, à changer simplement suivant les cas les valeurs abso- 
lues des quantites; a". lorsque la corrélation est toujours simple, 
mais indirecte, à changer, outre les valeurs absolues de ces 
quantités, les signes d'un plus ou moins grand nombre d'entre 
elles. 3". Enfin,  lorsque la corrélation est seulement imaginaire 
ou complexe, à changer lès signes , non des quantités simples 
qui entrent dans les formules, mais des fonctions plus ou moins 
composées de ces mêmes qnantitds. 

Une fois le changement des signes opér6 dans la formule 
examiuée , elle devient immédiatement applicable au systêrne 
transformé, de la même manière qu'elle l'étoit avant le chan- 
gement au systême primitif; et ce système transformé peut lui- 
même , à son tour, servir de terme de comparaison pour d'au- 
tres, en faisant à la formule gui lui a été appropriée, les nou- 
velles modifications que podrroient exiger les changemens qui 
doiGent avoir lieu, à mesure pue le systême éprouvera d'autres 
transformations. 

Ainsi cette théorie derive essentiellement d'un principe 'fon- 
damental, qui  ne s'applique pas seulèment ii la question ici trai- 
tée, mais à toutes les parties des mathématiques et d,o la didec- 
tique en général, et qui  consiste h rapporter toujours, les divers 
objets inconnus que l'on veuk comparer à un même objet connu 
que l'on prend pour servir de terme de comparaison. P a r  ce 
moyen, on décompose la difficulté, on ramène la question com- 
pliquée d'établir le rapport qui existe entre deux choses l'une 
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G E O M E T R I E  
et l'autre inconnues, à ces deux autres simples, savoir, d'établir 
le rapport de chacune de ces choses inconnues en particulier 
à une même troisibme chose connue, Telle est en tout la marche 
naturelle de l'esprit. 

7 1. Tout l'artifice de la numération, par exemple, consiste 
à trouver le moyen d'arranger .un petit nombre de chiffres dans 
un  ordre méthodique, tel qu'avec ces seuls chiffres, on puisse 
représenter tous les nombres possibles, de manihre à pouvoir 
opérer partiellement sur eux,  et décomposer airisi la difficulté, 
en convertissant les opérations qu'on peut avoir à exécuter sur 
des nombres considdrables , en une série d'opérations partielles 
i faire sur  de petits ilombres ; c'est-à-dire, sur des nombres 
assez petits, pour qu'on puisse se faire de chacun d'eux une idée 
nette, ou  les combiner immédiatement par l'aitention et la 
mémoire, et qui forment le systême primitif auquel tous les 
autres nombres sont rapportés. 

7 2. De même, chacune des opérations de l'arithmétique, 
telles que l'addition, la soustraction, la multiplication, &c., 
n'est autre chose, que le procédé par lequel on parvient à opé- 
rer successivement sur les unités, les dixaines , les centaines, &c. 
des nombres proposés, lorsqu'ils sont trop considérables, pour 
que l'esprit puisse appercevoir directement le résultat entier 
de leur combinaison. 

73. I l  en est de même de l'algèbre. Son but est d'indiyiicr 
l a  série des opérations qui sont a faire, et que l'arithmétique 
doit exécuter pour obtenir un  résultat cherché. On ne connoît 
pas toujours explicitement la valeur d'une quantité, quoiqu'on 
sache qu'elle dApend, et siiivant quelle loi elle dépend d'une ou 
plusieurs des autres quantités données. Pour  la trouver, on est 
obligé de décomposet la question principale, de la ramener à 
plusieurs operations successives. Or c'est cette série d'opéra- 
tions dont i l  faut connoître la nature, qu'il faut indiquer par des 
signes convenus, et c'est dans cette recherche et  cette indication 
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que consiste l'algèbre o u  plutôt l'analyse dont l'algèbre n'est; 
à proprement parler, que l'instrument ou la langue propre,, 

7 4 .  E n  géométrie, une figure compkée de diversp lignes 
droites et courbes tracdes dans différens plans, n'offre d'abord 
à l'esprit qu'une image confuse et des rapports vagues entre les 
parties ; mais en la décomposant en figures plus simpIes, en 
.comparant successivement deux à deux, trois à trois les lignes 
e t  les angles qui  y entrent, on parvient à découvrir tous les 
rapports partiels : on lie ensuite ces rapports, et de ces combi- 
naisons successives, résulte la connaissance des diverses pro- 
priétés de la figure proposée. 

75.  Dans l'analyse infinitésimale, on prend an systême fixe 
de quantités pour servir de terme de comparaison ; on  conqoit 
ensuite , que ce systême change par degrés insensibles : on 
regarde chacune des quantités qui  composent ce systême fixe, 
comme la limite de sa correspondante dans le systême variable, 
et l'on nomme infiniment petite, la différence de chaque varia- 
~bIe à sa limite. On cherche ensuite, au moyen des conditions du  
problême, des équations entre les variables, leurs limites, et 
leurs differences dé?ignées sous le nom d'infiniment petites : on  
élimine ces dernières à l'aide d'une simplification accidentelle 
propre à ce calcul, et qui  résulte de ce que ces quantités dites 
infiniment petites, peuvent décroître autant qu'on veut et s'é- 
vanouir simultanément par le rapprochement. graduel , et 
finalement par ,la coïncidence du systême variable avec le sys- 
têrne fixe. Il reste les Bquations cherchées entre les variables 
et leurs limites ; c'est-à-dire, entre le  systéme dont on recherche 
les propriétés et  le systême primitif pris pour terme de compa- 
raison. 

76. Enfin, la question que nous traitons ici des quantités 
directes et inverses, a beaucoup d'analogie avec ce que nous 
venons de dire de l'analyse infinitésimale : on prend également 
un systême fixe pour servir de teruie de cpmparaison ; on 
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7 6 G E O M E T R I E  
regarde chacune des quantités qui composent celui-ci, comme 
la limite de sa correspondante clans le systême variable, ou le 
terme auquel on la rapporte constamment pendant la mutation : 
on prend la différince de deux quelconques des quantités du 
systême proposé, et l'on compare cette différence avec celle de 
leurs limites respectives, en ne considérant toujours que les 
valeurs absolues des unes et des autres. Tant que ces variables 
sont en ordre direct avec leurs limites; c'est- à-dire , tant que la 
plus grande de ces deux variables correspond à la plus grande 
des deux limites, la différence de ces variables est dite en sens 
direct ; mais si ces variables passent à l'ordre inverse, c'est- k- 
dire, si celle qui correspond a la plus grande limite devient 
moindre que celle qui correspond à la plus petite, elle est dite en 
sens inverse. Alors pour trouver les propriétds du  systême 
proposé, on cornnience par chercher celles du systênie fixe pris 
pour servir de terme de cornpnraison , et lorsqu'o~i a trouvé les 
formules qui les expriment, on les approprie au syst&me corré- 
latif proposé, en y substituant aux quantités qui composent ce 
sysiême fixe, les valeurs de corrélation du nouveau systême ; 
c'esta-dire, en faisant subir aux premières, tant pour les valeurs 
absolues que pour les signes, les altérations qu'exige la diffé- 
rence de In  manière d'être de ces deux systêmes. 

7 7. Je  terminerai cet te première section par une observa-, 
lion qui me paroft trbs-importante. J'ai déjà dit que les règles 
établies pour la combinaison des signes dans les opérations algé- 
briques, ne sont susceptibles de démonstration ,que dans le cas 
oh ces opérations sont ex6cutables ; que par exemple, il n'est 
pas possible de prouver d'une manière satisfaisante , que 
- ax-a = a". Dans ce cas donc, et daris tous ceux où les 
opérations q u i  doivent avoir lieu ne portent pas sur  de vérita- 
bles quaniités , c'est-à-dire, sur des quantités réelleset positi- 
ves , ces opérations ne sont employées que précairement : 
j'ajoute même qu'elles sont alors sujettes 8 exception, et que, 
par exemple, dans ces cas, moins multiplié par moins ne donne 
pas loujours plus. 
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En effet, soit d a - 6 ~  v a - b  , nous aurons par les règles - - 

établies pour la combinaison .des signes ? va- b .  )/a-b = 
vas- z a b+ b' , equation y ui doit avoir lieu, quelles que soient 
les valeurs de a et de b , tant que a sera plus grand que b ; 
c'est-à-dire, tant que a - b  sera une véritable quantité. Si la 
régle étoit applicable aux quantités négatives comme aux quan- 
tités positives, la même équation subsisteroit lorsque a devicn- 
droit moindre que' B ;  or  cela n'est pas : car en supposant, par -- 
exemple a =O, l'équationserédiiiroit à a.. va=/ + b"=6. - 
Or celaest faux, caron a, comme chacun sait, v-6.v-b=-6, 
et non pas = 6 .  La règle des signes est donc dans ce cas sujette 
P exception. 

De même, a n  a 2log.a = 1og.a" tail t que a est une quantits 
effective. Si la regle &oit applicable aux  .quantités négatives , on  
aiiroit donc aussi 2log.- a = log. (-a)" log. a'. Egalant donc 
ces deux valeurs de log. a' , on auroit z1og.a = a log. -a, ou  
1og.a = log. -a ; ce qui  eut faux, et c'est cette erreur'  qui a 
fait naître la dispute sur  les logarithmes des qua~ i i t6s  néga- 
tives. 

Donc les règles de l'algébre sont sujettes à exception? lorsque 
l'opération n'a pas lieu sur  de véritables quantités ; donc il 
n'existe aucun moyen de ddrnontrer àpriori les rpgies de l'an;- 
lyse, qui opère indistinctement sur  les quantités positives ,, ne- 
gatives ou imaginaires. Donc ses procédés ne pqupent ê,tre jus- 
tifiés, que par la conformité de leurs r6sultat; . ! avec Feux de lp 
synthèse, et par 19a?surance qué  doit donner ~ ' ~ ~ a c j t i t ~ ~ e  con* ,, 

tante de ces rdsultats vérifiés. ~ o i l à  p o u q u o i  ~ e s ~ ~ r e k $ ~  Gég- 
mètres qui en ont fait usage, cherchoienl(pjours 1 s A rqtabl&la 
chaîne des vérités sensibles ou syn théhpes ,  après avoir itteint L .. 
l e u r  objet, par la chaîne des veritéo hiéroFlyphigues QU ana- 
lytiques. 
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S E C T I O N  

Mode proposé pour exprimer la corrélation des Jfgures 
W r e n l e s  , et les positions respectives des diverses 
parties d'une, même Jigure. 

7 8. C E  qne j'ai dit dans la section première regarde toutes 
les espèces de quantités : je vais maintenant essayer d'appliquer 
ces princ$es ghé raux  aux quanti tés géométriques en parti- 

U '  culier: . 
Mon objet, dans cette section, est de chercher un  mode 

propre à représenter, soit par les signes ordinaires de l'algè- 
bre , soit par d'autres caractbristiques de convention , et l'ar- 
rangement systdm~tique des lettres prises pour désigner les 
poinls remarquables d'une figure, tant la corrélation des figu- 
res différentes qui  peuvent être rapportées à u n  même systême 
primitif, que les positions respectives des points , des lignes, 
des angles , des aires, &ce qui entrent dans la composition de 
chamne d'elles. 

Concet~bns deux systêmes quelconques de points en nom- 
b r d  '&&6%, &ais arrangés diversement. Comparons chacun 
B Chae~M, et  dans quel ordre on voudra les points du premier 

. n systeme afrec ceux du second, et nommons points correspon- 
dans, ~ ê d x  Qui sont ainsi comparés deux à deux, l'un dans 
le premier iy'stêirie , l'autre d k s  Sc seaond. 

~ u P ~ o s o i s  que dans chacun de ces systêmes, on trace un 
même nombre de lignes droites , on  décrive un même noinbre 
de circonférences , on fasse passer un même nombre de plans, 
en menant toujours ces droites , ces çirconférences , ces plans, 
par lcs points correspondans ; et qu'enfin tout ce qui  est exécuté 
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D E  P O S I T I O N .  7 9 
d'un côté, le soit pareillement de l'autre. Il est clair que deux 
pareils systemes sont de ceux que j'ai nommés systêrnes corré- 
,?ai$s , ou figures corrélatives ; les points , les droites, les arcs , 
les angles, les aires, les volumes qui en résultent, menés ou 
établis de la même manière dans ces deux systêmes ,.seront 
également dits corrélatifs chacun à cliacun. Enfin , j'appderai 
fonctions , formules , équations corrélatives, celle's qui expri- 
ment leurs propriétés analogues. Toutes ces notions cadrent 
évidemirient avec celles que nous avons déjà développées dans 
la première section. 

Les Figures ~orré la t i r rs  ne sont pas pour cela des figures 
semblables, car quoique cornposies d'un même nombre de par- 
.lies correspondantes , ces parties peuvent avoir de? rapports 
différens. E n  effet, les points dits corrélatifs ne so-as des 
points semblablenient placés dans les deux systêrues , pnisqu'ils 
sont disposés arbitrairement. Lorsque ces points sont sembla- 
bleriient placés, oii peut dire qu'il y a cntre les deux syst6mes 
corrélation de similitude. On peut également distinguer la cor- 
rélation de symétrie, lorsque les figures comparées sont en effet 
symétriques (1); eh enfin la corrélation d'identité ou de super- 
position, lorsque les deux figures sont absolument semblables 
et égales entre elles. 

Puisque la bise de chacun de ces systêmes Est un assemblage 
de points qui sont en mémes nombres dans l'un et dans l'autre, 
nous pouvons concevoir, que l'un de ces systémes étant fixe 
et pris pour terme de comparaison, l'autre varie insensiblement, 
de manière que chacun de ses points approche graduellement 
du point corrélatif de Tatitre systême , et  finisse par coïncider 
'avec lui; alors cea deux,systêines se confondront et deviendront 
identiques. On peut également concevoir que deux systêmes 
étant d'abord identifith, l'un, des deux reste fixe, ct que l'autre 
s'en éloigne insensiblement, en changeant de forme par degrés, 
4 

(1) La vraie notion des figures symetriqaes a 6th donnke par Legendre. 
rayez sa Gdornktrie. 
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et chaque point prenant une position plus ou moins disparate 
avec celle qu'il avoit dans 1e.systême primitif. 

~e supp&e donc que l'on connoisse les propriétés d'une figure 
quelconque que je prends pour terme de comparaison, et je 
cherche quelles modifications doivent dprouver les formules ou 
équations qui expriment ces propriétés connues, lorsqu'on 
veut les transférer, ou  en faire l'application aux figures corré- 
latives. 

E n  considérant toutes ces figures corrélatives comme les 
différens états du systême primitif qui  varie par'degrés insensi- 
bles, on pourra regl~rder les formules trorivées comme appar- 
tenant à toutes les autres, et il ne s'agira,, pour l'application , 
que d'attribuer dans chaque cas particulier aux diverses varia- 
bles, lq~vale i i rs  absolues qui  leun conviennent, et de faire les 
changemens de signes qu'exigent les modifications éprouvées 
par le systême. 

Réciproquement, le systême primitif étant donné ainsi que 
les formules qui s'y rapportent, on peut demander quel est le 
systême corrélatif auquel se rapporteroient ces formules modi- 
fites de telle ou telle manière. 

Enfin, on peut demander quelles formules aeroient en même 
temps applicables aux deux systêmes ; c'est-à-diro , quelles 
formules générales contiendroient en même temps les formules 
ppplicables à chacun des systêmes en particulier. 

79. La marche que je suivrai pour établir la corrélation de 
deux figures, sera d'établir d'abord, la corrélation des points, 
puis celles des lignes, des angles, des arcs, des aires, &c. 

J e  distingue pour les points, deux sortes de corrélations; 
savoir , la corrélation de construction , et  la corrélation de 
position. La corrélation de construction est celle qu'on établit 
entre les points de deux figures considérées dans l'ordre de leurs 
constructions respectives ; la corrdlation de positidn est celle 
qu'on établit entre ces mêmes points, en les considérant dans 
l'ordre suivant lequel ils se trouvent rangés sur les lignes corré; 
Zatives qui les contiennent, 
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Soient, par exemple (fig. g et IO); deux triangles ABC, 

ArB'C',dans lesquels jeprends A et ,4',B et Br, C et Cf, pour respsc* 
tivement corrèlatifs. Abaissons des points corrélatifs A,  A', les -- 
perpendiculaires AD, A'D', sur les bases opposées : les points 
D et D' seront corrélatifs entre eux dans l'ordre de la coristriic~ 
tion. Mais supposons que dans le premier triangle ABC pris 
pour terme de comparaison, D tombe entre 3 et C,  tandis que 
dans le second, le point C'se trouve entre B' et D', correspon- 
dans de B et D : la corrélation de position consistera dans l'ex- 
pression de cette différence. 

Pour établir la corrélation de construction, je me contente 
d'écrire la série des points qui déterminent chaque figure, en 
les plaçant dans un même ordre les uns sous les autres, chacun 
mus son correspondant, comme il suit. 

Corrélation de construction. 

1"' systême.. ..... . S C . .  . A B C D 
ne systême. ........... A' B' Cr D', 

par oh je vois que dans l'ordre de la construction A' correspond 
à A; B ' à B ; C r à C ;  D'àD. 

Etablissons maintenant la corrélation' de position. Je vois que 
pour exprimer. cette corrélation , il est nécessaire d'indiquer, 
que dans la première figure, D se trouve sur la droite BC entre 
les points B et C ; au lieu que dans la seconde, D' se trouve sur - 
B'C', de manière que c'est Cr qui est placé entre B' et D'. Or  il 
suffit pour indiquer cette modification d'écrire les deux séries 
des points correspondans, suivant l'ordre dans lequel ils se 

A -  

trouvent rangés sur les bases corrélatives B G,  B'Ç', comme il 
suit. 

1" syst.. .;.O.. .... B D C 
2e syst.. .. ; ..... B' Cf D'. 

Les barres tirées au-dessus de ces séries de points servent B 
indiquer que $es points sont rangés sur des lignes droites. 

3 1 
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S'exprime de la même manière la corrélation de positioil de 

deux séries de points placés sur des arcs corrélatifs de courbe, 
avec cette différence, qu'au lieu d'une barre droite tirée au-des- 
s u ,  ce sera une barre courbée : de manière, que si A,  B , C, D, 
par exemple , sont quatre points placés sur un arc de cercle daris 
l'ordre ABCD , tandis que leurs correspondans A', C', B', D', 
sont placés sur l'arç de cercle corrélatif au  premier dans l'ordre 
Ai Ci B' DI, on établira ainsi les corrélations de construction et 
de p~sition. . 

\ 

CorréZation de construction. 

Corrélation de positition. 

80. En général, pour indiquer une  ligne droite, je tirerai 
une barre droite au-dessus des lettrespxises pour en désigner les 
points ; et pour indiquer un WC de courbe, je tirerai au-dessus 
des lettres prises pour en désigner leu points, une barre courbée. 
Ainsi AB, C D ,  m, &c. signifient les droites AB, CD, EF, &c., 
n-- 

et  AB, GD&, BÇDF, &ç. signifient les arcs de courbe AB, 
CDE, BCDF , &c. Ces dernières expressions. se rapporteront 
powr 1'qrdinaii.e à des arcs de cercle, comme étant la courbe la 
plus simple; celle qu'on prq~id pour servir. de terme de com- 
paraison a ~ x ~ a u t r e s ,  en l'employant comme une échelle powr 
mesurer leurs différentes courbures. 

8 1. Comme dans l'ordre de la constructiov, les points oorré- 
latifs sont les intersections des lignes corrélatives, nous aurons 
souvent besoin di  dire que tel point est l'intersection de telle et 
telle lignes ; ce que nous exprimons pour abréger comme i l  suit. 
Pour exprimer, par exe,mple, le point de concours de deux 
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-- 7.- 

lignes droites AR, CD, j'Jcrirai AB CI) ; c'est-à-dire, Ies deux 
. 

lignes droites AB, CD, avec un point placé entre les deux 
barres mises an-dessus. Ainsi cette expression signifie par abré- -- 
viation, de point de concours des droites AB, CD, prolongées 
s'il est nécessaire. 

De même, pour exprimer le point de concours des deux arcs 
nn -.- 

de courbe AB, CU, j'écrirai AB CD; pour exprimer le point 
n 

de concours d'urie droite AB, avec un  arc de courbe CD,  
-n -- 

j'écrirai AB 'CD, ou CD AB. Si deux droites ou deux arcs, ou 
une droite et un arc étoient exprimés -par de simples lettres 
a, 6 ,  on exprimeroit leur point de concours simplement de 
cette manière a-6 .  

-.- 
On voit par-là que F AB CD,  par exemple , signifie la - L__1 

droite menée du point F au point de concours de AB et CD; 
-.- -.- 

que AB CD FG HK , signifie la droite merde du point de -- 
concours des droites AB,  CD,  m p i n t  où se croisent les deux 

n n  . - 'n. non 
arcs de courbe FG , HK. Que ÀË CD FG HK LM, est le 
point où l'arc IjM coupe la droite menée d u  point d'intersec- -- n 
tion des droites AB,  CD, & celui oh se coupent les arcs FG , 
n 
HK. Ainsi des autres. Cette espèce de notation très - simple, 

- 

abrège c~nsidérablement le  discours. 

82. Pour  exprimer que deux points coincident ou  ne sont 
qu'iiri seul et même point considéré de deux manières , j'eii 
écrirai la diiuble expression par le signe +, que .j'appellerai --  
signe d'équipollence. Par exemple, si les droites AB, . C D, - 
concourent au point E , j'écrirai ' CD P E. Si deux d~bi tes  -- nn 
AB, CD, concourent au même point que les deux arcs PG, MK, -- n. A 
j'écrirai, AB ' CD + FG HK. 

En général, je me servirai du  signe d'équipollence =f= pour 
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8 4  G E O M E T R I E  
exprimer l'identité de deulf objets quelconques. Ainsi a-+ 6, 
signifiera que la valeur de a est la m h e  que celle de b. Il . , 
exprimera donc dans ce cas la meme chose que le signe = ; mais 
le signe d'équipolleiice est en mQme temps applicable aux points 
et à tous les objets qui peuvent ktre substitués les uns aux 
autres. 

83. J'ai dit comment je distingue les arcs des lignes droites - 
en dcrivant AB pour droite AB, et ÂB pour arc AB. récrirai 

A 
de même par forme d'abréviation ABC pour angle ABC. Pour - -  
marquer .l'angle foririé par deux droites A B ,  C D , j'écrirai 
-A- 
AB CD. Pareillement, pour exprimer l'angle formé par deux -- -A- 

arcs AB, CD, à leur interseclion, j'écrirai AB CD. 

Pour surface ou aire ABCD, j'dcrirai ABCD. Pour exprimer 

l'angle formé par une droite AB, et une surface CUEFG , 
- A  

j'dcrirai AB CDEFG. Pour exprimer l'angle que forment deux 
- -A 

surfaces, comme ABC, DEFG , j'écrirai ABC DEFG. 
Si ces lignes ou ces surfaces sont désignées par des lettres 

sirnples , comme a, b , c', d, &ce, je désignerai les angles qu'elles 
n n n 

formeront entre elles comme i l  suit a b ,  a c ,  b d ,  tkc. 
Je me bornerai a ce petit nombre d'abréviations, et ne les 

emploierai même qu'au besoin ; mais on verra que l'usage en 
est très-facile, qu'elles contribuent beaucoup à donner une idée 
nette des objets, et à rendre claire et sensible, par le moyen des 
tableaux de corrélation, la comparaison des objets tirés de sys- 
têmes différens. . 

84. Pour ce qui concerne les droites , les angles, les arcs, 
les aires , les vol urnes, et autres valeurs quelconques, on dis-' 
tinguera la corrélation des quantités ou valeurs absolues, et 1% 
corrBlation des signes. 

La corrélation des valeurs absolues s'établit , en écrivant 
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simplement l'une sous l'autre les quantités correspondantes. 
Ainsi, par exemple, si l'on a deux systêmes de quantités , l'un 
composé des quantités A ,  B,  C,  D ,  &c. ; l'autre, des quariti- 
tés corrélatives a ,  6 ,  c , d ,  &c. chacune à chacune ; on établira 
la corrélation des valeurs absolues comme il suit. 

Corrélation des va2eurs absoZues. 

lersyst.. .. ., ....... A , B ,  C,D,  &c. 
........... ze syst.. a ,  6 ,  c ,  d ,  &c. 

Cette corrélation des quantités sera toujours très-facile ii éta- 
blir , dhs qu'on aura la corrélation de construction expliquée 
ci-dessus, puisqu'il n'y aura qu'à prendre les points q u i  déter- 
minent ces quantités suivant le même ordre de construction 
dans les deux systêmes comparés. 

Soient, par exemple, ABCD, A'B'C'D' les triangles (fig. g 
et I O  ) déjà considérés ci-dessus ; puisque nous avons cette cor- 
rélation de construction entre les points : 

On conclura sans difficulté qu'on a cette corrél&ii entre Ies 
valeurs absolues des lignes, des aigles et des aires. 

CorréZation des valeurs absolues. 

> 

Ce qui s'exécute en &rivant d'abord et de suite la série Je 
toutes les quantités du premier systême.que l'on veut comparer 
à celles du second j et eiisuite sous chacnim d'elles, la série. des 
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- 
dan  des p i n t s  ,.&a& écrites b soite, déterminent lndroik AB ; 
les deux lettres corxwspcmdambs Ar, B', #du secone1 systême - 
écrites de suite, détevineront  la droiie A'B' corrélative avec . . 
AB. Pareillement, la seconde, la première et la quatriéme- 
lettres du prarnief syst&eCcxites desuite, d & e d n a n t  l'angle 

A 
BAD; ln seconde, la prernlète el  la cjbatdkme da  second sys- 
iême écrites de suite, dam le même ordre , déterm-inernnt 

l'angle corréI&ifo'a'l>' de ce secondsystême; c'est-à-dire, que 
n A 

BAD ef ~ ' A ' D ' ,  seront des quantités corrélatives. Ainsi des .. 
autres. 

CXn voit par-18 , qu'en général la corrélation des quantités ou 
valeurs a$solues , ne dipend qua de 'la corrblation de cons- 

' ,  
iruction. 

85. La correla'tloSi de construction établie, il faudra établir 
la corrélatjon .des si@es : celle-ci. dépend ,de 3 w  corr6lation de 
positi~n. . 9:r 

Pd LemPle ,  aàns les +ux triaiides codpares ci- dLssus , ia 
çorrélatbon'da 'posiiion des points kanf :79), 

~ R S S ~ $ . . ~ ~ ~ .  i;. , . %) D 
a" syst.. . . . . . . . . . . . B' C' Dr. 

Se v&:qu'il' S'est . fait iioe invers-isn enGe les points D, C , et . 
l e ~ i r s , c $ ~ ~ é l ~ f s  D' C' c'est-à-dire, qu'ils ont  -changé d'ordre. 

* - z 5  2' 
~ ' e $  - concl& - que les deux sy*mes ne-sont idindirectement 
co&Uttfs.& dio\.c~era&c.du~cessiv~bimt quelles sont tontes 
les@jïb+itk 1, yesiesrdire&es et .pelle$ sont ce1)es q u i  sont - - - - :  - 
dévenues inverses : on donnera aux premièies + piai  signe de . . .  
~br~&lifiioti ,,kt rzax aatkes J-.", , 

Qt+urit ruil gystême p y i ~  pbur.terme de comparaiso* , j'ai deji 
dit*que la' qsiahtités qui le composent, n'ont par elles-mémes 
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auciin signe, puisque ce sont de sirriples valeurs absolues, mais 
qu'on peut leur donner le signe + , parce qu'on peut- regarder 
le  systême primitif comme le premier des systêmes corrélatifs, 
et j'cn userai ainsi (5 a). 

86. La corrélation des signes dtablie, les valeurs de corré- 
lation en dérivent de suite, guisqu'elles se composent des va- 
leurs absolues prises collectivement avec leurs signes. Etablis- 
dons donc ces valeurs de corrélation sqccessivement pour cha- 
cune des quantités qui composent les deux systêrnes comparés. 
Voici d'abord quel doit être le résultat, ainsi que je le pro* 
verai imm8diatement après. 

Tableau général de Z a  cc~wdlation des deux systénzes. 

- Pour démontrer ce tableau de corrdlatim , j'imagine que le 
triangle primitif ABCD se transforme ea ArB'C'D1 par le 

. - 
~nouveinent du point G sur CB, et en vertu duquel il vient sc 
placer entre B et D. Cela posé, dans ce mouvement, je vois 

- 7 - 7  

cju'aiicube des quantités AB, AC, 13C, B D ,  A D  , ne passe ni 
par O ni par ,mio. Donc ces quantités sont directes dans le second 
systême (49) ; donc le signe de corrélation de, chacune d'elles 
dans ce second'systêrne est +, ainsi que le m a q u e  le tableau. - 
Quant am, au contraire, eue passe.par o ;pour devenir C'Dr, 
au moment où C c0incide avec D. Calte quantité peut donc: 
devenir inverse, et le davjent en effet; car dans le syst&tne - 
primitif on a CI) = BC- BD , et dans le syitême trançfsrin8, - -  
on a au conticaire, CID'= Bf Ilh- B'C1. Donc' le signe de corré- - 
lalion de CD' est -, coinnie le montre le tableau, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



88 G E O M E T R I E  
Pareillement, il est clair que pendant tout le mouvement du 

A - 
point C ; iucune des quantités BAC, AÊC, A ~ B ,  BÂD , ABC, 
Y 

ABD, ne passe n i  par O ni  par m. Donc le signe de corrdlation 
de chacune d'elles dans le systême transformé est + j mais 
n = 

CAD, ACD, se sont évanouis l'un et l'autre au moment de la 
coïncideiace de C avec D : ces deux quantités peuvent donc être 
devenues inverses, ët cela est ainsi ; car dans le sys- 

A A A 
t&e, on a CAD = BAC -BAD, et au contraire,, on a dans le 

A A A 
e y s l h e  transforme C'A'D' = B'A' Dr- B'A' Cf. De meme, on - == - 
a dans le premier systême A C D  = A B C  -ABD ; et dans le 

-= -  
second, on a au contraire, A'C'D1= AIB'D'- A'B'C'. Donc ces 

A - 
deux quantilés C'A'D', A'C'D' sont inverses ; donc leur signe 
de corrélation est - , comme l'indique le tableau. Donc ce 
tableau représeute exactement la corrélation des deux systêmes 
proposés. 

Il suit de l à ,  que si les propridtés du triangle primitif étoient 
exprimées d'une manière quelconque par des formules , pro- 
portions ou équations qui ne continssent que les quantités énu- 
mérées dans le tableau ; i l  n'y auroit , ppur rendre ces formules 
applicables au systême transformé, qu'à y substituer B la place 
de chacune des valeurs qui s'y trouvent, la valeur de corréla- 
tion qui lui correspond dans le systême transformé ( 9 5 ) .  

On sait, par exemple, que dans tout triangle où  l'on a men6 
m e  perpendiculaire de l'un des angles sur le côté opPo's&, si 
cette perpendiculaire tombe sur l e  çôt6 même, on  a cette yro- 
portion. 

Le côté sur lequel tombe la perpendiculaire, est à la somme 
des deux autres côtés, comme la différence de ces antres c6tés 
est à la difference des segmens ; et Pou veut savoir ce que devient 
cette proportion, lorsque la perpendiculaire tombe en dehors de 
l'aire du t&n gle, ou sur le prolongement de la bêsc 

La proportion énoncée me donne pour le systême primitif, 
Bç 
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D E  P O S I T I O N .  - -  C i -  - 89 
13C :AB+AC::AB-AC :BD-CD. Pour  appliquer cette 
proportion au systkme transformé, j'y substitue les valeurs cor- 
rélatives prises dans le tableau ; elles ont toutes + pour signe de - 
corrélation , excepté C'Dr. Je  change donc seulement le signe dc - 
C'D', et ma proportioii devient, 

7- - - -- -- 
B'C' : A'B'+ A'C' : : A'Bf- A'C' : B'D' $C'Di ; 

c'est- A-dire, que quand la perpendiculaire tombe e i  dehors, on 
a cette proportion. 

Le côté sur lequel tombe la perpendiculaire, est à la somme 
des deux autres côtds, comme la différence de ces autrès catds 
est à la somme des segmens. 

Il en seroit de même d'un nouveau triangle quelconqiie 
auqiiel on voudroit appliquer les mêmes formules : il n'y auroit 
qu'à établir, comme on vient de le faire voir,  la corrhlation des 
deux systêmes , laquelle sera évidemment directe, si la perpen- 
diculaire clu nouveau triangle tombe sur  la base mème qui lui  
est opposée ; et indirecte, si cette perpendiculaire tombe seule- 
.ment sur  le prolongement de cette base. 

Dans ce dernier cas, oii pourroit prcndre pour systêrne pri- 
mitif, celui que nous venons de regarder comme systême traiis- 
formé ; c'est-à-dire, prendre celui-ci pour terme de comparai- 
son au nouveau triangle, et alors la corrélation seroit directe ; 
c'est-à-dire, que les signes seroient les mêmes dans les formii- 
les du nouveau systême que dans celles qui auroient été préala- 
blement trouvées pour le systême A'B'C'D' que nous venons de 
coilsidérer. 

87. Deux droites qui se coupent forment quatre angles dif- 
férens , qu'il est très-essentiel de ne pas confondre lorsque l'on 
fait la comparaison de deux ou plusieurs figures corrélatives ; 
c'est pourquoi je vais m'occuper ici de la manière d'indiquer 
Ja distinction de ces angles dans le calcul. 

D'abord, j'indique la direction d'une droite, en nommant 
deux points quelconques de cette droite, et mettant pour pre- 
jnicr en ordre, celui qii'oii siiypose avoir tracé -la ligne par son 
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90 G E O M E T R I E  
mouvement. Ainsi (fig. 1 1 )  le point rn étant suppose avoir décrit 

une droite par son mouvement, en allant de rn vers n , & indi- 
que ce que. j'appelle la direction de cette droite ,. et m , ce que - 
j'appelle son premier point ou point générateur. n m , au con- 
traire, désigne la direction diamétralement opposCe. 

J e  dis que deux droites sont tracées dans le même sens, lors- 
qu'elles sont parallèles, et que dé plus, on peut faire coïncider 
Jeurs directions, en imaginant que l'une cles deux se meut paral- 
lèlement .à  elle-même de manière que son point g6n6rat&n 
aille c h c i d e r  avec le point générateur de la seconde. 

P a r  l'angle que forment deux droites quelconques partant 
d'un même point , j'entends le seul angle que forment réelle- 
ment leinru directions, en prenant pour premier point ou point 
générateur de chacune d'elles, celui qui leur est'comrnun. Ainsi - -  
enxupposant que nn', pp' , se croisent en un  point m, et que je 

A -- 
veuille désigner l'angle nmp, je dirois l'angle formé par rnn , mp, - - - - 
et non pas l'angle fubu5 par rnn e t p m ; n i  l'angle forma par - A A -  

et mp ; et je l'écrirai ainsi (83) n m p ,  ou nan mp. 
Au moyen de cela, les quatre angles forniés par les droites - .  

nn', pp', seront facilement distingués , puisque d'après la no- 
. . A - A- A - A- 

lion précédente, on aura nmp =/= rnn mp , nmp' =/= m n nzp' , 
1" 

-A-. .A -A- . . 

rnn'+rnpl mn , prnn'+mp mn'. 
Puisque les angles opposés au sommet sont; égaux, on a ,  par 

A' ' ' A  -6- -A- 
exemple, nmp = p  n d ,  et par conséquent mn rnp = mp' mn.  
Ainsi ces deux angles sont identiques quant à leurs valeurs 

.J absolues, mais non quant à leurs positions. 
Deux angles adjacens , au contraire, sont supplémens l'un 

A ----A- . . -A- 
de l'autre, Ainsi l'on a mn mp' = z m -mn mp,  en nornniant w 

le quart de la circonférencè ou  l'angle droit. 
Au lieu de désigner les angles pr écédens comme on vient de 

le dire, en partant toujours du  point d'intersection m , on peut 
A 

gdnéraliser l'expression cornine il suit.Paur désipner l'angle nrnp, 
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A- 
on écrira el1 généqal n'n p'p, eiî prenant n' h volonté sur la - 
direction de mn, et p' à volonté sur la direction de F; de 

.- - 
manière cependant que les directions n'n, pp soient les mêmes - - 
que mn , mp. Ainsi les quatre angles formés par les deux droites 
-. - . . . . 

nn', pp', seront distingués les uns des autres comme il suit : 
: 3 , i .  

A -- A- A -A- A -,A- A - w 
nmp += n'n p'p ; nmpl+n'n pp', p'ncnr+pp nn',pmn'=+p'p nn . 

1 ' , 
Jytends ces tioiions q cas OU les , droites . comparées ne 

seroient pas dans un même plan; alors j'appelle angle 'formé 
par cesqdeux droites, celui qui auroit lieu entre deux ahtres 
droites menées respectivement dans le sens de chacune 'dés'prc- 

. ,  ' + '  
mières d'un point q u d c o k p e  pris dans l'espace. r' 

Ainsi, en général, deux droites quelconques tracées dans -- 
l'espace étant désigndes par AB, , .  CD, l'angle qu'elles formeront 

A- 
sera d6signé par AB C D ,  l'angle 6gal qui lui est oppos6au 

-A- 
sommet par'BA D C ;  et les deux angles supplémentaires qu i  

-A- - A- 
sont aussi égaux entre eux, par AB DC et  BA CD , on aura 

- A- - A- 
d& toujours, en nommant m l'angle droit : AB CD = BA DC; 
L-A- .- A- -A- -A- -A- -A- 

AB DC=BA CD; AB CD+AB DC=am;AB CD+BA. CD=a.m. 

Toutes ces équations se forment Bvidemment par un simple 
mécanisme dans l'arrangement systématique et la transposition 
des lettres, et C; méc&isme, lorsqL>il est devenu familier, dis- 
pense de porter si souvent les yeux sur le tracé de la figure : 01 

l'on sait que c'est un.des grands avantages de l'analyse, qu'une 
fois les quantités' désign6és par des lettres ou caractères quelcon- 
ques; on ,n'a plus à s'occuper de la chose même représentée, 
mais seulement de son symbole. 

Quant aux angles formés par des plans quelconques, il est 
clair qu'on peut leur appliquer encore les mêmes notions, en 
désignant ces plans par des droites menées dans ces mêmes plans 
respectifs, d'un-point de leur intersection commune, perpen- 
diculairement à cette même intersection. 
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88. Comme nous aurons souvent à parler -des angles que 

formenv-les côtés d'un polygone entre eux ou avec des lignes 
fixes prises pour termes de comparaison, il est nécessaire de 
donner à ce sujet les explications convenables pour prévenir 
toute équivoque. 
Il est repu, qu'en partant simplemePt des angles d'un poly- 

gone, on entend toujours ceux que forment deux i deux les 
côtés adjacens , en prenant pour premier point de chacun d'eux, 
celui qui 1e;r est commun. Ainsi dans le  polygone ABCDE 

A- - A- 
(fig. 12)  les angles d? polygone sont B AE , BA BC, &o. 

Mais il faut distingirer ces angles difs du poJygone de ceux 
que nous tippellerons angles formés dans le sens dupérimètre, 
soit par ces côtés entre eux,  soit par ces mQmes côtés avec une 
ligne fixe prise pour terme de coniparaison. 

Pour  ceux-ci, il faut concevoir qu'un point 'mobile partant 
d'un des sommets du golygone comme A ,  décrive ce polygone 
en suivant toujours le même sens du péritriètre, jusqu'à ce 
qu'il soit revenu au sommet d'oh il étoit parti. Alors on attribue 
à chacun des côtés la direction du point ddcrivant.; et l'angle 
que forment les directions de deux côtBs quelconques, pris 
ainsi, s'appelle angle formé dans le sens du  périmé tre. Ainsi , 
par exemple, l'angle formé dans le sens du p6rimdtre par les 

A 
côtés qui se coupent ah point B, n'est pas ABC, qui est l'angle 

A 
du polygone; mais celui A'BC qul est forme par les directions -- -A- - + 
AB, BC, ou AB BC=2m-BA BC. 

On voit donc que dans un polygone qui  n'a point d'angles ren- 
trans, l'angle formé dans le sens du périmktre est le supplément 
de l'angle du polygone, ou qu'il est ce qu'on nomnie l'angle 
extérieur. 

La  distinction que nous venons de meitre entre l'angle du  
polygone, et l'angle formé dans. le sens du phrimètre, a lieu 
pour toutes les espèces de polygones ; soit que les angles soient 
tous saillans,soit qu'il y en a i t  de rentrans, soit erifin que le poly- 
gone soit plan ou gauche, c'est-à-dire, que tous ses côlés soient 
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ou ne soient pas dans un même plan. De plus, les angles ,'formes 
par deux côtés s'entendent également, soit *des côtés adjacens, 
soit de ceux qui sont séparés par d'autres, et qui  par conséquent 
peuvent n'être pas dans le même plan. 

L'angle formé dans le sens dia périmètre par les divers côtés 
du polygone, et' une droite quelconque fixe prise pour terme de 
comparaison, s'entend de celui qui auroit lieu si l'on imaginoit 
par ie premier point ou point générateur de cette droite fixe, 
une autre droite parallèle à ce côté et tracée dans le m6me sens 
que l'on suppose être celui du périmètre, Ce sens du périmètre 
est choisi à volonté ; mais une fois déterminé, il doit être le 
même pour .tous les côtés du polygoile, de même que la ligne 
fixe prise pour terme de comparaison. 

On peut prendre pour ligne fixe l'un quelconque des côtds 
même du  polygone; mais alors , il faut toujours regarder comme 
distincte la. direction de cette ligne considérée e n  tant qu'elle 
est prise pour terme de comparaison, d'avec cette même ligne 
considérée en tant qu'elle forme l'un des côtés du polygone; 
car on peut changer le sens du  périinbtre, sans changer celui de 
l n  ligne fix-e , et réciproquement. Ainsi cette ligne fixe et le côté 
du polygone sur  lequel elle est prise, peuvent se trouver h 
volonté, ou dans un même sens ;ou dans des directions diiimé- 
tralemeiit opposées. 

89. Lorsque nous parlerons d a u  la suite de l'angle fornit 
par les côtés du polygone, soit entre. eux, soit avec d'autres 
lignes fixes , nous entendrons toujours l'angle du polygone , 
c'est-à-dire, l'angle formé par ces deux lignes, en prenant leur 
point d'intersection pour ]le point générateur de chacune d'elles; 
et lorsque nous voudrons désigner l'angle formé par ces lignes 
dans le sens du périmètre, iious en avertirons expressément. 

90. S'il s'agit des angles formés par deux faces consécutiva 
d'un polyèdre, on concevra par un  point quelconque de l'arrête 
comnnune, deux.perpendicdaires tracées, 17urie dans la pre- 
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miére face, l'autre dans la seconde. L'angle formé par ces deux 
droites en prenant le point d'intersection pour point générateur 
de chacune d'elles, fiera l'angle du poZj èdre , et son supplément 
sera l'angle forme par ces deux faces dans b sens de l'aire du 
poiyèdre. 

Ou ce qui  revient au même, on distinguera la paroi intérieure 
du polyédre de sa paroi extérieure. L'angle formé par les deux 
parois inttkieures, eii prenant pour ligne génératrice leur inter- 
section commune, est l'angle du polyèdre, et son supplément 
est l'angle formé dans le sens de l'aire du polyédre. 

On peut rencire cela plus sensible A l'imagination , si l'on con- 
çoit, par exemple, .que la paroi interieure du  polygone est de 
couleur blanche, et les faces extérieures de couleur noire; que 
de plus, chaque face indéfiniment prolongrje conserve la même 
couleur du même côté dans tonte sois étendue; car alors l'angle 
dit du polyèdre, est celui qui est forme par les faces blanches, 
en prenant leurs intersections communes pour ligne génératrice 
de l'une et de l'autre; et l'angle formé dans le sens de l'aire du 
polyèdre, est celui qui est formé par la face blanche de l'une et  
IR face noire de l'autre, en supposant toujours que ces couleurs 
soient prives consécutivement et sans être interrompues par les 
plans, et que leurs intersections soient leslignes génératrices des 
surfaces comparées. 

De cette manière, on concevra plus facilement ce que c'est 
que l'angle formé par deux faces non 'consécutives , soit ce1 ui 
du polyèdre, soit celui formé dans le sens de l'aire du polyédre. 
11 en sera de m6me des angles formés par les faces du polyèdre 
et un  plan fixe quelconque pris pour terme de comparaison. On 
attribuera U l'un quelconque des côtés ;le ce plan fixe indéfini 
la  couleur blanche, ei à l'autre la couleur noire : alors on enten- 
dra par les angles qiie forme chacune des faces avec le plan 
fixe, celui qui sera compris entre leurs surfaces blanches non 
interrompues par les plans, et enprenant leur intersection com- 
mune pour ligne géndratrice , et les angles formés par ces faces 
avec le plan fixe dans le sens de l'aire du polyèdre, serarit ceux 
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compris entre la surface blanche du plan et les faces noires du  
polyèdre. 
du reste, de quelque manière qu'on explique ces distinc- 

tions, elles son t indispensables , pour éviter l e  confondre les 
angles dont on  veut parler avec leurs supplémens. 

Voyons maintenant sur quelques exemples , l'usage qu'on 
peut faire des caractéristiques ou signes de convention expli- 
qués ci-dessus, à l'effet d'exprimer les rapports de position qui 
existent entre les diverses parties d'une même figure, et ceux 
de diverses figures corrélatives entre elles. 

g 1. EtabZir les corrélations de construction et de position 
qui existent entre deux. triangles quelconques ABC , M N  P , 
(Cg r 3 et 14) de manière, qu'ayant tes formules propres à l'une 
de ces $gures, on puisse les modijer convenablement pour 
qu'elles deviennent applicables à I'autre. 

Prenons pour terme de comparaison le triangle ABC, par 
exemple, et  écrivons de suite et daris un ordre quelconque, les 
trois points A ,  B, C , qui le déterminent. Ecrivons au-dessous, 
égalenient dans un ordre quelconque, les trois points M , N , P, 
qui déterminent le second. Pa r  exemple, comme il suit ; 

le' syst,. .............. A B C 
a" syst.. .............. M NP.  

I l  est clair que la corrélation de construction se trouvera établie : 
rl'où i l  suit thidemment, qu'on peut établir cette corrélation 
d'autant de maniéres différentes, qu'il y en a de fdire corres- 
pondre les trois lettres M , N, P , aux trois lettres A ,  B , C j 
c'est-à-dire, six. 

La corrélclCion de construction ainsi établie ; celle des valeurs 
absolues s'ensuit sans difficulté : puisque pour trouver, par 
exemple, la  droite qui dans le second systênie répond à la droite - 
A C  du premier, il n'y a qu'à prendre les deux points M, P , qui 
correspondent respectivement aux premiers A, C j c'est-à-dire, 
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que MI? correspond à AC. De même l'angle BAC a pour corïes- 

A 
pondant l'angle NMP. Ainsi des autres. 

Il reste donc àétablir la corrélation de position de laquelle 
dépend celle desbsignes ; -mais ildest évident, que la corrdation 
de deux triangles quelconques, siinples cornnie ceux que nous 
considérons , c'est - à - dire sans ligries accessoires ; comme 
seroient , pqr exemple, les perpendiculaires menées des angles 
sur les côtés opposés ; que cette corrélation, dis-je , est toujorirs 
directe, puisqu'un des triangles peut toujours se transformer en 
l'autre par degrés insensibles, sans qu'aucune des six choses à 
considérer passe ni  par O pi par ; car pour opérer cette muta- 
tion, il n'y a évidemment qu'à augmenter on diminuer conve- 
nablement les côtés. 
Donc les form~des que donne la trigonom6trie pour le  calcul 

d'un triangle quelconque, sont applicables à tous les triangles 
possibles sans aucun changement de signes, pourvu que dans le 
calcul on ne fasse réellement entrer que les six choses à consi- 
ddrer dans ce triangle simple, et nori les perpendiculaires, par 
exemple, ou les angles que forment ces perpendiculaires avec 
les côtés adjacens. 

On peut remarquer que tout triangle est cohpar.able à lui- 
même de trois manières différentes, par voie de corrélation, 
car nous pouvons établir pour le triangle ABC les trois sys- 
t&nes corrélatifs suivans ; 

ier syst.. . .-. . .. , . . . , . . A E C 
ze syst.. . . . . . .' . . . . . . B A C 
3' 6 ~ ~ t . .  ...... . V  . . S . .  A C B. 

P R O B L Ê M E  I I *  

9 2 .  ElabEr àes corrélations de constrùction eB de position 
pi existent entre deux triangles ABCD , M NP Q, (fig i 5 et I 6) -- 
dans chacun desquels est uneperpediculaire AD,  M Q,  abaissée 
de l'gn des ana les sur b coté opposé. 

Prenons pour terme de comparaison la 'figure ABCD, et '  
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2crivons de suite dans l'ordre de la construction les quatre poin ts 
A ,  B,  C, D , qui détermiiient la prernihre figure; ?'est-à-dire, 
d'abord clans un  ordre quelconque, les trois sommets A,, B, C , 
en comaieriçant , par exemple , par le point A ,  puis B, puis C , , 
et enfin le point D ,  où la perpendiculaire tombe sur  le côtO 

opposé m. 
Ecrivons au-dessous les lettres c~rrespond~mtes de la. figure 

corrélative MNI'Q ; c'est-à-dire, en suivant le marne ordre de. 
construction, ou commençant par le point M duquel la per- 
pendiculaire est abaissée, puis N, par exemple, puis P , et 
enfin Q, oùla perpendiculaire b m b e  sur le cbté opposé, comme 
dans la figure primitive. . 

Cet arrangement nous donnera évidemment la corrélation Je 
construction des deux figures comme i l  suit : 

iersyst  ...,..,.....,.. A B C D 
2" syst.. . . . . . . . . . . . . M N P Q 

Au lieu de faire correspondre N à B et P à C, nous aurions 
chidemment pu faire correspondre P à B et N à C j ce qui  
donne deux manières d'établir cette corrélation de construction; 
et c'est au calculateur à choisir'celle qui va  le plus - directement 
A son but dans chaque cas particulier. 

La corrélation de construction ainsi établie, celle des valeurs 
absoi~ies s'ensuit sans difficulté, puisque les parties corrélatives 
des deux figures sont évidemment déterminées par les pointu 
correspoiidnns. 

11 reste donc à établir la corrélation de position, ou ce qui 
revient au même, celle des signes ; mais dans les'deux figures 
comparées, il est clair que les points corespondans sont ran- 
gés dans le même ordre sur leurs lignes respectives. La corréla- 
tion es t donc directe, et par coriséquent , les formules qui ex- 
primeroient les propriétés d u  premier systême, seroient appli- 
cables sans aucun cliangement de signes au second, et il n'y 
auroit , pour effectuer cette application, qu'à substituer dans 
ces formules les valeurs absolues du second à leurs correspon- 
dantes du systêrne primitif, pourvu que dans le calcul, on ne .. 
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fasse rdellernent entrer que les quantités qui font partie de cha- 
cun de ces systêmes. 

Mais si dans le systême corrélatif, la perpendiculaire ne tom- 
boit pas c6rnrne dans le systême primitif entre les points q u i  
correspondent B B et C ; si par exemple le systême correlatif 
devenoit MIN'P'Q'(fig. 17)  les points correspondans ne seroient 
plus rangés dans le même ordre sur  leurs lignes corrélatives, 
ainsi la corrélation seroit indirecte. Pour  la trouver, j'établis 
d'abord la nouvelle corrélation de construction qui sera, 

ire syst .............. A B C D 
2" syst .............. M'N'P'Q'. 

Ensuite, pour faciliter mon opération, je trace une noiivelle 
Ggure ( fig. i 8) pareille à M'N'P'Q', à laquelle j'adapte les mêmes 
lettres qu'à la figure primitive, seulement accenluées , pour 
conservcr leur distinction , quoique sous mêmes dénornina- 
tions. La corrélation de construction deviendra donc, 

iresyst.. ............ A B C D 
9" syst.. ............ A' B' C' D'. 

Et c'est entre ces deux systêmes qu'il s'agit maintenant d'établir 
la  corrélation de positiori ou des signes ; mais c'est ce qui  a déjà 
été fkit (86). ' 

Il ne reste donc plus, pour achever l'opération, qu'à remettre 
dans le tableau trouvé (86) pour les lettres Al, B', C', D', celles 
dont on leur a fait tenir la place, c'est-à-dire, M: N', P', Q'; 
donc enfin la corrélati& cherchée entre les triangles ABCD, 
:R!l'N'PIQ'&c. - - - - - 

le= SYS~.  . . + A B ,  +ac ,+Bc ,+Bo ,+c~ ,+~o ,+  BÂC, 
- - - - - -  

se sy st.. .. -+M'NI, + M'PJ, + NP:+ N'Q~,-P~Q',-I- MJQ', + N B ~ ~ / ,  

Ce tableau exprime donc les substitutions qu'il faut faire dans 
les formules qui clonncroient les propriétés du systême primi- 
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tif ABCD,  podr les rendre applicables au systême indirec- 
tement corrélatif M'N'P'Q'. 

3. On voit par ce tableau, que parmi toutes les quantités 
qui  composent le systêrne M'N'P'Q', il n'y en a que trois qui 
deviennent inverses ou dont les valeurs changent de signes, - A 
savoir P'Q', P'M'Q', IWP'Q'; donc si l'on construit une nouvelle 
figure (fig. i g )  absolument pareille à M'NIP'Q!, et qu'on y place 
les mêmes lettres A,  B , C, D que dans la figure primitivc , chn- 
cune à la place de sa correspondante, il n'y aiira, pour appli- 
quer les formules de cette figure primitive ABCD (fig. 15) à la 
figure indirectement corrélative ABCD (fg. i g )  , qu'a changer - A 
dans ces formules les signes des trois quantités C D ,  CAD , 

Lorsqu'une fois on aura par le simple changement de signes 
de ces trois -quantités, les formules applicables au  second sys- 
tême ABCD (6g. i g ) ,  il sera facile de trouver celles d u  sys- 
têrne M' NI P' Q' , p i s q &  celui - ci et  ce second sysiême 
AB CD (fig. ig ) se trouvant alors en corrélation directe entre 
eux, il n'y aura pour appliquer les Çorniules de l'un à l'autre, 
aucun changement de signes h faire, mais seulement à substi- 
tuer les valeurs absolues d u  second à celles du  premier, c'est-à- 
dire, les points de l'un aux points correspondans de I'autre , sans 
aucun changement dans les signes. 

a 

P R O B L Ê Y E  I I . 1 .  

9 4. E tablir les corrélations de construction et de position 
qui existent entre deux triangles A B C D F  G , MNPQRS 
( fig. 20, ab, 2 2 ) ,  dans chacun despels  se trouvent Zes perpen- 
diculaires abaissées de deux guclconpues des angles sur les côiés 
respectivement opposés. 

Prenons pour terme de comparaison la figure 20, ABCDFG , 
dans laquelle je suppose que le triangle ABC ait ses trois angles 
aigus, et écrivons de suite les  points qui la déterminent dans 
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l'ordre de la  construction; c'est-à-dire, d'abord les trois soinrne~s 
du triailgle ABC dans un ordre quelconque, par exemple, 
A ,  B, C ; puis le  point D où se croisent les deux perpendiculni- 

- .  
res; et enfin les points F, G, des côtés A B , AC , sur lesquels 
tombent les perpendiculaires ineaées des angles opposés. 

Ecrivons au-dessous les lettres correspondantes de la figure 
corrélative, en commençant par M , qui doit évidemment cor- 
respondre au point A ,  et  plaqant ensuite à v.01onté le point N 
on le  point l', le  premier yar exemple, pour correspondre au 
point B; ensuite le point P, pour correspondre an point C ; puis 
le  point Q , où se croisent les deux perpendiculaires ,.pour çof- 
respoiîdre ail point D oh se croisent celles dela figure primitive ; 
et enfin, les points R ,  S , pour correspondre aux points F, G. 

-.- 
Car puisque dans la figure primitive on a F+AB CD, le point 
corrélatif de F , dans le nouveau s y s t h e ,  doit être celui où con- -- 

, courent 'tes deux droites correlatives à AB, C D  ; mais par hypo- 

thèse, A correspond à M, B correspond à N ; donc AB corres- - 
pond à MN. Pareillement, on voit que P correspondant. à C, et - - -- 
,Q à D ,  PQ correspond à C D ;  donc MN'PQ ou R carres- -- 
pond à AB'CD ou  F ; donc R doit être &rit sous F, et par la 
même raison, S doit être écrite sous G. 
, Donc dtijà la corrt5lation de construction des figures propodcs 
est comme il suit : 

~" 'sys t  .............. A B  C D F G 
se syst .............. M N P  Q R S. 

La corrélation de construction ainsi établie, celle des valeurs 
absolues suit sans difficulté, puisque les parties corrdlatives sont 
évidemment déterminées par les points correspondans. Il reste 
donc 8 $tnblir la corrélation de position , ou ce qui revieiit au 
même, celle des signes. 

Dans le systême primitif, les trois angles sont supposés 
aigus, ainsi je n'examinerai point le cas ou la même chose a 
lieu dans le systême corrélatif MNP (fig. a i l ,  ~uisqu'alors la 
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corrélation est visiblement, directe , et qu'ainsi l'opdrri~ion n'a 
A 

aucune difficulté. Mais il peut arriver, on que l'angle NMP soit 
A A 

obtus, ou que ce soit l'un des deux autres MNP , M Y N ,  des- 
quels sont abaissées les perpendiculaires. J'examinerai ces deux 
cas successivement. 

A 
Je  suppose donc d'abord, que NMP soit obtus (fig. 2%); pour 

faciliter mon opération, je trace (fitig. 23) une nouvelle 6gure 
pareille à la figure corrélative, et je lui  adapte les lettres de la  
figure primitive accentuées ; ou bien l'on peut écrire ces lettres 
.~ccerituée's dans la figure corrélative elle-même à côté de leurs 
correspondantes ; c'est-à-dire A' A côté de M, B' à côté de N, &c. 
11 s'agit donc maintenant d'dtablir la corrélation des signes 
mtre les deux systemes suivans : 

~" ' sys t  .............. A B C D. F G 
2e syst.. ............ A' B' CD' F'G'. 

Pour  cela, je b is  d'abord l'énumération cles quantités que je 
veux faire entrer dans le tableau de corrélation. ~ o r i o n s - n o u s  - - -p.-  -- 
aux suivantes : AB, AC, BC , AF,  AG, BF, CG, BE, CF, 
E,, 5, =,GD, B ~ C ,  A%C, A ~ B ,  B ~ c , ' A $ D ,  A ~ D ,  

B ~ D ,  C$D. 
Cela fait, j'imagine un  mouvement graduel, par lequel le 

systême primitif se trailsforme dans le systême corrélatif. Je 
conçois , par exemple, que cette transformation s'opère par un - 
mouvement du point A vers D sur la droite AD qui les joint, 
de manière qu'après la coïncide~ice de ces deux points, le mou- 
vement se contii~ue, et qu'il y ait échange de positions entre 
eux. Après cela, i l  est clair qu'il n'y aura plus qu'à imaginer 
une inutatioti graduelle dans les valeurs absolues, pour que les 
deux figures puissent être superposées, ce qui  ne change plus 
rien à la corrélation des signes. 

Je suppcse donc que ce changement soit opérk, et j'examine 
prerniérement, quelles sont dans ce mouvement qui rend iden- 
tique le systême   ri mit if avec le syslême corrélatif; quelles 
sont, dis-je, celles des quantités ci-dessus énumérées, qu i  n'ont 
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passé ni par O n i  par CU , car celles-là seront restdes directes, et  
l'on saura déjà que le signe de corrélation de chacune d'elles est + . 

Or il est visible, d'après le mouvement de -tradurniation 
supposé , que ces quantités qui n'ont passé n i  par O n i  par C U ,  

sont, AB, XE, BG, EF, CG,=, CF, BD, CD, BÂC, A ~ C ,  
A A A 

A ~ B ,  BDC , BCD, CBD ; de maniére qu'il ne reste que les six ----  
quantités AF, AG, FD , GD,  AÊD , A ~ D ,  qui puissent 
être inverses. 

Pour  aider l'imagination dans l'opération qu'on vient 
d'indiquer, il n'y a considérer la figure dans une posi- 
tion infiniment proche de celle où le passage du premier sys- 
tême ay second s70p&re ; alors on verra facilement quelles 
sont celles de ces quantit'ds que ce passage doit faire éva- 
nouir ou rendre infinies, et celles qui doivent rester finies. 
Ainsi, dans l'exemple présent, je considère la figure au mo- 
ment oii A-est près de c6incider avec D (fig. 20). Soit alors a 
la position de A ,  et pareillement f et g celles qu'auront F, G; 
il est clair que les quantités qui se trouvent alors infiniment 
petites, et qui par cons8quent doivent s'évanouir dans le pas- 
sage ; c7est4-dire, au moment de la coïncidence de a qui reprd- 

- - -7, A A 
senteAavecD,  seront af, ag, f D , g D , a B D ,  aCD;remet- 
tant donc pour a ,  f, g, les lettres A ,  F , G ,  qu'elles repré- 
sentent respectivement, on reconnaîtra que conformément à 
ce que nous venons de dire,  les quantités qui peuvent devenir ---- 
inverses par la  mutation, sont AF, AG, FD, GD, A% , A ~ D .  
J'examine donc sucçessivemei~t ce que chacune d'elles en parti- 
culier est effectivement devenue, - - -  

1". Dans le systême primitif, on a. . , , . , AI? = AB - BF , 
-- - - 

et dans le systême transformé', au contraire, A'~?'=B'F'-A'B~ ; - 
donc A'F' est inverse, et son signe de corrélation -. - - -  

nQ. Dans le systême primitif, on a.. . . . , AG= AC - CG , - -- 
et dans le systême transformé, au contraire, A'G'= C'GI-~C' ; 
7 donc A'G est inverse, et son signe de corrélation'-, 
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- - -  

3". Dans le systême primitif, on a. . . . . . FD = CF - CD , 
- - 2 _  

et dans le systême iransformé . . . . . . . . . . F'Dr= CD'- C'F' ; 
donc F'D' est inverse, et son signe de cor~élation -. - - - 

4'. Dam le systêrnq primitif, on a.. . . GD = BG - BD , - - -  
et dans le systême transformé. . . . . . . . . . GD' = BID'- B'G' ; - 
donc G U' est inverse, et son signe de corrélation -. 

A A A 
5". Dans le systême primitif, on a ABD = ABC - DBC , 

n A 
et dans le systême transformé . . . . . A'BP'= D'B~C'-A%'C' ; 

A 
donc A'B'D' est inverse, et son signe de corrélation -. 

A n A 
6". Dans le systême primitif, on a ACD = ACB - DCB , 

A A 
et dans le systême transformé . . . . . A'c'D'= ~ ' 2 1 ~ ' -  k C ~ '  

donc xC'D' est inverse, et son signe de corrélation -. 
Voilà donc la corrélation des signes entikrement Btablie entre 

les deux systêmes ABCDFG,  et A'B'C'D'F'G'. Substituant à 
celui-ci lettre pour lettre le systêrne MNPQRS, eri les rap, 
prochant d'abord, pour plus de facilité, comme il suit : 

A' Br C' D' F' G' 
M N P Q R S ;  

nous aurons le tableau général de corrélation suivant entre les 
deux figures proposées , A B CDFG , MNPQRS : 

Ce tableau exprime donc les substitutions qu'il faudroit faire 
clans les formules du systême primitif AB ÇDFG , pour les 
rendre applicables au systêrne corrélatif MNPQRS , lorsque les 
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A 

trois angles du  triangle ABC Ctant aigus, l'angle NMP dn 
triangle correspondant M N P  est obtus. 

Si l'on adapte au système corrélatif les m&ines lettres qu'au 
systême primitif ( fig. 23 bis) , on verra que pour rendre les 
formules de celui-ci applicables à l'autre, il n'y a qu'a changer ---- 
dans ces forinules les Signes des six quantités AF, AG, FD, GD, 

A A 
ABD, ACD; en supposant toutefois que dans ces formules il 
n'entre d'autres quantités que celles dont l'énumération a ét6 
faite au tableau général de corsélatian, 

95. Nous avons maintenant à examiner le second cas ; c'est- 
A A 

&-dire, celui où ce seroit l'un des autres angles MNP , MPN, 
qui seroit obtus. Ce nouveau s y s t h e  est représenté (fig, m4), 

A 
où l'on suppose M'N'PI, paï exemple, plus grand que le quart 
de la circonférence, 

Je procède comme ci-dessus, jusqu'après l'énumération desl 
quantités qui doivent entrer dans le tableau de corrélation. 

Cela fait, j'imagine un mouvement graduel par lequel le sys- 
tême primitif vienne coïncider avec le systêrrie corrélatif. Je - 
conçois, par exemple, que l a  droite A B  tourne autour du 

A 
point B, de maniére que l'angle ABC aille en augmentant, 
jusqu'k ce qii'il devienne plus grand que le quart de circonfé- - 
rente. I l  est clair que pendant ce mouvement, la draite CF qui - 
reste par construction toujours perpendiculaire à A B  , se rap- 

prochera continuellement d e a ,  en tournant autour du point Ci 
A - 

qu'au moment OU l'angle ABC sera deveiiu droit,  CF cok-  
A 

cidera avec 5, et qu'eufin ABC deienant ob&s, passera 

au-dessous de m; de sorte que le systême prendra la forme que 
représentent !es ( fig. z4 et 15 ) , il ne restera donc pîus , pour 
parvenir à la superposition du systême primitif avec le nouveau 
arstêrne, qu'a imaginer une mutation graduelle coevenable dans 

les, 
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les valeurs absolues ; ce qui  ne change plus rien h la corrélation 
des signes. 

J e  suppose donc ce changement opéré, et j'examine preiniè- 
rement , quelles sont dans ce mouvement, qui  a rendu identi- 
que le systême primitif avec le systême corrélatif; quelles sont, 
dis-je , celles des quantités énurnér6es qui n'ont ni par O ,  

ni par ; car celles-ci seront restées directes, et l'on saura déji 
que le $igne.de corrélation de chacune d'elles est +. . 

- Or il est aisé de voir par la marche indiquée ci-dessus (94) ,  
que les quantités qui  en vertu de cé mouvement de transforma- - - -  
tion n'ont passé n i  par O ni  par oo , sont ,  AB, AC, BC , AF, 

l ------ 
AG, CG, BG, CF, CD, GD, BÂC ,ABC, ACB, BDC, A%D , 
"'A A '  -- 

ACD , CBD ; il ne reste donc que les quatre quantités BF, BD , - A 
FD , BCD , qui ayant passé par O ,  peuvent être inverses. J'exa- 
mine donc successivement ce qu'est devenue chacune d'elles en 
particulier. , - - 

iO. Dans le systdrne primitif, on a... . . .' BE = AB- AF , - - -  
et datw le systême corrélatif.. . . . . . . . . . . B'F'= R'Ff-A'Bf ; - 
donc B'Ff esi inverse, et son signo de corrélation -. - -- - 

9". Dans le systeme primitif, on- a. . . . B 9  = B G - GD , - - -  
et dans le systême eorrdlatif . . . . . . . . . . ! B'D' = G'DT-BIG' ; - 
donc B'D' est, inverse, et son signe de corrélation -. 

- . -  
3". Dans le systême primitif, on a. . . . F D = C F - C D , - - -  

et dans le système transformé. . . . ' . . . . . Fï>' = C'Dr- C'F' ; 
1 

donc F'D' est inverse, et son signe de corrélation -. 
A A A 

4O.  Dans le systême primitif, on a B C D = AC: B -ACD , 
A A A 

et dans le systême corrélatif. . . . . . B'C'D' = A'C'D'-A'c'Bf ; 
A 

donc B'C'D' est inverse, et son signe de corrélation -. 
Voil.4 donc la corrklation des signes entièrement établie entre 

les systêmes ABC D F G e t  A'B'C' D'F'Gr. substituant donc à 
celui-ci, leltre pour lettre, le systême M'N'P'QfR'S', en les 
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rapprochant d'abord, pour plus de facilité, comme il suit . 
A' B' C' D'F'G' 
MIN' P'Q'R'S 

nous aurons le tableau général de corrélation suivant, entre les 
deux systêmes ABC D FG,  M' N'P'Q'R'S' (fig. zo et, 24) : 

Ce tableau exprime donc les substitutions qu'il faudroit faire 
'dans les formules qui  exprimeroient les propriétés du systême 
'I7rirnitif ABCD FG, pour les rendre applicables au systêrne 
indirectement carrélatif M'N'P'Q'R'S', le premier ayant tous 
ses angles aigus, et le second ayan-t l'angle M'N'P' 'obtus. 

Si l'on adapte à ce systême corrélatif les mêmes lettres qu'au 
systême primitif, on verra,  que pour rendre le? formules de 
celui-ci représentit (fig. 20) , applicabies à I'actre reprépenté 
(fig. a6) ,  il n'y a qu'à changer clans ces formules les signes ---  
des quatre quantités BF , BU, FU , BPL. 

Par les mêmes raisons, pour r-cdre les fornzuIes du d m e  - 
s y s t h e  primitif applicables rru sgstême indirectement corréla- 
tif AB CDFG (fig. 27), où ce sercit l'angle ACB qui se trou- 
veroit obtus, il n'y aurait qn'à cllanger dans les formules Ies --- A 
signes des quatre quantités C G ,  CD, GD, CBD, 

96. On peut donc établir entre les qaatre systêmes rcpré- 
aentés ( fig. m , 2 3  ,26,27), la corrélation suivante dans laquelle 
on a ,  pour' abréger, supprimé les termes qui conservent le 
même signe dans les quatre systêrnes où celui de la (fig. no), 
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pris pour systbme primitif, est supposé avoir ses trois angles 
h 

aigus, le second (fig. 23 bis) a l'angle BAC obtus , le troi- 
A 

sième (Kg. 26) a l'angle ABC obtus, e t  le quatrième (fig. 27), 

l>angle ACB obtus 

Corrélation geitérale des quatre systkmes reprë'ssntks ( fig. ao , 
23, 26, 27). 

- - - - -,,- - > -  

+AF,+AG,+BF,+CG,+BD,$CD,+FD,+GD, - - - -  
-AF,-AG,.+ BF, + CG, + BD, + CD,-FU,-GD, - - -  . c _ -  

-i- AF, + AG,-BF, + CG,-BD, + CD,-FD, $ GD, - - - - - - __. + AF, +AG, + BF,-CG, ç BD,-CD, eD,-GD,  

+ AGD, + AGD, + BCD, + C ~ D  

+GD,-A~D, B G D , ~  CÊD 
+ AGD, + A$D,-B&, + CGD 
+ AGD, + ACD, + BFD, -CÊD 

A u  moyen de ce tableau géidral de cbrr61ation entre les quatre 
systêmes, les formules de l'un quelconque d'entre eux étant 
données, on  verra de suite quelles sont les mutations à faire dans 
les signes pour les appliquer à un autre, puisqu'il n'y aura qu'à 
changer ceux des signes qui ne se trouvent pas les mêmes pour 
les deux systêmes comparés dans le tableau précédent. 

Quelqu'autre triangle qu'on puisse proposer, il sera toujourrr 
facile d'établir sa corrélation directe avec l'un des quatre sys- 
ternes précédens, et par coiîséqueizt de trouver de suite les for- 
mules qui lui seront irnmédiatement applicables, 
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P R O E L Ê M E  IV. 

97. EtahZir Zes corrélations de construction e t  de posiiion qui 
existent entre deux triangles ABCDFGH, M N P Q R S T ,  (fig. 18 
et 2 9 ) ,  dans chacun desquels sont abaissées des perpendicu- 
laires de cAacun des angles sur le cdte' opposé. 

Je prends pour terme de mrnparaison la figure ABCDFGH, 
Jans luqiielle je suppose que le triangle ABC a ses trois 
angles aigas. J'éçris de suite les points qui déterrriiqent cette 
figure dans un ordre quelconque; mais autarit que possible, 
dans l'ordre de la construction la plus naturelle et 'la pliis facile; 
&est-à-dire, d'abord les trois somniets A, B, C, puisle point D, 
où se croisent les trois perpendiculaires (1); et  enfiri, les trois --- 

*points F,  G, H , des côtés Al3 AC BC, sur  lesquels tombènt 
les perpendiculaires menées des angles opposés. 

Au-dessous de ces premières lettres prises pour désigner la 
figure primitive, j'écris les lettres correspondantes de la figure 
corrélative, en commençant ii volonté par M, N ou P;  par 
exemple, par M ,  pour correspondre à A ; continuant par Fi 
ou Y à volonté ; par N , par exemple, pour correspondre à B : 
ensuite je pose P,  puis Q, puis R , puis S, puis T. Voici com- 
ment je prouve que ces lettres, P, Q, R ,  S, T dûivent etre 
posées ainsi. 

mP est par hypothèse la figure proposée corrélative à PIC; 
donc Rf ayant été prise pour correspondre à A ,  N à B; il faut 
que P corresponde à C. . 

Ensuite D étant dans la âgure prin?itive'le point OU se croi- 
sent les trois perpendiculaires , et Q , celui ou les perpendicu- 
laires se croisent dans la  figure c~rrélat ive;  il faut que Q cor- 
responde à D. - -- 

cela posé , - nous avons F +AB ' CD ; donc le point qoi doit 

(1) On prouvera ( i 29 ) > qu'en effet les trois perpendisalaires se croisent 
toujours en an même point. 
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correspondre à F, est celui où se coupent les lignes.correspon- - -  
dantes à AB, CD;clest-&dire, puisque M, N,  P, Q correspon- 
dent à A, B , C, D, respectivement comme on vient de Ic voir, -. -- 
MN PQ ; o r  ce point est R ;  donc R correspond à F: D e  même, 

-.- 
puisque G+AC BD, le point correspondant àG seA%Ï?'N(Ns, 

- .- 
et pareillement, puisque ,H+AD BC , le  point correspondant -- 
à H sera MQ'NP +T. Donc déjir la corrélatioii de construc- 

. tion est comme il suit : 
/ 

le=syst  .......,..... A B C D F G H '  
2e syst ............. M N P Q R S T  

La corrélation de construction painsi établie, celle .des va- 
leuis absolues sui t sans difficulté, puisque les parties corrdla- 
tives des deux figures sont évidemment déterminées par les 
points correspondans : i l  reste donc à établir la corrélation de 
position ou celle des signes. ' 

Or dans le systême primitif, les trois angles sont supposé8 
nioiiidres chacun que l'angle droit ; .ainsi je n'examinerai pas 
le  cas OU la même chose auroit lieu dans le  triangle corrélatif 
MNP , puisqu'alors la corrélation est évidemment directe, et 

. . 
qu'aihsi l'opération d a  aucune difficul té ; mais il peut- arriver 
quc I'ur quelconque des angles soit ihtiis. c'est pourqLbi j'e& 

A A' 
minerai seulement le  cas OU l'un des trois angles NkLP , MNP, 

M ~ N  seroit obtus. 
A 

J e  suppose donc, par exemple, que l'angle NMP soit obtus. 
Pour  faciliter mon opération, je trace une nouvelle figure 
(fig. 30) pareille à la figure corrdlative proposée, et je lui adapte 
les lettres de la figure primitive, accentuées pour  1c.s dislin-- 
guer, quoique sous mêmes dénominations; ou bien , c e  qui est 
encore plus commode, on peut écrire ces mêmes lettirs dans la 

. figure corrélaiive elle-niéme, en les accolant à leurs covrrspon- 
dantes ; c'est-à- dire, A' côté de M , B' à côté de N, &c. C 
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s'agit donc maintenant d'établir la corrélation de position entre 
les deux systêrnes suivans r . 

lersyst ...........,. A B  c D F  G H 
a" syst.. .. .:. ...... A'B'C'D'F'G'H'. 

Pour cela ', je fais d'abord l'éiiumération des quantités que je 
veux faire entrer dans le tableau de corrélation. Bornons-nous 

- - - - 7  

aux suivantes : AB, AC, BC, AD, BD, CD,  AH,  BH,  CH 9 

Cela fait, j'irnagine dans le systême primitif un mouvement 
graduel, en vertu duquel ce systême se iransforme dans le sys- 
tême corrGlatif. Par  exemple, j'imagine qii'il y ait .échange de 
positions entre A et D, au moyen d'un mouvement de A vers H, 
ou de D en sens contraire. Après ce changement, il ri'y a plus 
qu'à supposer une mutation opérés par degr& insensibles dam 
les valeurs absolues, pour que la figure primitive coïncide en- 
tièrement avec la figure carrélative , ce qui rie change plus rien 
à. la corrélatipn deg sign*, 

Je suppose donc, qu'en effet ce changement soit opéré de 
manière qu'il y ait superposition entre les deux syst&mes, et 
j'examine premièrement, quelles sont dans ce moment celles 
des quantités ci-dessus Qrmrdrées, qui  dofit passi n i  par O ni 
par oo ; car celles-là sont restées directes, et  170ii saura déjh que 
le signe de corrélation de chacune celles est +. 

Or il est facile de voir ,  d'après le mouvement de transforma- 
tion supposé, que ces quantités qui  n'ont passé ni par O ni par oo 

A 
A ~ C ,  BDC. Il ne rkste'donc plus que les sept quantités a, ---- A .  A 

&F, RF, AG, DG, A RD - A - ixi ayant passé par O ,  puissea t 
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'4 etre inverses. J'examine donc successivement ce que devient 
chacune d'elles en particulier. - - - 

iO. Dans le systême primitif, on a .  . . . A D = A H -D H , - -  
et dans le systême transformé. :. . . . . . . . A'I)'= D'HI-A'H'; - 
donc A'D' est inverse, et son signe de corrélation -. - 

2 O .  Daus le systême primitif, on a . , . . . A F = A B  - B F ,  - - -  
et dans le systême transformé . . . . . . . . . . ; A'F1= l3'F'- A'B'; - 
donc A'F' est inverse, et son signe de corrélation -. - - -  

3". Dans le syst$me primitif, on a.  . . . D F = C F - L) C , -- - - 
et dans le systêrne transformé. . . . . . . . . . . D'Ff= I1'Cr- C'P'; 
donc D'Fr est inverse, et soc signe de corrélation -. - - -  

4". Dans le systême primitif, on a. . .. . A G = A C - G C, - - -  
et dans le systêrne transforme . . . . . . . . . . A'G'= GrCr- A'C'; 

donc A'G' est inverse, et son signe de corrélation -. - - -  
5". Dans le systême primilif, on a .  . . . D G = B G - B D , - - -  

et dans le systême transformé . . . . . . . . . . D'G';= B'D' - J-~:G'; 
Som D'Gr est inverse, et son signe de corrélation -. 

A A A 
6". Dans le systême primitif, on a A B D = A B C - C B D , 

A A A 
et  dans le systême transformé. . ,. . . A'B'Dr= C'B1D'- A'B',Cf; 

A 
donc A'B'D' est ioverse, et son signe de corrélation -. 

A A 
7'. Dans le systêrne primitif., on a A C D = A C B -B CD, 

A A 
et dans le syst&me transformé . . . . . A'C'Dr= B'~'D'-A'c'B'; 
donc A'C'D' est inverse, et son signe de corrélation -. 

Voila donc la corrélation des signes entihrement étabIie entre 
les systêmes ABCDFGH , et A'B'C'D'F'G'H'. Substituant donc 
à celui'ci lettre pour lettre le systême proposé MNPQRST, 
$ d e s  rappr~chant  d'abord pour plusgrandefücilitS comme il suit; 
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Nous aurons le tableau génkral de corrélation suivant entre 

les deux systêmes ABCDFGH, MNPQRST : 

{ 
- - - . - -  

rmsyst ... ; + A B ,  +AC, +BC,-+AD, + BI), +CU, +AH, 
C _ - -  - 

2C ayst.. . . +MN,  SMP, +NP, -MQ, 4- NQ7 +PQ, +MT, - - -  
1 

I -  

+BH, +CH, +DH, f z, +BF,  +CF, +Dl?, +AG, +=, 
- C - - i - -  

+NT, +PT, + QT, -MR, + NR, + PR, -QK, -MS, + NS 

{ 
7 

+ C G , + D G , + B Â C , +  BÂD, +cÂD,+ABc,+ AGD, 
+ET,-Qs, CN&, +NMQ, +PGQ, +MNP,-MRQ, 
~ c Ê D ,  + A ~ B ,  + A ~ D , + B ~ D ,  + A $ B , + A ~ C , + B ~ G  

+PNQ,-+MPN, -MPQ, +N$Q, -FM&, +MQP, +NQP 

Ce tableau exprime donc 'es substitutions qu'il faudra faire 
dans les formules du systême primitif ABC D F G H  , où l'on 
suppose les trois angles moindres chacun que le quart de cir- 
confhrence , pour rendre ces formules applicables au systêrne 
corrélatif M-hTPQRST , dans lequel des trois angles du triangle 

A A 
MNP correspondant à ABC, celui NMP qui correspond à BAC 
est supposé obtus. 

98. Si l'on adapte ausystême corrélatif les mêmes lettres 
qu'au systême primitif (fig. 31) , on verra que pour rendre les 
formules de celui-ci applicables à l'autre, il n'y ii qu'à changer ---- 
dans ces formules les signes des sept quantités AD, AF, DF, AG, - 
DG, AGD , ACD. 

n 
Par les mêmes raisons , si c'étoit l'angle ABC qui devînt 

obtus (fig: 32), les quantités dont il faudroit changer le signe 
dans les formules du systême primitif, pour les rendre appli- - 
cables au nouveau systême, seroient les sent suivailtes, BD, ---- 
BH , DH , BF, DF, BCD, BÂD. 

Enfin, si c'&oit l'angle A ~ B  qui devint obtus (fig. 33) , les 
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quantités dont il faudroit, changer le signe dans les formules du 
systême primitif pour les rendre applicables au nouveau .sys- ----- 
tême , seroient les sept suivantes, CD, CG, DG, CH, DH , 
c h ,  CÊD. 

On peut donc établir entre'les quatre systêmes représentés 
(fig. a8, 31 , s a ,  33) , la corrélatioii suivante , dans laquelle 
on a ,  pour abréger, supprimé les termes qui conservent le  
même signe clans les quatre systêmes, où celui de la (fig. 28) 
pris pour systême primitif, est supposé avoir ses trois angles 

A 
aigus ; le second (fig. 31) a l'angle BAC obtus, le troisième (fig. 32) 

A 
a l'angle ABC obtus, et le quatrième (fig. 33) a l'angle A% 
obtus. a 

Coprélatian génkrale des quatre systémes représentés ( fig. 2% , 
31, 3 2 ,  33). 

- - - .--- se syst;. .......... .] + AD, -BD, +CD,-BH, +CH;-DH,- 

- - - -  _I ( + AF, + BF7+ DF, + AG, +,CF + DG, + BÂD, + CÂD 3 

- - - - -  A A (+ AF, + BF, + DF,+ AG,-CG,- DG,.+ BAD,-CAD, 

+ &D, +&D, + A ~ D ,  +BCD 
+ CGD, - A ~ D ,  + B ~ D  

4- A ~ D , . + c ~ D ,  + A ~ D ,  - B ~ D  

+ AED, -cBD, +A?D, + B ~ D  

Au moyen de ce tableau général de corrélation entre les 
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quatre systdmes , les formules de l'un quelconque d'entre eux 
étant donndes, on verra de suite quelles sont les mutations 
à faire dans les signes pour les appliquer à un autre , puisqu'il 
n'y aura qu'A changer cenx des signes qui  ne se trouvent pas 
les mêmes poyr les deux systèmes compares dans le tableau 
prCc6den t. 

Quelqu'autre triangle qu'on puisse proposer, il sera toujours 
facile d'établir sa corrélation directe avec l'un des quatre sys- 
têmes précédens , et par conséquent de. trouver les formules 
q u i  lui seront immédiatement applicables. 

P R O B L Ê M E  Y. 

9 9. Quatre points quelconques A , B, C , D , dtanl p~ac& 
sur un mdrnepZan ( fig. 3 4 ) ,  etjoints deux à deux par des droites 
prolongées.jusqu'à Zeurs rencontres respectives ; établir les cor- 
r&Zations de construction e t  de position qui existent entre toutes 
Zes3gureg qui résuhent de l'assemblage de ces six lignes droites, 
suivant les diverses' positions pue peuvent prendre les quatre 
points A,  B , C,  D. 

II est aisé de voir qu'on peut rkduire à trois les figures propo- 
sées; car les points ABCD peuvent être disposés, 1". de ma- ----  
nihre que les quatre droites'consécutives AB,  BD , D C ,  CA 
forment nn quadrilatère à quatre angles saillails (fig. 34) ,  et 
contenant entre elles un  espace continu; a". de maniére qu'il y 
ait un angle rentrant (fig. 36) ; 3". de manière que les quatre ----  
droites AB, BD , DG, CA, forment deux triangles ABG , CDG , 
opposés au sommet (fig. 38). Mais on peut toujours donner 8 'ces 
figures le nom de quadrilatères, parce qu'elles sont toutes .for- 
mees par l'assemblage de quatre droites, et qu'on peut passer de 
l'une a l'antre par le mouvement continu des quatre sommets 
A ,  B, C, D. 

Cela posé, je prends l'un de ces trois quadrila- 
tères; par exemple, celui de la (fig. 94) pour terme de compa- 
taison, e t  i'établis snccessivement sa corrélation avec chacun 
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des deux autres. Commençons par le qundrilatére à angle ren- 
trant (fig. 36). J'accentue (fig. 95) les lettres de ce systême cor- 
rélatif, pour les distinguer de celles du systême primitif 
ABCDFGH. 

D'après ce q u i  a été dit dans les exemples précédens , il est 
aisé de voir que les mêmes lettres sont placées dans les deux 
figures aux points correspondans ; car, par exemple, on a dans 

-- 
le premier systême F+AB'cD, et pareillement on a dans le -- -.- - .- 
second F'+A'B"c'D'; de même G+AC BD, et G1+A C' R'Df,&c. 
Nous avons donc déjà la corrélation de construction comme il 
suit : 

xersyst ............ A B C D F G H  
o" syst.. ........... AfB'Cf D'F'G'H'. 

La corrélation de construction ainsi établie, celle des valeurs 
absolues suit sans difficulté, puisque les parties corrélatives des 
deux fignres'sont évidemment déterminées par les points cor- 
respondâns. 11 reste donc à établir la corrélation de position ou 

- 

celle des signes. 
Pour  cela, je fais d'abord 1'Cnumdration des quantités que je 

veux faire entrer dans le tableau de corrélation. Bornons-nous ---------  
aux suivantes: AB, AC, AI), BC, BD, CD, AF,  BF, AG, 

Cela fait, j'irnagine.dans l e - sy s the  pritnitif un mouvement 
graduel eu vertu duquel ce systême se transforme dans le sys- 
tême corrélatif. Par exemple, j'imagine que le point D se meuve 
vers A j usqu'à ce qu'il ait passé le point H , les points A ,  B , C , 
restant fixes. I l  est clair que&; et  G se mouireront en même - -  
temps vers A sur  les droites respectives F A ,  GA, qu'ils coïnci- 
deront avec B, C, au moment où D se trouvera sur  BC, ei ' 
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qu'enfin ils viendront se 'placer respectivement entre A,  B , et 
A ,  C ;  aprks cela, il n'y a plus qu'A supposer une mutation gr&- 
duelle dans les valeurs absolues, pour que la figure primitive 
coïncide entièrement avec la figure corrélative; ce qui ne change 

! . .  . 
plus rien à l a  corrélation des signes: 

J e  suppose donc , e n  effet, ce changement opérd de manière 
qu'il y ait superposit~on entre les deux systêmes, et j'examiue 
premièrement, quelles sont dans ce mouvement celles. des 
quantités ci-dessus énumérdes , qui n'ont passé ni par O ni 
par oo; car celles-là seront restées directes, et l'on saura déjl 
que le signe de corrélation de chacune d'elles est +. 

O r  en suivant la marche ,indiquée dans les exemples précé- 
.ni' , 

der~s,  i l  sera facile de vozr que les quaniitbs qui n'ont passé ni 

par O ni  par cc, au moment de la &ïncidencé de D sufBC sont : - ----------- 
AB, AC, AD, BC, BD, CD, AF,  AG, AH, BH, CH, BG, 

k, CF, DF, BÂC, BAD, CÂD, A ~ C ,  A%D, CÊF, DBF, 
A ~ B ,  A ~ D ,  B ~ G ,  D ~ G ,  B&, CÊA, B ~ C ,  ACF, AGG, 
F ~ G  , A ~ B ,  ARC, AFD, A ~ D .  Il ne reste donc que les Apt 

--- A 
quantités BF , CG, DH , C$D , B ~ D  , BEI?, CDG qui aynnt 
passé par O, puissent être inverses dans le nouveau systême. 
J'examine'donc ce que devient chacune en particulier, 

- - -  
iO.Danslesystêmeprimitif, ona . . . .  B F = A F -  A B ,  - - -  

et dans le systême transformé . . . . . . . : . . B'F1= A'E- A'F' ; - 
Lon -. donc B'F' est inverse, et son signe de corrél t' - - -  

,oO. Dans le systême primitif, on a . . . . C G =A G- AC , - - -  
et dans le systêrne transformé . . . . . . . . . . CG'= AIC'-A'G' ; - 
donc C'G' est inverse, et son signe de corrélation -. - - -  

P O  3 . Dans le systênie primitif ,pn a. . . . - D H = A D -A H , - --  
et dans le systême transformé . . . . . . . . . DIH'= A'Hf- A'D'; - 
donc D'H' est inverse. et son signe de corrélation -. 
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A A n 

4". Dans le systême primitif, on a C B D =A B D -A B C , 
A A 

et dans l e  systême transformé. . . . . C'BID'= A'B'c'-A'hY 
A 

donc C'B'D' est inverse, et son signe de corrélation'-. 
A A A 

5 " . ~ a n s l e s ~ s t & m e ~ r i m i t i f , o n  a B C B = A C D - A C B ,  
rAr 1 et dans le systêrne traxisformd. . . . . . B'&D'=A C B -A'~'D' 

A 
donc B'C'D' est inverse, et son signe de corrélation -.* 

A A A 
6". Dans le systême primitif, on a B 1) F = A D  F - A .D B , 

A A A 
e t  dans le systême transformé. . . . . . B'D1F'= A'D'Bf- A'D'F; 

7 1  
"1 f donc B'D F est inverse, et son signe de corrélation-. 

A f i  A .  
70. Dans le systênie primitif, on a ü D G = A D G -A D c , 

, A  A A 
et dans le systême transformé.. . . . . C'D'G1= AfD'C'-A'D'G'; 

A 
donc C'D'G' est inverse, et son signe de corrélation -. - 

Voilà donc la corrélation des signes entièrement établie entre 
les deux systêmes ABCDFGH (f ig .  8 4 )  et AB'C'D'F'GrH' 
(fig: 35); ainsi l'on aura sans difficulté le tableau général de cor- 
rélation cherché. 

100, Si l'on adapte les mêmes lettres aux deux systêmes , 
oii qu'on suppritne les accens du second, o'n verra, que polir 
rendre les formules du systême primitif (6g. 34) applicables au 
systême corrélatif (fig. 36), il n'y a qu'à changer dans ces for- --- A 

mules les signes des sept quantités BF, CG., DH, CBD , B ~ D ,  

B ~ F ,  C ~ G .  

1 O 1, J'ai maintenant examiner le cas où les quatre côté! ---- 
consicu tifs du quadrilatère AB, BD , BC, CA,  (fig. 38) for. 
ment deux triangles opposés au sommet. 

Je procède comme ci-dessus, jusqu'apr6s l'6num6ration des 
quantités qui doivent entrer dans le tableau de corrélation. Cela 
fait, j'imagine dans 1; sys tême primitif, un mouvement graduèl 
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en vertu duquel ce systêma se transforme dans le syst&rne cor- 
rélatif (fig. 37). Par  exemple, j'ihiagine qu'il y a Bchange de po- 
sition entre C et D par un mouvement continu de C vers F jus- 
qu'au-delh du point D, les points A ,. B, D, F, restant fixes, 
Après cela, il n'y a plus qu'h supposer une mutation graduelle 
dans les valeurs absolues, pour que la figure primitive coincide 
entièrement avec la figure corrélative ; ce qui ne change plus 
rien A la carrélation des signes. 

Je suppose donc en effet ce changement opérd de manière qu'il 
y ait superpositian entre les deus systêrnes, et j 'e~aniine dans 
ce mouGement quelles sont celles des quantités ci-dessus Bnu- 
rndrées qui ont pas96 par O, ou par eo ; car ce sant, les seules qui 
puissent être inverses. Et 1'011 squra déjà que le signe de corréla- 
tion de cbacune des autres est +, 

Or en suivant la marche indiqude dans les exemples préci- 
dens, il sera facile de voir que les seules quantités q u i  ayan t 
passé paro ont pu devenir inverses sont lessept suivantes : C D ,  - Y - -  

C G ,  na,  CH, DG, C Â D ,  c h .  J'examine donc cc âe- 
vient e u  particulier cbacune d'eues, 

rCC - 7 

iO, Dans le sysiéme primitif, on a, . .  , , C I) = C F - F D,  ---  
et  dans le systême t r sns f~rmé , . . , . , , , . . ÇW== FrDf- CID( ; 

bPq . donc ÇII$ est inverse, et sqn signe de carrélation -, - -  
a'. Rans le systême primitif, on a . , . , . C G  = A  G -A C, ---  

et dans le syst%n7e transformG., . , . . , . . , , CG'= A'G' ; 
. . .  

donc est inverse, et son signe de cqrrélation -. ' - - .  
39 Dans le système primitif, on a . . . , D B ==. A D - A-, 

- - -  
e t  dans le systême transformé ,. . . . . . . . . D'IJf= A ' H I  XD' ; - 
donc D'Hf est inverse, et son signe de carrdlation -, - - _ .  4 O .  Dans le systéme primitif, s n  a, . . , + H 7 B C -.IB H, 

- 7  et dpns le systéme transformé , , . . . . . . . , . C'HI= B'Ht-v~l; 
-- 

done C'Hf est inverse, et son signe de corr6lation -, 
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5 O .  Dans le aystême primitif, on a .' . . . . D G = B G - B D , --- 

et dans le systême transformé . . . . . . . . . D'Gr= B'D1-B' G'; - 
donc D'G' est inverse, et son signe de corrélation -. 

A A 'A  
6'. Dans le systême primitif, on a C A D = B A C -BA D , 

A A . n 
et dans le systême transforme. . . . . . C'ArD'= B'A'Df-B'A'C'j 

A 
donc C'A'Dr est inverse, et son signe de corrélation -. 

A A n 
7 O .  Dans le systême priiiiitif, on a C B il = A B D-A B C , 

A A A 
et dans le systême transformé.. . . . . CfB.'.D'= A'B'C-A'B'D'; 

A 
done C'B'D' est inverse, et son signe de corrélation -. 

Voilà donc la corrélation des signes entiérement établie, entre 
les deux systêmes ABCDFGH (fig. 34)  et A'B'C'D'F'G'H' 
(fig. 37), ainsi l'on aura sans difficulté le tableau général de cor- 
rélation. cherché. 

102. Si l'on adapte les m6mes lettres aux deux systê~ies 
(fig. 34 et 38), ou qu'on supprime les accens du second; on 
verra q u e  pour rendre les formules du  systême primitif (fig. 34) 
applicables au systême corrélatif (fig. 38), il n'y a qu'à changer --- 
dans ces formules les +ni: des sept quantités CD, CG, D H, 
CH, DG, CÂD, C%D. 

On peut donc établir entre les trois systêmes représentés 
(fig. 34, 96, 38) la corrélation suivante, dans laquelle on a,  
pour abréger, suppriind les termes qui conservent le même 
signe dans les.trois systêmes. 

Corrélafion géndrak des trois systdmes représentés (fig. 34,36,38). 
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Au moyen de ce tableau géndral de corrélation entre les trois 
syst&ines ; les formulès de l'un quelconque Xentre eux , étant 
données, on verra de suite quellessont les mutations à faire 
dans les signes pour les appliquer à u n  autre, puisqu'il n'y aura 
qu'à changer ceux des signes qui ne se trouvent pas les m&mes 
pour les deux systêrnes comparés dans le tableau précédent. 

Quelqu'autre qiladrilatère qu'on puisse proposer, il sera tou- 
jours facile d'établir sa corrélation directe avec l'un des trois 
systêmes précédens, et par consequent , de trouver de suite les 
formules qui lui sont immédiatement applicables. 

103. Nous avons ùonnd l a  dénorninqtion commune de 
quadrilatères aux trois Ggures (fig, 3 4 , 3 6 , 3 8 )  forniées chacune ---- 
par l'assemblage des quatre memes droites AB, BD , DC, C A ; 
parce qu'en effet ce sont trois figures corrdlatives résultantes du 
mouvement graduel des quatre points A, B, C, D, et qui ont  
essentiellement les mêmes propriétds , piiisqu'ainsi qu'on le 
vient de voir lorsque celles de l'un quel~onque des trois sont  
exprimées par des formules, il suffit d'y changer Ie signe de 
quelgues+mes des quantités qui y enlrent, pour les rendre 
applicables à chacune dès de& autres. J'appellerai quadrilatère 
complet la réunion de ces trois quadrilatères simples, c'est-à- 

--A- 

dire ?'assemblage des quatre droites AB,  BD, RC, CA prdoq- 
gées jusqu'à leurs rencontres respectives. 

En supposant donc quatre points quelco,nquesA, B, C, D,et les 
prenant dans quel ordre on voudra, par exemple, A ,  B, D , C , 
si l'on joint le premier point A au second B , le second B au troi- 
sième D , le troisième D au quatrième Ç , le quatrième C au pre- 
rnierd; ABD C sera un  quadrilatère simple, et la réunion des 
trois quadrilatères simples ABDC, . .  A F D G ,  BFCG, formés par ---- 
19ass&blage des qua& droites AB, BD , D C , CA, prolongées 
jusqu'à leurs rencontre8 respectives, sera le quadrilatère com- 
plet. 

Chacun des qundrilathres simples a deux diagonales. Joignant 
le premier point 'avec le troisiéme, et le second avec le qua, 
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-- - . 

triéme, elles sopt A D ,  BC, pour le premier ABDC ; A D ,  FG, -- 
pour le second AFDG; et BC, FG,  pour lc troisieme BFCG ; 
mais chacinne de ces diagonales étant commune à deux de ces 
trois quadrilatéres, il en résulte en tout trois diagonales diffé- 
rentes pour le quadrilatère complet. 

On peut appliquer les mêmes idées aux polygones d'un plus 
grand nombre de côtés. Par exerriple , si l'on a cinq points, et 
qu'on les prenne dans u n  ordre quelconque, on aura un pentw 
gone en joignant le premier au second , le second au troisième i 
le  troisième au quatrième, le  quatrième au cinqiaièine, et lo 
cinquième RU premier, et comme le changement d'ordre qui. 
peut avoir lieu entre ces cinq points est 4.3 ou l a ,  il suit que 
cinq lignes droites quelconques tracées dans un plan, forment 
douze pentagones différens , dont la réunion peut s'appeler Pen-. 
tagone complet; et en général, si l'on nomme n le nombre des 

- - .  

n-1.n-2...r 
, lignes tracées, il rdsultera de leur assemblage - 

2 

polygones d'un nombre n de côtés chacun, et dont la réunion 
formera le polygone complet de l'ordre n 04 du nombre n -de 
c6tds. 

1 04. Ou voit par les exemples donnés ci-dessus, commeri t 
on peut établir la corrélation de deux figures, àpriori , c'est-à- 
dire, avant de corinoitre les formules du  systême primitif; car 
nous ne connoissons pas les propriétés des figures dont nous 
avons établi la corrélation , ou du moins noua n'avons f i i  t 
aucun usage de ces propriétds pour établir cette corrélation ; et 
cette même corrélation nous indique d'avhce les changemens 
de signe qu'il sera dans chaque cas nécessaire.de faire Bprouver 
aux forrnales du systêrne primitif, pour les rendre applicables 
au sytêrne transformé. 
Mais la difficulté d'établir àpriori la corrélation de position, 

augmente d'autant plus, que les figures deviennent plus com- 
pliquées; et la manière la plus simple d'obtenirles forniules pro- 
pres i chaque transformation particulikre, est souvent de re- 
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commencer en entier la série des raisonnemens qui ont et6 faits 
sur 1,e systême primitif, en les modifiant suivant que l'exigent 
les nuances qui caractérisent les deux systêmes. Mais pour saisir 
ces nuances, il est toujours très-avantageux d'établir d'abord l a  
corrélation de construction ; opération communément assez . 

facile ; car o n  a pu remarquer dans les exemples ci-dessus, que  
la principale difficulté consiste dans la rebherche des chan- 
gemens de signe, ou coriélation de position. La corrélation de 
construction qui détermine les valeurs absolues, est d'un grand 
secours pour diriger dans l'application des raisonnemens établjs 
d'abord sur le. systême primitif, lorsqu'on veut passer' aux 
divers systêmes corrélatifs, sur-tout si l'on a soin, comme nous 
l'avons fait ci-dessus , d'appliquer les mêmes lettres différem- 
ment accentuées aux points qui se correspondent par cette cor- 
, d a t i o n  de construction. Ce mécanisme n'est point indifférent : 
l'analyse en ghé ra l  n'étant elle-même, à proprement parler, 
qu'un mecanisme ingénieux adapté à la partie de la dialectique 
qui  a pour objet la comparaison des grandeurs. 

C'est sur- tout lorsque la corrélation devient imaginaire ou  
complexe, qu'il devient presque toujours très-difficile d'dtablir 
à priori la corrélation de position od des signes, et qu'on est 
obligé de se borner à établir la corrélation de construction, en 
tirant ensuite de l'analogie indiquée par cette corrélation, les 
moyens de découvrir les modifications qui  distinguent les sys- 
témes comparés. 

Soient pris pour exemple, le cercle et l'hyperbole équilatère 
entre lesquels il existe, comme on sait, un rapport très-intime , 
et qui  sunt en effet,deux systêmes en corrélation complexe. 

i 05. Soient donc BDCFM un cercle et BMSi'Cm n (fig. 391, 
une hyperbole équilatère construits sur les mêmes axes on dia- 
mètres. Puisque l'équation du cercle est yy = au-xx en comp- 
tant les abscisses du centre et nommant a le rayon, x l'abscisse., 
y l'appliqucie; et celle de l'hyperbole y 'yf=s'x'- aa. Il est clair 
qu'en effet - la corrélation n'est simple qu'entre.les fonctions au, 
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Z X ,  y y  d'une part, et au ,, s'x' ,  y'y' de l'autre; rnais qil?entre les 
quantités simples elles-mêmes a, x ,  y ,  d'une part, et a, x', y' 
de l'autre, elle est seulement imaginaire ou complexe, et qu'elle 
peut s'exprimer ainsi : . - 

ler syst* ....m....... Q, x ,  Y* - 
5~ syst.. ........... a ,  s', y r ( / - i .  

SoientAlecentre commundes deux courbes,= le diamètre au - 
premier are ,  M un quelconque de la circonférence, M P  
l'appliquée de ce point, AT l'abscisse correspondante. 

Par  les points B, C, menons au point M des droites, et prolon. - 
geons CM jusqu'à ce qu'elle rencontre l'hyperbole en M'. De ce - 
point M' menons l'appliquée M'Pr, et des points B, C , les droites - -- 
BM', CM'. Menons enfin du centre A les droites AM, AM'. 

Cela posé, en prenant M, M' pour points correspondans dans 
les deux syçtêmes , il est clair que nous aurons la corrélation de 
construction suivante : 

iersyst.. ........... A B C M P 
a" syst.. ........... A B C M'Pi; 

d'où l'on tire de suite la corrélation de construction comme il 
suit : 

- - - - -  .. 9" syst.. AB, AM', BM', CM', AP', BP', CP', C~M' ,  B ~ M ' ,  &c. 
- - - 

Le cercle ayant pour équation NP' = ABa- AP3 et l'hy- - 7 7 

perbole M'Y1' = Al?" -AB2 ; voyons d'après la corrélation de 
construction de ces deiix figures, jusqu'à quel point les pro- 
priétés de l'une sont applicables à l'autre. 

Je décompose le second membre de chacune de ces équations 
en ses deux facteurs : ce qui  donne , 

- - -i- . pour la première, M Pa = (IiB+B ) (AB -AP) - --  - -  
e t  pour la seconde, M'Po = (AB-I-AP') ( APr- AB) ; - - 

d'oh je vois que ta quantité =-AB ou BP' est deveriuo 
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inverse à. l'égard de sa correspondante D - AP , tandis que -- - 
A B  SAP' ou ÇP' correspondante de AB +TP ou C P  , reste 
directe. 

7 - -  - C _  - 
Puisqu'on a AB +AP = C P . , ~ ~ A P ' =  CP', AB-AP=BP, - 

A P ' - ~  = BP' , les equations comparatives ci-dessus devien- --- -.- 
dront ma =BPI CP, M'Pu = BP'.CP1; ce qui donne ces deux - -  
proportions correspondantes : MI? :; MP : BP ; et. . . . . ... 6 -.- - - 
-CPf : RI'P' ; : M'P' : BPI , et pai) conséquent cette propriété com- 
mune, que dans chacune des courbes comparées; l'appliquée 
est moyenne. proportionnèlle entre les distances du point ou 
elle coupe l'axe à ses deux extrémités. 

Les triangle; semblables CMP , C h P f  donnent : . . . . . . . . . . -- -- 
CI) :MP :: CP' : M'P'. En comparant cette proportion avec l'une -- -- 
quelconque des deux prdcédenies, on aura MP : BP : : CP' : M'P'. 
Donc les deux triangles correspondans BMP , BM'P', ont leurs 
côtés. ~djacens à l'angle droit proportionnels j donc ces deux 
triangles sont semblables : ce q u i  est, une nouvelle analogie 
entre les deux courbes. 

A h 
11 suit de cette similitude, que M'BP' = MBP ; c'est-à-dire, - -  

que les droites corrélatives MB , M'B font le même angle avec - 
l'axe BC , mais dans des sens oppos6s. 

A 
Dans le cercle, l'angle BR1 C formC par k s  droites mendes du 

point &!i aux deux sommets de la courbe est égal à la somme des 
A A 

deux autres MBC , MCB. Voyons ce qui a lieu pour l'angle cor-. 
h A 

respondant BM'C de l'autre courbe. Or l'angle MIBP' extérieur 
au triangle M'BC, est égal à la somme des deux autres angles du 

A . A  A 
même triangle; donc BM'C = MiBP'- M'CP', c'est-à-dire, 
que dans l'hyperbole équilatère l h g l e  formé par les deux 
droites nienées d'un point quelconque aux  deux soinmeis , est 
toujours la différence des ailgles que forme chacune de ces 
deuxlignes avec i'axej tandis que dans le cercle c'est la somme. ' 
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Cette propri8té de la courbe hyperbolique nous donne, en 
A A 

nommant .a l'angle droit, M'B C - M'CB = m ; et par la même 
raison, si nous prenions sur cette courbe un nouveau point N',. 

A A 
nous aurions aussi N'BC -NfCB = w ,  ôtant de, cette dernière 

A A 
équatioii la première , et transposant, on a N'B C - M'B C = 
N ' ~ B  - M'C~B ou N$M' = N'E M'; c'est-à- dire, que dans l'hy- 
~ e r b o l e  équilatére, ainsi que dans le cercle, les angles qui  
ayant leurs sommets respectifs aux extrémités de l'axe, sont 
appuyés sur un même arc, sont égaux entre eux. 

Si cles points correspondans M, M', onLabaisse les pei-pendicu- -- - 
laires Mp , M'p', sur le second axe DF; il est clair que les deux 

trapèzes ABMp , p'MIBA, seront semblables et donneront rp : - -- - - -  
BA :: BA : M'p' ou AP : BA :: BA : Al"; c'est-à-dire, que le demi- 
axe commun B A  est moyenne proportionnelle entre les deux 

-7  

abscisses correspondan tes A P  , AP'. 
Enfin la propriété qu'ale cercle d'avoir tous ses rayons &aux, 

trouve aussi dans l'hyperbole équilatère une propriété, qui 
quoique différente, lui correspond évideinmcnt. En effet, puis- 
que les trapèzes ABMp ,p'MfBA sont semblables, si l'on tire les -- 
diagonales AM, Bp', on voit que dans le prerhier trapèze, la dia- - 
gonile AM et 16 côt6 étant égaux, la diagonaleV de l'autre, - 
et son côté M p l  doivent aussi être égaux entre eux ; c'est-à-dire, 
que dans l'hyperbole équilatère, tout point du second axe est 
également é1oigné.d~ sommet de la courbe, et du point de cette 
même courbe qui  correspond perpendicslairement au premier. 
Ce qui  donne, comme on voit, uri moyen très-simple de coiis- 
truire par points l'hyperbole &quilathe. 

J e  n'ai fait ici qu'ébaucher un rapprochement qui pourroit 
être poussé beaucoup plos loin; mais mon objet étoit seulement 
de montrer, par un exemple, comment la seule corrélation- de 
construction entre deux systêmes ,peut faciliter la retiherche des 
propriétés analogues des systèmcs corrélatifs, lors même que la 
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corrélation est seulement imaginaire ou complexe. Je reviens à 
ceux dont la corrélation est simple, soit directe, soit indirecte, 
afin d'appliquer encore à quelques nouveaux exemples les prin- 
cipes exposés ci-devant. 

i 06. Une des applications les plus propres a fure  sentir le 
jeu des quantités corrélatives en géométrie, est celle qui a lieu 

L 
parmi les quantités linéo-angulaires , c'est-à-dire, les sinus, cosi- 
nus, tangentes, &c. Ces quantités ne sont n i  des lignes, n i  des 
angles, mais des nombres abstraits qui servent d'intermédiaires, 
pour établir la relation de ces quantités hétérogènes; car le sinus 
d'un arc n'est pas précisément la perpendiculaire abaissée d'une 
des extrémitds de cet arc sur le rayon qui passe par son autre 
extrémité; mais le rapport de cette perpeildiculaire au rayon: 
autrement un même arc pourroit avoir une infinité de sinus 
différens , suivant la grandeur du cercle, au lieu que le sinus 
dépend uniquement de la grandeur de l'angle, et nullement de 
celle du rayon : il ne marque autre chose que le nombre des par- 
ties du rayon que contient cette perpendiculaire, suivant que 
cet arc lui-même contient tant ou tant de parties de la circonfh 
rence entière. 

P R O B , L Ê M E  VI. 

1 07.  Etaalir les correlations de construction et de position 
existantes entre tes quantités Zinéo-angulaires qui répondent au* 
diverses rdgions de Ga circonférence. 
D'un point quelconque C (fig. 40) pris pour centre , soit 

décrite une circonférence AFA'F', et soient tracés dans cette 
7- circonférence deux diamètres AA , FFI, perpendiculaires l'un 

à l'autre. 
/"r 

' su r  le premier quart A F  de la circonférence, soit pris à 
volonté un point B, e tde  ce point soient menées les perpendi- -- - -  
culaires BD , BE sur les diamètres AA', FF' respectivement, 
Enfin, soient aussi mendes, du point A une tangente indéfini0 
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HAH', du centre C par B, la sécante indéfinie CH, et du point - . rl 

F la tangente indéfinie F G. 

Cela posé, prenant pour terme de comparaison ou  sysiême 
primitif la figure ABCDEFGH il s'agit d'établir la corrélation 
qui  existe entre ce systême primitif et les divers systêmes cor- 
rélatifs qui peuvent avoir lieu, en supposant que le point B 
prenne successivemeiit d'autres positions quelconques sur la 
circonférence tracée. 

Imaginons d'abord que le point Y3 se meut sur le premier 
quart de la circoilférence , soit en se rapprochant du point A ,  
soit en se rapprochant du point F, et que pour chacune de ses 
positions, on établisse le systême corrélatif à celui qu'on a pris 
pour terme de comparaison ; c'est-à-dire, qu'on mène les lignes 
correspondantes à celles qui entrent dans la corriposition du sys- 
tême ci-dessus ; tous ces systêmes particuliers ne  seront autre 
chose, que le premier systême transformé de diverses manières 
par degrés insensibles. 

Mais i l  est évident que le point B n'étant pas sorti de ce pre- 
mier quart de circonférence, et n'ayant par conséquent passé n i  
par A n i  par F, aucune des quantités du syst4me n'aura passC n i  
par O ,  n i  par oo . Donc le systéme transformt5 sera toujours 
demeuré en corrélation directe avec le systême priai t i f ;  donc 
tant que. le point B ne sortira pas de ce premier quart de circon- 
férence, aucune des valeurs du systême transformé ne deviendra 
inverse ; donc les formuks du systême primitif lui seront immé- 
diatement applicables. 

Voyons maintenant ce qui arrivera lorsque le point B ayant 
franchi le point F, se trouvera sur le second quart de circonfé; 
rence. 1 
, Je  le suppose arrivé en B', et j'établie le systême corrhlatif, en 
suivant pas à pas la construction du systêrne primitif; c'est-à- 
dire, que du nouveau point B' je mène deux perpendiculaires -- -- 
B'D' B'E' sur les diamètres AA', FFf respectivement ; qu'ensuite 
du point A,  qui est toujours l'origine ou le premier point de 
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l'arc, je mène la tangente indéfinie HAH', qiii se corifond pouir 
le tracé avec celle du premier systême; que -du centre C par 
le point B' correspondant au point B du premier systême, je 

d n e  la sécante indéfinie H'ÇG', et qu'enfin du point F qui ter- 
mine le premier quart de circonférence, je mène comme dans - 
le premier systime la tangente indéfinie GFG' , qui se confond 
pour le tracé avec celle de ce premier systême. 

Cela posé, en concevant que le point B passe par F pour aller 
en Bf , il est Clair qu'au moment de sa coïncidence avec F, diffé- 

rentes lignes du systême, ielles que BE, seront devenues O, e t  - 
que d'autres, comme A H, seront devenues 00. Donc quelques- 
unes d'entre elles auront pu devenir inverses ; et pour établir la 
corrélation cherchée il &ut les distinguer de çelles qui sont 
restees directes. 

Pour cela établissons d'abord la oorr8lation de construction, 
c'est-à-dire, la correspondance des points qui terminent les 
arcs et les droites respectivement tracés dans les deux systêmes. 

La série des points du premier systême , auxquels on peut 
d'ailleurs donner l'ordre qu'on veut, est, comme on le voit, 
ABCRE'FGH , et celle des points du second pris dans le même 
ordre, en suivant la construction, est AB'CD'E'FG'H'. Donc-In 
corrélation de construction s'établira de cette manière: 

lersyst. ............ A B C D E F G H 
2" syst .............. A B'C D'E'F G'H'. 

Cherchons mairitenant la, corrélation des quantités, c'est-à4 
dire, celle des valeurs absolues; aprbs quoi nous viendrons à 
celle des signes. 

Cette corrélation sera. trés-facile à établir d'après la corré- 
lation de construction qu'on vient de donner. On commencera 
par faire l'énumération des quantitds du premier systême qu'on 
veut faire'entrer dans la comparaison de ce premier systême aveo 
le second ; et pour trouver dans ce second systême chacune des 
valeurs correspondantes, il n'y aura qu'à voir les points qui les 
gléternrinent j car cette quantité correspondra évidemment avec 

celle 
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celle qui dans le systeme primitif est déterminée par les points 
correspondans. , 

Pa r  exemple le point A étant le mêmè pour les deux sys- 
têmes, et le point B' du second répondant au point B du premier, - 
i l  est &vident que l'arc ou  ABBf correspond à l'arc AB du  
premier. 

Pareillement B' correspondant à E3 et E' à E, il est clair que - 
B'E' correspondra à ËË, ainsi de suite. La corrélation des va- 
leurs absolues, en prenant pour base la corrélaiion de construc- 
tion établie ci-dessus sera donc comme il suit : - - - -  

AB,  AF, BF , AC, FC, BC , BD , CE, AD , 

Etablissons maintenant la corrélation des signes. Pour cela 
j'examine premièrement quelles sont au moment où le systême 
primitif passe à l'état du second, c'est-à-dire, au moment oii 
le  point B passe en i?; quelles sont; dis-je, celles des quantité 
ci-dessus énumérées qui ne passent ni par O ,  n i  par CO ; ca 
celles-là seront restées directes, et l'on saura déjé que le signe de 
corrélation de chacune d'elles est +. 

O r  en suivant la marche indiqude dans les exemples prdcé- 
dens, c'est-à-dire, en considérant le systhne au moment où le 
point 3 va passer ou vient de passer par F, et lorsqu'il en est 
encore supposé infiniment près, il est ais6 de voir que celles de 

nn 
ces quantités qui n'ont pass6 n i  par O n i  par cc, sont AB, A F ,  
AT, =, E, m, CE, m, m. I l  ne reste donc que les quan- 

- - - -y - -  

tités BF ,  BE, CD, FE, AH, FG, CH, dont les unes ayant passe 
par O ,  les autres par oo, puissent être inverses dans le nouveau 
systême ; j'examine donc ce que devient chacune d'elles en parti- 
culier, 
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n n ,  .... 1% Dans le systême primitif, on a.. BF = AE - A B ,  - - 

et dans le sys t ihe  transformé. ........... B'F = 3- AF ; 
n* 

donc B'F est inverse, et soh signe de corrél a t '  LOM -. 
- - - 

2s. Dans le systême primitif, on a ..... BE = AC -AD, - - -  
et dans le sys têmc transformé ........... B'E' = A'Q1- AC ; 
donc B'E' est inverse, et son signe de corrélation -. - 

5". CD' par la mbmo raison, est inverse et soli signe de corré- 
lation -. - - -  

4". Dans le systême primilif, on a. ...... FE = FE''- EF' , - - -  
et dans le syslêrne transforme. ........... FE'= FF'--K~"; 
donc FE' est directe, et son signe de corrélation +. 
- 

5". AH' a passé par oo au moment de la coïncidence de B avec - - 

F ; pour savoir ce qu'elle devient, je prends 8volorité un point 
fixe K sur  la direction de cette tangente k t  au-delà du point W. 
Cela posé, - - -  
dans le systême primitif, on  a. .  ......... AH = AK -HB, 

-- - - 
et dans le systême transformé ........... AH'= H'K -AI< ; - 
donc AH' est inverse, et sou signe de corrélation -. 

011  peut démontrer la même chose sansorecourir au point 
d'emprunt K;  car les deux triangles semblables ACH', E'B'C , -- - - - - - AC.E'C 
donnent AHr : AC :: E'C : E'B' ou  AH' = 

E'B' 
Or ce dernier membre est inverse (27), puisque d'après Ics - -- 

s4gnes de corrélation trouvés ci-dessus- pour AG, E'C S'Br, cette 
derniére seule, est inverse. - 

6". De la même mqnièrq, on prouverq , en prenant sur  FG 
u n  point d'emprunt ay-del6 dn point G ou par les triangles - 
semblables FG'C, E'e'C qpe la qugntité FG' doitQtre inverse et 

7 O .  Les triangles semblables ACH', E'B'C, déjà considérés ci- 
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D E  P O S I T I O - N .  131 -- - AC.CBr 
dessus, cloiinen t CH' = - . O r  dans'ce dernier membre, 

- E'B' - - 
'E'B' seule est inverse ; donc CH' est aussi inverse, et son signe 
de corrélation -. 

Voilà donc In corrélation des signes entièrement établie 
entre les deux systèmes A BCDEFGH , AB'CD'E'FG'; ainsi 
nous aurons le tableau général de corrélation entre ces deux sys- 
tèmes comme i l  suit :, 

- - - -  
lersyst .... l+ AB, +AF,+BF,+AÇ,+FC,+BC,+ BD ,+CE, 

De plus, ce que nous venons de dire du point R' lui est visi- 
blement applicable tant qd i l  >ilne sort pas d u  second qua;t de la 
circonférence, puisqu'aucune des quantites énumérées ne pas- 
sant n i  par o ni  par a, ne change de- signe de corrdlatidn ; donc 
ce tableau de corrélation a lieu pour tout le deuxième quart de 
la circonférence; et i l  exprime les substitutions qa7il faudroit 
faim dans les formules du  systême primitif ABCDEFG, po;r 
les rendre applicables au systêrnè corrélatif ABC D'E'F G'. 

Je passe au troisieme quart de ciroonférence, en prenarlt 
maintenant, pour lu3 servir de terme de comparaison, le second 
quart que nous venons d'examiher. 

108. Je suppose donc que le poidt B'aille en  B", après avoir 
passé par le point A', et j'établis le nouveau systême, en suivant 
pas à pas la construction de chacun des premiers ; c'est-&dire , 
que du nouveau point B", je mkne les deux perpendicylaires -- -- 
B"D",B"E" sur les diamètres AA', FF' respectivement; que par 
le point A, qui est toujours l'origine de l'arc, je mène la tan- 

gente indéfinie H'AH", qui  se confond, pour le tracé, avec 
les systêmes précédens ; que par le centre C et  le point B" je 
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mène la sécante indéfinie B"CG", et qu'enfin, par l'extrémité F 
di1 premier quart de circonfdrence , je mène la tangente indé- 
finie GFGt, qui se confond, pour le  tracé, avec celle des sys- 
têmes précbdens. 

Cela posé, i l  est d'abord évident que la corrélation de cons- 
truction s'établira comme i l  suit : 

........... a' syst.. A R' C D' E' F G' H' 
3" syst ............. AB"CD"E"FGf'H" 

Et partant de cette base, nous établirons sans difficulté la corri- 
lalion des valeurs absolues comme il suit : 

.2* sysf.. .. 
3' syst.. .. - . -  -- 
B'E', CD, FE', AH', FG', CH', CG' -- 
B"E", CD'', FEi1, AH", FG", CH", CGu 

Il nous reste A M l i r  la corrélation des signes. Pour  cela, il 
faudra considérer séparément chacune des quantités du nou- 
veau systême, et  la coinparer avec sa correspondante dans le 
systême précédent, pris maintenant pour terme de comparaison, 
S i  les quantités ainsi comparées deux à deux sont demeurées 
directes entre elles, leurs valeurs conserveront le même signe de 
corrélation, c'est-à-dire, qu'il faudra donner à chacune de celles 
du troisième systême , le même signe de .corrélation qu'a sa 
correspondante dans lesecand ; et si ces quantités sont devenues 
inverses l'une à l'égard de I'autre,il faudra donner à chacune des 
valeurs qui se trouvent dans le troisième systême, le signe de - - 

:orrélation contraire à celui de sa correspondante dans le second. 

Pinsi n'ayant passé ni par O n i  par m pour devenir - 
bBB'B", doit rester comme dans le second systê-me ; c'est-à-dire, 
lue son signe de corrélation dans le troisième systême est 
aussi +. 
A 
FB' n'ayant pareillement passé ni par o ni par oo poor deve- 
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7 ni r  FB'B', doit conserver le même signe de corrélation qu'il - 

avoit dans le second systême , c'est- Cdire , -. 
E n  procédant ainsi pour chacune des autres quantitCs , on 

établira, comme il suit, la corrélation des signes, pour le troi- 
sikme systênie. 

- - - - -  
-CE1', +An", -BUE'',- CD", $FEu, 4- AH", + FG", 

De plus, ce que nous venons de dire du point B" liii est visi- 
blement applicable , tant qu'il ne sortira pas du troisième quart 
de la circonférence, puisqu'aucune des quantités énumérées 
n'aura passé n i  par O ni  par oo . Donc les signes de corrélation 
trouvés ci-dessus, ont lieu pour tout le troisième quart de la 
circonféreiice , et indiquent les changemens qu'il faudroit faire 
aux formules d u  systême primitif, pour les rendre applicables 
à ce troisième quart de la circonférence. Il nous reste à exarni- 
ner ce q u i  a lieu pour le quatrième quqrt. 

i 09. Je prends maintenant pour ternie de comparaison 1s 
troioiéme quart que nous venons d'examiner. 

Supposons donc que B" vienne se placer en Bo' après avoir 
passé par F". Établissons ce nouveau sys~êrne, en menant les 

7 -- 
perpendiculaires B"' Do', Bu' E"' sur les diamètres AA', FP' res- 

pectivement ; la tangente indéfinie HAH" par le premier point 

A de l'arc, la secante CB"'H", et enfin la tangente GPG'", par 
I'extrémitd F du premier quart de la circonférence, de même 
que dans tous les systêmes préddens. 

Le nouveau systême sera donc, en snivant l'ordre de la canç- 
truction comme ci-dessus, AB"' CD"' Eu' F G"' H"'; et procé- 
dant comme ci-dessus, on établira la corrélation des valeurs 
absolues e t  des signes pour ce quatrième s y s t b e  comme il suit : 
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P syst.. . . +ABB~B"B'", +s,-~~~yyf, +AC, +FC , +BV, 

- B"f]]'~f,.- CE"', + AD"', + B"'E"', + CD"', +FE"', 
- AH"', - FG"', f CH"', - CG-"'. 

De plus, ce que nous venons de dire du  point Bo' lui est visi- 
blement applicable tarit qu'il ne sortira pas du quatrièrne qoart 
de la circonférence. Donc les signes de corrélation trouvés ci- 
dessus ont lieu pour tout ce quatrième quart,  et indiquent les 
changemens qu'il faudroit faire aux formules du systême pri- 
mitif, pour les rendre appli~ables àl;e quatrièrne quart de la 
circonférence. 

i i O. On pourroit former un cinquième systême en ima- 
ginant que le point B"' revient à sa première position B en pas- 
sant par! le point A ,  puis un sixième, en imaginant qu'il va se 
replacer de nouveau au point B' en passant encore par F, ainsi 
de suite;mais i l  est clair que les quantites qui  entreroient dans la 
composition de cas nouveaux systêmes, ne  différeroient des pro- 
miéres que parla valeur des arcs, qoi deviendroient plus grands 
que la circonfthnce; c'est-à-dire, par exemple, que pour le 

n 
cinquième systême, l'arc ne seroit plus AB comme le premier, - 
mais une circonférence entière plus ce même arc AB, tandis 
pue toutes leiciroites tracges dans ce cinquième systême seroient 
les mêmes que dans le premier : il en seroit de même du sixième 
sptême cornparéiu second, du  s e p t i h e  comparé au troisième, 
du huitième comparé au quatrième; du neuvième comparé de 
nouveau au premier, &c. On peut donc ramener tous les sys- 
têrnes possibles aux quatre que nous venons d'examiner. 

Réunissons maintenant les quatre systÊmes en un seul ta- 
bleau, et puisque les corrélations ne changent pas, tant que les 
points B ,  B', BI', B"', restent chacun dans le quart de circonfé- 
rence qui lui est assigné, nous pouvons supposer, pour plus de 
simplioité ( i g .  4i), que E et E', coïncident, de même que E" et  
Eu', D et D"', D' et D" respectivement ; ce qui  nous donnera - - - -  - - - -  BD =B'Df = B"D" 5 ~ " " J ) i 1 '  , et RE = B'E' = B'W = B"JE"'. 
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Le tableau général de corrélation des quatre systêmessera donc 
établi comme il suit, en supprimant, pour simplifier, les cons- - - -  - 
tan tes, comme AF ,  AC, dont on sait que le signe de corrélation -- 
est toujours + , et l'une de celles qui comme BD, C E ,  se t ~ o u -  

- 

veut doubles. 
I 

Tableau ghn4raZ de la. corréGatba des puatm systêrnes. 

Syst. du 3" . - 1 - - - -  quart de circ ... +AB BAB'; -FB B , -BD,+AD',-BE,$FEn, 

Au moyen de ce tableau comparatif, si les propri&éscdu sys- 
tême primitif, c'estri-dire du: premier quart* de  circonférence, 
sont exprimées par des formules. entre les quantités cirdmsu~ 
énuinérées ; il n'y aura, pour rendre ces formules applicables 
à u n  autre point quelconque de 1tt circonf&ence, qh'à{ y faire 
les changemena indiqués pain les signes ; suivmt  que laseconde 
extrémité da l'arc dont l'origine sst . a u  point A, se trow-6:sur 
le second, le iroisiéme ou le. qiiatrienm quart. de la circonfé.r 
reilue. 

Il est &vident qu'on appliquera de même à l'un quelconque 
des quatre systêrnes , les formules propres A l'un quelconque dm 
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autres, en changeant les signes qui se trouvent différens dans 
les deux systêmes. 

1 1 1 .  Les rksultats de ce tableau peuvent se réduire à une 
régle fort simple, et qui  s'accorde avec ce que nous avons 
dit (58) sur les racines de l'dquation qui existe entre les coor- 
données d'une même courbe. C'est JO. que le signe de corréla- - 
tion de BD est + , tant que le point B est au-dessus du diamètre - 
AA' et - ,. lorsqu'il se trouve au-dessous ; 29 que le signe de 

corrélation de BE est + , tant que le point B esi à la gauche de - 
FF' et - , lorsqu'il passe à droite; 3". que quant aux autres 
quantités du sysiême, comme elles sont toutes fonctions de ces -- 
premières BD, BE, et de constantes, on juge qu'elles sont 
directes ou inverses, suivant que leurs valeurs, ainsi exprimdes, 
avec les changeinens de signes qii'on vient d'indiquer, donnent 
vn résultqt p~s i t i f  QU négatif (27). Par exemple, lorsque le point - 
circulant est en B", si l'on veut avoir la sécante CH", on fera 
cette proportion que donpent les triangles semblables C F A ,  -- - - - - - AC.CB" 
ÇB"D1'; CH" : AC ; : CB" : CD" ou CH" = - . Mais d'après 

CD" - 
la seconde partie de la règle qu'on vient d'établir, CD" a -. - -  
pour signe de corrélation , tandis que AC, CB" ont l'une et - 
l'autre + ; donc le signe de corrdlation de CH" est -, d o n o m  
est inverse ; c'est-à-dire, que la skcante de tout arc plus grand 
que la demi-circonférence et moindre que les trois quarts est 
inverse et sa valeur de corrélation négative, 

1 i 2. Ceci est une nouvelle preuve, que la rBgle donnée or- 
dinairement pour juger du signe que doit prendre une quantitd, 
lorsque le systême gdnéral vient à changer, est vague et mbme 
peu exacte. Cette règle est que le signe doit changer seulement, 
lorsque les lignes se trouvent prises dans une direction contraire 
à celle qu'on leur avoit attribuée d'abord. Or ici la skcante du 
%roihème quart de circonférence, se confond exactement tant 

pQur 
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polir s a  grandeur q n e  pour  sa direction, avec celle qil'avoit 
cette même sécante dans le s y s t h e  primitif; elle devroit donc 
avoir le signe -t- , et cepcnclan t il est certain qu'elle a le  signe -. 

Cette règle d'ailleurs est visiblement insuffisante, ainsi qu'on 
l'a d&jk observé ( l i z ) ,  pour le cas oh les directions des lignes ne  
sont n i  dans le sens primitif, n i  dans le sens opposé. Corninent 

- - 
juger, par exemple, si C H  et CH'  qui sont les sécantes corres- 
pondantes au premier et an second quart de la circonférence, 
bnt ou n'ont pas le même signe? pirisque ces droites faisant un  
angle, ne peuvent être dites ni dans le même sens ni dans des 
sens opposés. 

1 13. Il s'élève encore d'autres difficultés; car par exemple, - 
on peut demander si le rayon et le rayon CA' qui  sont pris 
dans des sens opposés, doivent avoir le même signe da& les 

formules ; ou si ayant donné le signe f a CA, il faut donner le - 
signe - h CA'?  Il est certain que CA étant une cgnstante, son 
signe de corrélation est toujours -C ; cependant, d'après la règle, 
il semble qu'on devroit lui donner le signe - lorsqu'il devient - 
CA', puisqu'alors il est pris en  sens contraire de CA,  qui a le 
signe +. O n  dira peut-être , que la règle ne s'applique point 
aux constantes ; mais la régle ne porte point d'exceptioiis , et en 
supposant qu'elle donnat celle-ci, on pouiroit demander encore 
quelle seroit la raison de cette différence entre les variables et 
les constantes, ? puisque la règle est fondée, non sur  la valeur 
absolue des lignes comparées, mais sur  leurs positions res- 
pectives. ,. 

Enfin, on  peut faire encore contre cette règle, l'objection sui- 

vante. BE est, dit-on, positif, et = négatif : donc puisque ces 
deux  cl roitei sont intrins6querrient égales , on doit avoir 

- - - - 
D'E =-BË; donc BB', qui est BE+BIE jevient B E - B ~ = o  
ou RB'= O ,  ce qni répugne. Pareillement on auroit 167 = - -  - 
B D t R"'D, qui à cause de B'D négatif deviendroi t O ;  donc on - 
ailroit BB"' =O ; autre resultat que Je bon sans repousse. Eii 
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acliiîettant néanmoins ces deux résultats de la règle, 011 aureii -- 
BBf.BS''' = O;  d'où suivrait, par exemple, que le carré inscrit 
dans u n  cercle seroit o. On sent bien que si  l'on admettoit cle 
pareilles conclusions en mathématiques, cette science d e  l'évi- 
derice seroit bientat tellement dénaturée , qu'on ne s'entendroit 
plus. Cette règle est donc véritablement peu exacte, et n'est 
pas même fondée sur  des raisons plausibles. On la donne conime 
une simple convention faite pour distinguer les différentes 
pasilicrng des lignes ; mais cela ne peut se faire par une conven- 
tien, à moins qu'en prenant les signes f et - pour distinguer 
ces positions, on neprouve en m h e  temps qu'on a le droit alors 
de les employer de l a  même manière, que lorsqu'on s'en sert 
simplement pour exprhrier l'addition et la soustraction : et e n  
cffe t , pnisqti'on est maître de fixer a son choix la direction des 
1 gnes positives et celle des lignes négatives , pourquoi tout 
n'est-il pas égal entre les unes et leu autres , et pourquoi, en  
miiltipliant une ligne positive par une ligne négative, celle- ci 
a-t-elle le privilége de donner son signe au produit ?. 

2 i k1 Supposons le rayon de la circonférence AFA'Ff r e p r b  
n 

senté pa.r i , le quart de ci.rconfé~ence par v,. et  faisons AB =a, 
gous aurons d o m  

En substituant ces valemm dans le tableau &néral de corréla- 
tion ci-dessus ,,il prendra la forme suivante :. 
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Syst. des arcs 
dont le dernier 
point tombe sur 
le ie '  quart de la 
circonfkrence .... i fa, 

Syst. des arcs 
dont le dernier 
point tombe sur 
le ze quart de la 
circonférence .... + (e.u-a), ri-(~~-a] , '+sin. a, -cos. a, -tang- a, 

3- (a-a) , + sin, a, +cos. a, -4- tang. a, 

1 Syst. des arcs 
dont la dernier 
point tbmbc sur 
l e  30 quart de la 
circonférence .... + ( 2 4 -  a), - ( m i  a), . -ha ,  -cos. a, +tango a, 

Syst. des arcs 
dont le dernier 
point tombe sur 1 

+cot .a ,  4- séc.a, +eosdc.a, +' sin.v.a, +cos-V.O. 
- cot. a, - séc. a ,  + coséc. a, + 2-sin.v. a, 4- cos. v. a 
+ cot. a ,  - séc:a, - coséc. a ,  + 2-sin-v.a, + 2 -cos. v. a 
-cot.a, +s6c.a ,  -coséc.a, +, sin.v.a, +a-cos.v.a 

(Ce tableau a lieu quelle que soit la valeur de a,  pourvu qu'il 
soit moindre que le quart de circonfC5reiice. Supposant donc 
que b soit le complbment de a ,  ce même tableau aura lieu en y, 
mettant 6 à la place de a; donc puisque par hypothèse on a 
b = rn - a. Ce même tableau aura encore lieu, en substituant 
dans celui qui précède, w - a au lieu de a ; et par conséquent 
cos. a pour sin. a, sin. a pour cos.. a, cot. a pour tang.a, &c. 
Or par cette substitution le tableau devient : 
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Syst. des arcs 
dont l e  dernier 
point tombe sur 
le 3" quart de la + (3m-a) - (sa-a), - COS. a, - sin.a + cot. a, 

Syst. des arcs 
dont le dernierf 

Syst.  des arcs 
dont le dernier 
point tombe sur 
le 4' quart (le la + (3m+ a) - (2-4-a), -COS. a ,  + sin. a- cot.a, 

point tombe sur 
le 1'' quart de la  
circonfi.rence .... 

Syst. des arcs 
dont Ic dernier 
poii;t tombe siir 
le  ae quart de la 

i 
+ tang. a ,  + coséo. a ,  4- séc. a ,  + cos. v. a ,  +sin. v. a 
- tmg. a ,  - coséc. a, + séc. a, 4- 9-cos.v.a, i sin. v. a 
$- tang. a, - coséc. a , - séc. a , + 2-cos.v.a, + z -sin. v. a 
-tang.a, +coséc.a, -séc.n, +cos.v.a,  $2-sin.v.a 

+ (m - a) + a ,  - COS. a, -sin. a + cot. a, . 

1 i 5. Après avoir examind ce qui  a lieu lorsque le point B 
circule dans le sens BBfB"B"', examinons ce qui  arrive lorsqu'il 
drcule dans le sens contraire BB"fB"Br. 

Pour cela, comparonsle nouveau systême ABn'CD" E"'FG"'H"' 
consid6re comme produit par la circulalion de B dans le siris 
IEB1"B"B', et établissons la corrélation des valeurs. absolues et 
des signes de ces deux systêmes, je dis qu'elle sera comme il 
suit : 

- - 
~ p t - p r i m  ...+ G, +=, +BD,+AD, +BE,l+FË,+ÂZ,+FG,+~H,++CG - --- -- 
Eyst. ~~~~~~.-AB"',+FA~~"',-BD"',+AD"',+B"'E"',+FE' ',-AEYIf,-FG"',$CH',-CG"' 

circonférence .,.. j+ (m + a) -a , 3. cos, a, -sin.&-cot.a, 

- n 
En effet AB a passé par O pour clevenir A B '  au moment o u  le 
point B circulant par hypoiliése dans le sens BB"'B"Br a coïncidé 

avec le point A. DOLIC AU a pu devenir inverse en devenant 
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n 
AB"' et cela a lieu en effet; car dans le systême primitif on avoit - - - 
AB = A F - F B ,  et dans le sptêrne transformé, on a au conkaire 

n 
donc le sigiie de corrélatiori de AB"' est -, - n 

puisque ni  F B  n i  A F  n'ont passé n i  par O n i  par W .  Donc aussi - 
FB n'ayant passé n i  par O n i  par oo , doit avoir + pour signe de 
corrélation. 

Dans le systêrne primitif, on a BD = , et' dans lé - - -  
systême transformé, au contraire, BD"' = FE' - FÇ; donc - 
BD"' est inverse, et son signe de corrélation -; aiilsi des autres; 

Si l'on suppose maintenant que B parvenu en B"' continue à 
- - 

cirsuler dans le même sens, jusqu'à ce qu'il soit arrivé en B", 
puis ensuite en Br, et qu'on lui applique toujours les mêmes rai- 
sonneniens que nous avons faits pour le cas où il circulait dans lé 
sens opposé, il est clair qu'on parviendra aux deux nouvemx 
tableaux suivans qui répondent à ceux que nous avons donnés 
ci -dessus, et par où  l'on voit qu'en général les arcs dont la valeur 
de corrélation est affectée du signe -, désignent les arcs inver- 
ses pris dans le sens AB"'B"BIB. 

+ ( m i -  a), -sin. a, +COS. O,-tanp. d, 

Syst. des arcs 
ilont le dernier' 
point tombe sur 
le l e t  quart de la 
circonférence .... 

Syst. des arcs 
dont le dernier 

-(/Lana), + (5.0- a)? 4- sin. a, i- cos. a, -1- tang. a, 

(za $. a ) ,  + ( 3 m  -+ a) ,  -1- sin. a ,  -cos. a,-tang. a, 

dont le dernier 
point tombe sur 
l e  quart de la 
circonférellce.... 

Syst. des arcs 
dont le dermer 
point tombe sur 
le 4* qpart de la 

-(swr-a), + (%-a), -sin. a, -cos. a, $. tang. a, 

circonférence....\- a 7 
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4- cot. a '.I. S ~ G ,  a ,  + COS~C.  a, + sin. Y. a ,  '4- COS. v.a 
-cot.a, -séc.a, +coséc.a, -1-2-sin.v.0, +cos.v.a 
+ cot. a, -séc. a, -coséc. a, -1- %-sin. V. a i- 2-cosa v- a 
- cot. a, + séc. a, -coséc.a, + s~%v, 0 ,  + 2- cos.^. a 

a), $ (4+ a), -!- COS, a ,  +sin. a, f  CO^. cc, 

.+ (4~-O) ,  +COS, C I ,  -sin. a, -cote a, 
Syst. des arcs 

dont le dernier 
oint tombe sur 
e 3e quart de la P 

a)  , + ( ~ m +  a), -COS, a,  -sin. a, --i-  CO^, G, 

-(YS- a ) ,  + cm-a),-coa a ,  +sin. a, -cet q 

+ tang. a ,  + G O S ~ C .  a ,  + séc. a ,  4- COS. V. a, $- sin. v. a 
tang. a ,  - coséc. a, + sec, a, 3- 2-cos. v. a ,  + sin. v. a 

+ tang. a , -n cosCc. a ,  - séc. a, + 2-COS. Y. a ,  + 2-sin, v, a 
-tang.a , 4- coséc. a ,  w S ~ G .  a ,  3. cos, v. a ,  $ 2-sin. v. a 

Le sgstéme primitif auquel se rapportent ces quatre tableaux, 
6ta.t Gu joiirs le premier quart de circonférence, c'est-&-dire , 

en -  --- 
celui des arcs, AB, A F ,  BF, et des droites BD, BE, AD, &c., 
i l  suit que dans chacune des quatre lignes horizontales de cha- 
cun de ces tableaux, le  premier terme exprime la valeur corré- 

l a t h  de l'arc correspondant a AB, le second la valeur corré- 
lative de son cqmplément, le troisième la  valeur CO rrélative de 
son sinus, le quatrième la valeur corrélative de son cosinus, &c. ; 
c'est-à-dire que toutes ces valeurs sont de s,imples formes algé- 
brigues, dont la propridtk gst, qu'étant substitu8es dans un cal- 
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cul qrielcoirque établi sur l'hypothèse, que les arcs dtoient posi- 
tifs et moindres que le quart de circonférence, à la place des véri- 
tables quantités qu'elles représentent , elles rendroicnt les résul- 
tats de ce calcul applicables à tous les autres arcs compris, soit 
clans un sens, soit dans le sens opposé depuis O jusqu'h la circon- 
fkrence entière 4% 

i i 6. En réunissant ces quatre tableaux nous obtiendrons 
cette série d'équations. 

sin. & a = & sin. a 

1 
COS. =!= a ,  = + COS. a 

tang. =!= a = & tang. a 
cot.*a = eCc0t.a 

1. séc. *a = + séc. a 

COS&. z k  a = -C C O S ~ C .  a 
sin- v. + a  = + sin. v. a 

COS. V. + a = $. COS. V. a 

cos. v. - a = + (a -cos. v. a) 

I 
sin. ( v r k  a) = 7- cos. a 
c ~ ~ . ( m ' C a )  = ~ s i n . a  
tang. (m a )  = t. cot. a 

c o t , ( . ~ . d = a )  = ~ , t a n g . a  
2 S ~ C .  (m =C_ a) = -+. C O S ~ C .  D 

cosec.(=&a)*= + séc.a 
sin.v. ( Q  + a )  = 4- (a-cos,v.a) 
sin.v. (a-a) = + c0s.v.a 
C O S . V . ( ~ & ~ )  == + sin.v.a 

sin. ( a a s ~ a )  = q= sin.a 
cos.(awd=a] = - c0s.a 
tang. (a m - t a )  = =t tang. a 
cot. ( z m & a )  = sf: c0t.a 

= - s~c... 

C O S ~ C .  (am t a) = COS~C.  a 
sin.v.(2==ka) = 3. (2-si~v.a)!  
~ 0 ~ . ~ . ( 1 2 m g a )  = (2-CQS.V.O) 
cos. 1-. (a v-a) = +. cos. y.a 
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sin.(3a-I-a)  = - cos.a 
COS. ( 3  a dz a )  = C siil. a 

tang.(3m=f=a) = c0t.a 
cot.(3a=!=a) = ;t- tang.a 
séc. ( 3 m & a )  = -I- c0séc.a 
C O S ~ C .  (3m?a-ta) = - séc. a 

s in .v . (3a+a )  = 4- c0s.v.a 
sin.v.(3m-a) = -t- (2-COS.V.U) 

.cos .v . (3d=a)  = + (2-sin.v.a) 

sin. (4 a zzk a) = & sin. a 

C O S . ( ~ T + ~ )  = +  COS.^ 

tang. (bm*a) = & tailg. a 

cot.(4m+a) = & c0t.a 
séc.(4m5a-L-a) = f séc.a 
C O S ~ C .  (4 'ZJ t a )  = =!= coséc. a 

sin.v. (4a-l-a) = + sin. v. a 

COS. V. (4 m + a )  =. + COS. V. a 

C O S , V . ( ~ ~ - a )  = (2-cos.v.a) 

Voici commeiit se forment ces équations. J e  vois,  par esem- 
ple, par la seconde ligne du  ~ r e r n i e r  tableau, que ( a a  - a) est 
une des valeurs corrélatives de l'arc a ; Jonc la valeur corréla- 
tive de son sinus est sin. ( a  <B - a& mais d'uii autre &té, je vois 
par le troisième terme de la même ligne, que + s h a ,  est aussila 
valeur corrélative dusinus de ce même arc (zm-a). J7en conclus 
que sin. (a =-a) =+sin. a. Pareillement le premier terme étant 
la valeur corrélative à a ,  la valeur corrélative d u  cosinus de cet 
arc  ( a m  - a) sera cas. ( z  w - a) ; mais d'un autre côté, je vois 
par  l e  quatriéme terme de la même ligne, que cette même valeur 
corrélative est -cos.a; j'en conclus qu'on a cos.(m-a)=-cos. a; 
ainsi des autres, 

Ces équations, comme o n  le voi t ,  sont purement algébriqiies , 
c'est-i-dire, qu'elles n'existent point entre quantités effectives, 
mais entre leiirs valeurs corrélatives, et signifient qu'on peut,  
dans un çalclil quelçun$se, substituer ces valeurs corrélatives 

aux 
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aux quantitks effectives du systêrnc primitif qu'elles représen- 
tent, sans altérer l'exactitude du résultat; et qu'elles ren- 
dent seulement ce résultat applicable ii des cas rion coiripris 
dans le systême primitif sur lequel les raivonnemens ont été 
&ablis. 

i 17. Si dans ces équations on fait a = o elles se réduiront 
aux forrndes suivantes. 

sin. O = O 

COS. O = 1 

tang. O = o 
cot. O =: 00 

séc. 0 = 1 
cosdc. O =  w 
sin. v. O = O 

bCOS.v .  O = 1 

sin. m = 1 

 COS.^ = O 

tang. .~r = 41 
cot. - = O 

séc. = 00 
c0séc.m = I 

sin.v..o = i 
$ ços.v.= = O 
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sin. 3.a = - I 
COS. 3 rn = O 

tang. 3 .a = - CO 

sin.4- = o s  
COS. h m  = 1 

tang. 4 v  = 0 

i i 8. Les formules trouvées jusqu'à présent ne se rappor- 
tent encore qu'aux arcs , soit positifs, soit négatifs, compris 
depuis O jusqu'8 4 m  ; mais il est Bvident qu'on ne changera rien 
aux valeurs des quantités linéo-angulaires, en ajoutant à l'arc 
considdré une ou plusieurs circonfërences entières , soit direc- 
tes, soit inverses; c'est-à-dire, + 4mv, rn exprimant urr nombre 
entier quelconque positif ou négatif. Or il  est aisé de voir, qu'a- 
lors les équations trouvées (1 16) +vent êtr'e toutes compriscv 
dans le tableau suivant. 

................. sin. ( 4 r n m k a )  = L= sin.a 
.............. sin. ( 4 r n t r a - c - a )  = + c0s.a 

1. 
q= sin. a ............. 

'COS. (4mrn-c-a) =.. ............... + cos. a 
7 COS. (4m- t .  1 m - I - a )  =.;... ........ + sin. a 

COS. ( 4 r n - t - 2 r n - c ~ )  =............ . - COS. a 

cos, ( 4 m + 3 m & a )  ; ..... : ....... & sin. a 
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cot. ( 4 n a = k a )  5 . 0 .  ............... =k cot a 

............. 

............. 
cot. (4m+ lm*+:) = ~ t a n g . a  

cot. ( 4 m +  a = = t = a )  .- rf= cot. a 
- cot. ( 4 m T 3 = & a )  2 ............ +tang.a 

............ séc. (kmm*a) = a . . .  + séc. a - séc. ( 4  m + i m a)  = ............ +coséc. a 
- ............ séc. a 

............. 
........... 

C O S ~ C .  ( 4 r n w - 4 ~ ~ )  a &coséc.a 

C O S ~ C .  ( 4 m + i a & a )  = 4- séc. a 
6. - 

coséc. ( 4 r n + s m C = a )  = ........,.. +cos&c.o 

... s - COS. ver. a sinver. (47724- i m=kC1) =.. + cos. ver. a 

..... sin.ver. ( 4 r n + . m * , )  = a-sii1.ver.a 

..... COS. ver. a 
sinaver. ( 4 n l - t - 3 ~ ~ & ~ )  = 

2 - COS. ver. a 

....... COS. ver. ta 
cos.ver* ( 4 m a - 4  a )  9 

'3 - COS. ver. a 

cos.ver. ( 4 m +  = . P . . .  sin. ver. a - ..... a - cos. ver. a 
cos.ver. ( 4 m + a a & a )  = 

COS. ver. a 
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i i g. Enfin dans ce dernier tableau, l'arc a est encore sup- 
posé réel ; mais (56) on peut maintenant changer A volonté son 
signe ou coefficient naturel 1 ,  en un autre signe quelconque 
pris parmi les racines , soit réelles, soit imaginaires de l'unité, 
sans que ces 6quations cessent d'être exactes alghbrlquement ; et 
si par des transformations quelcoriques régulières -on parvient à 
faire disparoitre ce qu'elles pourront contenir d'inintelligible , 
les résultats seront alors significatifs , et immédiatement appli- 
cables aux quantités qu'ils contiendront. 

J e  me suis fort étendu sur cet exemple familier, pour dévey 
lopper davantage les principes exposés prdcédemment, et riion- 
trer combien i l  est essentiel de rapporter constamment le sys- 
tême variable à un systême primordial, lorsqu'on ne veut jamais 
procéder que d'une manière claire et satisfaisante p~ur~l 'espr i t  ; 
cette marche, au surplus, n'apporte aucunes nouvelles diffi- 
cult6s , et sert,  au contraire, à en prévenir beaucoup. 

L'invention des quantités linéo-angulaires doit sa naissance 
aux efforts qu'on a faits pour trouver la résolution des triangles. 
011 a pu s'appercevoir bientôt que cette résolution, en général, 
peut ioujours se ramener à celle des triangles rectangles. 011  a 
donc pris pour terme de comparaison un triangle rectangle 
d'une base donnie,  dont l'hypothén~ise, par exemple, étoit 
représentée par i : on a calculé ce triangle pour tous les cas pos- 
sibles d'après cette hypothèse, et l'on a dressé des tables oh  
ce calcul se trouve tout fait : ces tables sont précisdment celles 
qu'on nomme tables des sinus. C'est l'idée très-juste et très- 
lumineuse qu'en donne depuis long-temps Lacroix dans ses 
cours, et sur  laquelle il a formé le plan de sa trigonométrie. 

1 20. Soit (fig. 42) une droite quelconque ~ x ~ r i s e  pourferme 
de comparaison;représentons cette droite par I ,et  sur cette même 
droite, comme Iiypothénuse, construisons un triangle rectangle 
ABC, en attribuant successivement aux angles aigus toutes les 
valeurs possibles depuis O jusqu'à l'angle droit. Formoris mainte- 
nant un tableau de tous ces triai~gles : inscrivons clans la pre- 
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d è r e  colonfie le nombre des degrés de l'un des angles ; dans la 
seconde, la valeur du petit côté qui lui  est opposé, c'est-à-dire, 
le nombre abstrait qui le représente , lorsque l'hypothdnuse est 
exprimée par I , ainsi qu'on l'a supposé ; dans la troisikrne, la 
valeur de l'autre des petits côtés ; dans la quatrième, le rapport 
du premier de ces petits côtés au second ; dans la cmquièrne, 
le rapport du second au premier, et enfin, dans la sixième, le 
second des petits angles. Cela posé, les propriétés connues du 
triaiîgle rectangle font voir que le nombre inscrit dans la 
seconde colonne, n'est autre chose que le sinus de l'angleinscrit 
dans la premi81-e ; que celui de la ,troisième en est le cosinus ; 
celui de la quatrième, la tangente ; celui de la cinquième, la 
cotangente, et qu'enfin le sixiéme ou dernier est le compldment 
du premier. D'ou il suit que la table qui résultera de ces diverses 
colonnes, n'est autre chose que la table ordinaire des _sinus , ' 
cosinus, &c. Et  que chacune des lignes horizontales de cette table 
n'est autre chose que le calcul tout fait d'un triangle rectangle : 
de celui dont les deux petits angles sont portés l'un à la première 
colonlie, l'autre à la dernière ; qu'enfin cette ligne horizontale 
contient non-seulement sous les dénominations de sirtus et rosi- 
nus, les valeurs des petits côtés du triangle, mais encoresous la 
dénomination de tarigente, le rapport du premier au second, et 
sous celle de cotangente le rapport du second au premier; de 
sorte que Za table des sinus, cvsinus , &c. n'est autre chose que 
k calcuZ tout fait pour tous les cas possibles du triangle rectangle 
dont Z'hypothénuse est exprimée par 1. 

' 

'Lors donc qu'on a un triangle rectangle à calculer, toute la 
difficidté se réduit à trouver la ligne horizontale des tables qui 
lui correspoiid; car cette ligne est le calcul tout fait de ce trian- 
gle. Par exemple, si l'on connoissoit les deux petits côtds a, O 
#un triangle rectangle, il ii7y a ~ r o i t . ~ u ' à  diviser a Par b ,  et le 

a 
quo tient - représenteroit , d'aprks ce qui vient d'ê tre dit, la tari- 

6 
gei-ite de l'angle opposé au petit côté a ;  en cherchant donc ce 

a 
nombre -, dans la quatritirne colonne, la ligne horizontale des 

b .  
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tables OU il se trouvera, sera le calcul tout fait du triaugle pro- 
posé :.c'est-Mire, que dans la première et  la sixième colonne, 
seront les angles ; dans la seconde et la troisième, les valeurs des 
côtés respectivement opposés à ces angles, en supposant l'hypo- 
thénuse représentée par i ; et enfin dans la quatrième et la cin- 
quième, les rapports de ces mêmes côtés entre eux;  savoir, 
dans la quatrième, celui d u  premier au second, et dans la cin- 
quième, celui du second au premier; et comme la valeur absolue , 
des côtés est donnée par hypothèse, on aura par une simple pro- 
portion, la valeur absolne de l'hypothénuse. 

C'est ainsi que les tables de sinus donnent la solution de tous 
les triangles rectangles possibles ; et comrrie il est facile de ra- 
mener au calcul des triangles rectangles celui de tous les autres, 
les tables de sinus s~iffisent au calcul de toute espéce de triangle. 

12 1. Il paroitroit plus naturel de comparer directement 
un  arc à sa corde même, qu'à son sinus qui est la moitié de la 
corde d'un arc double; c'est ainsi qu'on en a usé d'abord, et il 
seroit possible d'y revenir sans que la théorie perdît rien de sa 
simplicité ; je pense même qu'elle y gagneroit sous ce rapport, 
comme sous celui d'un enchaînement plus naturel. 

Soit (fig. 42) sur  l'hypoihénuse BC d'un triangle rectangle 
BAC,prise pour diamètre décrite une circonférence, elle passera 
par ce sommet A de l'angle droit. Or je dis qu'en représentant - A 
l'hypothénuse par 1, le côté AB est le sinus de l'angle ACB : car - 
si du centre D on méne a AC la  parallele DH , il est clair qu'elle 

A 
tombera sur le milieu de =; donc (r so) le sinus de ADH ou - 

A AH AB - - 
ACB est = = = ou à cause de BC = i  , sin.ACB = AB; c'est- 

BD BC 
à-dire; que le sinus de l'angle ACB est 6gal à la corde sur laquelle 
il est appuyé., dans ce cercle dont le diamètre est I : et  comme 

A 

tout autre angle, tel que AFB appuyé sur  la  même corde, et 
ayant son sommet à la circonférence, a la même mesure, chacun 
d'eux aura de même pour sinus, la corde sur laquelle il est 
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appuyS dans ce c,ercle. Donc, en général darls le cercZe dont Z'hy- 
pothénuse est représentée par 1, le sinus de tout angle inscrit à 
Za circonférence, est égal à la corde sur lapel le  iZ est appuyé. Et 
puisque dans des cercles de différens diamètres, ces diamètres 
sont entre eux comme les cordes sur lesquelles s'appuient des 
angles égaux inscrits à la circonférence, on peut dire qu'en géné- 
ral, Ze sinus de tout angle inscrit dans un cercle quelconque, est 
égal à 2a corde sur 2aqueZle il est appuyé, divisée par 2e diarnètw. 

.C'est sous ce rapport que j'envisagerai la théorie des quantités 
linéo-angulaires dans le problême suivant. 

P R O B L Ê M E  E I I .  

1 2 2. Fumer le tableau des principaux rapports qui exis- 
tent entre Zes sinus et cosinus de deux angles proposés, b s  sinus 
et cosinus de leur somme, et b s  sinus et cosinu/s de leur dzfé- 
rence. 

Soient na et n les deux angles proposés que je suppose d'abord 
chacun, ainsi que leur somme m+n,  moindres que le quart 
de la circonférence ; supposons de plus m> n et nommons a 

l'angle droit. . 
' - 

Traçons à volonté uiie droite AD (fig. 43), et faisons d'un 
A 

côté iit: c&te droite l'angle BAD = m , et de l'autre , l'angle 
n - - 

C A D  =n. Par un point E pris à volonté sur A D  menons RC 
qui lui soit perpei~diculaire; inscrivons le triangle ABC dans 
uu cercle, et supposons, pour plus de simplicité, le cliamètre de 

ce cercle représenté par 1 ; menons enfin les deux droitesm, - - -- - 
CD, et faisons EF = CE,  E W = DE. Cela posé, je dis qu'on 
aura les formules suivantes qui espriment les rapports de- 
mandés. 
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Tableau des principaux rapports qui existent entrs les sinus et 
cosinus de deux andes quelconques , tes sinus e t  cosinus de 
teur sonarne, les sinus et cosinus de leur dzx&-ence: 

- 
I O . .  . . . BD = sin. rn 
- 

s O . .  . .CD - sin. R 

- = sin. ( m  + n) 
5 ° . . 6 .  ,BC{ = sin. m. cos. n -+ sin. n cos. ma 

GD.. . .AD{ = COS. ( m - n )  
= cos. m 60s. n f sin. m sin. n 

- = sin. ( r n - n )  
r o . 9 .  . .BF{ 

= sin. m cos, n - sio. n cQS! 77a 

= cgs.(m+tr) 
= COS. m COS. n - sin. m sin. s 

= sin. n . cos. m 
~ Q P . .  . . .CE = :sin. ( m + n ) - f  sin.(m-n) 

- sin. m. sin. n 
11  O . . . .  DE[ - , - ;cos. (m-n)-$cos.(nt+n) 

De ces y remières formules, les Géomètres en ont déduit uns 
multitude d'autres aussi curieuses qu'importantes. Le tableau 
suivant en contient quelques-unes dont je pourrai avoir besoin 
dans la suite. 
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TaHeau des principaux rapports qui existent entre Es quantités 

~t'rzéo-angutaiws de deus angles quelconques. 

( sin. ( m * n ) = sin. m cos. n & siil. n cos. m 1 cos. (m* n )  = cos. m cos. n qz sin. m sin. n 
tang. m lc tang. n tang. (m-i -n)  = 

r t. tang. m. tang. n 
I cot. m. coi. n 

co t . (m- ln )  = - 
cot. m -C cot. n 

siil. m .  cos. 1 6  = + siu. ( m + n ) f f sin. (m-n ) 

cos.m.cos.n = f c o s . ( m + n ) +  fcos. ( m - n )  

sin. m.sin. 18 = ;.cos. (na-n)  - f cos. ( m + n )  
COS. ( m - 1 2 ) -  COS. ( m f n )  

tang. m.  tang.n = 
cos. ( m+n j 3. COS. (m-71) 

sin; ( m 4 - n )  + sin. (m-n) 
tang. m. cot. n = 

sin. ( m + n )  - sin. ( m - n )  
sin. ( m + n ) - sin. ( m- n  ) 

cot. m. tang. n = 
sin. ( m + n )  + sin. ( m - n )  

COS. ( m + n )  + COS. ( m - n )  
cot, m.cot.1~ = - 

COS. ( m - I L )  -cos. ( m +  n )  \ 

(sin. m + sin. n 

sin. *sin. n 

cos. m + cos. n 

3*{ tang. m + tang. n 

tang. rn - tang. n 

cot. rn f cot. n 

cot. n - cot. rn 

. m4-n m-n - - 2 .sin. - COS. - 
a O 

- m+n . m-n - 2.~0s .  - sin. - 
2 2 

m+n m-n - - 2.  cos. -.COS. - 
2 '  2 

- . m+n . m-n - 2. S111. - s1n. - 
2 2 

- - sin. ( m f n )  
cos.m.cos.n 

- - sin. (m-n) 
COS. m. COS. n 

- sin. ( m + n )  - 
sin.m.sin. n 

- sin. ( m - n )  - 
sin. m. sin. f i  IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I 54 G 4 E . O M E T R I E  
sin. nP-sin. ns = sin. sin. ( m  - n )  

COS. ml- sin. nL = COS. ( rn + n )  COS. ( r n  - n ) 
sin. (na+ n) sin. (m-n)  tang. ml- tang.  ns = 

COS. ma. COS. na 
sin. ( m +  n) sin. (m-n) ~ o t . 7 ~ ~ - ~ 0 t . m '  = 

sin. nis. sin. na 

sin. m + sin. n , - tang. f ns+ n )  - 
sin. m - sin. IL . tang. (m - n )  
sin. m + sin. n 

= tang. f ( w n )  
COS. na + COS, n 
siri. m + sin. n 

= cot. ( m - n )  

sin. m - sin. n - - tang. t ( i7a - n )  
cos. rn + cos. n 
sin. m - sin. n 

= cot.$(rn+n) 
COS. n - cos. rn 

sin. 2 m = a sin. m. cos. m . 
* 

COS. 2 na - = cos. ml-  sin. n' 
2 tang. 7n 

1 - tang. m' 

COS. f rn = vl+ 
2 

s i i  m tang. m. = 
i +cos. rn 
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D E  P O S I T I O N .  155 
tang. m4 1 

sin.ma + cos.ms = 1 ,  sin.m"= COS. ml= 
r + tang. m"' 1 + tang. nta 

cos.m4-sin.m4= cos. m"- sin. rn' = cos. am 
sina?. sin.na+ ~ o s . m " c o s . ~  sin.& cos.nS + sin.n*.cos.rna= 

Voici la démonstration des formules du premier tableau (1 22). 

L e  diam6 tre étant représenté par I , d'aprCs l'hypothèse, ch& 
cun des angles qui ont leur sommet à Ja circonférence, a (12 1) 

pour sinus, la corde su r  laquelle il est appuyé; donc d'abord - - 
B D  = s inm,  C l )  = s h n ,  ainsi qu'il est porté au tableau; de 

A 
plas,  l'angle E étant droit, l'angle ABC est lecomplément de m, 

A - 
et ACB coiplément de. ni donc aussi= = cos.m, AB = c0s.n. 

A 
Et par la même raison, l'angle BAC étant m+n , on a 

BC= sin. (rn + n) , comme l'indique le tableau, 
n 

étant le quart de la circonférence, l'angle ABD'  ou 
A 

A BC+CBD sera a - m f n  ou complément de rn - n; donc - 
A 1) = cos. (m - n) , comme on le voit au tableau. 

~ e r i o n s  TF prolongée jiisqu7à la circonférence en G , et tirons - - - 
B G , puisque par construction on a FE = EC , on aura 

A A h - 
GAD =DL4C = n; donc BAG=m-n; donc BG= sin. (m-n), 

Or il est facile de $air que le triangle BGF est isocèle, car 
A A h 

l'angle BFG ou AFC est par construction é al à ACB, qu i  est 
A ,#f h 

appuyé sur le même arc que B GA ; donc BFG = BG A ,  donc 
C_ - - 
BF = BG, donc BF = sin. (rn - n) coirime l'indique le tableau ; . - 
et par un  raisonnement semblable, onverra queAH=cos. (rn +n), 

- -  
La somme des deuq segmens BE, CE est BC ou sin.(rnf n), 

e t  leur différence est BF ou sin.(rn- n); dont le plus grand - ... .... . ..... . ...... B E = f s i n . ' ( m + n ) + i s i n . ( m - n ) ,  - 
etlepluspeti t  ......... C E = + s i n . ( m + n ) - + s i n . ( m - n ) ;  
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ainsi qu'il est port6 au tableau; et par un raisonnement sembla- - 
ble, on verra que. . . . . . AE = $ cos.(m - n) + ; cos. (m + n) - 
et ...... ............. DE=+cos.(rn-n)-f cos.(m + n) 

D'un autre côté, le triangle ABE donne - 
~ ~ o u c o s . n : ~ ~ : :  1 : s in .m.Donc~Ë=sin .m.~os .n ,  

et de la même manière les triangles ACE, BDE, DCE, don- - 
nent CE=sin.n, cos.rn, AE=cos.rn.coq.n, DE=sin.m.sin.n, 
ainsi que l'indique le tableau. 

Enfin ajoiitant ensemble la première et la seconde de ces der- 

nières équatioiis, on a BE $. ou une nouvelle valeur de =, - 
c'est-A-dire;qu'oii a BC = sin. m c6s.n+ sin. n cos. m , comme le 

porte le tableau. En retianchan t , nu contraire, CE de BE, on a - 
BI? = sin.rn c0s.n - sin;n c0s.m. - 

Pareillement, en combinant succesiivement AE et DE par - 
addition et soustraction, on aura les secondes valeurs de AD, - 
A H ,  telles qu'elles sont portées an tableau. Toutes les formules 
portées dans ce tableau sont dotic démontrées. 

124. Quant an secondtalileau (i27), les deux premières for- 
mules se démontrent, en égalan1 enseni ble les cloubles valeurs des 

cinquième, sixième, septième et huitième formules d u  premier; 
et ces deux formules suffisent pour déinontrer facileinent toutes 
les autres. Comme cela se trouve daris les traités ordinaires de 
trigoilornétrie; j'y renvoie, mon objet n'ayant pas &té d'dcriie 
u n  ouvrage suivi sur  cette matière, mais seulement de présen- 
ter la question sur  un  nouveau poiut de vue. - 

Je me servirai pourtant de cette figure, pour démontrer, 
sans recourir A une autre la proposition fondamentale sin. ma+ 

A 

cos. na= 1. E n  effet, l'angle AEC étant droit, la somme des deux 
n 

arcs AC, BD, dont la moitié lui sert de mesure, fait deux 
droits; doncla corde qui sotitendroit la somme de ces deux arcs 
est un diamètre; dolx  les cleux cordes feroient un angle droit ; 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E  P O S I T I O N .  1 57 

donc la somme de leurs carrés est égale au carré du diamètre qui 
est i par llypothèse j donc sin. ms+ cas. m4==i. 

-2 -2 -a 
A cause d u  triangle rectangle AEC, on a AC = AE +CE , - 

et B D ~ =  BEa+='. Ajoutant ces deux équations, on a ,  à - - 
cailsc de AC' +BU'  = 1 , comme on vient de le voir, 

i 25. Le raisonnement a Cté établi sur l'hypothèse que les 
angles rn, n, ainsi que leur somme mf la sont moindres que le 
quart de circonférence. Maintenant il est facile d'&tendre les for- 
mules à tous leu angles possibles. Il n'y a pour cela (53) qu'à 
regarder les quantités qui y entrent comme de simples valeurs 
de corrélation, chercher ces valeurs de corrélation pour un autre 
état quelconque du  sgstêriie, et les substituer dans les formules. 

Snpposons , par exemple, que la droite BC se meuve parallé- 
lement a elle-ni6nle, en se rapprochant du point A jusqii'au- 

A 

delà du  centre du cercle, l'angle BAC ou m+ n deviendra obtus ; 
mais ni  m ,  rii n n'auront passé n i  par O ni par CO ; ainsi leurs 
signes de corrélation rie changeront pas dans les formules trou- 
vées; donc les seconds membres de ces formules  teron ont les 

mEmes ; mitis parmi les premiers, AH deviendra liégaiive, puis- 
que rn + lz deveiîan t plus grande que g, cos, (m + n) devient 
inverse. - 

Maintenant supposons que BC se meuve parallèlement à e h -  
rn8iiie dans le sens opposé, c'est-à-dire, en sY8loignant du point - 
A, et qn'ensuiie la droite AD se meuve aussi parallèlement à 
elle-niêine en s'éloigtiant d u  centre, jusqu'à ce que le point E 

d'intersection de cette droite avec BC tombe hors ,  du cercle 
A 

(fig. 43 bis), je dis qu'alors l'angle n ou CAD sera devenue 
inverse. En effet, cet angle a évideminent passC par O au mo- 
men t où le point E s'est trouvé sur la circonférence, et par cori- 
séquent en coïncidence avec C et D j et de plus, dans le systêirie 
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A A A 

primitif on avoit CAE = CAB -EU, tandis que sans le nou- 
A A A 

veau on a, au contraire, CAE = BAE-CAB. Quant à l'angle m, 
i l  reste direct, puisqu'il n'a passé ni par o r i i  par P.  

Donc pour savoir dans ce cas ce que deviennent les formules, 
il n'y a qu'à changer dans le second membre de chacune le signe 
de n, et l'on trouvera la valeur de corrélation du premier mem- 

bre; ainsi, par exemple, on verra q u e z ~  devient inverse pais- 
que sa valeur devient sin.- n ou - sin.n (1 16), et qu'il e n  

A- 

sera de même de C E ,  DE. 
On peut voir aussi directement sur chacune des quantités qui  

entrent dans ce prqrnier membre, celles qui deviennent inver- 
ses, en construisant la figure qui répond à cetie seconde hypo- 
thèse, c'est-à-dire, au cas oh n le devient. En effet, qu'on suive 
pas A pas la constrnctiori de la figure précédente, en faisant n 
inverse, c'est-à-dire , en supposant que cet angle diminue d'a- 
bord insensiblement jusqu'à O ,  ou que le point C se rapproche 
insensiblement du point D, jusqu'à. coïncider avec lui , puis 
passe au-delà, e t  vienne se placer entre 33 et D , on aura la figure 
qui  par sa comparaison avec la figure primitive fera connoitre 
les quantités devenues inverses. Ainsi l'on voit comme ci- - 
dessus que DE le sera, puisque dans le nouveau systême on a - - - D = Ai3 - P D  tandis que dans le systerne primitif on avait 

C- m = AD -a. De iiiêrne m est inverse, puisque dans 1q 

pi.ernier systême on avoit CE =BC - BE, et que dans le - - -  
second, on a .  .. ... ... . .. CE = B E -  BC. 
- 
C D  est également devenue inverse (1 16 ) ,  puisqu'elle est le 

n 
sinus de l'aigle CAD qu'on vient de voir être devenu inverse. 

- C L - -  

Quant aux quaiitités AB,  A C ,  BI), BC, AD, BE, AE,  aucune 
cl'elles n'a passé ni par O n i  par cic ; elles sont donc restées direc- 
tes. Donc pour appliquer nu nouveau cas les formules trouvées 
pour le systême primitif, il suffit d'y changer le signe des quail- -- 
titéa n, m, CE,  DE, ou établir la corrirlation avec le systêrns 
primitif comme il suit ; 
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ainsi pour rendre les formules du tableau primitif applicables 
au nouveau systême, il  faut y faire les changemens de signes 
indiqués par la corrélation précédente. Il en seroit de même 
pour toute autre transformation. 

La  figure primitive elle-même su r  laquelle le raisonnement a 
été établi, fournit huit systêrries corrélatifs au premier, celui-ci 
corilpris, puisque chacun des quatre angles A, B, C ,  D peut 
être placé le p~ernier  en ordre de deux manières différentes j 
mais ces formules se réduisent aux quatre suivantes : 

Corrdation de construction. 

~ " s y s t  ............. A B C D E 
a" syst ............. A C B P E 
'e 3 syst.. ........... B D A C E 
hesys t  ............. B A D C E  

Pour  appliquer, par exemple, au quatrième de ces systêmes 
a la formule sin. (rn $. n) = sin.m cos.,n + sin.n cos. m. qui con- 

vient au premier,il faut établir la corrélation de6 valeurs abso- 
lues, et des signes des quantités rn, n, (m + n) qui y entrent 
avec celles qui  doivent les remplacer, comme il  suit : 

.... Syst. prim. + rn , 4-11, - t - ( m r t n )  
Syst. transE. ... f , + n , + - ( m - n J  

A 
En effet, dans le  premier systême, on a m = B AE. Or on voit 

par la corrélation de constru~tion formée ci-dessus, que pour le 
h 

quatrième systêrne, l'angle qui  correspond à BAE du premier, 

est ARE ou a - m. Pareillement j c  vois que l'angle eorrdlatif a 
A A 

n ou CAD, est pour le quatrième systême DBC ou n ; et qu'enfin 
A ' A  

l'angle corrélatif à BAC ou rn + n est ABD, ou .a - n 3. n, ou 
Q - ( m - n ) .  
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Voilà pour la corrélation des valeurs absolues quant à celle 

des signes ; elle est directe, puisque le premier systenie peut 
évidem tuent, par une transforrniation grzduellc , devenir parfni- 
tement pareil au second, sans qu'aucun cles angles m , n ,  m i- n ,  
passe ni pa r  O ni par so . Donc la corrélation est telle que nous 
l'avons établie ci- dessüs ; do~lc  la forrriule ,que nous voulons 
appliquer au quatrième systêrne devient, , 

sin. (a - [rn - n]) = sin.(m - m) cos. n + sin.n. cos. (m-nt )  o n  
cos. (rn - n) = cos. nt. cos. n + sin. n . sin. m ; formule déjà dd- 
montrée par la huitième du premier tableau, 

1 2 6. Nous venons de dire ( r  24) que des quatre kquations 
fondamentales trolivées ci-dessiis (5, 6 ,  7 , 8, forrriules du pre- 
mier tableau), peuvent se tirer toutes celles du second. 31 est de 
plils à remarquer que ces qua-ire equations se déduisent toutes 
elles- mêmes de l'uiîe quelconqus d'entre elles, de la première, 
par exemple, et qu'elles ne sorit, à proprement parler, que la 
même eqr i rnée  de diverses manibres. Car d'abord, la seconde 
.(deuxième tableau) n'est autre chose que la première dans 
laquelle n devient négatif. De plus, chacune de ces deux pre- 
mières formules devant avoir lieu, quelles qlie puissent être les 
valeurs de m e-t de T L ,  subsisteront encore, en mettant, par exem- 
ple, m * rn àla  place de m , sans rien changer à n. Or si l'on fait 
successivenient ces deux substitutions; c'est-i-dire, si l'on iiiet 
successivement pour rn, rn + nz et m - m,  il  en n a h a  les deux 
dernières formules. Ainsi l a  première renferme toutes les autres 
et  réciproquement; on peut donc regarder clnacune de ces quatre 
formules , comme exprimant les rapports qui exis telit, en géné- 
ral,  entre les sinus et cosinus de deux angles quelconques, les. 
sinus et cosinus de leur somme et les sinus et cosinus de leur 
différence, - 

127. Si dans les quatre formiiles fondamentales (5, 6 , 7 ,  8 
du premier tableau) on suppose d'abord n = O et ensuite suc- 
cessivement m = o ,  r n - , ~ ,  m = 2 ~ ,  m = g a ,  m = 4 . ~ ,  
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retrouvera les formules dk tableau formé ( 1 1 ~ 1 ,  et si faisant 
encore n = O o n  suppose successivement rn = a, m = m & a, 

m = 2 m =!= a, &c. , on retrouvera celles du tableau fornié ( r i6), 
ainsi que cela doit être ; puisque ces premiers tableaux et le der- 
nier (1 23) ont été établis sur  le même systême primitif, c'est-à- 
dire, d'après Ja même hypothèse, que les angles admis dans ces 
tableaux sont tous moindres que l'angle droit. 

128. Le problême que nous venons de rboudre  ne donne 
pas seulement les principaux rapports des quantités linéo-angu- 
laires de deux angles proposés; mais il renferme encore la solu- 
tion du problênie général de la trigonométrie, qui  est celui-ci. 
Trois quelconques des six cf~oses gui sont d considérer dans un 
~riangZe &ont données, pui n e  soient pas les trois angles, trou- 

-ver tout Je reste, 
Car si l'on propose un triangle ABC ii r8soudre, il n'y aura 

qu'à l'inscrire dans un cercle ; abaisser de l'angle A une perpend 

clicdaire sur  ie côté opposé Ë?, et achever la c~nstruct ion telle 
qu'elle est dans la (fig. 43). Alors on pourra lui appliquer les 
fortnules portées au tableau , qui exprime les rapports de 
toutesles parties de cette figure, parmi lesquelles sorit comprises 
les six choses à considérer. Mais je ne m'étendrai pas davantage 
ici sur  cet objet; nion but étant d'y revenir dans la section sui- 
vante. Je  me bornerai, q ~ i a n t  5 présent, à quelques cons6quences 
particulières qui  dérivent naturellement de ce q u i  précède. 

I 29. La figure 43 est, comme on le voit ,  un quadrilatère 
iiiscrlt à diagonales orthogonales. - - 

J'observe d'abord que la droite AFG coupe BU perpendicu- 
A 

lairement e n  1, car dans le triangle IAD, l'angle I A D  éiant par 
A A A 

IiypotliAse égal à DAC ou n, et IDA égal à BCA o u  .a- n, il suit 
que la soinme 'de ces cleux angles fait le quart de la circonfé- 

A 

rence ; donc AI  D fait aussi le quart de la circonférence, c'est-à- 

dire,  que est perpendiculaire à donc réciproquement 
a 1 
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en menant du point A la perpendiculaire AI sur BX, elle pas- 
sera par le point F. Par la même raison, en menant du point D - 
une perpendiculsire DK sur AB, elle passeroit aussi par le 
point F. Donc dans le triangle ABD, les trois perpendiculaires 
7-__. 

A I ,  BE,  DK,  menées des trois angles sur les côtés opposés, se 
croisent toutes au point F. On prouveroit de meme que dans le 
triangle A R C  les trois perpendiculaires abaissées des angles sur  
les côtés opposés se croiseroient toutes au point H , et comme les 
angles m, n sont pris à volont8, cette propriété appartient à tout 
triangle; c'est-&dire, que dans tout triangle , les trois perpen- 
diculaires menées des angles sur les cbtés opposés, se croisent 
toutes en un m6me point. 

A A 
Puisque l'angle G A  J I  est par construction égal à l'angle GAD, - n 

l'arc GD sera égal 8 l'arc CD. Donc, en gendral, si d'un point 
D pris à volonté sur une circonférence, on mène deux cordes 

.- - 
quelconques Y A ,  U B , et r p h e s  autres extrémités A ,  B de -- 
ces cordes on leur méne les perpendiculaires AG , B C , prolon- 

A - 
gées jusqu'à. la circonférence, les arcs DG, DG, compris entre le 
premier point I l ,  et les nouveaux points d'intersection seront 
égaux. D'où il suit, par exemple, que s i  l'on nienoit la corde 
- 
CG, elle seroit coupée perpendiculairement par le diamètre 
mené du point D,  et que réciproquement, la droite menée du  - 
point D perpendiculairement à CG passeroit par le centre du 
cercle. 

130. $'ai démontré ( i  29) que les perpendiculaires menées 
des trois angles A ,  B, C (fig. 84) sur les côtés opposés doivent 
se croiser toutes en un même point D. Mais chacun des sommets 
A ,  B, C ,  est à cet égard dans le même cas que le point D; c'est- 
à-dire, que de même que le point D est celui ou se croisent les 
pc-rpendiculaires menées des angles du triangle ABC sur  les 
côtés opposés, le point A,  par exemple, comme on le verrafaci- 
lement, est celui où se groisen t les perpendiculaires menées des 
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trois angles du  triangle BC D sur les c0tés opposés, et de.rnkrne. 
des autres. Ainsi les quatre points A ,  B, C , D , forment trois à 
trois un triangle tel que les trois perpendiculaires menées des 
angles de ce triangle sur les côtés opposés, se croisent toutes au 
quatrième de ces points. La figure est donc un  systême de quatre 
points réinnis deux à deux par des droites qui se trouvent telles, 
que chadune de celles qui passent par deux de ces points coupe 
perpendiculairement celle qui passe par les deux autres. 

Cette figure a de plus la propriété, qu'en faisant passer par trois 
quelcoiiques des quatre points A ,  B, C , D , par exemple, par 
A ,  B , C, une circonférence, si l'on prolonge les perpendicii- 
laires abaissées des angles du triangle ABC,  jusqu'k la circon- 
férence en A', El', Cf, il en résultera trois quadrilatères inscrits à 
diagonales orthogonales, tels que celui que nous avons examina 
dans le problême traité (1 z a ) ,  savoir, ABA'C, BCB'A , CAC'B , 
dans lesquels on a les triangles parfaitement égaux et  semblable^ 
deux a deux BDC et BA'C, ABD et AC'B , ADC et  AB'C. 

Ce que je viens de dire de la circonférence passant par les trois 
points A, B, C,  auroit &alement lieu pour toute autre passant 
par trois quelçon ques cles quatre points A,  B, C , D, et il est à 
'remarquer, que tous ces cercles ont le mdme diamètre, c'est à- 
dire, par exemple, que la circonférence circonscrite au triiingle 
BDC seroit égale a la circonférence ABA'C; ce qui est évident, 
.puisque le triangle BD.C est parfaitement égal e t  semblable au 
triangle BA'C, qui est lui-même inscrit dans cette circonférence 
AB A'C. 

15 1. Si du centre L (fig. 43) du cercle on iniagihe une per- - 
pcndiculaire sur BC , il est facile de voir que le diamètre *du 
cercle étant i , cette perpendiculaire sera + cos. B A C  ou - + cos. (m+ n) ; mais le tableau (122) donne A H  =cos.(m+n), qui 
est le double.Donc dans tout triangZe,Za perpendicubire abaissée 
du centre du cerck circonscrit sur P m  quelconque des cStés, est 
moitié de la distance de Z'angle opposé ou point O& se croisent IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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les t r o i ~ ~ e ~ e n d i c u l a i r e s  menées des ongles sur les'côtés t apeCa  
tiuernént opposés. 

Il suit de-là que si- par le point milieu p de TC (fig. 45), on 
menojt une droite au point A ,  elle seroit coupée en O par la 

. .Y 

droite LH, (II étant le point oh  se croisent les trois perpendi- 
culaires) au.x deux tiers de sa longueur à compter d u  point A ;  
car les Jeux triangles A H o  , pLo , sont seni blables; d'ou il suit 

- - .  
étant moitié de A H  , p o  est moitié de z. Cela étant, il 

est ais6 de voir que ce point O est celui o h  se croiseront les tr& 
droites menées de chacun des angles au point milieu du  côib 
opposé, donc dans tout triangze , Ze point ori se croisent des trois 
droites menées de chacun des angZes au poing milieu du côté 
opposé ,. celui où se croisent b s  trois perpendiculaires menées 
des mêmes angles sur ces côtés opposés et.Ze centre du cercle ch -  
cwnsdrit, sont toujours placés sur &ne même ligne $roi&. 

13%; Jusqu'ici? nous avons désign8 par i le diamktre d u  
~ e r c l e  (fig. 43) ; mais si nous voulons avoir les yaleurs effectives 
des lignes de la figure qui se règlent sur  ce parcimétre, jl faudra 
corrimcncer par rendre les équaiioris homogènes, eq remettant 
:î la place de l'unit&, là où elle représente le diamèt ie  , la V & L I ~  

e e c t i v e  de ce meme diamètre. Supposons donc le rayon = R; 
le  diamètre sera 2R j et alors, pour rendre hornoghes les équa- - 
iions trouvées ( I  2 2 ) ,  il faudra ymettre aulieu des quantités A B ,  - -  - -  \ '." AB AC. BD ' - 
AC, BD , &c. , celles-ci , - 

2 ~ '  aR7 aR' &c., qui par-là de- 

viendront des nombres abstraits, ainsi que chacun des seconds 
termes de ces équations. Les forinules ainsi transfo~~mées , pour- 
ront fournir plusieurs conséquences ncluvelles. Par exemple , 

-a - 
nous avons (124) ...................... AC + BD' = 1 , - 2 - ............. cette équation devient doiic AC + B D ~  = 4 Ra. 

-2 - .............. P a r  l a  même raison, on a AB +CD' = 1 R". 
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c'est-à-dire, que duns tout quadrilatère inscrit à diagonales 
drthogonales, la somme des carrés des quatre cdtés est double du 
carrd du diamètre. 

1.33. Pareillement nous avons trouvé (124) - 
AE~+B+ZË' +TE' = 1. 

Cette unité vaut ici 4R" ; donc dons tout quadrilatère inscrit cZ 
diagonales orthogonales , Za somme des carrés des quatre seg- 
mens des diagonales est égale au carré du diamètre. 

- - 
134. Puisquè E==BE+CE, on aura - - -2 - - 

B C ~ =  BE'+CE +2BE*CE,  
et pareillement, - -- 

A D ~  = A E ~ + ~ ' + ~ A E ~ D E .  
Ajoutant les deux équations, et observant que par la proposi- 
tion précédente on a 

-2 -a - - - 
Al3 +BE +cB'+DE'=~R.;  

que de plus., par la propriété du cercle on a 

BE-CE =AEaDE, 
il viendra 

-a a -- 
BC +AD =4R'+4AE.DE. 

Cela posd, nomrnons r la distance du point E au centre du 
cercle, ou Ie rayon de la circonférence concentrique qui passe- 
roi-t par le point E ; les segmens formés par E sur le diamétïe 
passant par ce point, seront R+ r , R-r, et leur produit sera 
par conséquent, Ra-rs. Donc par la propriété du cercle oH aura 

donc l'équation ci-dessus deviendra 

c'est-à-dire , que si d'un point pueZconpue pris sur la surface 
d'un cercle on mène deux cordes queZconques ort7iogonaZes , lïz 
somme des carrds de ces deux cordes sera égale au carré du dia- 
mètre moins quatre fois le carré de Za distance du point d'inter- 
section des deux cordes ars centre du cercle. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G E O M E T R I E  
'11 est à remai3quer (46)  que ces propriétés ont lieu, soit que le 

point E soit au-dedans ou au-dehors de l'aire dix cercle. Ces 
m h e  propriétés s'étendent a la sphère avec quelques rnodifica- 
tioiis , corn me il suit : 

i 35.- Concevons qu'une*sphdre soit coupée par trais plans 
perpendiculaires entre eux ,  et soient R le rayon de cette sphère, 
r la distance de son centre au point où se croisent les trois axe8 

qui forment b s  intersections de ces plans. 
iO. La somme des carrés des trois cordes ou portion des axes 

dont on vient de parler, interceptées par la ssuface sphérique, 
sera i a R s  - 8r'. 

2". La somme des trois produits formés, en muZtipZiant en- 
sernbb les deux s e p e n s  de chacunede ces cordes, sera 3R"-3 r'. 
5'. La somme des carrés des six seg-mens formés deux à deus 

sur ces trois cordes, sera 6 R'- r rs. 
ho, La sarnrne des carrés des douze droites qui joignent deux h 

$eux les extrémités de chacune n'Es cordes avec les extrdmites 
des deux autres, sera 9 4 R"- 8 rs. 
5'. La somme des quinze droites joignant deux à deux les six 

gxtrémités des trois cordes, sera 3 6 Ra- 16rs. 
Go. La somme des carrés des rayons des trois cercles qui for- 

ment Ies intersections de Zcz sphère par les trois pbns, sera 
3R'-r", 

Chacune de ces six quantités sera donc toujours la même, 
quelle que soit la direclion des axes, tant que le rayon R de la 
sphère et la distance r de son centre au point d'intersection de 
ces axes demeureront les mêmes, soit que le point d'intersection 
des axes soit pris au-dedaiis ou au-dehors d u  volume de la 
splière, pourvu qu'elle soit effectivement traversée ou ail moins 
touchée par ces trois axes ; car ces propositions cesseroient d'a- 
voir lieu, si un ou deux de ces axes ne rencontroient point la 
sphère. 

J'ajouterai , que puisque les surfaces des cercles sont comma 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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les carres des diamètres, il suit Je  la sixième des prdc8clentes pro- 
positions, que 

Si d'un point, donné on imagine trois plans perpendiculaires 
entre eux qui coupent le volrme d'une sphère, la somme des sur- 
faces des trois cercles formant les intersections sera toujours 
Zu même, quelques directions qu'on donne à ces plans, pourvu 
qu'ils ne cessent pas de couper tous les trois la sphère. Cette 
quantité constante est les trois quarts de la surface sphériqile 
donnée moins la surface splz6rique entière, qui  auroit pour dia- 
mètre la distance du - centre de la sphère donnée au point d'in- 
tersection des trois axes. . 

i 36. On peut tirer de ces propositions diverses consdqubn- 
ces intéressantes. Par exemple, si l'on suppose que le point où 
se croisent les trois axes soit a la surface de la sphére, on aura 
r=R et le systême se réduirai  une pyramide trini~gulaire dnnt 
les trois faces sont perpendiculaires entre elles; et Io troiuiètiie 
formule nous apprend que la somme des carrés des trois arêtes 
qui parient du soinmet oii se réunissent ces trois faces, est 
toujours égale au carré du  diamètre Se la sphère, quelle que 
soit la direction de ces arêtes. Ainsi, de même que si d'un poiiit 
pris à la circonférence d'un cercle on mène deux cordes perpen- 
diculaires entre elles , la somme des carrés de ces deux cordes 
sera toujours égale au carré du diametre de ce cercle; de même, 
si d'un point pris à la surface d'une sphhre on mène dans cette 
sphère trois cordes quelconques perpendiculaires entre elles, la 
somme des carrSs de ces trois cordes sera toujours égale au carré 
du diamèire de l a  sphère. 

D'où il silit encore que si l'on avoit à inscrire dans une sphkre 
une pyramide triangulaire, ayant trois faces perpendiculaires 
entre elles, on  auroit de suite le diamètre de cette sphère. 

137. DU centre L du  cercle circonscrit (fig. 46) soient --- 7-  

abaissées des perpendiculaires La, Lb, Lc, sur les côtés BC, AC, - - -- 
AB, respectivement, et soient menées les droites a b ,  ac ,  bc IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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les points a ,  6 ,  c, Ctarit les points-milieux des côtés, ces der- 
nières droites seront respectivement parallèles k ces mêmes 
côtés, et tgales àleurs moitiés. Cela posé, le quadrilatère a B  CL 
qui  a deux angles droits en u ,  c ,  est par conséquent inscriptible 
dans un cercle. Donc, par la propriété des quadrilatéres inscrits, 
le  produit de ses deux diagoi-iales est égal à la somme des produits 
des côtds opposés, et les deux autres quadrilatères bAcL, 
6 C  al;, ont la même propriété. Donc on a ces t r ~ i s  équations 

-- -- -- 
AL.bc  = Ab.cL+Ac .bL  
T- -- -- 
I1L.ca = B c . a L f B a . c L  
- -  -- 
CL.ab = ~ a .  B L + G . ~  

Ajoutant toutes ces équatims, en observant que AL = === - - -  ~y= R ,  que bc+ca+ab est la rnoitid d u  périmètre, que je - --  - -  - 
wom~neraip, et qu'enfin A b  = C b ,  Ac = Bc, Ba = Ca, on aura 

Mais le dernier ,terme du second membre est évideniment l'aire 
dutriangle ABC ; or  s i  l'on nomme I. le rayon du cercle inscrit, 
cette aire sera aussi +pl-; substituant donc cette dernière valeur 
à la première, transposant e t  divisant tout par p ,  on  aura - - -  
R + r  = &L+bL+cL. D o i ~ c  

Dans iost triangle, la somme des trois perpendiculaires, a h i s -  
sées du centre du cercle circonscrit sur les côtés, est égak d Zn 
somme faite du rayon du cercle .inscrit, et du rayon du cercZe 
circonscrit. 

Nous avons supposé que le centre tomboit sur l'aire inêmo 
d u  triangle ; s'il tomboit en dehors, il y auroit un  angle obtus, 
et alors la perpendiculaire abaissée du centre su r  le côté opposé 
à cet angle obtus deviendroitinverse; ainsi sa valeur deviendroit 
iiégative. - 

Nous avons vu (131) que A H  (fig. 43) ëst  double de la per- 

pendiculaire menGe du centre L sur  le côté =opposé A l'angle A - 
d'oii part la perpeiîdiculnii-e AN. Donc la somme des distances 
dci poiilt f-1 aux angles A,:B, C, est elle-mbme double de la 
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sorrinie des trois perpendicinlàires menées du centre surles~côtes. 
Or nous venone de voir que cette dernière somme est égale au 
rayon du cercle inscrit, plus au rayon di1 cercle circonscrit; 
donc, dans tout triangle dont ks angles sont aigus, la samrne 

faite des distances du point 03 se coupent les trois perpendicu- 
laires menées des angles sur les côtés opposés , est égale au dia- 
mètre du cercle inscrit,plus au diamètre du cercle circonscrit, . . et 
si Pula des angles est obtus, il faudra dans la somme ci-dessus 
énoncée, prendre négatiotivernent la distance de cet angle au point 

, I 

orl se croisent les trois perpendiculuires. 

Il est clair qu70n a (fig. 46) LI;= K.cos. A ,  Lb = R. cos. B ,  
= R. cos. C. Ajoutant ces trois équations, et ~bservan  t que - - -  

La+Lb+Lc = R + r , o n a u r a R + r = R  (cos,A+cps.B-+cos.C) 
7' 

ou - = c0s.A-f- cos. B+ c0s.C 7 1 ; c'est-à-dire , que dans tout 
R 

triangle, b rayon du cercle inscrit est au  rayon du cercle circons-. 
crit , comme la somie  des cosinus des trois angles moins sinus 
total, est au sinus total. 

138. On pourrait, en pariant toujoars des notions qua 
nous avons données, rapporter la th6orie des quantités linéo- 
angulaires, à un principe plus général, qui  consiste dans cette 
proposition connue, que dans tout quadrilatère inscrit au 
cercle, le produit des deux diagonales est égal R la somme des 
produits des côt& opposés. 

Car soit ABCD (fig. 47) un semblable quadrila+e ; suppo- 
n n - 

sons l'arc AB = s a ,  AC = a 6 ,  DC = z c ,  et par conséquent 
n - 
BD = a. (2m - [a+6+cJ); nous aurons donc ([el) AB = sia.a, 

Substituant ces valeurs dans l'équation 
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formule qui aura l ieu,  quelles que soient les valeurs qu'on 
attribue aux angles a ,  b , c. 

Supposons 5 par exemple, b i  c = m ,  on aura donc 
sin.(b+c)=t,sin.c=cos.b,sin, (a+b+c)=sin. (mi-a)=cos.a; 
donc ln formule deviendra. . 

sin. (a+ 6) = sin. a cos. 6 +sin. 6 .  cos, a. 
Supposons 6 w , nous aurons 

Sin.b=i,sin.(a+b) = cos.a, sin.(b+c) = cos.c, sin. (a+b+c) 
= cos.(a+c) 

donc la formule deviendra 
t cos. (a+c)  = c0s.a cos. c - sin. a sirioc. 

Supposons c = - a ,  nous aurons 
sin.(a+b+c)=sin.b, sin.c =-sin.a,siri.(b+c)=sin.(b-a); 
donc la forniule deviendra 

sin. (6 + a ) .  sin. @-a) = sin. b' - sin. a'. 
Soit c=m-ai, on aura 

sin.c=cos.a, sin.(b+c) =cos.(a-b), sin.(a+b+c)=~os.b. 
Donc la forrnule deviendra 

sin. (a + 6) cos. (a - 6) = sin. a cos. a + sin. b cos. 6. 
Ainsi -cette'seule prop6sition renferme toute la théorie des 

quantités linéo-anplaires. de deux angles donnés. Cette pro- 
position sera démontrée et généralisée ( 2 lo et suiv.). 

i 39. Représenter par des formules générales les rapport; 
qui existent entre les sinus ct  cosings d'un nombre quelconqzre 
d'a@es, les sinus e t  cosinus de leurs sommes et les sinus et cosil 
nus de leurs dgéreences . 

Sol. Dans le problême traité (1.92) , nous~n'avons considéréque 
deux angles m, n, et nous avons cherché les rapports qui existent 
entre les sinus et cosinus de ce's angles, céurr de leur somme et 
ceux de leur différence. Il s'agit maintenant de généraliser ces 
formules; en les étendant A une suite quelconque'd'angles a, b ,  
c ,. d,  &c.' 
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Prenons-en d'abord trois seulemelit; je dis qu'o-n .;iura les 

deux équations suivantes réciproques entre les trois angles 
a, '6, c ;  c'est-à-dire, ou ces angles jouent tous trois le mème 
rôle. 

sin, a. sin. (6-c) +sin. 6 .  sin. (c-a) +sin. c. sin. (a-b) = o (A) 
cos. a .  sin. (6- c) + cos. 6. sin. (c-a) + c0s.c. sin. (a-b) = O (BI. 

E n  effet nous avons (i23), - 

sin. ( b  - c)  = sin. 6. cos. c - sin. c COS. 6 
sin. ( c  - a) = sin. c. cos. a - sin. a cos. c 

sin. (a - b )  = si11.a cos. b - sin. b .  cos. a 

Multipliant la première , ,  de ces équations par sin. a ,  la seconde 
par sin. 6 ,  la troisième par sin. c , et ajoutant ensuite ces trois 
équations, le second membre se réduira zéro, et le premier 
membre deviendra l'équation (A), qui est la première de celles 
qu'il falloit démontrer. 

Multiplions maintenant la première des équations (C) par 
cos. a, la seconde par cos. 6 , la troisième par cos. c, et faisons 
ensuite la somme de ces trois dquations? le second membre se 
réduira encore à zéro, e t  le premier deviendra l'équation (B) , 
qui est la seconde de celles qu'il falloit ddmontrer. 

Cette dernière peut Bgalement se deduire de la première (A), 
car celleci devant avoir lieu, quelques valeurs qu'on substi- 
tue B a, 6 ,  c ,sera encore vraie, en mettant à la place de ces angles 
leurs compléniens , rn - a, .o - b , - c ; or par cette substitu- 
tion l'équation (A) se transforme en l'éGation (B). 

Dans ces formules, on peut supposer à volonté négatifs celui 
ou ceux qu'on voudra parmi les trois angles a, 6, c; ce qui 
introduira les sommes des angles pris deux à deux au lieu de 
leurs différences. 

Si l'on divise la  première des formules ci-dessus (A) ,  (B) , 
par sin. a. sin. b .  sin. c, et la seconde par cos. a. cos. b .  c0s.c , ces 
f ~ rmu le s  deviendront IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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s i n . ( ~ - b ) * ~  sin.(b-c) s in.(c-a)-  + + sin. a.sin. b sin. b.sin. c sim C-sin. a - 0  (Dl 
sin.(a-6) sin.(b-c) sin.(c-a) 

4- 4- = O  (E) cos. a .cos. b cos. b .  cos. c cos. c. cos. a 

formules également réciproques entre a, 6 ,  c. 

Si dans les formules (A), (B) , on fxit successivement c = O , 
c = rn , et qu'on fasse aussi successivement b positif et négatif, 
on aura les formules fondamentales fournies par les ciuquiéine 
et sixième formules du tableau formé ( iaa) pour deux angles. 

Si l'on suppose c = a + b , les formules (A) et (B) devieiidroiit 

sin. (a+ 6) sin. (a - b) = sin. an- sin. ba 
cos. (a + b) sin. (a - b) = sin. a. cos. a - sin.&. cos. 6. 

Si dans la formule (A) on fait c = m , b = -a, elle deviendra 
sin. 2 a = a. sin. a. cos. a. 

sin. a 
Soit c="$ & = f a ,  la formule deviendra --- on 

cos. a 
sin. a 

. tang. + a = -- ainsi des autres. 
i+cos.a 

. i 40 .  Supposons maintenant quatre angles a,  b; c ,  c l ,  dans 
le sjistêrne, je dis qu'on aura les deux formules suivantes : 

sin. a sin. b .  sin, (c - d )  +sin. b sin. c. sin. (d- a) 
,+ sin. c. sin, d .  sin. (a - b) i- sin. d sin. a.  sin. (6- c) = O 

cos. a .  cos. b.  sin. Cc - d) + cos. b .  c0s.c. sin.(d-a) 
'$ cos. c. c0s.d. sin. (a - 15) +cos. d. cos. a.  sin.(6-c) = o 

ou en divisant la premihre par le produit sin. a.  sin. b . sin,c. 
sin. G?, des quatre sinus, et laseconcle par le produit cos. a. c0s.b .. 
cos. c. cos. d des quatre cosinus 

siii.(a-6) sin.(b-c) sin.(c-d) s in . (d -a )  
. -t- + 4- = O  

sin. a.sin. b sin. 6.sin. c sin. c .  sin. d s i ~ . d .  sin, a 
sin. (a - 6 )  sin. (6  - c) + sin.<c-d) sin. ( d -  a )  + + - - 0 ;  
cos.a.cos.I cos.b~cos.c cos.cicos.d cos.d.cos.a 

Et en considérant l'analogie de ces formules avec celles q u i  
ont été trouvées (139) pour trois angles seulement, nous con- 
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a ,  6 ,  c ,  d,. . . p ,  on doit avoir les deux formules générales sui- 
vantes : 

4 

sin. (a- b ) +  
sin. ( b  - c )  sin. (c  - d) sin. ( p - a )  + -.... + = O (P) sin. a. sin. b  sin. b.sin. c sin. c.sin. d sin. p .  sin. a 

(a - sin. ( 6 - c )  sin. (c-d) sin, ( p  -a)- +-- .... + ~os.a.cos.b cos.b.cos.c cos.c.cos.d c0s.p.cos.a -0 (G) 

En effet nous avons (1 23) 

sin. (a- b) = sin. a cos. 6 - sin. b cos. a 
sin. (6- c) = sin. b cos. c  - sin. c cos. 6 

sin. ( p  -a] = sin.p c0s.a - sin.a c0s.p ; 

Divisant la première de ces équations par sin. a sin. b ,  la 
seconde par sin. b  sin. c ,  &c. et ajoutant ensuite toutes ces Squa- 
tions , le second membre se réduira à O ,  et le premier membre 
deviendra l'équation (F), qui est la première de celles qn'il 
falloit démontrer. 

La seconde équatiolz (G) se démontre de mênie, en divisant 
chaque équation par le ~ r o d u i t  des cosinus, au lieu du produit 
des sinus, ou en mettant dans la première (G) - - a ,  lm- 6 ,  
Q-C, &c., au lieu de a ,  E ,  c ,  &c. 

Dans ces formules, on  peut supposer à volonté négatifs un 
ou plusieurs des angles, ce qui introduira dans le calcul les 
sommes de ces angles pris deux à deux au lieu de leur différence. 

Les mêmes formules peuvent êire variées d'une infini16 de 
manières ; car elles doivent avoir lieu quels que ;oient les 
angles qu'on voudra substituer aux angles a, b ,  c, &c. Ainsi, 
par exemple, au lieu du systême des angles a ,  b,  c ,  &c., on 
peut substituer le systême des angles ( a + b ) ,  ( b + c ) ,  (c+d) ,  &c. 
ou (a -b ) ,  (b -c ) ,  ( c -d ) ,  &c., ou (a+b+c),  ( b + c f  d), &c,, 
ou (a f B-a) , (6 + c -cl), &c. , ou les complémens de ces angles, 
ou ces angles pris négativement, &c. 7' 

1 4  1 .  La même niéthorle peirt servir à t touver plusieurs 
autres formules du mênie genre, égalenierit simples et récipro- IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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ques entre tous ces angles. Par exemple, je dis qu'entre les 
angles quelconques a,  b, c, .  . . p ,  on a les deux formules géné- 
rales suivantes : 

sin.(a+b).sin. (a-b)+sin.(b+c) sin.(b-c) 
.................... +sin . (pSa)  sin.(p-a) = O (H) 
cos.(af b).sin. (a-b)+cos.(b+c) sin. (b-C) 
................... +cos.(p+a) sin. (p-a) = O ( K I  
Car nous avons trouvé ci-dessus ( I  23, 138), 

sin. (a-!- 6) sin. (a- b) = sin. an-sin. 6" 
sin. (b + c) sin. (b-c) = sin. 6" -sin. c' 

.................................. 
sin. (p + a) sin. (p -a) = sin.pn-sin.a' 

Ajoutant ensemble toutesSces équations , le second membre se 
réduit à O, et le premier se réduit à la formule (H) , qui est la 
première de celles qu'il falloit démontrer. 

Pareillement nous avons trouvé (1 23) ; 

cos. (a+ 6) sin. (a- 6) = sin. a cos. a - sin. b cos. b 
cos. (b  + c) sin. (6-c) = sin. 6 .  cos. 6 - sin. c . cos. c ........................................... 
cos. (p + a) sin.(p-a) =-sin.p c0s.p - sin. a cos. a 

Ajoutant ensemble toutes ces équations, le second membre se 
réduit à O ,  et le  premier devient la formule (K), qui est la 
seconde de celles qu'il falloit démontrer. 

142. De ménie , les quatrièmes formules du tableau for- 
mé (123) donnent 

sin, ( a +  b) sin. (a - b) 
~i tang. a" tang. 6' 

COS. a'. COS. b' 
sin. (&Sc )  sin. (b - c) = tang. b'- tang.cS 

COS. ba.cos. cas 

sin. (p+a)  sin. (p - a) 
------. = tang. pa - tang. an, 

cos.pg . cos. a' 
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Ajoutant toutes ces équations, le second membre se réduit à O , 
et le premier donne la formule 

sin. (a$b).siri. (a - b )  sin. ( b + c)  sin. ( b -  c)  

COS. a:. COS. bZ + 
COS. b' .COS. C" 

sin. (pf a )  sin. ( p - a )  
. . . . o . . . . . . . . . . . . . . . +  = O  

COS. p'. cos. a" 

i 43. De même encore, les premières formules du tableau 
formé ( r  23) donnent 

tang. a - tang. b 
tang. ( a - 6 )  = , ou 

i + tang. a tang. b 

tang. (a- 6) (1 + tang.a. tang. b) = tang. a - tang. b 
tang. (6 - c )  (1 + tang. b tang. c) = tang. b -tang. c 
.......................................... 
tang. ( p  - cc) $ tang.p. tang. a = tang.p-tang.a. 

Ajoutant toutes ces Bqilations, le second membre se rdduit A O ,  

et le premier membre donne la formule suivante : 

tang. (a-b) (1 + tang. a tang. b) + tang. (6-c) (1 + tang. 6. tang. c) 
............ 4- tang. (p-a) (1 + tang.p. tang. a) = o. 

Il est clair que par cette méthode, on  peut trouver une infi- 
nité d'autres formules du même genre. 

i 4 4. Si l'on suppose que les angles a, 6, c ,  .. .p forment 
une progression régulière dont la loi soit connue, chacune des 
formules dont nous venons de parler formera aussi une série 
régulière dont la somme des termes est toute trouvée, puis- 
qu'elle est O, J e  suppose, par exemple, que a ,  6, c, &c. soient en 
progression arithmétique croissante, dont le premier terme et 
la raison soient a, et dont le nombre des termes soit rn, on aura 
donc 

a = a ,  6 = z a , c = 3 a ,  d = 4 a  . . . p  = m a ;  
donc les deux formules (H) , (K) trouvées (141) deviendront, en 
divisant tout pa r  - sin. a, 

L ,- 

sin. (m+ ~ ) a .  sin.(m-i)a 
sin.3af sin.5a-j-sinqa.. .... + - -- - sin. a - 0 2  
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sin.(m+ ~)a.sin.(nt- 1)a sin.3a-f- sin.5a + sin. Ta.,,. +sin.(i~rn- i)a 2 -- 
sin. a 

cos.(m+ i)n.sin.(rn-i)a 
eos.3a$cos.5a+ cos.7a. ... + cos.(am-i)a= .-- 

sin. a 
qui sont des formules connues. 

Si l'on substitue ces valeurs dans les formules (F) (G) trou- 
vées (I~o), et qu'on divise pareillement tout par --sin. a ,  elles 
deviendront, 

1 1 + siti. (m - 1) a + &c. = 
s i n . a . s i n . 2 ~  s i ~ î .  na.sin. 3a sin. a' siil. ma 

1 1 sin. jm- 1) a 
4- +..'... = 

cos.a.cos.an cos.aa.cos.3a sin.ac0s.a. COS, ma 

1 .  ou parce que coséc. a = - , et  séc.'a 2- , on aura 
sin. a c0s.a - 

séca.séc ?a+ séc Pa. s6c 3at....= sin(m-i)a.séca,coséca. sécma, 
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S E C T I O N  

Formation de tableaux analytiques, propres à représenter 
Z9ensem61e des rapports, l u i  existent entre les diverses 
parties d'une même $gure ; et e s  modijcations qui 
distinguent, soit de cette première figure , soit entre' 
elles , les autres jïgures qui lui sont corrélatives. 

45. Jx'me ici d'effectuer sur diverses figures géomé- 
triques, les tableaux de comparaison dont j'ai donné lYid8e au 
commencement de cet ouvrage (2) ; c'est- à-dire, d'appliquer à 
plusieurs exemples, les principes développés dans les deux pre- 
miéres sectioris , en foimant d'abord le tableau des rapports qui 
lien1 entre elles toutes les parties du systéirrie pris pour terme de 
comparaison, et recherchant ensuite quellcs sont les mutations 
que doit Bprouver I'expression de ces rapports, lorsque le sys- 
t h e  primitif passe lui-mêm'e à clifférens états de trai~sforma- 
tion ;.et de plus, je me de donner à ces tableaux urie 
forme telle que ces mêmes rapports pllissent êlre c o n d é r é s  dans 
leur  ensemble, de manière que tous les rapports partiels y soient 
iinplîcitement compris, et qu'on puisse eii déduire celui q u i  
existe spécialement entre telles OLI telles de ces quantités, soit 
linéaires , soit angulaires, prises à volonté dans le systême 
général. 

Le  nombre de ces rapports augmente k mesure que le systême 
se compose d'un plus grand nombre de parties; car daris u n  
triangle, par exemple, il n'y a que six choses à considérer, et 
déjà dans le quaclrilatère simple dont les côtés seroient supposés 
prolongés jusqu'à leurs rencontres respectives, il y en a trente- 
trois : savoir, les quatre côtés, les deux diagonales, les ~ O U Z ~  

, 

seginens formés deux à deus  su r  chacun de. CES côtés OIX diago- 
25 
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nales, et enfin les quinze angles compris entre ces six droites 
considérées deux à deux. 

Mais le nombre des partielles à proposer Ar cha- 
cune de ces figures, augmente bien plus rapidement que celui 
des parties de cette même figure; car pour le triangle, la ques- 
tion générale étant celle-ci : trois des six choses à coiisiclérer 
dans .un triangle, qui ne soient pas les trois angles, étant données, 

6 . 5 . 4 . 3  
trouver les trois autres : il en rdsulte , queslioys par- 

2.5 

iielles, moins les trois cas exceptés ci-dessus, des t r ~ i s  côtds 
demandés quand les trois angles sont donnés. Mais pour le qua- 
drilatère, la question générale étant celle-ci : des trente-trois 
choses qui sont à considérer dans un quadrilatère, cinq quelcon- 
ques indépendantes les unes des autres étant données, trouver 

53.32.31.3o.q.28 
les vingt-huit inconnues, il en résulte 

2 . 3 . 4 . 5  7 

questions partielles, sauf le petit nombre des cas ci-dessus 
exceptés. On peut juger par-la, du nombre de questions par- 
tielles que fourniroit un  pentagone, et à plus forte raison, les 
polygones plus &levés; et l'dn voit qu'il est comme impossible 
de former des tableaux qui puissent répondre immédiatement à 
chacune de ccs questions partielles. Il s'agit donc d'y suppléer 
par une forme particulière, de laquelle oit puisse, a l'aide de 
quelques opérations algébriques, tirer celle cles réponses dont 
on peut avoir besoin dans chaque cas particulier. Or c'est ce que 
je me propose ici. 

Ponr remplir cet objet, j'imagine qu'on établisse dans la figure 
proposée une chaîne de triangles, et que passant de l'un à l'autre 
par les règles ordinaires de la trigonorn6trie, en suivant la 
construction graphique, d'après laquelle on peut supposer que 
la figure ainroit étC construite, on  c;dcule toules les parties, tant 
angulaires que lindaires qui entrent dans sa composition. Que de- 
plus, on les çxpritne toutes en valeurs de quelques-unes seule- 
ment d'entre elles, consiclérées comme connues, en nombre SUE- 
Ssant, pour que tout le reste soit déterminé, Le tableau qui en 
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rdsul tera, ne comprei~dra évidemnient de formules, qu'autant 
qu'il y aura de quantités dans le systêrne, or je clis que ce tableau 
supplée au  tableau général dont nous avons parlé ci-dessus, et  
dont la coiifection est évideniment impraticable. 

En effet, le nouveau tableaii proposé devant contenir, par 
hypothèse, toutes les parties du systême calculées e n  valeurs de 
quelques-unes seulement d'entre elles, on airs évidemment les 

,rapports de ces quantités, et en général, les fonctions de toutes 
ces quantités combinées d'une manière quelconque, deux à 
deux, trois à trois, tkc. en valeurs de ces mêmes quantités pre- 
mières seules, prises pour termes de comparaison. 011 pourra 
donc, en éliminant ces dernières , trouver, au moyen de ce 
tableau fondamental, tous les rapports possibles existans entre 
les quantités du systême gén8ral. L'objet des questions suivantes 
est de développer ces idées, et de faire l'application de chaque 
résultat aux systêmes corrélatifs, qui peuvent être rapportés A la 
figure primitive sur laquelle les raisonnemens seront établis , et 
les tableaux formés. 

P R O B L E M E  I X .  

i 46.  Un triang~e étant pmposé, e t  une perpéndiculoirc 
abaissée de chacun des angles sur le cûté opposé ; on demande 
que toutes les parties tant angulaires pue linéaires de cette figure, 
soient exprimées en valeurs de trois q&eZcongues d'entre elles, 
indépendantes Yune de l'autre, prises pour termes de cornpan 
raison. --- 

Soit ABC (fig. 28) le triangle proposé, A H ,  BG, CF ,  les per- 
pendiculaires abaissées de chacun des angles sur le côté opposé, 
D le point OU elles se croisent toutes. 11 s'agit doric d'exprimer 
tous les angles et toutes les lignes qui entrent dans la coniposi- 
tion de cette figure, en valeurs de trois seulement d'entre elles, 
parce que trois suffisent pour que tout le reste soit déterminé, 
pourvu que ces trois quantités prises pour termes de comparai- 
son soient indépendantes l'une de l'autre, Ainsi ces quantités ilei 
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peuvent être ni trois angles, puisque deux d'entre eux déter- 
mineroient le troisiéme; ni l'une des lignes du systême avec 
les deux segrnens formés sur elle, puisque deux quelconques de 
ces trois quantités linéaires étant données, la troisiéme, qui en 
est riécessaireiueiit la somme ou la différenc.e, seroit aussi déter- 
minée. 

Cette questionrenferme &idemment comme cas particulier, 
le problêine géndrnl de la trigonométrie, ainsi que nous l'avons 
dit (1  28), car les six choses à considérer dans le triangle ABC 
sont comprises parmi celles qui  doivent entrer dans la forma- 
tion du tableau. Mais pour que ce d m e  tableau puisse répon- 
dre à un plus grand nombre de questions partielles, j'y cornpreii- --- 
drai les trois droites FG, FH, GH, le rayon du cercle circons- 
crit au triangle proposé ABC, celui du cercle inscrit, le p h i -  
mètre, et l'aire de ce même triangle. 

J e  preodrai de même que dans le problême VII (122) pour 
A A 

servir de  termes de comparaison les deux angles BAD, G A D ,  
que je nommerai de m&me m, n, et le rayon dl1 cercle circons- 
crit que je uommeraiR. Je dois donc exprimer; comme cela est 
évideinment possible, toutes les quantités du systême général 
en valeurs des seules quantités rn , n , R. 

L'angle droit sera désigné par w ,  le rayon du  cercle inscrit - - 
par r, le périmètre par P et l'aire ABC dn triangle proposé par S; 
,(ces dénominations R, r ,  P ,  S, seront conservées dans les six 
problemes qui doivent suivre celui-ci) cela posé ,. je dis que le 
tableau suivait satisfait à la question. 
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Tableau général des rapports qui existent entre les angles et les 
cotés d'un triangle quelconque, bs perpendiculaires abaissées 
de ces angles sur des cetés opposés, les segmens et les angles 
qui en résuitent , &c. (fig. 2 8). 

n .... iCre. BAD = rn 
A ..... 2". CAD = n 
A 5" ...... BAC = rn+n 
A 

4 ' . . . . . .  CBD =L n 
A 

5". ..... ABD = w- (m+n) 
A 

G e . , . . . .  ABC = m - m  
A ..... 7=. BCD = m 
A ..... se. ACD s a - (nz+n) 
n ..... 9'. ACB = .o- rr 
'A 

loe.. .... ADB = a +- n 
A 

i l C . . . . . .  ADC= a + m  
A 

12". ..... BDC = 2 m- (m+n) .  

- 
13% .... BC s sR.siri.(m+n) - 
14" ...... AC = 2R.cos.m - 
'15" ...... AB = a1X.cos.n- - 
16". .... AD = zR,coa (m+n) - 
17" ...... BL) = 2R.sin.m - 
18". ..... CU = 2R.sin.n - 
ige.. .... AH = SR. cos, rn c0s.h 
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ao". ..... BH = 2R.sin.m cos.1~ 

- .... 2ae. .  DH = z ~ .  sin. sin.n 

- 
a5e.. .... CF = aR.cos.m sin.(m+n) 

' - 
a6e..  .... DF = 2 R. sin. m cos. (m + n) 

- 
2ge. ..... CG = 2R.sin.n sin, (m+n) - 
3oe. , . . , . DG = aRtsin.  n cos. (m+ n) - 
31".. .... FG = aR.sin.(m+n) cos.(m+n) - 
3ae,  ..... FH = aR.sin. na cos. m - 
33". ..... GH= 2R.sin.n c0s.n 
3 4 e . , . . . .  R = R 
35 ........ P = 2R [cos.rn+cos.~t+sin.(m+ii)] 
36". ..... r = R [sin,m+sin. n-t-cos.(m+n)-13 
37'.. .... S = ~Rg.cos.mcos.nsin.(m+n) 

La forrnation.de ce tableau se tire évidemment de celui qui a 
été donné [ i aa). On peut aussi le former immddiotcrnent avec 
facilité ; car d'abord les angles se trouvent tous par simples addi- 
tions ou soustractions; en vertu du principe de l'égalité des 
trois angles de tout triangle à deux droits. Ensuite on obtient 
ton. les lignes par le seul principe de la p ~ ~ ~ o r t i o n u a l i t é  des 
côtés dans tout triangle, avec les sinus des angles opposés. Puis- - - 
que l'on sait déjà que A B = z R . c o s . n ,  AC=aR.cos .m,  

m= zR.sin.(m+n) ; ( l a i ) .  

La valeur de P se trouve en ajoutant les valeurs ci-dessus, des --- 
trois ç6tés AB, AC, Bc. 
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La valeur de r rdsulte évidemment de la proposition démon- - - - 
trée (1371, enmettant dans 1'équation aR+nr = AD+BC+CD 
les valeurs que donnent pour ces trois droites les I 6e, i 7=, I 8' 
forlrlules du tablean, et tirant ensuite la valeur de r. 

Enfin l'aire S se trouve par ce principe connu? que l'aire de 
tout triangle.est égale au produit de deux quelconques de ses 
côtés, multiplié- par la moitié du sinus de l'angle compris. Ce -- - 
qui donne S =$AB.AC.sin. (m+n) , où substituant pour AB,  

x, lenrs valeurs tirées des 15" et ihe formules,, on obtient 
la 37". 

On peut trouver de suite, par le même principe, l'aire do 
chacun des autres triangles qui  entrent dans la composition de 

L =  

da figure examinée, comme ADB, ADF, BCG, &c. . , 

Les seconds termes de ces formules se transforment au besoin , 
à l'aide de delles qui composent le tableau formé ( 1 2 3 ) ,  pour 
exprimer les rapports des quantités linéo-angulaires en général. 

i 47. Ce tableau n'est relatif qu'à la (fig. 28) prise pour sys- 
téme primitif, et o u  le triangle proposé ABC a ses trois angles 
aigus. I l  faut voir maintenant quelles modifications il doit éprou- 
ver, lorsqu'on veut l e  rendre applicable au cr6 oh l'un des angIes 
seroit obtus. On  peut y p r v i n i r  de deux manières, ou en 
recorrimençant en entier le calcul sur la nouvelle figure; o u  en 
examinant quelles sont dans le passage de l'une a l'autre, les 
quantité? qui deviennent inverses , et changeant dans les for- 
mules du tableau le signe de chacune d'elles. 

A 
Supposons d'abord que ce soit l'angle BAC (fig. 31) qui de- 

vienne obtus, ce qui peut sé faire en imaginant qu'il y a échange 
de yositioiis entr-e A et D; alors parmi les trois quantités rn, n,  
R ,  les seinles qui entrent dans la composition des derniers niem- 
bres , aucune n'aura passé ni  par O ,  ni par ea : donc chacun de ces 
derniers membres restera tel qu'il est sans changernént de signe. 
N'oyons maintenant ce que deviennent les premiers membres. 

A 
BAC devenant oklus par bypoil-ièse , ou mm{- n> v , il résulte 
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A A 
des cinquième et Iiuitiènie formules, qne ABD, ACB deviennent 
inverses, et que par conséquent leur signe de corrélalion doit 
être -. 

De plui, le cosinus d'un angle obtus est inverse ( r  16). Donc 

e n  vertu des 16", 23", z ? ~ ,  3oe, ,7ie formules, les droites m, - - - -  
AF, DF, AG, DG, FG deviennent aussi inverses , et doivent 
prendre le signe -; donc si les rapports des s7 quantit6s qui 
coniposent les premiers termes de ces formules étoieiit e ~ p r i -  
u é s  par des équations quelconques, il n'y auroit, pour rendre 

A 
ces équations applicables au .cas où l'angle BAC seroit obtils , 
qu'à changer dans ce premier tableau, les signes des huit quan- ------ 
tités : A ~ D ,  A ~ D ,  AD, AF, DF, AG, DG, FG. 
. Ce résultat s'accorde avec celui qu'offre la seconde ligne hori- 

zontale du tableau de corr6latian établi (98) ; car on voit de 
même, par ce tableau, que les quantites qui deviennent inver- 
ses, et dout par conséquent le signe doit être changé, sont comme ----- - 
ci-dessus, AD,, AF, DI?, AG, DG, ABD, A ~ D  ; il n'y a que Pü 
qui ne s'y trouve point, parce qu'elle n'étoit pas comprise dans 
le syst4me dont il s'agit au tableau de corrélation. 

A 
Supposons maintenant que ce soit ABC (fig. 32) qui devienne 

obtus ; ce qui peut se faire en imaginant que le point B se meut 

sur BC jusqu'au-delà d u  point H; il est clair que parmi les trois 
quailtit6s m, n ,  R ,  qui entrent dans la composition des seconds 
membres des formules, m seule deviendra inverse. Donc d'abord 
pour savoir ce que deviennent ces secoiids membres, il suffit de 
mettre - m à la place de m. Voyons maintenant ce que devien- 
nent les premiers. 

Puisque rn devient inverse, ou que-sa valeur prend le signe 
, 

A 
négatif, on voit-par les prernière et sepliéme formules, que BAD 

A 
et BCD deviennent inverses. 
- De plus (1 16), sin. rn devient aussi une quantité inverse; donc 

par les 1 ve, "oe, 22; 24; 2@> 39' formules, les quantités, BD , - 
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- - - A  

BH, DH , BF,  DF, FH doivent devenir inverses, et l e m  signe 
de corrélation -. Donc s i  les rapports existans entre les 37 
quantités qui  composent les premiers termes de ces formules 
étoient exprimés par des équatioiis quelconques, il n'y auroit , 
poilr rendre ces équations applicables à la nouvelle hypothèse, 

A 
c'est-ii-dire, au cas où l'angle ABC seroit obtus (fig. 32), qu'h y, 

A A - 
changer les signes des huit quantités suivantes BAD, BCD , BR, ----- 
BH, DH, BF,  D F ,  PH; ce qui  s'accorde avec la troisième ligne 
borizontale du tableau de corrélation établi (98). 

Par  la même raison, on voit que si les rapports qui  existent 
entre les 37 quantités qui  composent les premiers termes des 
formules du tableau étoient exprimées par des équatioris quel- 
conques, il n'y auroit, pour rendre ces équations applicables 

A 
au cas où l'angle ACB devieridroit obtus (fig. 33), qu'à y changer 

A -  - - - -  
lessignes des huit quantités CÂD, CBD, CD, CH, DH, CG, DG, - 
HG; ce qui slaccorde avec la quatrième ligne du tableau de 
corrélation établi (98)! 

148. Congluo~s de là iD. que les formiiles du tableau s ' a p  
pliquent immédiatement au triangle A BC , lorsque les trois 
angles sont aigus (fig. 28) ; a'. que pour le  rendre tel qu'on l'.au- 
roit trouve si le calcul avoit été établi sur l'hyp,othpse que l'ail- 

A 
gle BAC seroit obtus, il n'y a qu'à changer dans les premiers 

A q -- 
membres les signes des hinit quantités ABD, ACD, AD,  A F ,  --- 
D F , A G, DG , sans rien changer àux seconds membres ; 
3'. que pour rendre ce m h e  tableau tel qu'on l'auroit trou*.& 

h 
en établissant immédiatement le calcul sur l'hypothèse que ABC 
seroit obtus, i l  faut, daqs les seconds membres des formules, 
mettre - m à la place de m ,  et changer dans les premiers les ----- 
signes des huit quantités BÂD , B ~ D  , BD, BH, DEI, BF, DF, 

rH; 40. gu'epfin pour rendre ce tableau tel qu'on l'auroit trquvi 
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en établissant immédiatement le calcul sur l'hypothèse que 

A 
ACB seroii obtus, il faut dans les seconds membres des formules 
niettre -. m, a la place de n et  changei dails les premiers les 

, -  - I_ - 
signes des huit quantitds CÂD , CÊD , CD, CH, DH , CG, DG, 

HG. \ 

Tirons main tenant quelques conséquences particulières de ce 
tabJeau général. 

- 
149. Si je compare arec AD,  je trouve 

c'est-à-dire, que dans un qui ,  comme AFDG , a - 
deux angles droits- opposés en diagonale, cette diagonale TG, - 
est à l'autre diagonale AD, comme le sinus de l'un quelconque 
des angles joints par cette dernière diagonale est au sinus total. 
On vcit la mbme chose par les quadrilatères du même genre 
BFDH, CGDH, et par celui AFCH, par exemple, qui forme 
un quadrilatère compose de deux triangles oppos6s an sommet 

A A 

AFD, CDH, et qui a deux angles droits AFC, AHC, car ses 
deux diagonales sont F H  , AC; or par le tableau, on a - 
FH -- 
= = sin, m ou FH : AC ::sin. m : 1. Ainsi des autres. 
AC 

- - 150. Si l'on compare BD avec CD, on .trouvera 
L -- 

BR: CD::sin.m: simn, 
A 

ou parce que m est complément de ABC, et n compldmem de 

AEB,  on aura -- 
. ?  BD: CD::COS.ABC: COS.ACB; 

c'est-à-dire, que de même qu'il y a proportionnalité entre les 
côtds d'un triangle et les sinus des angles opposés, il y a aussi 
proportionnalité entre les cosinus de ces mêmes angles, et les 
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distances de leurs sommets, au point ou se croisent -les trois 
perpendiculaires menées de ces sommets sur les côtés opposés. 

- 
151. Si d'une part on divise par AG , on aura 

COS. m 
y , et si d'une autre part on divise AC par E, on aura pa- 
COS. n 

. - - 
COS. rn A F  AC - -  - -  , donc i==. = = ou AI? : AG :: AC : AB. reillemen t - 
COS. n AG AB 

Donc les triangles AGF , ABC ont un angle commun compris 
entre côtés proportionnels ; donc ils sont semblables, quoique - 
FG ne soit point parallèle à m; mais elles sont ce qu'on 
nomme anti-poralZdes, parce que les côtés analogues sont pla- 
cds en sens opposés. On prouveroit de même , que 'les autres 
triangles BFH, CGH, sont aussi semblables chacun au triangle 
proposé ABC, et par conséquent aussi semblables entre eux. - 

152. Si sur BC comme diarnktre on décrit un cercle, la 
circonférence passera par les points F, G,  cause des angles 

A A 
droites BFC, BGC; donc BFGC sera un quadrilaière inscrit, 
et aura par conséquent les ~ropriétés connues de cette figure. I l  
en sera de même de AGHB, AFHC, BFDH, &c., et les forn~ules 
donneront les mêmes résultats. 

- - 
i 53. Si d'une part je multiplie A H  par Il H , j'aurai 8in.m - 

s i n n  c0s.m cos. n et si d'autre part je multiplie BH par C H ,  -- -- 
j'aurai le même résultat. Donc AH. DH = BH. CH. On trouve 

154. Si je carre les 13" et 16. formules, et qu'ensuite je les 
ajoute, j'aurai BR^, qui est le carré du diamètre du cercle cir- 
conscrit : la même chose a lieu, si je carre la  14" et la 17", et que 
j'en fasse la somme, ou la I 5" et la 18"; c'estsà-dire, qdentre les 
quatre points A,  B, C, D , la somme des carrés de la droite qui 
en joint deux quelconque, et de celle qui joint les deux aulres; 
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est toiijours la même et égale au carré du diamètre du cercle. 
circonscrit. 

155. Si j'ajoute ensemble les six carrés dont i l  s'agit dans 
-2 1 - 4 -1 -% 

l'article précédent ; c'est-à-dire , AB , AC , BC ; AD , BD , 
-2 

CD ; la somme sera 1aR4; c'est-à-dire , que la somme des 
carrés des distances des quatre points A,  B , C , Dy y ris deux à 
deux, est Cgale à trois fois le carrd du diamètre.du cercle cir- 
conscrit. ' 

1 56. Si d'une part on multiplie la 1 ISe et la 1 5 ~  formules , 
et d'une autre la 19" par 2R, on aura le même produit; donc -- - - - -  
AC.AB = AH.aR,  ou A H  : A-8::AC : sR; c'est-à-dire, que 
dans tout triangle, la perpendiculaire abaissée de l'un quel- 
conque des angles sur le côté opposé, est à l'un quelconque des 
côtés adjacens à cet angle, comme l'autre des côtés adjacens est 
au dianietre du cerclc circonscrit : ce qui est bien connu. 

157 .' Si l'on multiplie 17une l'autre, les i S e  et r 8. for- 
mules d'une part, et  d'une autre, la 33" par. 2R, les résultats -- - 
seront les mêmes. Donc AB.CD == GH. 2R. 

i 

158. Si multiplie d'une part, les me, 25' et 2ge for- 
mules, et de l'autre les aie, 24" et a7e, on aura le même résultat. --- - - y  

Donc AF.BH.CG = AG.BF.CH. 

1 59. Si l'on multiplie d'une part les I 4', 26', et 28C for- 
mules, et de l'autre, les 17", 25", et a7", on aura le même résultat. --- --  
~ o n ~  AC.BG-.DP = AG.BD.C@. 
Enfin ces combinaisons, qui peuvent se multiplier h l'infini, 

donnent, comme on le voit, une multitude de propcisitions 
qu'il seroit pénible de rechercher isolément ; et comme le tableau 
contient toutes les quantités du systême , il en renferme impli- 
citement toutes les propri8t.é~; de manikre qu'on peut en tirer en 

- - - 

particulier chacun des rappo~ts dont on a besoin ; ainsi qu'on va 
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le  voir par les autres tableaux que nous tirerons de ce premier 
dans les problêmes suivaris. 

Y R O B L Ê M E  X. 

i 60. Etant donnés dam un triangle, deux quelconques des 
angles et Ge cdté opposé à t'un d'eux, trouver JO. le troisidme 
ongle et les deux aiires ~ 6 t h  ; go. les perpendiculaires abaissées 
des angles sur les côtés opposés; 3'. les segmens et b s  angles pi 
résultent des intersections respectives de toutes ces lignes ; 4'. Zes 
trois droites qui joignent les pieds de cesperpendicubires deux à 

A - 
Supposons que les deu.x angles donnés soient (fig. a8) ABC, 
'A 

ACB , et le côté connu AC ; i l  s'agit donc de trouver toutes les. 
quantités énumérées au tableau formé ci-dessus, en valeufs des 

trois seules quantités ABC, A ~ B ,  AC. 
Mais puisque par le premier tableau toutes ces quantités se 

A A 
trouvent exprimées en valeurs des trois BAD, CAD,  R ,  il ne 
s'agit plus que de substituer de nouvelles données aux premières. 

Supposons, pour abréger, les expressions des seconds mein- 
A A 

bres ABC = B, A C B = C , A C =  6; B, C, b seront les trais 
nouveaux termes de comparaison auxquels toutes les autres 
quantités du systême devront être rapportées, et en valeurs des- 
quelles seules elles devront être exprimées. 

Pour cela, je cherche parmi les formules du tableau précé- 
A 

dent, Ies trois qui expriment les nouvelles données A B C ,  
A 

ACB, AC en valeurs des trois premières rn, n ,  R; ce sont los 
6", geet 14~formules. Jetire donc récipro'quement de ces formules 
rn, n , R ,  en valeurs des trois autres, et je les substitue dans 
toutes les formules du  premier tableau. Il en résultera évidem- 
ment un nouveau tableau, où chacune des quantités du systême 

sera exprimée comme on le demande en valeurs des seules quail- - 
iii6s A ~ C ,  A ~ B ,  AC, ou B,  C, 6. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Or les 6", go, et ile forniriles sont B = w - rn, C + a - n , 
b = 2 R. cos. m , c'est donc de ces trois équations qu'il faut tirer 
les valeurs de m, n, R, comme inconnues, pour les substituer 
dans toutes les formules d u  tableau. 

La première de ces Bquations me donne rn = rr - B, et par 
conséquent, sin. rn = cos.B, et c0s.m = sin& 

La secande me donne n s 'P - C, et par conséquent . 
sin. n = cos. C et cos. n = sin.C. 

La troisiéme me donne, en y substituant pour cos, rq la 
6 

valeur que nous venons de trouver, al% = sin.@. 
L1 n'y a donc plus qu'à substituer au tableau ces valeurs de 

nc ,TL, K, pour obtenir toutes les quantités qu i  y entrent expri- 
mées, comme on veut les avoir en B , C , b. 

De ces substitutions, résultera le tableau sriivarit, lequd par 
conséquent, satisfait a la question proposée. 

TaBbau par lequel connoiseant dans un triangle ABC deux 
A A - 

angle8 ABC, ACB , et Ze cdté AC opposé à l'un d'eus, on peut 
trouver imrnédiotement io. des trois autres choses à considérer 
dans Ze triangle ; 2 O .  les perpendiculaires abaisées de chacun 
des angles sut-% côté opposé, tous les angles et  segmens q u i  
résultent de cette construction, &c. on supposant b s  traig 

A A - 
données ABC = B , ACB = C, AC = b (fig 28). 

n 
se......' CAD = .a-.-C 

A 

3",.  . , .'. BAC = 2 a- (B+C) 

.... he.. C ~ D  = m,C 
A 

5 " . .  .... ABD = (B+C) - a  
A .... 6",. ABC =s B 
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A 

,e....-.. BCD I n-B 
n ..... 8". ACD = (B+C) - 
A 

ge... . . .  ACB = C 
A 

xoe...... ADB = a m - c  

A .... l z e . .  BDC = B+C 

V A L E U R S  D E 3  L I G N E S ,  - 
13". BC E= b 

sin. (B +C) .... 
sin. B 

- sin. C 
15" ...... A B =  6- 

sin. B 

- cas. C ... 18"... CD = b---- 
sin. B 

- ..... 95" CF = -6. sin. (B+C) 

- sin. C cos. (B s C) 
27 "...... AG= - 6 

sin. B - sin. C.sin. (BIC) 
98 ".... .. BG = b 

sin. B 
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39 '...... CG= 6 cos. C.sin. (B+C)  

sin. B * - COS.C.COS.(B-+ C) 
30 '....., DG= - b 

sin. B - sin. (B-t-C).cos. (B-tC) 
31'. ..,*, FG= - b 

- sin, B 
32". ..... PH = b.cos. B 

- sin. C . cos. C 
, 33e....,. GH= b 

sin. B 

34= . . . . . .  R = b 
a ,  sin. B 

sin. B$ sin. C+ sin. (R+C) 
35 '...*.. P = b 

sin. 3 
cos.B+cos.C+cos. (B+C)- 1 3 6 " . . . . . (  r = b 

2.  sin. B 

Le tabieau prkckdent n'est applicable qu'au triangle pris pour 
~ystême primitif; c'est-à-dire, qui a ses trois angles aigus : ainsi 
l'on doit reprendre ici les observations déjà faites (147 et suiv.); 
d'où l'on voit, IO. que dans aucun cas il n'y aura de change- 
mens à faire aux seconds membres des formules pour les rendre 
applicables aux systêmes corrélatifs, puisque des trois quantités 
B, C , 6, aucune ne passera n i  par O ni  par cc, 

- 

a". Que pour rendre Fes formules propres au cas où i'cii~gle 
A 

BAC seroit obtus, et telles qu'on les auroit trouvées en établis; 
sant le raisonnement immédiatement sur cette hypothèse, i l  n'y 

A 
a qu'à y changer les signes des huit quantites ABD, A ~ D ,  Al), 
-7- -- 
AF,DF, A G ,  D G ,  FG. 

A 

3". Que pour les rendre propres au cas o h  ce seroit l'angle ABC 
qui deviendroit obtus, il n'y auroit qu'à y changer les signes ---- 
des huit quantites s u i v a n t e s , ~ Â ~ ,  B ~ D ,  BD , BH, DH, B F ,  

E, FX. 
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/iOi Que pour les rendre pi6pirs a u  càs où ce seroit i'anilgle 
* I I  

. )  t ACR ;hi dèviendroit'obtus, i! k y  auroi; y changer Ics 
A A --- 

sipneti des huit quantités'suivan tes, CAD , CBD , CD, CH, DH , --- 
CG, D G ,  GH. 

3 1.6 1. Etan$ àonnés,dani un tdan$e 7 Y ,deux angles pelcoik 
ques, et le cdtécompris, trouver ioI le bois2  e on$e et les deux .i 
autres côtés ;'zO. L s  perp~ndicz&re~ abai&é's des angles sur 

1 2 '5\ as cdtés opposés; 30. les segrnerisaet les angles p z  r,esu+nt des 
'i 

intersections respecti&s de toutes ces Zignes ;'P.' Zes t k i s  drgites 
gui joignent les pieds de ces pe~pendi~~lai? 'e~-  deux d deux, &c. 

A A 
Supposons que les deux angles donnés soient ABC,  A C B  - 

(fig. 28) , et par conséquent BC le côté connu. . . Il s'agit donc de 
.trouver toutes les énumérées au premiw tableau en 

&leurs des trois quantités AGC,  A ~ B  , K. 
Soient pour abréger les expressions des seconds'membres , 
A A 

- - 
ABC =B,  ACB =C, BC= a. Nous aurons à exprimer toutes 
les quantités du systême en valeurs de B, C, a. 

Pour  cela, je cherche parmi les formules du tableau fonda- 
mental (146), les trois qui expritnent ces nouvelles donilées en 
valeurs des trois premières m , n , R ; ce sont les 6", 9" et i 3" for- 
mules, qui  sontB=m-m, C = m - n ,  a= sR.sin.(m+-n). 

C'est donc de ces équatioils qu'il faut tirei? m ,  n ,  R, comme 
iiiconnues, pour les substituer dans toutes les formules du  
tableau. I 

La première de ces équations me doniie m=w-B, et par con- 
séquent sin. rn = cos. B et c0s.m = sin.B. 

La seconde me doniie n ~ w - C ,  et par conséquent sin. n=cbs.C 
* - et c0s.n = sin.C. 

La troisième me donne u = P R s ~ ~ . ( B + c ) ,  
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Il n'yl q donc $us qu'à substitmr au tableau fondamental , 

ces trois valeurs de n, n, R ,  pour obtenir toutes les quantitds 
qui y entrent ,exprîmées comme on le veut en B , C, a. 

De ces substitutions, rdsu1tei-d le tableau suivant, leque1 par . - 
condquent, satisfait à la question proposée. 

Tableau par bpueZ connoissanb dans un triangle ABC deux 
A A 

ongles ABC,  ACB,  et le c W  compyis , .E;  on peut trouver 
irnmédiatemant iO,  es troii 'autres choses ct , considdrer dam 
le triangle ;, zO. Zesperpendicdaires abaissées de chacun des 

' 2 ,  angles sur h cote opposé; 3'. les angbs et segmens qui résuL 
tent de cette cdnstrucfion , &c., en suPpppo~ant les trois Qnnées 

A L  
A ~ C = B ~  ACB=C, BC=G+. 

' A  
5 " . . . . . .  ABP=(BfÇ)-w 

h 
6'...... ARC = B 

A 
7% S . . . .  BCD = . m - B  

A 
t I2. ,  ,... ACD =-(B+C)  - = 

A 
g e . . . - . .  ACB = C 

fi  ..... 'sae. ADB= 2.m-C 
A 

r i e .  .-... ADC= 2.la-B 
A 

12". ..... BDC = B+C 
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- siii. C . 1 5 " . . . . .  Af3 = a 
- sin. (39 C) 

16"~~. ... AD= - acot.  (B+C) - cos. B ..... 1 7 ~ .  BD = a 
sin. (B + C) - . cos. C .... W..  CD == a 
sin. (3 + C) - sin. B 3in.C ....... 19" AH= a-;- 
sin. (B+C)  

- sin& cos. 53 
2 o e . . . . . ;  BH= a 

sin. (B  + C) - 
21e . . .  CH= a sin.B cw.Ç ... 

. , sin.(B+C') - cos. B eoaC 
22e . . . . . .  DH= a 

sin. (B+C)  

a cos. C 

- a cos. C cot. (B+'C) 

- sin. (aB+a C l  
f a  

sin. (B +C) 
, sin.aB 

(B+c) 
sin. 2 C ' -- 

'a sin. (B+c) 
a 

a sin. (B  + C) 
sin.B+~i.n.C+sin. (B -14) 

a 
s h ( B + C )  
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Ce tableau n'est relatif qu'au ,triangle pris pour ... e systême pri- 
mitif, c'est-a- dire, qui  a tous ses angles aigus. Mais il est évident 
que pour le rendre applicable aux divers systêmes corrélatifs, 

S . .  

il n'y a qu'à reprendre' ici: les mêmes observaiions, exaciernent 
pue celles qui  ont  été faites à la fin du problême précédent, 
c'est- à- dire, 'que . . 

1". Dans aucun cas'il ki'y k a  &le changemens Q faire aux 
, , .  . 

seconds mein bras des formules pour les rendre applicables aux 
systêrnes corrélatifs; puisque des trois quantitBs B , C, a, aucune 

. . S .  

ne passera ni par O n i  par jc ; 
no. Que pdiir-rendre ces formules appli'cables au .cas où l'angle 
A 

BAC seroit obtus, il n'y a qu'A y chang& les signes des li~iit ------ 
quantités A ~ D ,  A ~ D ,  AD,  AF; D F ,  A G ,  DG,  FG;  

5". Que pour #rendre ces fo,rmples applicables . . au cas où ce 
A 

seroit l'angle ABC qui devieilrlroit obtus,-il . n'y . auroit qu'a y 
A A --- 

changer les signes des huit quantités BAD, BCD, BD, BH, DH , - -  
B F ,  Dl?, FH; 

4'. Que pour , .  rendre ces formules applicables au cas oh ce 
A y 

seroit l'angle ACB qui deviendroit obtus , il n'y auroit qu'A y 
A ,-, --.-- 

changer e les signes des h u i t  quantités CAD , CBD , CD, CH, DH , - - -- 
CG, DG,  GH. 

1 6 2. Etant donnés dans un triongle deux cetés, et Z'angZc 
opposé à l'un d'eux, trouver 1". .& troisième' côté et les deux 
autres angles ; aO. les perp&diculaires ailaissées des angles sur 
les cotés opposé4; 3". les segrnens et les angZes'pzri résultent des 
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intersecti~ns respectives de toutes ces lignes, les trois droites gui 
joignent les pieds de ces perpendiculaires deux à deux, &c. -- 

Supposons que les deux côtes donnés soient AB, AC, (hg. 28), 
A 

el l'angle donilé ABC, il s'agit donc de troiwer toutes les quan- 
tités énumérées au tableau fondamental (i46), en valeurs des -- A 
trois quantités AB, AC, ABC. - 

Soient. pour abréger les expressions , AB = c , AC = 6, 
A 

A B C  = B, nous aurons à exprimer toutes les quantités du sys- 
t h l e  en valeurs de c ,  6 ,  B. 

P o u r  cela, je cherche parmi les forinules du tableau fonda- 
mental, les trois qu i  expriment ces nouvelles donnée? en valeurs 
des trois p r e r n i k s  m,  n; R; ce sont les i&e, 15" et Ge, lesquelles 
cloiznent 6 = 2R. cos. m , c = 2R. COS. n , B = m-m; c'est donc cle 
ces équations qu'il faut tirer, m, n , R comme inconnues, pour 
les substituer ensuite dans toutes les formules d u  tableau. 
Eu éliniiiian t R entre les deux premiéres équations, j'ai 

b cos. n = ç c0s.n ; or la dernière me donne cos.m= sin.B. 
Substituant dans la précédente , on a b .  cos. n = c .  sia,B o ~ i  

C 
c03.n = - sin.B; substituant pareillement cette même valeur de 

6 .  
cos. m dans l'équa tion B = 2 R . cos. m , on aura t = 2 K. sin. B O U  

b a = . ,  , donc pour déterminer m , n ,  R, nous avons les 
2sin.B 

\ 
éqiiations suivantes : 

c 6 
sin. n = -I/ba-c' siri.B", R = - 

b s sin.BS 

I l  n'y' a donc qu'L substituer ces valeurs au tableau fonda- 
mental (i46), polir obtenir toutes les quantités qui y entrent, 
exprimées comme on le.veut, en 6 ,  c ,  B. De ces substitutions, 
résultera le tableair suivant, lequel par co&équent satisfait i la 
question pro~osée.  
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Tableau par EepueZ connaissant dans un triang2e ABC deux --  
~Ôtés AB, AC, et ZJang2e B opposé cE Z'un d'eux, on peut trou- 
ver immédiatement, iO. les trois autres choses à considérer 
dans Ze trinngze; 2'. k s  perpendiculaires a6aisse'es de chacun 
des angZes sur le c6té opposé; 3'. les angles et segmens qui 
résulkent de cette construction, &c., en -supposani b s  trois - - A 
données A B = c ,  A C = b ,  A B C =  B. 

A 
l e r e . .  .... BAD = a - B  

c - sin. B 
2ie .... siri.BAC = &n.B cos.B+- /b'-casin,3' b b 

C 
S4.. .. COS.CBD = -sin. B 

b 
c sin.B 

!je. ... cos. ABD = - sin. B cus. B f - /ha7 c'sin. B' 
b b 

c sin. B 
tic. ... cos. ACD = - sin. B cos. 3 f - I/b'- ca sin. Ba 

b b 
A C 

ge .... sin. ACB = - sin. B 
/r 
C ... IO". sin. ADB = - aii1.B - b 

A 
l i e . . .  . . o .  ADC= 2 w - B  

c sin. 3 
l ae . .  .. sin.BDC = -sin.B c o s . B +  (/b'-c'sin,B' 

6 b 
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C 

c sin. B - cot. B (6'- c' sin B.. 

6 cot. B 

dp-c'sin. B* sin. B 

c sin. B 

c c0.s. B 

\/ba- c ' s i n . ~ '  

cot. B b2 - c'sin. B' 

t sin.BS- cos. B i b 3 -  c'sin. I3' 

c cos. Bx+cos. B de- c1 sin. Ba 

c sin, B cos. B + sin. B \/ I' - c' sin. Ba 
t 

c sin. B c0s.B-cos.B e o t . ~  b'- c'sin. B; 

C c ' - cos. B 6%- c' sin. B'+ b - -sin. B* 
b b 

I - cos. B 
L c sin. B - ( 6 - i 6 ' -  c's in .~? 
L 2 sin. B 
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Ce taljleau n'est relatif qu'au triangle pris pour terme de corn- 
paraison, c'est-à-dire, qui a ses trois angles aigus ; mais il est 
évident que pour le rendre applicable aux divers systêmes cor- 
rélatifs, i l  n'y a qu'à reprendre les mêmes observations exacte- 
ment, que celles qui ont été faites a la fin du problême pré- 
cédent. 

163. Etant  dannés dans un triangle deuuz côtds et Z'angZe 
compris, trouver 1". l e  troisieme côté et les deux autres angles ; 
a". les perpendicukzires abaissées des angles sur Zes côte% oppo- 
sés ; 5'. ks segrnens et t?es angks  gui re'sui~ent de2 intersections 
respectives de toutes ces lignes; les trois droites qui joignent les 
pieds de ces perpenriiculaires deux à deux ,  &c. 

-7 

5upposons que les deux côtés donnés soient AB, BC (fig. 281, 
A 

et par conséquent A B C  l'angle donné. I l  s'agit donc de trouver 
toutes les quantités énumér6es a u  tableau fondamental (146 )  en 

-- A 
valeurs des trois quantités AU , 13 C , ABC. - - A 

Soient pour abréger les expressions, AB = c, BC= a, ABC-=B : - 
nous aurons 6 exprimer toutes les qilantiiés du systême en 
vrilenm de c, a, B. 

Pour  cela, je cherche parmi les formules dix tableau fonda- 
mental les trois q u i  expriment ces nouvelles données en valeurs 
des trois premières m , n , R ; ce sont les i3", lhe, 6", lesque3les 
donnent, 

a=zR.sin.(m+n),c=zR.cos.n,B=a-m., 

Ceite dernière donne m=m-B, sin. m=cos. B, c0s.m =sin. B. 
En éliminant R e n t r e  les deux autres, j'ai acos.n=c sin.(rn + n); 
ou a cos. n = c sin. rn c0s.n-i- c sin.n c0s.m. Mettant dans cette 
équation les valeurs de sin,m , cos.m, trouvées ci-dessus, on aura 

. a cos. n = c cos: B cos. n + c sin. n sin. B , 
ou GOS. n ( a  - c cos. B )  = c sin. B I - cos. na, 
OU COS. n ' ( a 9  cc"- o a c cos. B = e' sin. B' , 

OU 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E  P O S I T I O N .  20 L 

c sin. R - OU COS. h = - , et par conséquent, 
va'+ cl- 2 a c  cos. B 

Substituant cette valeur de cos. n dans 1'8quation c = z Kcos, n ,  
nous aurons 

8 1 - 
R = -Val+ c2- a a c cos. B. 
, .a sin. B 

Nous avons donc les valeurs qui doivent être substituées pour 
m; n ,  R, dans les formules du tableau, afin de les obtenir comme 
on les demande en a ,  c ,  B. De ces substitutions résultera le 
tableau suivant, lequel, par conséquent, satisfait à la question 
proposée. 

Tableau par lequel connoissunt dans un triangle A B C ,  deux 
- -  A 

cbtés AB , BC , et l'angle conrpris ABC, on peut trouver im- 
médiatement, iO. les trois choses à considérer dans le triangle ; 
2O. les perpendiculaires abaissées de chacun des angbs sur Ge 
côté opposé; 3'. les angles .et segrnens qui résultent de cette , - 
construction , &c. en supposant les trois données A B = c ,  - A 

B C = a ,  ABC=B.  

Idri? 
A ..... BAD = a-B 

c sin. B 
ae, . . cos. CAD = 

c-a  c0s.B 
3". . . cos. BAC = - 

Vaa+ CI- z ac  cos. B 
c sin. B 

4" . . cos. CBD = - 
Vaa+ es- z ac cos. B 
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5". .. siil. ABD c - a  c0s.B 

Va'+c2-2.a~ c0s.B 
S....... A ~ C  B 

c - a  c0ai.B 8". .. sin. ACD z - 
Vas+ca-2ac COS 13 

c sin. 3 ge ... sin. ACB == - 
d u a + c ' - 2 a c  c0s.B 

c sin. B 
ioe. .. sin. ADB = a- - 

v a a + c 9 - z a c  c0s.B 
A 

ile. ..-.- ADC = 2 ' ~ - B  

a sin. B lae . . .  sin.BDC = - 
t/a*+c*-2ac  cos.^ 
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P O S I T I O N .  

a sin. B 

c sin. C cot. B - rx cos. B cot. B 
c"- a c cos. B 

fa9+c*- ~ a c  cos. B 
a c sin. B 

Va*+ca- aac cos. B 
a"- a cos. B 

Van+cs-i2ac c0s.B 
(a-c c0s.B) (c-a cos. B )  . - 

sin. B /aa+cs-sac c0s.B 
ac-as cos. B 

f 34 e . . . . . .  R = -l /as+ cB- 2 ac cos. B a siil, B 

36e.. . . . .  r = a c sin. B - 
" A  ' - l a c  cos.B a+c+Va , c 

37". ..... S = ac sin.B 

On doit faire ici la m6me observation que celle qui a déjà éié 
faite (162). 

P R O B L Ê M E  XIV. 

1 6 4. Etant donné dans un triangle les trois cdtés, trouver 
,a0. les trois angles ; a". les pei-pendicuZaires abaissées des angles 
sur les cdtés opposds ; 3O. Zes segmens et des angles qui résuztent 
des interseciions respectives de toutes ces lignes, les trois droites 
p i  joignent les pieds de ces perpendiculaires deux d deux, &c. 
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2o% G E O M E T R I E  
Je suppose, pour abréger, les expressions des seconds mern- - - 

bres, BC= a, AC = h ,  AB = c ; il s'agit donc de trouver toutes' 
les autres quantités énumérées au tableau en valkurs de ces trois 
données (fig. 28). 

Pour  cela, je cherche parmi les formules de ce tableau, les 
trois qui  expriment ces nouvelles données en valeurs des trois 
premiéres rn, n ,  R, ce sont les i3", 14" et 15"; et j'en tire réci- 
proquement m , n , R en valeurs des trois autres, pour les snbs- 
tituer dans toutes les formules du même tableau; il en résultera 
donc u n  nouveau tableau, oh chacune des quantités du systeme 
sera exprimée comme on le demande, en valeurs des trois côtés 
a, b, c. 

Or les i3", 14" et 15" formules du tableau fondamental sont : 
a= aR.sin.(in+n), b =  n,R.cos.rn, c =  2R.cosn; 

il faut donc de ces trois équations tirer les valeurs de m , n,  R, 
et les substituer dans les formules de ce tableau fondamental. 

Pour  cela, je développe d'abord sin. (rn+n) par les formules 
ordinaires de la théorie des quantités linéo-angulaires (123), e t  
j'ai pour mes trois équations 

a = 2R.sin.m cos.n+aR.sin.n c0s.m; b= sR.cos.rn, . 

c=zR.cos.n. (A) 
Substituant dans la prerniére de ces équations pour c0s.m sa 

valeur tirée de la seconde, et pour cm. n sa valeur tirée dè la troi- 
sièm e , elle deviendra a = c sin. rn + 6 sin. n; de plus , l'élirnina- 
tion de R entre 3es deux dernières donne b c0s.n = c c0s.m. Il 
faut donc de ces deux nouvelles équations tirer n et n. 

Dans la première, je transpose 6 sin. n , et j'élève au carré ; il 
vient a" + b' sin. n"- 2 ab sin. n = c' sin. m'. J'élève pareiIlement . 
la seconde au carré, et j'ai bs cos. n' = c'cos. m". Ajoutant cet te 
équation à la précédente, i l  vient à cause de sin.rna+ cos.ma - i j 
et de sin.n9+ COS. n2 = 1 ; 

9 ! -  
a'+ bQ - cS 

a"+ b4- 2 a b  sin. n = c"; d ou le tire sin.'n = 
2ub 

a"+c2 - 6' 
et par l a  même raison on a.  . , . . ... sin.rn = 

sac 
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Voilà rn , n , trouvés ; il faut maintenant trouver R. Or de la 
derniére , par exemple, des deux précédentes, je tire 

substituant donc dans la seconde des équations (A) et dégageant 
R , j'ai 

abc 
R =  

Vna6-l-2 ac+z6c-  ((r4$b4+c4)* 
Ayant donc ainsi les trois valeurs de rn, n, R en a, 6, c ,  il 

ne reste plus qu'à les substituer au tableau fondamental, pour 
obtenir celui qu'on cherche ; mais pour simplifier quelques unes 
des formules, on y a laissé R au lieu de sa valeur trouvée ci-des- 
sus. Ainsi, pour appliquer ces formules, il faudra remettre 
d'abord dans celle qu'on voudra employer, au lieu de R ,  sa 
valeur telle.qu'elle est donnée par la 3rk". 

Nous aurons donc pour opérer nos substitutions, 

b c ,  a 
COS. rn = - COS. n = - 

a R '  SR" 
sin, (rn+n) = - 

2R 

a'+ca-6' . as + 6%-6 bs + ce-a' 
sin. m = , s1n.n = , cos.(m+n)= 

2ac zab 2 b c  

Cela posé, le tableau suivant renferme le résultat de ces subs- 
titutions et  satisfait par conséquent à la question proposée, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Tab2eau par lequel connoissant les trois côtés d'un triangle 
,queZr:onque ABC ( fig. 28 ) , on peut trouver immédiatement r 
IO. les trois angles, a'. les psrpendicubàres abaissées de ces 
angles sur b s  c6tés opposés, ainsi que tous les angbs et 
segmens qui résultent de cette construction, ,?es droites qui 
joignent les pieds de ces perpendiculaires, le rayon du cercle 
circonscrit, les trois côtés étant dmnés. 

V A L E U R S  D E S  A N G L E %  

lere A as 4-17'-ba ..... sin. BAD = 
2 ac  

A a* -i- b "  c' 
a". ..... sin.CAD = 

2 a b  
A ba + c ' a '  

9". ..... cos.BAC = 
2 b c  

A a" + bn-'ce 
4i". ..... sin.CRD = 

a a b  
A bE+ c '-aa 

be. ..... sin. ABD = 
a bc 

A a" + c l  ba 
6e.. . . . . .  cos.ABC = 

a ac 
A as f cn- ba 

7 e . . . . . .  sin.BCD = 
. - 

a ac  
A b"+ cl- na 

8e.....,. sin.ACD = 
a b c  

fi  cg- al- 
I oe. ..... COS. ADB = 

a ab 
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V A L E U R S  D E 8  LIGNES. 
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208 G E O M E T . R I E  
- (a'+ 6'- c') (b3  + cn- as) 3oe . . .  ... D G =  R 

2b'ac - a [bg+ c o u " )  
31 . .a . . . .  FG = 

a b c  . 
- b (a* + c'- 6") 

32 '...... F H =  
s a c  - c (a" + 6'- c") 

3 3 e . . . . . .  GH= 
2 a b  

a b c  . 
3Qe. a.... R = 

i s a'b' + a alc'+ a bac'- (a4 + b4+ c4) 

On doit faire ici la même observation que celle qui a dhjà été 
faite (iGz). 

P R O B L Ê M E  XV. 

, i 65. Etant donnée d a m  un triangle , b perpendiculaire 
abaissée de l'un quekonpue des angles sur la base opposée, et 
Zes deux segmens qu'elle forme sur cette base, trouver, iO. les 
trois côtés et les trois angles du triangle; aO. les deux perpendi- 
culaires abaissées des autres angles sur burs hases opposées; 
3'. les segmens et les angles qui résultent des intersections respec- 
tives de toutes ces lignes ; b s  trois droites qui joignent b s  pieds 
de ces perpendicllloires deus J Lllz j le rayon ducercle cir- 
conscrit, &c. -- 

Je nomme x et x' ies deux segmens BH , CH (fig. 28) supposés - 
donnés, et y la perpendiculaire AH, aussi donnée. Il s'agit donc 
d'exprimer toutes les autres parties du systême en valeurs de x, 
x', y; et comme par le tableau fondamental (146) elles sont déjà 
exprimhes en rn, n , R,  il ne s'agit plus que de trouver celles-ci 
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D E  P O S I T I O N .  909 

' en valeurs de x ,  x', y : puis de les substituer dans toutes les for- 
mules de ce tableau fondamental. 

Je prends donc dans ce tableau, les ige, 2oe et  sie formulesf 
qui nie donnent x, x', y,  en valeurs de m, 78, R , afin d'en tirer 
réciproquerrieii-t nr, n,  R,  en valeurs (le x ,  x', y. Ces trois for- 
milles me donnenty = zR.cos .7~~  cos.78, x = aR.sin.rn cos. n, 
x' = 2 R .sin. TL cou. m. (A) . sin. m 

E n  éliminant R entre les deux premières , j'ai - = - 
y c0s.m' 
. xr sin.n 

en éliminant R entre la première et la troisième, j'ai - = -. 
y c0s.n 

xa J - COS. ma 
La première de ces équations me donne , = 

Y cos. ma 
9 ou 

Y 5 cos. rn = - ; d'oh je -tire aussi sin. na = P. v x' +y1 i x ' +  

Y X' Par  la même raison, on a cos. n= , et sin. n= v X I I  *ya v w  
Substituant ces valeurs de cos. m ,  cos. n, dans la première des 

équations ( A ) ,  et tirant la valeur de R, on aura 

Voilà donc les trois qnantités m,  n, R trouvées en valeurs de 
x ,  x', y ,  il ne s'agit plus que d'en faire la substitution dans les 
formules du tableau fondamental qui deviendra tel qu'il suit, et  
satisfera ainsi à la question proposée. 
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Tableau par lepue2 connuissant dans z m  triangle ABC laperpen- 
diculaire abaissge de Z'un A des angks sur b cdt& opposé, et 
Zes deux segmensforrn& sur ce c6té par cette perpendiculaire, 
on peut trouver ~m~é&atcrneni i , iO.  bs trois angles et les trois 
cdtés d7b triangZe ; 2'. les perpendicuGaires menées des autres 
angZes sur Ces côtés opposés, ainsi que les segmens et les angles 
résuZtans de cette construçtion , &c. les trois données étant - - - 
AH = y, BH = ca = XI ,  (fig. 28). 

V A L P U R S  D E S  A N G L E S  

h s 
1"'. .... tang. BAD = - 

Y 

h X' 
4". .... tang. CBD = - 

Y 

- A ..... Y 6". tang. ABC = - 
X 

A X ..... 7". tang. BCD = - 
Y 

A ys- x X' ..... 8". tang. ACD = 
Y ( x + x l )  

h Y ..... 9". tang. ACB = - 
x' 

A 
i se. tmg. BDC = y ( x + x ' )  ..... 

x xi-y * 
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D E  P O S I T I O N .  

- 2 ya- xx' 
26".. .... DI?== . 

Y /c'+y' 
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O M E T R I E  

(x + x') (y2- x x') 

On doit faire ici la mSme observation que celle qui a déjà été 
faite (162). 

i 66. Tous les  tableaux ci-dessus forinés (160, b61, 162, 
163, 164, 165) , sont déduits du même tableau fondamental 
formé (i46), ainsi c'eut toujours le même tableau mis sous diffé- 
rentes formes, et qui par ce moyen devient propre à résoudre 
différentes questions. Ces formes peuvent être variées d'un très- 
grand nombre de manières, en prenant successivei~ent pour 
données trois à trois, toutes les quantités énumérées au -tableau ; 
en sorte néanmoins que ces trois données soieiit toujours indé- 
pendantes les unes des autres, que par exeinple elles ne soient 
pas trois angles. Les cinq tableaux doniaés ( 1  60, 161 , i 62 ,  I 63, 
r6$), résolvent les cinq principaux problérries de la trigonorné- 
trie, prise dans une généralité beaucoup plus grande qu'on ne 
l e  fait ordinairement, et i'on peut regarder le tableau fonda- 
mental, ou chacnn de ceux qui en est dérivé, cornme.1a inise en 
dquation de ce yrobl&me général, qui renferme comn3.e cas 
particulier la ~rigoiiornétrie ordinaire. Des trente-sel~t choses 
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2num&&es au tabbau trois quelconques, indépendantes les unes 
des autres étant données :trouver les trente-quatre inconnues. 
Dans le problêriie suivant, qui n'est qu'une nouvelle extension 
du précédent, nous porterons à 101 le nombre cles quantités 
Cnnmérées au  tableau qui doit en donner la solution. . 

P R O B L Ê M E  X V L  

h c7.  Etant donnés dans un triangle deus ang-les et le rayon 
du cercle circonscrit; trouver; IO.  b troisième angle et k s  trois 
côtés ; 2.O. les perpendiculaires menées des angles sur les côtés 
opposés ; 5". les droites qui joignent les pieds de ces perpendicu- 
Zaires deux à deux ; 4 O .  bs segmensformés sur toz~tes ces droites 
prolongées jusqu'à Zeurs rencontres respectives, les angles for- 
méspartoutes cesdroites, Ge rayon du cercb inscrii,. le pei.imétre 
et Taire du triangleproposé. 

Soit ABC ( f ig .  48) le. triangle proposé, dans lequel je suppose 
d'abord les trois angles aigus et tels que A soit le  plus graiici cles --- 
trois, et B le plus petit. Soient A H ,  PG, CE', les perpendicin* -- 
laires abaissées des angles sur  les côtés opposés F G L ,  HFM,  - 
H G N ,  les droites qui  joignent les pieds de ces perpendicu- 
laires deux deux, Z, nz, n ,  les points où elles rencontrent ces 
perpendiculaires respectivement, L,  M,  N,  ceux oh ces mêmes 
droites prolongées rencontrent les côtés oppos6s aussi prolongé& 

I I  s'agit donc de trouver toutes les parties tant angulaires que 
linéaires de cette figure, en valeurs de deux quelconques des 
angles du .triangle proposé, et du rayon R. c h  cercle circonscrit. 

J'observe d'abord que le  troisième angle du triangle proposé 
étant le- supplément de la somme des deux autres, est censé 
connu d&s que les deux autres le sont ; c'est pourquoi je le ferai 
entrer dans les formules afin J e  les rendre symétriques à l'égard 
de ces trois angles, et pour qu'on puisse plus facilement élimi- 
ner celui que l'on voudra en niettant 2t sa place 2 m  moins la 
somme des deux autres. 

Cornine il y a neuf lignes clroites tracées clans le spstênne, et 
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que sur  cliaclxne d'elles, il y quatre points de division, et par 
conséquent s i r  segmens, y compris la droite entière elle-même; 
il se trouve en toiit dans la figure, 54 quantités linéaires à consi- 
dérer, sans cqmpterle rayon du cercle circonscrit, celui du cercle 
inscrit et le périmètre : c'est par conséquent en tout b. 

Toutes ces droites, av nombre de neuf, prises deux à deux, 
foririent un angle, en ne comptant pas les supplémens; ce qui 

9 8 fait -ou 36 angles. C'est Jonc en tout 93 quantités à consi- 
2 -  

ddrer ; auxqnelles j'tijouterai l'aire S du  triangle ABC,  celle d u  
triangle FGH , et celles des six autres ADB , ADC , BDC , FDH , 
GDH, FDG, qui  ont tous leur sommet au point D, Ce qui  fait 
en tout roi quantités à co~nprendre au tableau, et qu'il s'agit 
d'exprimer toutes en valeurs des seules quantités A ,  33, C, R , 
prises pour termes de comparaison. 

t 

Voici ce tableau dans lequel, pour éviter las expressions 
fractionilaires, j'ai mis, suivant le besoin, les sécantes des angles 
au lieu de l'unité divisée par le cosinus ; et les cosécatites ,au lieu 
de  l'unité divisCe par le sinus : w représeilte à l'ordinaire l'angle 
droit, ou le  quart de circonférence. 

Tableau général des rapports qui existent entre les trois côtés 
d'un triangZe quelconque , les perpencZicuZaires abaissées de 
chacun des angles sur  b co'té opposé, les trois droites qui joi-  
gnent les pieds de ces perpendiculaires deux à deux, les seg- 
mens formés sur toutes CES lignes prolongées, par leurs inter- 
sections , les angles puJelZes comprennent deux à deux, &c. , 
A,  B , C , étant ces trois angles, e t  R le rayon du cercle cir- 
conscrit. 

h 
1"'". . . . . BAC = A 

A 
z". . . . . .  ABC = B 
- A 
9"s. ... ACB = C 
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A 
I O  ".... . . - B L E  = z m - A  

A 
i l e . .  .... CIIA = 2 m - G  

A 
12 " . . . . . .  ADB= 2.m-C 

A 
13" ..... Bi l l?=  A 

A 
14 e . . . . . .  C U H =  B 

A 
iSe.'. .... AUG = C 
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si6 G E O M E T R I E  

V A L E U R S  D E S  L I G N E S .  

- 
45".. .... CF = 2R.sin.A sin.B - 
66". ..... DH = 2R.cos. B cos. C - 
47" ...... DG= 2R.cos.A c0s.C 

- 
48". ..... DF = 2 R .  cos. A cos. B - 
4 g e . .  .... FG = aR.sin.A cos. A - 
50" ...... HF = 2R.sin.B c0s.B - 
51"- ..... GH= 2R.sin.C cr>s.C - 
5ae.. .... AF = 2R.sin. B cos. A - 
53". ..... AG = 2R.sin.C cos,A 
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D E  P O S I T I O N .  - 
5/ke .... ;* BF = 2R.sin.A c0s.B 

7 

55"..0.. . BH = 2R.sin.C cos;B - , 
56" .... '., CG = aR.sin.A c0s.C - 
57"...r .. CH = 2R.sin.B sin.C - 
68". . . . . . Al = 2 R .sin. B sin. C cos. A i6c. (C - 8 ) - 
59" ...... B m =  2R.sin.A sin.C c0s.B s ~ c . ( A - C )  - 
60" .-.... Cn = aR.sin.A  sin..^ cos.C séc. (A-9)  - 
6 r e . .  .. .. DL = zR.cos.A'cos.B c0s.C séc. (c-8) - 
Gae.. . . . . Dm = a R. cos. A cos. B cos. C S ~ C .  (A - 6 )  - 
6Se .... . . Dn = ;R,.COS.A c0s.B c0s.C séc. ( A - B )  - 
6$ ...... Fk = aR.sin.B c0s.B c0s.A séc. ( C - 8 )  - 
65" ...... GZ = 2R.sin.C c0s.C COLA sBc.(C-B) - 
66" .... . . H m =  2 R.sin.C c0s.C c0s.B séc. (A-C)  - 
67 "...... F m =  2R.sin.A cos.A c0s.B séc. (A-C) - 
68" ...... Gn = aK.sin.A c0s.A c0s.C s~c . (A-B)  - 
6 g e . .  . . . . Hn = 9R.sin.B c0s.B cos-C séc. (A -  B) - 
70 "...... ZB = 2R.sin.A sin.C c0s.B coséc.(C-B) - 
71".. .... LC = 2R.sin.A sin.B c0s.C cosdc. (C-B) - 
72". . . . . . LH = R.sin. 2 B sin. a C coséc. (C - B)  - 
73". . . . . . LF = R.sin. A sin. a B coséc. (C - B) - 
7 h e . .  . . . . LG = R.sin. A sin. a C coséc. (C  - B) 

, - 
75" ...... L I  '= zK.sin.2B sin.3C c o s é c . ( z C ~ 2 B )  - 
76".. .... MA= 2R.sin.B sin.C c0s.A coséc.(A-C) - 
77e ...... MC = aR.sir1.A sin.B c0s.C coséc. (A-C) - 
78" ...... MG= R.sin.aA sin.eC coséc. (A-C) - 
79 "..... . MF= R.sin.B sin.aA coséc.(A-C) 

28 
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8oe. . . . . . MH = R. sin, B sin. z C cos&. ( A  -CI - 
81'. . . . . . Mm = 2 R.sin. z A sin. 2 C coséc. (a A - 9 c) 

8 3 .  . .'. . . NA = 2 R.sin. B sin. C cos. A.coséc. ( 8 - B I  - 
84'. . . . . . NE = R.  sin..^ A sin. a B coséc. (A - B )  - 
85" ... .. NH= R.sin.C sin.zB coséc. ( A - B )  

7 

865 ..... N G =  R.sin.C sin.zA coséc. ( A - B )  - 
87e. . . . . . Nn = z R. s in  2 A sin. n B coséc. ( a ~  - 2 B) - 
8ae.. . . .. ZH =-R.sin.zB sin.aC séc. (C-B) - 
8ge. . . . . . mG = R .sin. a A sin. 2 C séc. (A - C) 

- 
goe. . . . . . nF = R.  sin. a A sin. 2 B séc. (A - B) 
91". . . . . R .= R 
92e ...... r r= R.(c~s.A+cos.Bi-c0s.C-1) 
93e ...... P = aR.(sin.A+sin.B+sin.C)- 

- * 

95" . . . . . ADB = 2 P . s i n .  Ce cos. A cos. B 
P. - 

96", . . . . . ADC = 2 Ra sin. C cos. A cos. C 

gSe. . . . . . FFDH = RB. sin. 2 B cos. A cos, B cos. C 
-- 

gge. . . . . . GDH = RS.siii. 2 C cos. A cos. B cos. C 

iooe. . . . . . FDG = R'. sin. 2 A cos. A cos. B cos. 

loie .... .. FGH = $ P . s i n .  2A s in .zB sin.2C 

On ne peut trouver aucune difficulté à former ce tab1eau;car 
tous les arigles se déterminent par la seule propriété des trois 
angles de [out tricznglc égaux a Jeux droits j toutes les lignes par 
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Je s e ~ d  principe de la proportionnalité des sinus des angles avec 
les côtés opposés; et les aires par celui que l'aire de tout triangle 
est égale à la moitié du  produit de deus quelconques de ses côtés 
par le sinus de l'angle compris. Quant au rayon r du cercle ins- 
crit ,  il se détermine par la proposition démontrée (137) qui - - -  
donne Z R + ~  r = A D + B U t C D .  

Les formules de ce tableau ne se rapportent qu'à l'hypothèse 
d'oh l'on est parti, savoir que les trois angles du triangle proposé 
ABC, sont aigus, et que de plus, A est le plus grand, et B le 
plus petit des trois. Mais il est aisé de voir les mutations qui 
doivent avoir l ieu pour chaque cas particulier; car si l'on sup- 
pose, par exemple, que A devienne obtus ; les quantités .a - A ,  
2 Q - 2 A,  cos. A ,  sec. A ,  sin. 2 A ,  deviendront inverses ; on 
verra donc tout de suite quels sont les premiers termes des for- 
mules qui devront changer de sigrie, loi-squ'on voudra appliquer 
ees formulesà la nouvelle hypothkse. Quant aux seconds mem- 
bres, il n'y a rien à changer, puisqu'aucune des quatre quan- \. 
tités A ,  B , C , R , -qui y entrent ne passe n i  par O iii par m .  On 
voit ce qu'il y auroit à dire, si l'un des autres angles B , C, de- 
venoit obtus. 

Pareillement si B, par exemple, devenoit plus grand que C, 
C - B deviendroit inverse, par-là on jugeroit des changernens 
de sigrie qui devroient avoir lieu pour les premiers membres 
des forrnules. On verroit , par exemple, par la a6" formule que  

A - - 
l'angle .CLF doit prendre le signe -, de même que AI,  DI, 
F?, &c. (58", 6 4 e ,  6Se, &c. formules). Mais il n'y auroit eiîcore 
rien à changer aux derniers termes, parce qu'aucune des quari- 
tités A,  B,  C, R qui y entrent n'auroit passe n i  par O n i  par CO. 

Il est donc Facile d'appliquer les formules du tableau précédent 
à quelque triangle que ce puisse être. 

i 68.  es conséquences particulières qu'on peut tirer de ce 
tableau sont nombreuses; je ne m'y arrêterai pas : on les obtient, 
en comparant ces formules deux à deux, trois à trois, &cc. ; mais 
nous ferons voir comment de ce tableau on déduit la solution 
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de ce problême général. Trois puelconpues des ior quantités 
portées au  tableau, étant données et indépendantes les zmes des 
autres, trouver les 98 inconnues. 11 n'y a pour cela qu'à chercher 
les données actuelles A, B, C ,  R en valeurs des trois nouvelles 
données, et'les substituer dans toutes les formules du tableau 
précéclcnt . 

Supposons , par exemple, que ces trois nouvelles données - 
soient AD, A&, ADB. 

12", et 40" formules nie donneront donc ces trois équations 
f=am-B,g=zm-C m=zK.cos.A. Ils'agit doncde tirer 
de ces trois équations les valeurs de A,  B, C,  R, pour les subs- 
tituer dans les formules du tableau. I l  ne se trouve que trois 
équations pour déterminer les quatre inconnues; mais i l  ne 
faut pas oublier que nous 11'avons introduit les trois angles A ,  
B, C dans le calcul, que pour rendre leu formules plus sini- 
ples (167), et qu'on peut toujours trouver la troisième dés qu'on 
connoit les deux autres au moyen de l'équation A+ B + C - - 2 m. 

La premiére des équations ci-dessus nie donne B = 2 m - fi 
la seconde C = 2 m -g; et par conséquent A = f+g-  2m. Donc 
la troisième équation ci-dessus donnera K =, 2R cos. (f+g) o u  

R =  
K 

; donc pour obtenirle norlveau tableaucherché, 
2 cos.(f+) 

il n'y a qu'à substituer 'l'ans celui q u i  préçéde pour A, B, C, R , 
K 

ces quantités respectives, f +g-am, 2s-f, 2m-g, 
(f+g). 

i 6 9. L e  triangle ABC (fi& 49) éiant inscrit dans rn cercle, 
s~pposons que de chacun des angles on abaisse une perpendicu- 
laire sur le côté opposé, et yu'on probnge ces prpendiculaires 
jusqu'à la rencontre de la circonfél-ence ce qui f era ,  en comp- 
tant bs sommets du triangle proposé, six points d'intersection 
A ,  B , C, f ,  g ,  h,  sur cette circyférence. C e b  posé, soient 
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joints ces s i s  points d'intersekon &u?c à deux par une corde. 
On demande iO. les valeur de chacune deces cordes; aO. la  vdeur 
de chacun des angles formés par ces cordes deux à deux aux 
six poirzts d'intersection, toutes exprimées en vaZeurs des mémes 
/ 

quantités A ,  B , C , R ,  prises déjd pour termes de cimporaison 

- 

11 est clair que ce nouveau problême n'est qu'une extension 
du précédent, et qu'il s'agit seulement d'exprimer les quantités - - -  
ajoutées au systême déjà considérd , telles que ,4 f, A h ,  Ag,  
Rf, &c. en valeurs des mêmes données A ,  13, C,  R; c'est pour- 
quoi dans le tableau qui va suivre, j'excepterai celles qui sont - - -  A 
déjà au tableau précédent, telles que A B ,  AC,  BC, BAC, 

A 
BAD, &c., et qui  sont au nombre de quinze; savoir trois droiics 
et douze angles ; et quant aux autres, je les numéroterai en sui- 
vant les nombres du problême précédent, puisque celui-ci n'en 
est que la suite; c'est-A-dire, en commençant par 109. 

D'après cela, il est facile de voir que le nouveau tableau doit 
contenir soixante-trois quantités nouvelle8 , savoir 51 angles 
et 1 2  cordes, ces angles étant formés IO par IO à chacun des 

- 

points d'intersection, ce qui fait 60 angles; sur qu.oi à déduire 
les g déjà contenus au précédent, e t  les cordes partant 5 par 5 de 
chacun des mêmes points d'intersection ; ce qui fait en tout 30 - 

cordes, dont il faut prendre la moitié, parce que chacune rdunit 
deux des points d'intersection, reste 1 5  cordes; sur  quoi à 
déduire les trois côtés du triangle, déjà p ~ r t é s  au tableau pré- 
cddent. 

.Cela posé, le tableau suivant satisfera à Ja question proposée, 
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106~. ..... = m + ( A  - C )  
A 

107".. .... h A g  = 2 ~ -  zC 
A 

l o ô e . . . . . .  CAg = m - C  

110 e . . .  a . .  = S m - 2 C  
A 

i l l e . . . .  .. hBA = .a- (C-B) 

A 
1 2 l e . .  .... fCh = a v - a B  

A 
122". ..... BCh = w-B 

. A  
12Se . . .  ... Afg = m-A 

A 
1 2 4 ~ . . . . . .  A f C =  B 

A .... 125 . . 2  Afh = s- (C-B) 
A 

12 P...... AfB= 2.o-C 
' A ... 127~.., g f C  = v - C  

A 
12ae...... g f h  = a v - 2 C  

A 
129". * .., g f B  = -+(A-C) 

A 
1 5 0 e , . . . . .  Cfh m e c  

n .... 131'. CfB= A 
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A 

1 3 % ~  ...... hfB = a-B 
A ..... 1 3 5 ~ .  Bhf = w-B 
A .. 134'.... B h A =  
A 

1 3 5 ~ . . . . . .  Bhg  == w - ( A - C )  
A 

r X e . .  .... B l a C e  s w - A  
A ....... 137 fhA W - A  
A ..... 138". fhg = a .la- 2A 
A 

139". ..... f 1zC =s a-(A-B)  
A 

. . . . . . .  140 Ahg = - -A 
A 

14ie. ..... A h C =  B 
A 

1 4 2 ~ .  ..... ghC = m-C 
A 

143". .5.. . C g h  = m - C  
A 

i41ke.. .... C.g13 = A 
A 

145 . . . . . . .  Cgf = m + ( A - B )  
A 

146".. .... G A =  s w - B  
A 

~ 4 7 ~ . . *  .. hgB e (a-B 
A 

148'. ..... hgf ,: %.la - zB 
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...... lbe fg = aR.sin.2 A - ...... 163" g h  - aR.siri.aC - 
16 q...... fia =F nR.sin.zB 

Le problême qu'on vient de résoudre n'étant que la suite d u  
précédent, on doit lui appliquer les mêmes rdflexions qui ont 
été faites sur le premier (168 et suiv.). 

I 7 O. .Le,triangle ABC étant inscrit dans un cercle ( f ig .  50), 

supposons que de chacun des ang-les on mène a u  centre du cercb 
une droite, et qu'on prolonge cette droite jusqu'à 2a circonfd- 
rence; ce pi fera, en comptant les trois sonmets du triangde, 
six points d'intersection, A,  B ,  C ,  f ' ,  g r ,  ]if, sur cette circonw 
rence. C e b  posé, soient joint8 ces six points d'intersection deux 
à deux par une corde; on demande 1". la vabur  de chacune de 
ces cordes ; s". Za valeur de chacun des angles 'formés par çes 
cordes dezlx Cc deux aux six points d'intersection; toutes expri- 
mées en valeurs des rn6mes quantités A, B ,  C ,  R ,  prises déjà 
pour termes de comparaison dans les problêmes precédens. 

Il est clair que ce noizveau probléme n'est qu'une suite des 
deux précédens , et qu'il s'agit seulenient d'exprimer les quan- -- 
tités ajoutées au systêine déjà considéré ; telles que Af ', Ah', -- 
Ag', Bf', &c. en valeurs des mêmes données A ,  B , C, R; c'est 
pourquoi je continuerai les numéros des formules, en commen- 

çant 
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gant par 165, et exceptant du tableau' les six quantités AB,  AC, 
- A A A 
BC , BAC, ABC , ACB déii portées aux tableaux précédens. 

D'après cela, il est facile de voir que le nouveau tableau. doit 
contenir 69 quantités nouvelles ; savoir, 57 angles et 12 cordes. 
Ces angles sont formés 10 par 10 à chacun des six points d'inter- 
section; ce qui  fait 60 angles; s~ quoi doivent être déduits les 
trois angles du triangle proposé déjà portés aux tableaux précé- 
dens. Les cordes partant 5 p i r ' 5  de chac& des points d'inter- 
section , il en résulte 30 cordes qiii se rédnisent à 15 , parce 
qu'elles joignent chacune deux de ces points d'intersection, sur 
quoi i l  faut déduire les trois côtés du triangle proposé, déjà . * .  
portés aux tableaux précédens. 

Cela posé, le tableau suivant satisfera. A la question proposée. 

A 
170°. ..... - -  BAg' =1= ~s 

n 
171 O...... EAG = w - B  

A .  
17a0.. .... h'Ag' = C 

A 
173~. ..... CAg' = =-A 

A 
174 O.. . . ; .  h'BC = .o-B 

A .... 175%. hlBg = (3 
n 176 O . . . . . .   BA = a 
A 

177~.-.... KBf'  = e a - B  
A 

178 O...,.. CBg' = 3-A 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G E O M E T R I E  

A 
.183O...... g'CA = a -C 

1 8 4 O .  ..... g ' i j f > = ~  

i8b0 . .  .... g'&3 = =c 
A 

1 8 6 O . .  ..... g'Chr = a m - C  
A 

1 8 7 O .  ..... ACf' = .a-B 
A 

188O.. .... A C h f . =  a . 

A 
189 O - . . . . .  f'CB = m - A  

A .... igoO.. f /Chf = B 
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A 

2 0 5 ~ . . : . . . .  BA'C = na-A 
A .. a06 O . . . .  f h f A  = lo-B 

2070.  ... ;. ~ 2 ~ 1  = A 
A 

a08O.. 07;. f'h'C = a 

V A L E U R S  D E S  L I G N E S .  

- 
22a0 . .  .... ~ f '  = 3R.cos.B 

925 O . . . . . .  AT = a R  - .... n24O. .  Ag1 = 2 R.cos.C - .... 2250 . .  B hf = a R.cos. C 

2 2 6 O . . . . . .  B;> = 2R - 
227 O.. . . . .  Bf' = 2R.cos.A - 
a.2a0.. .... Cg.) = a R.cos.A 

--C .. aagO.. . , Cf1 = 2 R  
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d o 0 .  ..... C B' = s R. cos. B 

e_ 

231'. ..... f'g' = 2 R.sin.A - ..... 2 h 0 .  g'h' = ?B R.sin- C 

233". ...... f 'h' = 9 R a s h .  B 

Le probldme qu'an vient de résoudre, n'6tant que la suite des 
précGdens, on doit lui appliquer les réfle&omqui ont été faites 
sur le premier (163 et suiv.). 

P R O E L Ê M E  XIX. 

17 1. Le triangle ABC Ptant inscrit dans *un cercle ( f ig .  $11, 

supp~sons pie de chacun des angbs on mène au co'té opposk une 
transversak , qui divise cet angle en deux parties égales, et qu'on~ 
prolonge cette transversale ~usqtu'd la circonférence ; ce qui ferà , 
en comptant les trois sommets d u  triangle, six points d'inter- 
section A ,  B , C , f', go,. h" sur cette circonférence. Cela posé, 
soient joints ces six points d'intersection deux' à deux par une 
corde. On demande 1". b yuleur de chacune de ces cordes; no. la 
vabur de chacun des angles formés par ces cordes deux d deux 
aux six points d'intersection ; toutes exprimées en vaieurs des 
mêmes quantités .A , B , C , R , prises dé$ pour terme de compa- 
raison dans les pro b Mmes précédens. 

Il est clair que ce nouveau problême n'est qu'une suite des 
deux précédens, e t  qu'il s'agit seulement d'exprimer les quan- -- 
tités ajoutées au systême déjà considéré, telles que Af", Ab", -- 
Ag", Bf", &c. en valeurs des mêmes données A, B, C, R. C'est 
pourquoi je continuerai les numéros des formules, ,en commen- -- 
çant par 234, et exceptant du tableau les six quantités A B  , AC,  

A A A E, BAC, ABC, ACB, déji portées aux tableaux précédens. 
D'après cela, i l  est facile de voir que le  nouveau tableau doit 

coiltenir, comme le précédent, 69 qnantités nouvelles, Savoir 
67 angles et 12 quantités linéaires. Voici ce tableau. 
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A 
2 3 i 0 . .  .... f"AB = f C  

A 
235O.r.. ... f "Ah" = a- f B 

1 A 
23fi0. ..... fl'AC = w + f  (A-B) 

A 
937'. . .  .. fl'fig" =r a+ + A  

A 
. 238 O . . . . . .  BAhD = :A 

A ....... 239 BAg" r= w + ~ ( A - C )  
A .... a40°. .  h"AC = + A  
A 

241° . .  m.... h";bg-" = 112 - 1 . c 
A .. 24n0 . . . .  CAg" = il3 
A .  .... 243O.. h"BC = + A  
A 

21k4°....,. hnBg'' = .7r--+C 
A .... 245O.. h"BA = w - (C-B) 
A 

~ 4 6 ~ .  ..... hf'Bf" I= w+ f B 
A 

247'. ...,. CBg" = f B  
A 

248 O . . . . . .  CBf '=  *-:(A-B) 
A ..... 249'. &BA = f B 
A 

a s o O . . . . .  . grlBf" =, = - $ A  
n 

25i0..  .... ABf" = f C  
A 

252O. ..... g"CA = f B 

253O.. .... R d ~ E f "  - A = - $ A  

2 5 4 0 . . . . .  . &B - ti-- 
A 

:(A+) 
255O. ..... g"Ch0 = w + C 

A .... 956O.. ACY = $C 
A . . . . . . .  257 ACh" = @ f : ( C - B )  
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A 

a 5 8 " , . , . . .  f C B  = f C  
A 

259 O...:.. f"Ch0 = (o.--fB 
A ..... 960". BChM = f A' 

a61O.. .... A?# = f B  
A 

a6a0.. .... Af"C = B 
263 O.... "11 II - .. Af h - w - t ( C - B )  

A 
AfllB = 2 ~ - C  2640.. .... 

A 

265O.. .... gl'f C = f B 
A 

~66". ..... glyjy = Q - I c 
A 

967 O..... . g"f"B = +- f (A-C) 
a68 O...... cf3'hn = :A 

26g0. ,  *... CPB = A 
11% 

270 O...... hf B = f A  
271 O..,... B2r = ;C 

A 
272". ..... BhilA = C 

273 O . . . . . .  ~ 2 ~ 1 1  "g*= G - ~ ( A - G )  
A 

974 O...,.. Bh"C = a m - A  
A 

975O.. .... f hflA = r C 
A 

276O.,. 
II II u _ ... f h g  - " + A  

~ 7 7 ~ .  ,, "h ..... f h C  = =-:(A-B) 
A 

2 7 8 ° . . . . . ~ A h " g o = 3 3  . 

A 
07g0... ... Ah"C = B 
280°.. , o . .  

d'n g h  c = ;B 
28i0.. "II " .... C g h  = f A  

A .  
a82 O . . . . . .  Cg"B = A 

283'. ,, ? . .  ~ g f "  = w + i  ( A - @ )  
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-- 

ag".. .... Ah" = zR.cos.;(C-B) - ..... 293". Ag" = 2R.sin.iB 

- 
295" ...... Bg" = 2R.cos.f  ( A - C )  - 
296". ..... Bf' = 2 R . s i n . f  C - 
297". ..... Cg" = aR.sin.:B - 
2g8O., .-.. C f "  = a R . c o s . i ( A - B )  - ..... 299". Ch" = 2 R .  siri, $A  

- 
3oa0. ..... f "h'/ = a R . COS, : B 

1 7 3. Les quatre derniers problhes ne forment , comme on 
le voit, tous ensemble, qu'un seul et même probléme général, 
qui est celui-ci : 

Dans un triangb ABC des 30a choses énumérées aux quatre 
ta6Zeaux préce'dens , trois pueEonpues inddpenduntes Z'une de 
J'autre étant données, trouver les agg inconnues. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G E O M E T R I E  

Il faut considérer ces quatre tableaux comme n'en formant 
qu'un seul; chercher dans la premiére colonne de ce tableau 
général, les trois quantités données, et des trois formules qui 
les expriment en A,  B , C , R, tirer chacune de celles-ci comme 
inconnue, puis substituer ces valeurs de A ,  B , C , R, dam 
toutes les formules du tableau général. I l  y a quatre inconnues à 
déterminer, et seulenient trois dquations ; mais il ne faut pas 
oublier, que c'est seulement pour simplifier que nous avons 
introduit dans les formules les trois angles A ,  B, C ,  et qu'on 
peut toujours h i r e  disparoître celui qu'on veut par l'équation 
A-+B+C= 2.p. 

On voit par-là 'quel prodigieux nombre de formes on peut 
donner à ce tableau, et chacune de ces formes rCpond à 299 ques- 
tions. 

Toutes les quantitCs énumérées dans ce tableau géndrfil étant 
rapportées aux mêmes terines de comparaison, c'est-à-dire, 
exprimdes par les mêmes quantités, on peut facilement les corn- 
parer deux à deux, trois à trois, &c., et en déduire un nombre 
infini de propri4tés. 

Il est à remarquer, que les mutations de signes qui  doivent 
avoir lieu, lorsqne le systême auquel elles se rapportent vient à 
changer, se trouvent de suite, par la théorie, développées au 
chapitre précédent sur les quantités linéo-angulaires. Car on 
voit d'abord par cette théorie, que puisqu'aucune des quatre 
iuantités A, B, C, R qiri entrent dans la cornPosi tiondes seconds 
membres ne passe n i  par O n i  par x , il n'y a aucun changement 
à faire Ii ces secorids membres. Mais par la nature de ces angles, 
on voit quels sont parmi les premiers membres, ceux qui  
doivent prendre le, signe -, pour que les formules du tableau 
général puissent devenir applicables aux diverses hypothèses 
qui  peuvent avoir lieu, sans qu'il soit nécessaire de former 
pour ce cas un tableau particulier de corrélation ; ou plutôt, ce 
tableau de corrélation se trouve ainsi facilement, par la théorie, 
développde au chapitre précedent aur les quantith linéo-angu- 
laires. 

475. 
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173. Les quatre figures (48,Q ,50 ,  51)  qiii se rapportent 
aux quatre problêmes précédesis, doiveni pareillement n'être 
considért5es que comme une seule et même figure, dont on a. 
séparé les parties pour ne pas l'ernbroui~lzr trop. 

En les imaginant toutes réunies en une seule (6g. 5 2 ) ,  i l  y 
aura sur la circonférence douze points dc division, savoir les 
trois sommets du triangle proposé ; les trois points où elle est 
coupCe par les perpcndiculczires abaissées de ces sommets sur les 
côtés opposés; les trois points ou cette m6me circonférence est 
coupée par les diamètres menés des mêmes sommets ; enfin les 
trois points où elle est coupée par les transversales qui ,  menées 
de ces mêmes sommets, coupent les angles en deux parties 
égales. Ces douze points de division Btant joints deux à deux par 
des cordes, chacune de ces cordes, et les angles que forment 
entre elles toutes celles qui  se réunissent à chacun des douze 
points d'intersection dont nous venons de parler, seront connues 
par le tableau général ci-dessus. 

Si  l'on conçoit maintenant que toutes ces cordes soient ind0- 
finimgnt prolongeés , il en résultera une grande qiiaritité de 
nouvelles intersections de ces lignes entre elIes, et par consé- 
quent de nouveaux angles et de nouveaux, segmens formés sur 
elles. O r  on peut demander la valeur de chacun de ces nouveaux 
angles et segmens, et il est facile de les trouver tous au moyen 
du tableau général ci-dessus. 

En effet, soit ABCDE (fig. 55) un  polygone quelconque ins- 
crit, dont -les côtés, les diagonales et les angles formés A chacun 
des sominets A, B, C ,  D,  E, par ces droites deux à deux soient 
connus : je dis qu'on aura facilement chacun des angles, comme 

A A 
AHC, ApC, formés ailleurs qu'aux sommets, par le croisernept 

A- 

de ces droites, et chacun des segmens comme EH, pq,  déterrni- 
nés par ce croisement, soit au-dedans soit au-dehors du cercle. 

A A 
Car, par hypothèse, on connoît les angles CED , ADE ; donc 

A 
dans le triangle EpD , or1 connoît les deux angles adjacens à la 

A 
base ED ; donc le troisième EpD , qui est l'angle cherché , sera 

90 
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connu par la seule propriété des angles de-tout triangle égaux à 

A 

deux droits. Le  mème raisonnement s'applique à l'angle EHD 
et à tous les autres. - 

Maintenant, p>our avoir le segment p p ,  on  observera que 
f'- - 

clans le triangle EpD on çonnoît la base E D  , et tous les angles, 

comme on vient de le  voir; donc on aura Go Alors dans le  
A - 

triangle E p p  on connoîtra la base Ep, qui  vient d'être troiivée , 
et tous les angles, comme on l'a expliqué ci-dessus, donc on  

connoîtrapp. Par  la simple proportionnalité des sinus avec les 
câtés opposés, il ne s'agit donc, en général, Ge d'établir une 
chaîne de triarigles entre les données et les inconnues. 

- 
1. 4. Si par l'un A des sommets on mène un diamètre AK , 

l'angle formé par ce diamètre, et chacune des autres lignes d u  - 
systême sera connu. Car en menant B K ,  on voit que l'angle 

A A 
A%< est droit, et que par conséquent l'angle .BAK est l e  complé- 

A A 
ment de AKB : mais AKB est connii, puisqu'il est Bgal à tout 

A 

autre angle comme ADB, ayant son soiiimet à la circonféreilce 
- A 

et  appuyé sur  la corde AB. Or cet angle ADB est par hypothèse - - 
a u  nombre des quantités données. L'angle lormé par AB et AIL 
Étant ainsi trouvé, on aura,  comme on l'a expliqué ci-dessus, - 
tous les angles formés par ce meme diamètre AK, et chacune des 
autres lignes du 'sy sterne ; ainsi que tous les segmens formés s u r  
cette droite iridéfiniment prolongée, ou ddterminéepar elle s u r  
les autres lignes du systême. 

O 

' Enfin si  par le même sommet A on mène une tangenteAt, . 
A A 

l'angle BA t sera égal à l'angle ADB qui  est au nombre des don- 
nées. Donc on connoitra aussi tous les angles formés par cette 
tangente, et chacune des autres droites du systême, ainsi que 
tous les segmens déterminés sur  elle, ou par elle sur  les autres 
droites; e t  toutes ces quantités se trouveront, d'après le  tableau, 
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savoir, tous les angles par ce seul principe que daiis'tout triangle, 
la aomriie des trois angles vaut deux droits, et ensuite toutes les 
quantités linéaires, par le seul principe de la proportionnalité 
des sirius avec les côtés opposés. On pourroit donc comprendre 
toutes ces quantités tant angulaires que linéaires an tableau 
général. Mais pour éviter la confusion, on s'est borné aux 302 
quantités dnurnérdes; les autres Qtant, comme on vient de voir, 
fa'ciles à retrouver au besoin chacune en particulier. 

1 5. I l  est facile également de trouver l'aire de chacun des 
triangles formés par le croisement de ces droites dans tous les 
sens, puisque les aiigles et les côtés de chacun d'eux sont connus 
d'après ce qui vient d'être dit : car pour avoir l'un quelconque 
d'entre eux ,  il n'y a qu'à multiplier deux quelconques de ses 
côtés par la moitié du sinus de l'angle compris. 

1 7 6 .  Un triangle ABC étant inscrit dans un cercle (fig. 54), 
supposons que de chacun des angles A ,  B ,  C , on mi me une 
tangente à la circonfirence, et que ces trois taken tes ,  ainsi que 
Zes trois côtés du triangle soient prolongés jusqu'à Zeurs ren- 
contres respectives. Cela posé, on demande toutes les parties 
tant anguhires que Gnéaires qui entrent dans Ga composition de 
cette$gure, exprimées en valeur du rayon du cercle et des trois 
angles du briangle proposé ABC. 

Soient A,  B, C les trois angles du triangle ABC, et R le rayon 
du cercle circonscrit; i l  s'agit donc d'exprimer toutes les parties 
tant angulaires que linéaires de la figure proposde, en valeurs 
des seules quantités A, B , C, R. 

Cette figure contient quarante-deux quantités à consid&rer,' 
savoir quinze angles formés.par les six droites de fa figure com- 
binées deux a deux et vingt-sept quantités linéairés déterminées 
par les points d'intersection ; savoir trois sur  chacun des cbtés, 
et six sur  chacune des tangentes. Il s'agit donc d'exprimer ces 
quarante-deux quantith en valeurs des quatre A ,  B, C, R, 
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prises pour termes de comparaison : sur quoi il faut observer, 
que des trois A, B, G ,  on peu3 toujours en éliminer une à vo- 
lonté, par l'équation A+B+ C = a m ,  a étant le quart de la cir- 
conférence. Le tableau suivant satisfait à la question proposde. 

TabZeou gdnéra? des rapports qui existent entre bs trois cbtés 
d'un frianglB inscrit, ABK les trois cdtés du triangle circons- 
crit, A'B'C' ayant leurs points de contingence aux sommets 
du triangle inscrit; les angles formés par ces droitesprobn- 
gées jasqu'à burs rencontres respectives, et bs segmens 
déterminés sur elles par leurs points d'intersection. 
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- 
16" ....... AB = 9R.sin.C - ..... 17% AC = 2R.sin.B 

. BC = 2R.sin.A - 
19 "....... A'B = 3R.tang.A - 
20". ..... A'C = a Rotang. A 

- 
21"...... B'A = % R - t ~ g . B  

- 
sae.. .... B'C = a R-tangB - 
93". ..... C'B = 2 R.tang.C - 
~ 4 ~ ~ .  .... C'A = aR.tang.C - 
95" ...... A"A = 2R.sin.B sii1.C coséc.(C-B) - .. A"B = 2R.sin.C' coséc. (C-B) - ...... z,e A"C = aR.sin.B9 coséc.(C-B) - 
=ae. ..... B"B I n R. sin. A sin. C cos&. (A-  C) - 
2ge ...... B"C = aR.sin.Ag coséc. ( A - C )  - ..... 30". B"A = a R a  sin. Ca cosdc. ( A - C) 

- .  
31" ...... C"C' = 2R.sin.A sin.B caséc.(A-R) - 
32" ...... C"B = 2R.sin.A' cosdc.(A-B) - 
33". ..... C'A = a R.sin.Bs coséc. (A  -B) - 
3he. ..... A"Bf = 2 R. sin.A tang. B çoskc. (C-B) - 
35e...... A"C1 = 2 R.sin.A tang.C coséc. (C-B) - ..... 36". B'C' = aR.(tang.B + tang.C) - 
3 1 .  ..... B"Ar = a R. sÎn.B. tang. A coséc. ( A-C) - ..... 38". B"C' = a R.  sin.B tang. C cosés. (A-C) 
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40". . , . . . C"A' = a R.sin.C tang.A coséc. (A-B) - 
4 ie. . . . . . Cl%' = 2 R . sin. C tang B coséc. ( A-B) 

- 
4.~4~. . . . . . A'B' = a K. (tang. A 4- tang. B) 

17 7. Dans ce tableau, l'an suppose les trois angles aigus, 
et de plus, A le plus grand des trois et B le plus peiit; mais il est 
facile de trouver les mutations de signes qui doivent avoir lieu, 
si l'on suppose que l'un des angles comme A (fig. 56)' devient 
obtus, ou si B ,  par exemple, devenoit plus grand que C (fig. 55) ; 
car on voit d'abord, que puisqu'aucune des quantith A, B, C, R, 
qui entrent dans la composition des secopds membres., ne passe 
n i  par O n i  par CG , il n'y a aucun changement à faire à ces 
seconds membres. Mais par la nature de ces angles, on voit faci- 
lement quels sont parmi les premiers membres, ceux qui doi- 
vent prendre le signe -, pour que les formules du tableau géné- 
ral puissent devenir applicables aux diverses hypothèses qui 
peuvent avoir lieu, sans qu'il soit nécessaire de former, pour ce 
cas, un tableau particulier de corrélation, 

Ce problême n'est encore, comme on le voit ,' qu'une suite des 
qu@re précédens, puisque les quantités qui y entrent sont 
toutes exprimées en valeurs des mêmes quatre A, B , C, R, 
prises pour termes de comparaison. 

Il est a'remarquer que les trois points A", Br, C" se trouvent 
nécessairement en ligne droite ; comme il est aiuf5.de l e  voir. 

P R O B L Ê M E  X X I .  

17 8.  Le guadriZa&e ABDC ( fig. 57 )  étant inscrit dans un 
1 - -- 

cercle, supposons qu'on mène les deux. diagonales A D ,  B C et 
qu'on prozong-e b s  co'tés opposés juspu'd Ze~rs'rencontr~s respec- 
tives en F ,  G , et soit E le point d'intersection des deux diago- 
nales. Cela posé, on demande toutes b s  parties tant linéaires 
qu'anguZaires de cetteJigure , exprimées en vaburs du rayon du 

8.3 A A 
cercle, et des trois angles BAD, CAD, AEB forrnéspar l'une AD -- 
&s deux diagonabs , avec chacun des côtés A B ,  AC? et avec - 
l'autre diagona le B  C, 
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A A A 

Soient BAD = m ,  CAD = n ,  AEC = k , et le rayon du cercle - - R ;  il s'agit donc d'exprimer en valeurs des seules quantités 

rn , n, k , R , toutes les autres quantités tant angulaires que 
linéaires d g  systême. Le tableau suivant satisfait à cette question. 

Tabbau général des rapports qui existent entre toutes Zesparties 
d'un puadrilafère inscrit au cercle, bs quatre données étant 

A A A 
supposées, B A D = m ,  C A D = n ,  AEC= b ,  Ge rqyon clrt - 
cercle circonscrit = R 

lere 
A ..... BAD = m 
A 

ae.. .... CAD = n 
A 

3e... . . .  AEC = k 
. A  

4 e . . . . . .  AEB = a m - r E  
4% se.. .... BAC = m+? 
A 

6'.. .... ABC = k-"m 
A 

7" ...... ACB = s a - ( k + n )  
A 

8e.. . . . .  CBD = n 
A ..... 9". BCD = m 
A .... ioe. .  BDC = a  w - ( m + n )  
A .... r i e . .  BDF = m f n  
A ...... 1.2". CDG = m+n 
A 

13% ..... ADB = a m - ( k 7 . n )  
A 

1 4  ...... ADC = k - r n  

IF...... ABD = 6+n-rn 
A .. ,16".,.. ACD = z m - ( k + n - m )  
A ....... 1 7  DBF = z m - ( k + n - m )  
A ... i 8 \ . .  DCG = k+n-rn 
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DE = - 
AI? = 
BF= 
7 

CF = - 
DI? = 
- 
AG = - 
BG = - 
CG = - 
DG = 
R = 

a R.sin. rn 

aR.sin. n 

2R.sin.(kf n )  sin. (k-m)  c0séc.k 

2 R.sin. ( H+n).'sin. m.  coséc. rE 

sR.s in . (k  - m).sin. n.coséc. k 

2 R sin. m. sin. n . coséc. rE 

zR.sin.(k-m) sin.(k$ n-rn) coséc.(k-zm) 

a R . sin. m. sin. (m+ n) coséc. (k- a m) 

z R . sin.(k-m) .sin. (na + n) . coséc.(k-2 m) 

2 R sin. m. sin. ( E  + n-m) coshc. (k-zm) 

a R.sin.(k+n) sin.(k$n-m)coséc.(k+zn) 

n R. sin. (k + n) :sin. (m + n) COS~C. (k + ~ n )  

2R.sin.n.sin.(m$n) coséc.(k+2n) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E  P O S I T I O N .  
i 7 9. Les formules d u  tableau pric&donr ne sont relatives 

qu'A In figure sur laquelle le raisonrienient a été établi; c'est-à- 
dire, oii les points, A, B, C, D, sont disposés dans l'ordre ABDC. 
Maintenant, si l'on veut les rendre applicables au cas oh elles 
seroient disposées dans l'ordre ABCD (fig. 58), i l  n'y a qu'a ima- 
giner que la première figure passe à ce nouvel état, par le mou- - 
vement du point C sur l'arc CDB, jusqu'à ce qu'il ait passé le 
point D ; alors il est clair que n devient inverse : et comme c'est 
la seule des quatre termes de comparaison m, n, k,  R ,  qui passe 
par O ,  il siiit qu'il n'y aura, pour rendre les formules propres 
à ce nouveau cas, qii'à y substituer - n à la place de n ,  et chan- 
ger en même temps les signes des premiers membres que ce chan- 
gement de  signe de n rend inverses. 

Par  la mêrneraison,.si les points se trouvoient rangés sur la 
circonférence dans l'ordre ADCB, (fig. 59) , i l  n'y auroit d'autre 
changement à faire, que de substituer dans les forrnules - rn b la 
place de m ,  et de changer les sigres des premiers membres que 
ce changement de signe de m rend pareillement inverses. 

Ces trois dispositions embrassent évideminen t tous les cas 
possibles ; et par consCquent, il est facile d'appliquer le tableau 
ci-dessus, à tout quadrilatère inscrit de quelque forme qu'il soit, 

Toutes les parties tant angulaires que linéaires qui entrent 
dans la cornposition du quadrilatère inscrit au cercle étant com- 
prises au tableau précédent, il sera facile aussi d'y comprendre, 
si l'on veut, les aires des triangles qui le composent; puisque 
chacun d'eux est égal au produit de deux quelconques de ces 
cbtés, multipliés par la moitié du sinus de l'angle compris. 

180. Le tableau précédent donne donc la solution de ce 
problêrne général parmi les quantités, tant linéaires qzlJangu- 
Zaires ou superJicielles qui entrent dans da composition du quadri- 
Zatère inscrit au cercle, quatre quelcon p e s  indépendurites bs 
unes des autres dtant données, trouver tout de reste. Car il n'y 
aura qu'à chercher, par le tableau , l'expression de chacune 
des quatre nouvelles données, en valeurs des premiéres rn, n, 

3 1 
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k, R; en tirer celles-ci comme inconnues, et substituer leiirs 
valeurs dans toutes les formules du tableau. 

Supposons, par exemple, qu'on donne les quatre côtés du 
quadrilatère, e t  qu'on demande tout le reste. ---- 

Nommons a, b ,  c ,  d, ces quatre côtés AB, AC, BD, CD 
respectivement : les 26e, s7e, qe et 3oe formules donneront 

b =  uK.sin.(k-nz), a =  aR.sin.(k+n), c = zR.sin.m, 
cl= 2R.sin.n. 

Il n'y a donc qu'à tirer de ces quatre 6quations les valeurs de 
m, n, k, R comme inconnues, et substituer ces valeurs dans 
toutes les-formules du tableau. Je ne m'arrêterai point à ce cal- 
cul ; mon projet étant de revenir sur cette question particulière 
dans la section suivante. 

18 1. Si l'on suppose, comme cela se rencontre souvent, 
que dans ce quadrilatère il y ait deux angles opposés droits, par 

A A A 
exemple ABD, ACD, nous aurons ABD = m, ou k-i- n- rn = & 
ou k = .a + (m - n). Substituant cette valeur de rE au tableau pré- 
cédent, il deviendra tel qu'il suit. 

Ta62eau générab des rapports qui existent entre toutes les parties 
tant angu2aires pue linéaires du ~undrilatère inscrit au cercle, 
et ayant deux angles droits opposés en diagonale. 

A 
l'ere - ..... BAD = m 

A 
se . . , . . .  AEC = .a+(m-n) 

A .... h e . .  AED= m - ( n z - n )  
n 

be. ..... BAC = m t i z  
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A .... 7e.. ACB = a - r n  
A ..... se. CBD = n 
A ... ge... BCD = m 
A 

xoe...... BDC = am-(mf-n) 
A .... i le . .  BUF = m+n 
A 

12'...... CDG = an+% 
A 

i3". . . . - , .  ADB = v - m  
A 

14 '....... ADC = a - n  
A 

15e. . . . . .  ABD = W .  
A 

16 "...... ACD = .a 
A 

17".. ... r BDF = * 
A .... itie.. DCG = .o 
A ..... ige. ADF = ro-(nm--n) 
A . 2oe.... ,  ADG= &+nt 

A 
a i e . . . . . .  FBC = m - ( z m - n )  

A 
ase . .  .... GCB = ar+m 

A 
23"...... BFD = a- (m+n)  

A 
24". ..... CGD = G- (m+n) 

- 
26". ..... AC = a R . cos. n 
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- 
3 r e . . . . . .  AE = 2R.cos.m c0s.n sCc.(m-n) - 
3ae..  .... BE = 2 R.sin. m cos. m séc. (m-n) - 
33" ...... CE = 2R.s in .n  c0s.n séc.(m-n) 

- 
34 "...... DE = 9R.sin.m s h n  séc.(a-18) 

- ...... 38e DF = 2R.sin.m sCç.(m+n) - 
3ge. ..... AG = aR.ços.m séc.(m+n) - 
4oe ...... BG = aR.cos.m tang.(m+n) - 
4ie.. .... CG = n K.sin. n tang. (m+n) - 
4ne ...... DG = 2R.sin.n séc. (m-tn) 
45"...... R = R 

P R O B L Ê M E  X X I I .  

1 82. Les quatre c&és d'un trapèze ABDC (fig. 60) &an. 
donnés, trouver IO. les deux dingonabs et leurs segmens; 2 O .  bs 
segmens formés sur les côtés opposés et nonparaZGZesproZongés' 
jusqu'd kur rencontre ; Y". tous bs angles formds par.Zes inter- 
sections de ces droites deux à deux. 

Soit H le point d'intersection des deux diagonales, E celui 

des côtés opposés et non parallèles AB, CD. Je mène par le - - 
poht A la  droite Am parallèle à ED, et par le point C, la - - - - 
droite Cn parallèle à J3B ; et je suppose AB = a , C D  = b , - -- 
AC = c, BD = d. Cela posé, - 

Il est. clair que j'aurai Am = 6, B na = d- c ; donc à cause 
-- -- - ad 

d e  la proportion Bm : AB : : BU :BE, j'aurai d'abord BE = - 
d-c' 
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- 
- 1  bd - - - a c  

pareillement j'ai DE = -- * donc BE-AB, ou AE = -- 
d-ç' d-c i 

t - - -  .+C-Q . " 
et DE-- CU OU GE = - : vbyons maintenant chmirient 

&- c .- < 

pous t rouver~ns  les diagonales et leurs segmens. 
Le triangle ABD me, , . ,  d&ne 

-, -* L - - 
AD = A B  + 1 3 ~  -aAB.BB.cos. ABD, 

-2 

ou AD =a"+dB- %adcos. ABD; 
- a  

pareillement le triangke donne Am ou 

multipliant la prer+ère de ces équatiuns par d - c ,  la seconde 
par d, puis retranchant rune  de l'autre pour éliminer cos. ABD, 

- b2d=ca"+fd(d-c) 
on aura en réduisalit. . . . . . . . . AD = 

- d - c  
-1 gd-blc+c;E(d-C) 

Par un semblable calcul, on aura BÇ = d -  c * 

Voilb les diagonales trouvGes, il faut maintenant chercher 
leurs segrnens. Or  les triangles semblables BDH, ACH donneiit 

- ~3.~3 - d I / O a d - b % y f ( d - ~ )  
donc BH = - ou B H = -  - 

BD+AC' di -  c 
- c I/nsd-PCC 

Pareillement on aura .-. . . CH = - - 
df c 

Toutes les quantites linéaires &tant ainsi trouvées, on aura 
aaris difficulté toutes les quantités angulaires, pui.que les trois 
côtés de tout triangle étant donnés, on a &;iscun des angles par 
ce principe général que dans tout triangle ABC, dont les angles 
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sont représentés par A ,  B, C , et les &EBS respectivement oppo- 
sés par a ,  6 ,  c ,  on a toujours - 

b"+cQ-as na+ cs-bs ni+ ba-  c' 
COS. A = , COS. 13 == - , COS. C i - 

2bc s a c  z a b  
Ce principe donnant toujours de suite, le cosinus de chacun des 
angles d'un triangle dont les côtés Sont - Connu$, je ne compren- 
drai dails le tableau fiuivant que les quantités linéaires de la 
figure proposée, 

Tabbau général des rapports qui existent entre les diversespar- 
y - - -  

ties d'uh'trapèze dontZes quatre c6tés AB, C D ,  AC,  BU, 
sont resfiectivemertt représentés pat. a, b , c , d. 

d - c  

= I/ b'd- a5c+cd(d -c )  
g e . . . . . .  

d- c 

-- a'cl- b2c $ cd ( d -  c )  f/-- i l e . .  .... BH = - 
d-t c d - c  

- c I / a ' d -  bac+cd(d-  c )  
l?=. ..... CH = - 

d-l- c d - c  
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Les formules de ce tableau ne se rapportent qu'à l a w r e  sur  
A r L  

laquelle le raisonnement a été établi ; c'est-Aire, au cas où BD 
est plus grande que pour  s a b i r  maintenant les modifica-. - 
tions qui devront avoir lieu lorsque AC devient plus grand que - 
B ID, il faut concevoir que le premier syatêine prend insensible- 
ment la forme du second. On peut faire cela, en imaginant que, 

AC (fig. 6 I j s7aionge par .un mouvement progressif de A et C - 
sur  cette même droite A@ en sens contraire l'un de l'autre, - - 
tandis que BD restera la même, ainsi que la distance de AC B - 
BD. I l  est d'abord clair que par ce mouvement aucune des 

- - - y  

quatre quantités AB , CD, AC, BD , prises pour termes de 
comparaison, ne passera n i  par O ni  par oo : donc aicune d'elles 
ne deviendra inverse; donc d'abord i l  n'y aura aucun change- 
ment à faire dans les seconds termes. I l  est pareillement clair ------ \ 
qi~'aucune des quantités A D ,  BC, B H ,  C H ,  AH, DH, ne pas- 
sera n i  par o n i  par m. Donc toutes 'ces quantités resteront 
directes et garderont le signe -t- . l 

---A. 

Il n'y a donc que les quatre quantités AE  , BE, CE,  DE, qui 
ayant passé par oc ,puissent devenir inverses; et elles le devien- 

- 
nent en effet; car chacune d'elles, A,@ par exemple, a une 

ac 
valeur -- qui devient inverse, puisque c devient plus grand 

d - c  
qiie d.  Donc pour rendre les formules trouvees applicablcs an 
cas o ù  AC seroit plus grande que m, il n'y a d'autre chose à --- 
faire, que de changer le signe des quatre quantités AE, BE, CE, - 
DE. 

On peut aussi trouver les formules relatives A la figure 58, en 
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iitablissant sa corrélation directe avec la figure primitive qili 
existe évideniment comme il suit : 

syst.prim.. ........... A B D C E H, 
syst. tiansf. ........... B A C D E B, 

Ainsi pour appliquer les formules trouvées ci-dessus à la 
figure 58, il n'y a qu'à y remettre d'abord pour a, b, d ,  c les 

A--- 

quatre quantités A I3 , CD, AC, B 1) qu'elles représentent ; en- 
suite par la corrélatio's précédente on substituera à chacun des 
points, le point qui lui correspond, c'est-à-dire, B la place dé 
A; A à la place da B ; D pour C, et C pour D; sans rien changer 
aux signes. Alors on aura les nouvelles formules, oh l'an pourra - - -  
remettre pour AB, CD, AC, BD, les quantités a ,  b ,  c ,  d,  qui 
les représeiî tent dans les formules. C'est-à-dire, donc que pour 
obtenir ces nouvelles forindes, il suffit de mettre dans les pre- 
miers inernbrcs B pour A ; A pour B , D pour C;  C POUF D, et 
dans les derniers membres, a pour a ;  b pour.6; d  pour c ;  
c pour d ,  sans rien changer a u x  signes. 

La même méthode peut s'appliquer ii tous les cas semblables. 

183. En comparant cm formules deux A deux, trois b 
trois, &c., on peut en tirer diverses conséquences. Par  exemple, 
si l'on fait le carré de la neuvième, celui de la dixième et qu'eu- 
suite on Gme l'addition et la soustractioii, on aura 

ainsi des autres. 
La première de ces équations nous fait voir que dans tout 

trapèze, la somme des carrés des diagonales est égale à .la somme 
des c ~ r r é s  des côtés non parallèles plus deux fois b produit des 
,cÔtésparaZZèZes. Ce qui est une généralisation de la propriété 
connue des parallélogrames, sur les carrés de leurs diagonales 
et de leurs côtés. 

La seconde nous donne cette proportion 
- AD'-R\ bb"-a' :: d-j-c : d - c ;  

c'est- 
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c'est-à-dire que dans tout trapèze, la dzférence des carrés des 
deux diagonales, est à Ga dzj5t:rence des carrés des côtés non 
parallèles, comme la somme des côtés paraldé2es est à l e m  
dzf erence. ' 

Ce même tableau donne la solution de ce problême général. 
Parmi toutes les quantitlrs tant linéaires gu'angulaires , qui 
entrent dans Za composition d'un trapdze, quatre pueZconpzies 
étant données qui soient indépendantes k s  unes des autrm, 
.grouver le reste. Car i l  n'y aura qu'à chercher par le tableau 
l'expression de chacune des nouvelles donn6es en valeurs des 
premiéres a, 6,  c,  d ,  en tirer celles-ci comme inconnues, et. 
substituer leurs valeurs dans toutes les formules du.tableaud 

1 84. Parmi toutes les kuantités tant linéaires puyangulaires 
qui sont à considérer dans u n  quadrilatère simple avec ses 
deux diagonabs, cing quelconques indépendantes les unes des 
autres étant données, trouver tout le reste. 

Soit ABDC (fig. 62) le quadrilatère proposé, H le point d'in- - 
tersection des deux diagonales. Il y a dans cette figure vingt- 
trois choses a consid&-er; savoir dix quantités linéaires seule- 
ment, parce qn'on ne considère pas les prolongemens des côtés, 
e t  lreize angles, en comptant pour uiz seul les quatre angles 
formés par les deux diagoliales. 11 s'agit donc d'exprimer'ces 
vingt trois quantités en valeurs de cinq quelconques d'entre elles 
independantes les unes des autres. Prenoiis , par exemple, pour 
les cinq termes de comparaison les quatre segmens formés sur 
les diagonales, et l'angle qu'elles comprennent. Supposons donc 

i- 
- - - A 

A H = a ,  B H = à ,  C H = c ,  DH=$,  AHC=k;  
nous avons par conséquent à exprimer toutes les quantitis du 
systême en valeurs de a ,  6, c , d; k. Le tablequ suiyant satisfaib 

cette question 
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Tableau @idrai des rapports qui existent entre toutes les par- 
ties tant linéaires yu'czngulaires qui entrent dans la compo- 
sition d'un quadrilatère simple avec ses deux diagonales. 

A 
s e a b  . . . AHC = - 
6e..... A D =  - 
7e. ... BC = - 
8e.. . . .  AB = 

ba+d'-2 bd cos. k 

a 
ise.. .. . sin.ABH = -- 

sin. k 
6 

1 3 ~ .  . . . . sin. BAH = - da '+bs+nab  cos. >i 
-. sin. k 

d 
14~..... sin. DBH = - dbz+&-nbdcos .  k 

sin. k 
b 

15'. . .. . sin. BDH -= - d b > + d - s b d  Ç O S . ~  
sin. k 

C 
1, .. . . . siii.CDH - d 6 ' + d s +  9bdcos .k  

sin. k 
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a'- bc+(ab- ac) c0s.b 
PO=. . . ., cos.BAC = 

\/-(aa+ b a i  2a6 cos.k)(aa+c'-2accork) 
bQ-add+(ba:- 6 d )  cos. k 

a i e . . . . .  cos.ABD = 
d(aa+ba+nab cos.k)(b'+&zbdcos.k) 

22 ' . . . . .  COS.BDC = 8- bc+ (dc - db) cos. k 
---- 

/ (ba+&-nbdcos.k)(c'$&+acdcos.k) 
c'-ad+ (cd- c a )  cos. k 

%?je. . . . . cos. ACD = - \/ (a" + ca-aac cos.k)(clf d f ncdcos.k) 

La  démoilstration des formules de ce tableau est facile. Les 
cinq premières ne sont que l'expression des données; les 6" et 7' 
sont évideutes ; les 8", ge, ioe et i le se tirent immédiatement du. 

A 
principe déji cite (i63), en observant que les angles AHB, 

A A 
CHD étant suppl6mens de AHC , on doit avoir 

Les lae, l'je, llke, 15e, 16~ ,  i7=, 1 8 ~ ,  xge, se démontrent par la 
proportiotinalit6 des sinus des angles avec les côtés opposés. Par -- 
exemple, le triangle AHB donne AB : AH :: sin. k : sin. ABH O; 

- - 
AH 

siii.ABH = = sin. k. Mettant dans cette .équation les valeurs 
AB 

. - -  

de AH,  AB, données par les iere et 8e formules, on a la I 2", ainsi 
des autres. 

Enfin les zoe, 2 le, me et 23e se démontrent par le principe dé@ 
cité (1 63), Par exemple, le  triangle ABC donne, en vertu de ce 

-2  2 -2 

principe, cos. BAC = AB +A(;-BC 
.- - . Substituant dans cette 

sAl3.AC - - -  
équation pour AB , AC, BC , leurs valeurs données par les 
8e, ge et 7e formules, on aura la 2oe, ainsi des autres. 

Les formules de ce tableau ne sont relatives qu'à la figure sur 
laquelle le raisonnement a été établi; c'est-à-djre, au cas oh le 
quadrilatère ABDC a ses quatre angles saillans et renferme un 
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espace continu. Mais d'après le tableau de corrdat im formé 
( 1  02), entre cette figure primitive et les deux figures qui lui sont 
corrélatives , il ne faut, pour appliquer ces formules au cas OU -. 
il y a u n  angle rentrant (fig. 63), que changer les signes des - - -  
trois quantités suivantes BP,  CG,  DH , et pour .les rendre 
nppl icables au cas où le quadrilatère fo rrne deiix triandes oppo- 
sés par le sommet (fig 64) ;il n'y a qu'à y changer les signes des 

' - -  
cinq quantités CD, CG, DH, CH, DG. On peut donc appliquer 
facilement les formules du tableau précédent à un quadrilatère 
de figure quelconque. 

185. Ce niêrne tableau résout le problême genéral suivant. 
Des vingt-trois choses quisont d considérer dans un quadrilatère 
avec ses deux diagonaks , eny comprenant burs quatre segrnens, 
cinq quelconques indépekclantes ZJune de Z'autre étant données, 
trouver bs'  dix-huit inconnùes. Car il n'y aura  qu'A chercher 
par le tableaii l'expression de chacune des nouvelles données en 
valeurs des premières a, 6 ,  c ,  d ,  k ; en tirer celles-ci comme 
inconnues, et substituer leurs valeurs dans toutes les formules 
du  tableau. 

186. La m6thode de représenter l'ensenible des rapports 
qui  existent entre toutes les parlies d'une figure, par des for- 
mules analytiques, et d'y rapporter les figures corrélatives, me 
pafoît suffisammellt développée dans les exemples yrécédens; je 
ne doute pas qu'on ne puisse eri tirer beaucoup d'avantage; que 
cette méthode éteiiciue à un grand nombre de figures diverses 
ne fournisse le moyen le plus fdcond pour en découvrir les 
propriéth,  et les lier par leurs analogies, et qu'on ne puisse 
meme l'appliquer avec succès aux autres parties des mathérna- 
tiques. 
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S E C T I O N  I V .  

D e s  rapports qui dans wz systênze de lignes droites peuvent 
être trouvés - sans L'intervention des quantités linéo-angz~- 
Zaires. Recherches .trigonométriques sur les Jigures 
tracées, soit dans un même plan, soit sur In sulface de 
la  sphère ; diverses propriétés des polygones et des 
polyèdres. 

i 87. LE s quantités Iinéo - angulaires ont  été imaginées, 
comme nous 17avons déjà observé, afin de établir la 
comparaison des angles avec les lignes. Les angles et les' lignes 
étant des quantités hétérogènes, ne pourroient être iiirecte- 
nient cornparCs : il a donc fallu trouver des quantités .inter- 
médiaires qui n e  fussent ni des angles ni des lignes, mais qui  
pussent servir de terme de cdmyaraiso~i entre les uns et les 
autres ; ce sont les quantités linéo-angulaires. Ces quantités sont 
celles qui expriment le nombre des parties du  diainétre que 
coniient la corde sur  laquelle est appuyé chaque angle inscrit à 
la circonférence, suivant le  nombre des parties de la même cir- 
conférence que contient l'arc i u i  sert de mesure à cet angle; de 
sorte que le calcul est ramene à des comparaisons de nombres 
abstraits, 

11 suit de-lQ, que l'intervention des quantités linéo-angu- 
laires n'est indispensable que dans le cas où l'on a réellement h 
conclure, la valeur d'un angle de la valeur d'une ou plusieurs 
lignes ; ou réciproquement, de trouver les rapporfs de celles-ci 
par la connoissance des premiers. Or je me propose ici de 
rechercher les cas oh  les données sont telles, qu'on puisse 
trouver les angles'sans recourir aux lignes, ou les lignes sans 
recourir aux angles. Cetle .question intéresse, parce que le calcul 
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des quantilés lin6o. al~gulaires , quoiqu'aussi exact qu'on puisse 
le  dksirer pour la pratique, n'est cepeldant , comme on le sait, 
qu'un calcul d'approximation sous le rapport de la théorie. Or 
voici le principe général. 

Dans toute$gure qui peut 6tre construite avec la ri& et le 
compas seuls, sans employer le cercb gradué, toutes les lignes 
peuvent étre calculées sans Z'interuention des angles; et dans 
toute figure, au contraire, qui peut être marquée avec la règle 
qt Ze cercle gradué seuk , sans employer le compas, tous les 
angles peuvent être calcuZés sans Z'intervention des lignes. 
A in s i ,  dans le premier cas,  on peut avoir tous les cdtés de Za 
Jigure , et dans le second, tous Zes angles, sans Z'interven tion des 
quantités lindo-angulaires. 

Car il est évident que ce qu'on peut obtenir par une opératiou 
graphique, on peut l'obtenir aussi par le raisonnement, d'aprés 
les données, Ainsi puisque dans le  premier cas les données sont 
toutes des lignes, et dans le  second, toutes des angles, il suit 
que dam le premier cas, on peut avoir toutes les lignes sans 
recourir aux angles; et dans le  second, tous les angles sans 
recourir a u x  lignes. 

188. Une figure étant tracée, supposons qu'on ne connoisse 
aucun des angles ; mais que parmi les côtés ou quantités linéai- 
res on ait assez de données pour que toutes les autres quantités 
liiiéaires de celte même figure soient déterminées, on trouvera 
chacune d'elles par les règles de la trigonométrie ; en exprimant 
d'abord par des équations, les rapporis qui existent entre les 
angles et les côtés de la figure, puis combinant ces équations 
par les règles ordinaires de l'algèbre, afin d'éliminer celles de 
ces incopnues qui  doivent disparaître. Mais par hypothèse, 
dans le  cas proposé , toutes les quantités angulaires sont au  
nombre des inconiiues : donc' elles doivent toutes dispnroî1re de 
l'équation finale qui  donnera chacune des quantités linéaires 
cherch@. Donc cette équation finale ne renfermera que des 
quantités linéaires. Or ce sont ces équations finales que je me 
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propose de rechercher directement, c'est-à-dire', sans l'interven- 
tiop des quantités angulaires; lesquelles, en effet, ne figurent 
qu'auxiliairement dans le calcixl, puisqu'après les y avoir intro- 
duites, on est obligé de les éliminer, pour parvenir au  résultat 
cherché. 

Réciproquement, si l'on ne  connoissoit aucune des lignes de 
la figure proposée; mais que parmi les angles on eût assez de 
données pour que toutes les autres quantités angulaires de cette 
même figure fussent déterminées, on pourroit irouver chacune 
d'elles par les règles de la trigonométrie, en exprimant d'abord 
par des équations, les rapports qui existent entre les angles e t  
les côtés de la figure ; puis combinant toutes ces équations pour 
faire didparoitre les quantités linéaires, lesquelles sont toutes 
par hypothèse, au nombre des inconnues. Ces équations finales 
ne  renfermeroient donc plus que  des quantités angulaires : o r  
ce sont ces équatioos finales qu'il s'agit de trouver directement, 
comme nous l'avons dit ci-dessus pour les quantités lindaires. 

Ainsi, mon but est de trouver séparément les rapports qui  
n'existent qu'entre les linéaires d'une part,  et de 
l'autre ceux qui  n'existent qu'entre les quantités angulaires 
d'une figure quelconque. Ces réflexions se trouvent déjà en 
partie dans m a  lettre à B ~ S S U ~ ,  imprimée à la fin de la nouvelle 
édition de sa Géométrie : je me propose ici de leur donner plus 
de développement. , 

Examinons d'abord les cas oh les angles peuvent être déter- 
minés sans recourir aux  lignes, e t  proposons-nous la question 
suivante. 

P R O B L Ê M G  X X I V .  

189. Tmis droites quelconques étant tracdes dans un méma 
plan, e t  connaissant Zes. angles que forment Zes directions de 
deux quelconques d'entre elles, chacune avec ka direction de la 
troisième, trouver l'angle que forment entre elles les deux pre- 
miéres directions. 

Prolongeons, s'il est nécessaire, les trois droites proposées 
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jusqrn'à ce qti"e1les formerit un triangle. Il est f a d e  de voir, q116 
chacun des angles de cc triangle sera Pgal, ou à l'un des aiiZles 
forrnés par les deux directions qui se croisent à son sommet, ou  
à son supplément : c'est ce qu'il faudra d'abord bien reconnaître, 
d'après les directions indiquées par l'arrangement des lettres 
prises pour ïes désigner (87). En égalant donc la somme de ces 
trois.angles à deux droits, et mettant dans cette-équation polir 
chacun d'eux suivant le cas particulier, ou bien l'angle fornié . 

par les directions qui se croisent à son sommet, ou bien son 
supplSmei-it ; on aura l'équation du  premier degré qui donnera 
13angle cherché. 

. . Supposons, par exemple, que les directions des trois droites - - -  
proposées, soient rnn , p p  , rs (fig. 6 5 ,  66), et que connoissaiit - . -A- 

les angles rnn r s ,  p q  r s ,  formés respectivemeilt par les deux - A- 
premières avec la troisième, on veuille trouver l'angle rnn p q  
formé par ces deux premières directioris entre elles. * Je considhre le triangle ABC i'orm8 par les trois directions 

A 
proposées, et je reconnais 1". que l'angle BAC est l'angle formé 

7- par les deux directions rnn , p g  ; c'est-à-dire l'angle cherché : 
. A - A- ' A 

donc BAC = mn pp  ; 2O. qoe l'angle ABC est le supplément de 
h - - 

l'angle nBC, fornié par la direction nan avec l a  direction rs ; 
A A- A 

donc ABC = ?a - rs. ?Y'? qu'enfin l'angle ACB est l'angle 
A 

~ p p o s é  au sommet , et par conséquent égal à celui s C p , q u i  bst - 9 -A- 

formé par les r s ;  donc A C B  = p p rs. 
et observant que la somme des 

- 

trois premiers membres de ces équations fait deux.droits, ou a&,  
-A- -A- -A- 

on aura a m  Q. mmn pq+ 2 w - rnn rs+p q rs, laquelle donne 
- A  -A- -4- 
m n  pp = rnn rs  - p p  rs  ; ce qu'il falloit trouver. 

i 9 o. Par un point quelconque A pris dans le plan de trois 
directions proposées, menons une droite parallèle à chacune 
d'elles et Sans le même sens : cette c5onsiruciion achevée, rien 
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ile sera plus facile que de voi r  quelle sera l7express,on tfe l'angle 
cherché en valeurs des deux autres, e t  l'on verra qu'il est néces- 
sairement toujours, ou la somme d e  ces deux autres, ou leur 
diffkrence, ou la somme de leurs supplémens. 

En effet, supposant que les trois directions soient (fig. 67, -- - A 

68, 69) AB, AC,  AD,  et que BAC soit l'angle cherché, il y - 
aura trois cas possibles. 1". Celui ou la droite A D  passe dans 

A 
l'angle même BA C (fi& 67)., et alors celui-ci est la somme des - A- - A- 
deux autres AB AD, A C  AD;  2". celui o ù  ce n'est point la - - 
droite AD inais son prolongement AD' qui passe dans l'angle 

A A A 
cherché BAC (fig. 68), et alors celui-ci .est BADf+ CAD', c'est-& 
dire, la somme des supplémeus des cleux autres angles. 9'. Enfin - 
celai où ni la droite A D  ni son XD ne passent 

A 
dans l'angle BAC (fig. 69), et alors cet angle est évidemment la 
différence des deus  angles donnés. ~ o h o  en général, 

Les angles pue forment entre eZZes Zes directions de trois lignes. 
droites quelconques tracées da,ns un même plan sont telks , pue 
chacun d'eus est toujours égal,' ou à Za somme des deux autres, 

ou ct leur dzférence. ou  à la somme de burs  szqpZéhens. 

i 9 1. Concevons maintenant u n  systême quelconque de 
Jignes droites tracées dans un même plan. Supposons qu'on 
mitne encore dans ce plan une nouvelle droite ou transversale 
quelconque qu i  coupe toules les autres, et qu'on connoisse tous 
les angles formes par l a  direction de cette transversale, et celle 
Je chacune des autres droites du systême : o n  demande les angles 
que formcnt entre elles deux à deux  les directions de toutes ces 
droites, 

On considérera successivement tous les triaag1es formés par 
la fransversale prise pour  objet de comparaison, et les autres 
ligiies du systême prises deux à deux;  et l'on trouvera ,.comme 

3 3 
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dan? le  prsblême ci-dessus, l'angle formé par  les i(irections de 
c g  deux dernièi-es ligges. 

r . $4 e n  seroi-t de même, si  connaissant tous les angles 'formés 
par les directions des côtés d'onpolygone, et celle &une base ou 
kaesversale fixe; on demandoit chacun des angles de ce poly- 
gone. 

O n  consicltireroit le triangle formé par ceite base fixe, et les 
denx oôtés consécutifs ciu polygone qui comprennent entre eux 
I'mgle cherché, e t  1'011 trouveroit ensuite cet angle par la meme 
marche que ci-dessus. 

i 

i 9%. Si l'on aun nombre n ile droites tracdes dans u n  même - 
n.n- I 

plan, elles formeront entre &es deux d e u s  angles, 
a 

en comptant pour un seulement les quatre que forment autour 
de leur point d'illtersection deux droites qui  se croisent. Sur ces - 
n . n -  x .  

angles, je suppose qu'on en connoisse n - 1, indé- 
2 

pendans les uns des autresi -tels par conséquent qu'il n'y en aft 
-famais deux qui soient opposés' au sommet, on supplém-en6 l'un 
de l'autre j n i  trois qui appartiennent à un n ~ ê m e  triangle. Cela 
posé, je dis qu'on pourra trouver tous les autres angles .du 
systême, sans faire intervenir les quanlités linéo-angulaire&, 
mais par de simples additions et sousLractions. Pour  cela, on  
prolongera indéfiniment touies les lignes du systême , et dans 
les triangles qui résulteront du croisement de ces lignes, 611 
formera, par la propriéte de la somme. des trois angles du 
triangle égale à deux droits, autant d76quations indépendantes 
les unes des autres, qu'il en &hlra pour compléter Ic nombre - 
n.n- i -, des angles du sysiême. P a r  exemple, si î'on a un qua- 

2 

drilatère , le nombre des lignes tracées sera de 4 ,  on aiira donc. 
n = fi2 n - i = 3 ; il faudra donc que trois cles angles scrieri t . 

n . p -  i 
connus pour trouver tous les antres. Le nombre tata1 - 

? 
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des angles diL~ysti3me, sera 6; SUE ces 6, trois étant îanhus, il 
faudrg trais équations indépendantes les unes des au ires , p u r  
trouven ceqs qui pestent inconnus; c'est-à-dire; que le nombm 
des équations iriddpendantes à f ope i !  par le principe, que la 
somme des trois angles. de-taut triangle vaut &ux droits, ;et-a 

de 3, 
Si 1'01 =oit un pentagone, OII aurait n = 5 r le nombue des 

. -  
m.?%- 1 

angles dannés devroit donc être 4 ; le nombre total 
2 '  

des 
- 

angles du syst6me seroit ;o. Par conséquent le nombre des éqo& 
tioiîs indépendantes à former par la propriété d u  triangle dont 

n . n - i  - 
nous venons de parler seroit - n- i = 6, ainsi des 

a 

autres, suivant la progression des nombres triangulaires. 
Toutes ces équations sont dm premier degré, et donnent évi- 

demment tous les angIes cherchés, par de simples additions et 
soustractions. 

i 93. 11 soit de 1à que si dans deux figures corrélatires $or-. 
mées chacune par I'assenzblrcge d'un nombne n de lignes droites ' 
il y a un nombre n - r d'angles correspc~ndans égaux chacun k 
chacun, tous les autres angles correspoidans de ces mêmes 
figures seront aussi égaux chacun ii chacun; car on aura de part 
et  d'autre les mêmes équations pour déterminer les angles de 
chaque systême. 

Cette obm~va-bion peut &tre mise à profit, pour rkssudre faci& 
lement une elasse assez étmdue des problêmes qui  sant l'objet 
de l'applicafion de l'algèbre à la géomhtrie. Cet objet, en ghéral ,  
est de trouver l'opération graphique à exdcuter.pour satisfaire 
à telles oa telles conditions proposées. Si ces conditions sont 
assez simples, pour qu'on puisse facilement, par la secle syn- 
thèse, construire la figure cherchée, on pourra se passer du 
secours de l'analyse. Mais si sans p o u v o i ~  construire la figure 
cherchée, elle-même, on pouvoit ep construire nne qui l u i  fût 
semblable, il seroit facile de ramener le probléme au précédent ; 
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. h 

&r on eonnottroit d'abord par la figure semblable qu'on anrok 
construite, sinon les valeurs absolues des lignes qui entrent 
dans la composition meme de la figure cherchée, au moins leurs 
ixpports deux à deux. II suffiroit donc de connaître l'une quel- 
conque d'entre elles, pour avoir toutes les autres : mais par les 
conditions du problême proposé, l'une au  moins des lignes qui 
entrent dans la composition de la figure cherchée, doit être don- 
née, puisqu'il faut évidemment au moins un paramètre ou base 
linéaire connue, pour que les dimensions absolues d'une figure 
soient déterminées. 'Donc on aura par une simple proportion 
chacune des,autres lignes de la figure cherchée. 

i 94. Soit progos6, par exemple, d'insciire un carrd dans 
1111- triangle donné. 

Soit ABC (Gg. 7 0 ,  71) le triangle donné ; MNOP le carré 
cherché. Quoique je ne puisse pas coiistruire immédiatement la 
figure ABCMNOP qui satisferait à la condition proposée, ii est 
clair pue j'en connois tous les angles, puisque par hypothèse, - --  
&iN est parallèle , et MO, NP,  perpendiculaires à la droite 

donnée E; et comme je sais -aussi par les conditions du pra- - - 
blême; qcie MO = OP, il est {vident que je puis construire une 
figure sem blible à la figure cherchée, en commençant par tracer 
un carré mnop de grandeur arbitraire, et menant ensuite du  - A 
point m la droite ab  qui fasse avec bc , l'angle abc égal 1 l'angle 

A 
connu ABC. Soit donc a b c m n o ~ ,  cette figure semblable A la 

figure cherchée. Cela posé, pour trouver 'MO, pac exeniple, jo  - - - -  
n'aurai que cette proportion à faire MO : ULO :: BC : bc dans 
laquelle les trois derniers termes sont connus. J e  troixverois de -- 
même toutes les autres droites du systême colinme A M ,  A i l 3  , 
Bo, &c. 

La même méthode s'appliqueroik évirlemnîent au cas o i ~  la 
$figuré MOPN à inscrire au triangle ne seroit pas un ciirrJ, 
mais un yuadrilaière quelconque de 5gure cloniîée MOPJC; 
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dest-à-dire ,' dont les augles et .  le rapport des ,ç4& s&oient 
donnés, 

Elle ~ ' app l i~ue~o i t é~a l e rnen t  au  cas où l'on pe proposeroit 
d'iriscrire un cube dans une pyramide triangulaire d~qnée .  Dans 
la cinquiéarie section, nous donnerons plusieurs aytres exemples 
susceptibles de solutions de ce genre. 

195. Lorsque dans une figure formée par 17asseniblage d'un 
nombre n de  droites, on connoît suffisamment d'angles polir 
que tous les autres puissent être ddterrninés sans l'intervention 
des qvantités lindo-angulaires, c'est-à-dire, n - i angles inde- 
pendans les uns des autres : si l'on vient à tracer dans cette 
même figure de nouvelles droites paralléles ou perpendicu- 
laires aux  premières, OU formant avec elles des angles donnés, 
il est évident que par le problême Cnoncé ( 1  go) on pourra trou- 
ver  tous les angles des figures qui résulteront de ces nouveaux 
tracés , sans l'in tervention des quantités linéo-angulaires , triais 
par de simples addilions et soustractions. Il n'in seroit pas de 
même, si  J'o~I traçoit les diagonales de ces figures : les angles 
que formeroient ces diagonales entre elles oh avee les premiéres 
lignes, ne potirroient se trouver que par le calcul des quantités 
linéo-angulaires. Voilà pourquoi dans la résolution des pro-. 
blêmes d'application de l'algèbre a la géométrie, on prend ordi- 
nairement auiüni que possible les lignes auxiliaires de cons- 
truction , parallèles ou perpendiculaires aux lignes déjà connues, 
ou formant avec elles des angles coilnus. 

Ce que je viens de dire concerne les angles qui peuvent être 
déterminés dans les figures sans l'iniervcntion des lignes. Pas- 
sons à ce qui regarde les lignes qa'on peut. déterminer sans l'in- 
tervention des ai~gles. 

i 96. Concevoiis un systêrne quelconque de lignes droites 
tracées dans u n  même plan ; et supposons que sans connoltre 
aucun des angles de la figure, on ait assez de  donriées parmi ces 
droites ou les segmens qui résultent de leurs mutuelles inltlr- 
sections, pour que toutes les parties de cette figure soient déter- 
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nrinéés. Il est clair que rouies les autres lignes ou segmens de 
ligne de cette figure pourront être trouvés sans l'intervention 
des angles, puisqu'ilu sont construits o u  déterminés gmphique- 
ment, sans que ces angles soient donnés. 11 s'agit donc de les 
trouver en effet dans chaque cas particplieri, Commençoue par  
la plus simple des figures, le triangle. 

Soit BGA (fig. 71)  un triangle quelconque : du sommet B de 

l'un des angles soit menée une transversale= à u n  point donne 

C de ln base : on demande la valeur de cette droite sans faire 
intervenir les angles clans le calcul, puisqu'en effet la construc- 
tion s'opère sans e n  connoitre aucun. - 

J'ahisse du point B.1û perpendiculaire Bm s u r ë ~ ,  et du - 
point A la perpendiculaire sur  BG. Cela posé, le  triangle 
receaiîgl e B d n~ donne 
-2  - 2  2 -sr O -2- -: -2  

BC = Bm + Crn = Brn + ( G m  -GC) = Bm -f- G m  +GC -- -2 -2 -z 

-2-GmGÇ, équation qui  cause de Bm $ G m  = B G ,  
se réduit à 

-1 a -1 -- . 
B C = B G  + G @  -2Grn.GC (al 

par l a  même raison , on doif avoir - -2 -* LI- 

BA =AG + BG -2 ,Gn.BG.  
Mais. les triangles semblables A G ra , BG rn donneut 

a - -  -- -- GA: G n : : B G : G m ,  ouGA.Gim= Gn.BG -- 
Substituant cette valeur de Gn.BG clans l'équation précédente, 
elle devient 

- 2  - 2  -- 
E z = ~ ~ f B G - 2 G A . G r n  (B) - 

Multipliant maintenant l'équatian ( A )  par G A ,  et l'équa- 
- - 

tiob (B)  par z; puis retranchant celle- ci de la première pour - 
élimines G m ,  on aura, en transposant et réduisant, 

-1 -* - 1 - - - 
BC..  GA = BG ..CA + BA. . GC-G.A.GC.AC ( C ) ;  - 

d'où divisanttout par GA,  mi tire E. Ce qq'jl ildloit trouver. 
Donc nous avons la proposition suivante, 
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Dans  ut triangle, si du sommet de t'un puetconque des 
angles on lnkne une transversale à b base opposée (de rnankre 

i qu'elle coupe cette base même et non sonprolongernept), l e  carre 
de cette transversaZe,mukipliépar cette base, est égal à la sornnae 
des carrés des deux autres côtés, rnultipiiés chacunpar je segment 
opposé de cette base, moins cette mgme base multipliéepar b 
produit- de ses deux segmens. 

Cet énoncé n'est en effet que la traduction de l'équation (C). 
Ce théorême est très-utilegour troiiver les rapports des quan- 

tités linéaires d'une ligure sans ifaire intervenir dans le ca1cd 
les quantités liiiéo-iiigulaires. Nous aurons souvent l'occasion 
d'en faire usage, et l'on doit le regarder comme fo&hnerital. - 

Supposons, par exemple, que la transversale coupe GA, - - 
err deux parties égales, o n  aura CG = CA = +GA. Donc l a  

\ 
formule se rr5duira.à 

- 
Supposons pour secsnd exemple, que la transversale BC 

A 
divise l'angle GBA en deux parties égales, on sait qu'alors les 
segiiiens de la base sont entre eux comme les  cÔt6s acljacens ; 

- - A  - - 1  

c''est-à-dire que CG : CA :: GB : BA. Donc CA. GB = C G  .BA. 
Substituant cette valeixr daps le second terme cle la formule (Cl, 
elle se réduit à 

Mais la proportion ci-dessus donne aussi, 
-- - - - -  
CG-CA, ou GA:CG::GB+BA : GB. - 

Tirant de cette équation la  valenr de CG , et les  subst i lw~t  
clans le second ternie de PEqua!ion ci-dessus, on a o h  en ùivI- 

--, -- -- 
sant tout par GA .BC = GE. BA - CG. CA, Formule connue. 

2 
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197. .Soit ABC un triangle (fig. 73), Supposons que l'angle 
A - 

BAC soit divisé en deux parties égales par la transversale AH; - - - -  
on aura, conime on sait, BH : CH :: AB : AC. Soit mainienant - - 
AH'  perpendiculaire R AH, il est facile de voir qu'on aura ---- ---- 
aussi, BH' CHf:: AB : AC. Donc on auraBH : CH :: BH' : CI-1'. 
Proportion assez remarquable, 

i 98. NOUS venons de voir ( 196) q u ' o ~  a 
-2 - - - I 
AH =,AB.AC - BH.CH, 

Je dis qu'on aura au contraire, 
-2 -- 7- 

AH' = BH',CHr - AB-AC. 
En effet, par la démontrée ( 196), on a , 

, ,  - -2 -i -2 ii - - 
AC . B H t = A B  .CH'+AHf.BC-BH' .CH' .%.  - - -- 

Or nous venons de voir que B H '  : CH' : I  A B  : A C ,  ou -- - CH'.AB 
BH'=b - . Substituant dans Je premier terme de l'équa- 

AC . . 

tion ci-dessus, et transposant, on aura 

* - -- - 
De plus , la même proporiion ci-dessus BEL' : CHf: AB.  AC donno - -  - -- - -- - AC.BC 

BHf-C@':CHt:; AS-AC :AC,  QUCH'S -. 
- AB-AC 

Substituant cette valeur de CHt dans le premier terme de l ' é q i ~  - 
lion précédenie , et divisant tout par B C ,  on a 

-1 7- -- 
AH' = BH'.CH~-AB,AC, 

Ce qu'il falloit prouver. 

1 99. Pri iyue d'une part nous avons 
-2 -. - -- 
AH = AB. AC-BH.CH, et de l'autre.. . . . . . . . . . . , . . , . 
-2 -- -- 
AH' = B H t .  CR'-ABrA C. En ajoutant ces. deux  équation$, 
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D E  P O S I T I O N .  265 
-a  - n , -: 

air aura AH + AH': ou à cause de l'angle droit HAHt,HH 

- - 
2 00. AU' étant par hypothèse perpendiculaire sur  A H ,  si - 

su r  NH' comme diamètre on décrit une circonférence (fig. -74), 
elle passera par le point A. Donc réciproquement, si s u r  une 
droite quelconque HH' comme diamètre , on  décrit une cir- 
conférence, et si d'un point quelconque A pris sur cette cir- -- 
conférence ayant mené les d r ~ i t e s  A H ,  AH' aux extrémitds 

A A 
de  ce diamètre, on fait les angles BAH = CAH, les deux points 

f 

3,  C-seront tels , qu'on aura - - - -  
AB:AC::BH:CH::BfH':CHf. 

20 1, Donc deux points fixes ou foiors B, C étant donnés, 
si l'on proposoit de trouver le  lieu géométrique de tous les 
points dont .les distances à ces deux foyers B ,  C fussent en 
raison donnée, on satisferoit à la question en partageant d'abord 

la droite BÇ dans la raison donnée au point H ,  et cherchani; 
ensuite sur  le prolongenient de cette droite un autre point H f  -- 
tel que BH', CH' fussent-aussi dans la meme raison donnée. Car - 
en décrivant su r  HEC' comme diamètre une circonfchncc 
HAH', cette circon'férence seroit évidemment, d'après ce q u i  
vient d'être dit, le lieu géométrique cherché. Propriété connue. 

La même propriété appartiendrait évidemment à tous. les - 
points de la surface d'une sphère qui auroit HH' pour diamètre. 

A A 
2 0%. Puisque les angles BAH,  C A H  sont dgaux pr 'cons- 

truction, il suit que la  circonférence HAH' est aussi le lieu 
géométrique de tous les points, qui comme A sont tels qu'en 
- 

menant de chacun d'eux aux trois points fixes B, H, C, les --  A 
droites AB, A H ,  z, l'angle B AH est constamment égal à 

A A 
H AC,  ou l'angle BAC constamment partagé en deux parties - 
égales par l a  droite AH. 

34 
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3 03. Revenons PU ihéorêrne dnoncé ci-dessus (i 96). 

On voit que pour trouver la transversale cherc\dev, nous 
n'avons point employé les quantités linéo-angulaires , -parce 
qu'en effet les doilnées étant toutes des quantités linéaires, il 
n'étoit pas nécessaire de faire intervenir les angles dans le calcul. 

Cependant il eût été possible, et il est souvent plus commode 
de les en~ployer comme auxiliaires, même lorsqu'à Ia rigueur on 
peut s'en passer. Ainsi dans l'exemple précédent, nous avons 
cl'uiie part, par les propriétés connues du triangle, 
i l  -2 1 - - 
B C  = B G  + GC: -nBG.GC.cos. BGC; et d'autre part .  ... - 
-3 - 2  -2 - - 
BA =AG $BG -zBG.GA.cos.BGC. 

1 

mul~ipliant comme ci-dessm Ea. première équatioiz par GA, la 
- 

seconde par G C; puis retrarichanl la seconde de la premiére, e t  
rdduisant, on obtient le rnêrne résultat que précédernrnenl- 

z O h. D'après les principes que nous avons développés sur 
la corrélation des figures, il est clair que si le point C,  au lieu 
de tomber entre G et A comme dans la figure sur  laquelle nous 
venoris d'établir le raisonnement, tomboit au-dehors d ~ i  côté - 
d u  point G ,  cornme en C', GG deviendroit inverse : car on a - - -  
dans le systSme primitif, GC = GA -CA, et dans le systême 

-. - - 
transformé, G C;' = C'A -GA ; c'est-à-dire, que pour rendre 
la  formule (C), applicable au nouveau cas, il faudroit mettre. - - 
dans cette formule - GC;, au lieu de +GC. - 

Si au contraire le  point C toiriboit en dehors de GA du cÔt8 

du poliit A comnie en C", ce seroit qui deviendroit inverse : 
c'est-à-dire , que pour rendre ln formule (C) applicable à ce - 
nouveau cas, il faudroit y substituer - au  lieu de +AC. 

205. La formule contenant les trois côtés du triangle et Tes 
deux segniens de la base, parmi lesquels on peut en faire clispa- 
robe un, en substituant à sa place la base moins. l'autre ; il 
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sait que par cette formule on peut résoudre l a  question sui- 
vante. 

D e  ces six choses, tes trois c W s  d'un triangZe, la trar2sversate 
menée d'un des angles sur le côté opposé, et Ics deux segmens 
formés sur ce méme &té, par cette, transuersab, quatre p e t -  
conques étant données indépendantes Zes unes des autres, trou* 
H F  le8 deux inconnues. 

Mais nous pouvoris par la même marche, rhsoudre le cas 
plus général où la transversale, au  lieu de partir d'un arigle 
partiroit d'un autre point quelconque, D comme il suit. 

206, DOS sir côtks qui composent deux triangles qui ont 
an angle commun ou é g d ,  ciny queZco~zpues étant d o n n k ,  
trouver b sixidme. 

Supposoris que ces deux-triangles (fig. 72) qui ont un angle - 
commun ou kgal  soient BGA, DGC; du point D menons sur  GC; 

la perpendiculaire UT, et du poiut A la perpendiculaire bn. Le 
triangle rectangle DC m' donnera 
-2 -2 -2 i i z  -2 t -1 

IIC = Dm' + Cmm' = Dm' + (GC - Gd)" Dmm' + Gm' -f G C -- - 2 G d . G C ;  
¶ S -* 

équation qui  à cause de Um' + Gm' =DG se réduit à 
-2 -1 - 1  -- 
DG =DG + GC - 2 Grnl.GC (A)  

Par  la même raison, on  doit avoir 
2 -2 2 -- 
BA=,AG +BG-zGB.Gng  

naais les triangles semblables DGrn', AGn cloniient 

Substituant cette valeur de =dans l'équation précédente, elle 
devient --- -. -* - 9  9GA.Gmm' .BG 

B A = A G  + B O -  - - 2 P I  
DG 
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Multipliant l'équation ( A )  par GA. B G, et l'kquation (B) par 
-. - - 
DG.GC; puis retranchant celle-ci de l'autre pour éliminer Gm, 
an aura, en transposant et r&duisant, 

équation qui renferme les six côlés des deux triangles proposés 
EGA , DGC , et au moyen de laquelle par conséquent', cinq de 
ces six côtés étant donnés, on trouvera le sixième. Ce qu'il fiil- 
loit prouver. 

- - A  

207. De plus., il est évident qu'ayant AC = G A-CA,  
- - -  -- 
B D = G B - G D ,  les segmens AC, BD, seront connus, si les 
six autres du systêrne le sont ; et réciproquement, ces 
deux qiiantités étant doiiriées , avec trois des premières, on 
trouvera les aut rea au moyen des deux équaiions précédeiites 
et de la formule trouvée ci-dessusl Donc, en gériéral , dans un 

. - 
triangle BG A coupé par une transversale quelconque D C, des 
huit quantités linéaires qoi entrent dans la composition du  sys- 
t h e ,  cinq quelconques étant données indépendantes l'une de 
l'autre, o n  trouvera les trois autres par la formule précédente, 

208. En appliquant des raisonnemens du rnénie genre a u  
A A 

eas oh les angles B GA,  B GC , au lieu cl'& tre égaux, seroient 
supplémms l'un de l'autre, on trou yera que la formule dévient 

209. D'après les principes que nous avons développés sur-  
la corrélation. des figures, i l  est clair que si le point C ,  au 
lieu de tomber entre G et A,  comme daris la figure sur  laquelle 
nous avons iItabli le raisonnement, tomboit au-dehors du côt8 - 
de G comme en Cf, GC cleviendroit inverse; et que par consé- 
quent , il faudroit dans la fo rmde  ci-dessus trouvée , subbtituer - - - G C: au lien de + G C car dans le système primitif, on a. . . . 

... - - -  
. . . . . a . . . . . . . .  ............... ( J C = G A - c A ,  

. .. 
- - A  

et dam le s p 6 m e  transforilé. . . . . . . . . . . C; C! = C'A - GA; 
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- 
Si au contraire le point C tomboit en dehors Je G A  du côté de 

A ,  en Cu par exemple , ce seroit CA qui deviendroit inverse, - - 
et par conséquent - CA qu'il faudroit substituer a +CA dans 
l a  formule ci-dessus trouvée. 

P a r  la meme raison, s i  le point D ,  au lieu de tomber entre 
B et G tornboit en dehors de cette ligne, du côté du point G 
corrime en Dr, G D  cleviendroit inverse, et il fauclroit mettre - - - DG clnns la formule, au  lieu de +DG; et si,c'étoit en dehors - 
Je  BG, mais du côté de B,  comrne en D", ce seroit BD q u i  
cleviendroit inverse, et par coriséquent il n'y auroit rien à chan- - 
ger, puisque BD n'entre pas dans 15 formule. 

Enfin, si en mirne temps C tomboit en C> par exemple, et - 
D en D',il faudroit mettre tout à-la-fois - au lieu de +GC - - 
et - DG au lieu de +DG dans la formule. Si 1) tomboit en Dr, - - 
et C en C"; ce seroient - DG et - CA q~'ii  faudroit substituer - 
au lieu de +DG et +~b. Ainsi du reste. 

2 1 O. Soient ,. pour exemple de ce qui prédde,  cTeux trian- 
gles ABD, ACD, (fig. 75)inscrïts dans un mdmeçercle, et ayant - A A 
p u r  base la mêmecorde AD. Les deux angles ACD, ABD Ctant 
égaux. nous pouvons leur appliquer la formule troiiuéc par le 
théorême précédent ; c'est-à-dire, qu'on aura 

- 
Tirant de cette équation la valeur de AD, nous aurons 

- .  

Si l'on mène la droite B C ,  les deux triangl'es BAC, BD C 
- .  

ayant un angle égal opposé A l a  base commune BC seront dans le 
même cas que les pi.&édens ; donc on aura de nième 

( B I  
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970 G E O M E T R I E  
Ali moyen de ce.i équations, si dans le quadrilatère inscrit -- 

ABCD, on connoît les deux diagonales AC, BD, et deux ~ & t é s  
opposés AB, CD, on aura immédiaiement les deux autres côtés - -  
AD, BC, 

2 1 1. Ces formules ne  s'appliquent qu'nu quadrifatkre 
ABCD (fig. 75) sur  lequel-le raisonnement a été établi : mais on 
peut les rendre applicables au qiiaclrilatére de la (fig. 76), en 
ima.giaant que daris la première figure, le point D se meuve vers 
C, en suiyant la circonférence, jusqu'à ce qu'il ait passé au- 
delà. Car alors CD devient inverse, et par conséquent il n'y a 
qu'à mettre -CD au lieu de CD dans les formules, pour les 
rendre immédiatement applicables au nouveau cas. C'est-l-dire 
que pour la (fig. 76) on a 

-1 BC = (Zi.Eij+xë.&) -_. ( ~ ~ ~ ~ . Z Y I + ~ . ' C D )  -- - 
AB.AC+BD.CD 

(=') 

formules qui donnent les deùx diagoilales du l ad r i l a t é re  ins-. 
a i t ,  lorsqu'on connoît les quatreCÔt~s, 

2 12. En multipliant et divisant successivement ces deux 
formules l'une par l'autre, et tirant la racine quarrée , on a 

formuks très-connues, qu'on exprime ordinairement comme il 
suit. 

iO. Dans fout quadrilatère inscrit te produit des deux diago- 
I-~&s est égaZ d da somme des produits des côte's opposés. 

iO. Les deux diagonales d'rrn q.uadri~at&e inscrit sontentre 
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etles comme les sommes des ~ r o d u i l s  des co'tés qui ahoutissent à 
Zeurs extrémités. 

Pour  compléter ce que  j'ai à dire sur les quadrilatères et les 
autres polygones inscrits, je placerai ici deux autres proposi- 
tions qui y sont relatives. 

2 13. Dans tout puadriiatère inscrit nu cercle , les d e u s  
segmensforrnes sur Ga méme diagonade sont entre aux comme les 
produits des cûtés qui leur sont adjacens. 

Soit ABDC (fig. 76) le quadrilatère proposé,Hle point d'inter- 
section des deux diagonales; il  s'agit donc de prouver qu'onaura 

7- -- -- 
AH : DH:: AB.AC : BD.DC 

O r  les triangles ABH m DCH, ACH - BDH donnent ---- 
AH: CH::AB :CD 
- - _ _ .  
CH:DH::AC: BD 

Bl ullipliant ces deux proportions, on a 
-- -- -- 
AH:  DH::AB.AC : BD.CD; 

ce qu'il falloit démontrer. 
Il faut remarquer que cette proposlti'on s'applique irnm2dia- 

tement B chacun des quadrilatéres ABDC , ABCD, ACDB, qui  
sont tous trois inscrits au cercle; car ces trois figures gont corré- 
latives, et comme la proposition ci-dessus trouvée donne une 
équation qui n'a que deux termes, il suit (47) qu'elle est immd- 
diatement applicable B tous les sysiêmes corrélatifs. Ainsi le 
qiiaddatère ABCD ayant pour &agonales AC, BD , dont le 
point du concours est supposS G,  on doit avoir - 

- ---- 
A G :  CG :: AB.AI) : BC'CD. -- 

Puisqu'alors AG, CG sont les deux segmens de la diagonale ---- 
et AB. A D ,  BÇ. CD, les produits des côtés respectivenient adja- 
cens A ces seginens. C'est aussi ce qu'an peub dkrnoi-rirer imm& 
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diatement comme pour le premier cas. En effet, les trois trian- 
gles ADG G B C G ,  ABG h BCG donnent - -- 
A G : B G : : A D  BC ' 

- C _  

B G : C G  A B : C . W  
Multipliant les deux proportions, on a -- -- -- 

A G  : C G : :  AB.Al)  ; B Ç . C D  ; 
ce qu'il falloit prouver. 

On peut donc aussi exprimer le  théorêrne, en disant que, 
dans tout quadrilatère inscrit, les deux segmens formés sur 
chacufi des côtés prolongés jusqu'à la rencontre du côté opposé, 
sont entre eux comme des produits respectifs du cdté et  de la 
diagonale qui leur sont respectivement adjacens. -- ---- 

Puisqu'on a A H :  DH :; AB.,4ü:BD.CD7 on aura 

ce qui donne la valeur de chacun des segtnens formés sur les dia- 
gonales, lorsqu'on connoît les côtés et ces diagonales; c'est-à- 
dire, que les côtés et les diagonales du quadrilatère 6tant con- 
nus, on trouvera chacun des segmens formés sur  ces diago- 
nales. On trouvera de nidnie ceux qui  sont formés sur les côtés 
prolongés. Car, par exemple, la trouvde ci-dessus - - 5 . - -  

AG: CG ::AB.AD.BC.CD 
donne - ---A ---- 

AG-CG, ou AC:AG::AB.AD-BÇ.CD :AB.AD;  
ce qui donne -- - - A B . A D  
A G = A C  - -; 

AB.AD-BC.CD 
ainsi dcs autres. 

2 i 4. Donc a i  l'on a un polygone quelconque (fig. 77) inscrit 
dans un cercle, et qu'oii en connoisse tous les côtés et toutes les 

diagonales, 
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diagonales, 011 trouvera par la proposition précédente .tous les 
segmens formés sur ces diagonales et sur  les côtés prolongés 
indéfiniment, par leurs intersections communes. - 

Car s'il s'agit, par exemple, de trouver Bp , on considérera le 
quadrilatère ABD E, dont par hypothése on connoît les quatm 

côtés et les deiix diagonales ; o n  en tirera donc G p a r  la propo- 
sition précédente. - 

Si l'on veut avoir m q ,  on cherchera d'abord G, comme on 
vient de le dire ; ensuite on considérera le quadrilatère ABCE, - - 
qui fera connaître BA ; on retranchera B rn de 6, et l'on aura - ' 
n ~ q  ; ce qu'il falloit trouver. 

Supposons que K. soit le rayon du cercle, nous aurons (1 2 1 )  

Donc puisqu'on peut avoir tous les segmens formés, tant dur les 
côtés que sur les diagonales en valeurs de ces côtés et de ces dia- 
gonales, on peut aussi les avoir tous, en  valeur du rayon du 
cercle et des sinus des arcs Soutendus par les cOtés du polygone. 

T H É O R Ê M E  IV. 

2 15. soit (fig. 78) BCDEFG ~ n p & ~ o n b  quelconque ins- 
crit dans un cerck. D'un point quelconque A pris à volonté sur 
la circonférence, menons aux deux angZes G , B , Zes plus voisins 

-7 

J'un à droite, Z'autre à gavche, b s  cordss AG, AB.  Ce2a posé, - 
je dis pue le quotient de ta aorde BG gui joint ces deuz pointa -- 
B , G , divisée par le produit des deux droites AB , AG, menées 
du point A d ces mémes points B ,  G ,  est égal cE ZLZ somme des 
quotiens de chacun des autres cotés du po&gone proposé, divisé 
par. te produit des deux cordes menées du point A à ses extré- 
mites. C'est-à-dire, qu'on aura 
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Du point B , je niéne les diagonales BD , BE, BP, Cela posé, - 

par la propriétd des quadfilàtères inscirits;j'ai pour le quadrila- 
A -. 

tère ABCD dont lçs deux diagonales sont AC , BD ; 

--- 
ou divisant tout par AB. AC, AD, j'ai 

E n  appliquant successivementla même opération aux quadri- 
latères A B  DE, ABEF, ABFG., j'aiirai cette suite d'équations , 
en commençant par celle que nous venons de trouver 

BD -- 
AB. AD 

BE 
-- 
AB.AE 
BI? -- 

AB.AF 
BG 
-- 
AB.  AG 

- - BC -- 
AB. AC 

=L 
BD 
a- 

' AB.AD 

- - BE -- 
AB.AE 

- - B F  
-- 
AB. A F  

CD - + - -  
AC. AD 

DE 
4-- -  

AD. BE 
EF 

+.- 
AE . Al? 

FG 
$ - - -  

AF . AG 

Ajoutant toutes ces équations, et observant que le premier 
membre de chacune, excepté la dernière, étant égal au premier 
terme du second membre de l'équatiofi suivante, ils se ddtruisent 
l'un l'autre dans l'addition, on aura l'équation exprimée dans 
l'énoncé du théorêrne, qui  n'est, comme l'on voit,  qu'une 
extension et une application à tous les polygones inscrits de la 
propriété connue des quadrilatères inscrits; savoir, que le pro- 
driit des deux diagonales est égal iL la somme des produits des 
côtés opposés. 

2 j  6. snp@sons le ùianiktre du cercle représenté par i , et  
f i  A - - 

faisons AB r- za , ABC = nb , ABC13 = ac , ABCDE = z d, &c. 
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. 'A - n 

Nous aurons BC = 2 (G-a) , ÇD = a (c- b), D E 2  n (d-c), ejc. 
De plus (1 21), AB = sin. a, AC = sin. b , AD = sin. c , &c. 

Donc l'équation déinontrde par lc thdorème deviendra 

sin-( f-a) - sin. (6-a) sin. (c-6) sin. (d-c) sin. (e-à) 
4- + + sin.a.sin.f-sin.a.sin.b sin.b.sin.c sin.c.sin.d sin.d.sin.e 

+sin.( f- e)  
- . formule qui s'accorde avec celle qui a déjà 8té sin. e . sin. f ' 

trouvée (1  39). 
Cette équation devant avoir lieu quelles que soient les valeurs 

de a, 6 ,  c ,  d ,  &c., nous pouvons mettre a leurs places les corn- 
plémens a- a ,  la - b ,  .p - c , &c. de ces angles. E t  alors l'équa- 
tioii deviendra 

sin. (f - a )  - sin. (b  - a) + sin. (c - 6)  + Bc. 
cos. a. cos. f - c0s.a. cos. b cos. b . cos. c 

2 17. L'équation trouvde par le éhéorême ayant toujours - 
lieu, quelle que soit la position du point A sur l'arc BG, on 
peut en conclure que dans tout pobgone BCDEFG inscrit 
au cercle, h somme des quotiens de chacun de ses côtés, par le 
produit des deux droites mendes à ses extrémités d'un point A 
pris arbitrairement sur Za circonférence, est toujours la même, 
quel pue soit cepoint A, pourvu qu'il soit le même pour tous les - 
côtés du polygone, et qu'on prenne néga'tivement le cdtd BÇ,  
dont le revers r+ond à ce point A. 

2 18. Revenons à notre théorie générale (fig. 7 ~ ) .  Je pro- - 
longe la traiisversale CD , jusqu'à ce qa'elle. rencontre en F le - 
côté AB du  triangle BGA ; et je me propose de trouver les rap- 
ports existans entre les quantités linéaires dp nouveau sys- 
tême ; lequel est , comme l'on v i t ,  l'assemblage de quatre ----- 
lignes droites AB, AC,  BD, CD tracCes doqe UV itnêmfi p h ~ ,  et 
prolongées jusqu'à leurs rencontres respes,tives, QU un qundri- 
latère complet sans diagoilales. 

Pour cela, par l'un B des angles d u  triangle proposé BGA , je 
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mène une droite Bb'parallèla au côté oppose =, et  je la pro- 

longe jusqu'a la trnnsversüle C D F  au point b. Cela posé, les 
deux triangles semblables IIB b,  DG C, donneut 

-- - - - 
B b  : GC :: BD : D G , ,  

et pareillement les triangles F B  b , F AC donnent - -  y -  

AC : B b  :: A F :  BF. 
Multipliant ensemble ces deux proportions nous aurons en 
effaçant m i l e  part et'd'iutre , --- --- 

AF.BD.GC = AC.BF.GD. 
Nous sommes arrivés 'à cette formule sans l'intervention des 

qaantitts lido-angulaires : nous aurions également pu l'obtenir 
par le secours de celles-ci ; car les triangles B D F, D GC, F C A  , 
doment - - 

BD : BF ::, sin. BFD : sin. BDF - - 
GC : DG : : sin. GDC : sin. DCG - - 
AF : AC :: sin. ACF : sin. AFC 

Multipliant ces trois proportions et réduisant,  use des angles 
- - 

qui se trouvent cleux à deux égaux dansles deux derniers termes, 
nous aurons comme ci-dessus, 

Cette Cquation peut se traduire en langage ordinaire par la 
proposition suivan te. 

2 1 9. Les trois cdtés d'un triangle quelconque, prolongés 
s'il le f a u t ,  étant coupés par  une même tran&ersale ; les ais 
segmens formés deux à deux sur chacun de ces côtés, entre 
chacun des angles qui le termine et la transversale, sont tels,  
que b produit de trois d'entre eux comme facteurs, est égal au 
produit des trois autres; en prenant ces facteurs de manière 
qu'il n'en entre jamais deux dans le rnérne produit, qui aient 
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~ O U P  extrémités 'sn méme angle du triangle, OZL un mdme point 
de Zu transversab. 

En effet, on voit pue les six segmetîs formés deux à deux sur  
1es.côtés du triangle, 3 GA entre chacun des arigles d u  .triangle 

-- - - -- 
et la transversale, sont BD, GD, pour le ~ & l é  BG ; GC, AC; --- 
pour le côté GA; AF,  BJ?, pour le côté AB que dans la fornlulc - - -  
trouvée AF.BD . GC = AC.BF.GD. Ces segmens entrent trois 
par  trois comme facteurs dans chacun des deux produits, e t  
qu'enfin, aucun des six points B ,  G ,  A ,  F, D, C,  qui termi- 
nent ces segmens, ne se trouve répété deux fois dans le même 
produit. Or le meme raisonnement peut s'appliquer à tout autre 
triangle coupé par une transversale quelconque : donc la propo- 
s i t i ~ n  est vraie généralement; soit que la transversale coupe l'aire 
même d u  triangle, soit qu'elle passe au-dehors et ne coupe que 
les proloiîgemens des côtés (fig. 79, 80, 81 , 82).  

220 .  Puisque le  systême général est composé de quatre 
lignes droites tracées dans le même plan, et que ces quatre droites 
prises trois à trois forment un triangle, auquel sert de transver- 
sale la quatriéme droite, il y a dans ce systême général quatre 
triangles BGA, BFD, FCA,  DGC , à chacun desquels on peut 
appliquer le théorêrne précédent.: ou ce qui  revient-au même, 
ces quatre triangles forment quatre systêmes corrélatifs, aux- 
quels on peut appliquer immédiatement la formule trouvée 
pour le systênie primitif. Je dis immédiatement, parce que la  
formule n'ayant que deux termes, il n'y a aucun changement de 
signes à opérer. Nous aurons doric d'abord entre ces quatre 
systêrnes la  corrélation de construction suivante (fig. p , ~ g ,  

En ..appliquant 
trouvée ci-dessus 

1"' syst.. .... BGADFC 
2" syst.. .... BFDAGC 
3" syst.. .... FCADBG 
4' syst ...... DGCBFA 
donc à chacun de ces Systèmes la formule 
pour le premier d'entre e u x ,  ou le théorême 
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précédent qui en est la traduction, on aura les quatre équations 
suivantes : 

Ces quatre formules se réduisent h trois; car en mu1 tipliant la 
première par la seconde, et divisant par la troisième, on a la 
quatrième. 

2 2 1 . Ces trois équations, jointes aux quatre évidentes, qui  
rdsultent de la comparaison de chaque ligne avec ses segmens; - - -  - -- - , -  

savoir, BG = BD+GD, BA = FA - FB, GA = GC+CA, - - -  
CD = C P - FD , forment les sept équations nhcessaires pour 
trouver dans la figure proposée, parmi les douze quantités linéai- 
res qui y entrent, les sept inconnues, lorsque les cinq autres 
choses sont données; pourvu que ces cinq choses soient indé- 
pendantes les unes des autres. Or cette figure est, comme nous 
l'avons déjà observé, un quadrilatkre complet, considéré sàns 
ses diagonales ; c'est-8-dire , que Je théorême ci-dessus (z 1 g) , 
résoud la question suivante. 

Parmi les douze quantités linéaires qui entrent dans b com- 
position d'un quadriZaière compbt considkré sans ses diago- 
nales ; cinq quelconques indépendantes bs unes des autres étartt 
données, trouver les sept inconnues. 

2 22. En .multipliant la première de ces formules par la 
seconde ; la ~ r e m i è r e  en croix avec la troisième, la première en 
croix avec la quatrième, on a les trois formules suivantes : 
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lesquelles peuvent être mises sous la forme de proportions 
comme il suit : 

Ces trois proportions expriment la même propriété ; la pre- 
mière pour le quadrilatère ordinaire BDCA; la seconde, pour 
le quadrilatère à angle rentrant AFD G ; la troisième, pour le 
quadrilatère fo~:mant deux triangles opposés au sommet GCFR , 
et  peuveiit être traduites en langage ordinaire par la proposition 
suivan te. 

T H É O R Ê M E  V I .  

Dans tout quadrilatère simple, le produit des deux distances 
de l'un quelconque des angles aux points de concours des c&és 
partant de ce même angle, avec les côtés respectivement opposds, 
est au produit des deux distances de l'angle opposé e n  diagonak, 
aux mkmes points de concours; comme le produit des deux côtés 
du quadrilatère aqacens au premier de ces angles est auproduit 
des deux autres côtés. 

Car, par exeAple, pour la première des trois proportions ci- - -- 
dessus, BF .BG est le produit des deux'distances de l'angle B clu 
quadrilatère BDG A aux points de concours F, G , des côtés -- 
BA, BD , partant de ce même angle B avec les cô th  respective- - - -- 
ment opposes CD, CA ; CF. CG, est le produit des deux distaa- 
ces de l'angle C opposé en diagonale à l'angle 33, aux mêmes -- 
points de concours F, G ;  B A.BD est le produit des deux côtés -- 
d u  quadrilatére adjacens au premier angle B : et enfin, CA. CD 
est le produit des deux autres côtés. Il en est de même des deux 
autres proportions. Ainsi la proposition a toujours lieu, de 
quelque forme que soit le quadrilatére. 
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223. Maintenant soient menées (fi& 83, 84 7 85) les trois - - -. 

diagoriales AD, BC , F G  , du quadrilatère complet. On verra 
facilement que la proposition précédente peut aussi s'exprimer 
comme il suit. 

Dans tout quadrilatère complet, si l'on mène une des diago- 
rtaks, et que Z'on compare ensemble b s  deux quadriZatères sin- 
pZes auxquels cette diagonab est commune : bproduit des deux 
c&és de l'un de ces quadriZatères et partants de Kune queZconque 
des extrémités de cette diagonab, est au produit des deux autres 
c&és de ce rPQme quadrilatère, comme le produit Jes deux côtés. 
de l'autre quadrilatèrepartants de la première extrémitéde cette 
diagonole, est au pmduit des deux 'autres côtés de ce second 
quadrilatère. 

Car si l'on compare, par exemple, les deux quadrilatbres sim- - 
ples ABDC , FDGA , qui ont pour diagonale commune AD,  on 
voit par la seconde des trois proportions cirdessus , que le pro- -- 
duit AB. AC des deux cÔt& qui partent de l'extrdmité A de cette -- 
diagonale, est au produit DB.D(: des deux autres ~ & t e s  de ce -- 
même quadrilatère, comme le produit AF. A G  des deux ,côtés 
dia second quadrilatére partant du premier point A de la diago- -- 
riale, est au produit DE. DG des deux autres côtés de ce second 
quadrilatère, - 

224. Supposons que la diagonale A D  coupe les deux autres -- 
BC, FG aux po in t~  H, K;  et comparons les deux,triangles 
AFK , AGK; formés sur la même diagonale %% , séparés par 
l'une TD des deux autres, et coupés respectivement par les 
i- 

transversales BG, FC. Le thé&êrne nous donnera donc les deug 
équatioiis suivantes : 

Multipliant ces deux équations et rédinisant , on a 

forniule qui 11eyt se tradpire par la proposition guivante. 
THÉORBIYLE 
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Si d'un point puelconque pris dans le plan d'un triangle, o n  
mène aux trois angles des droites ou transversales, et qu'on pro- 
bnge  chacune d'ellesjusqu'à ce qu'elle rencontre b ciîté opposd, 
iZ en résultera sur chacun de ces côtés, deux s e p e n s  , compris 
entre chacun des angles qui l e  terminent et Ga transversale qui le 
coupe : or le produit de trois de ces segmens comme facteurs, est 
égal au produit des trois autres : en prenant ces segrnens de mp- 
nière pue dans chacun de ces produits, il n'en entre pas deux qu i  
aient pour extrémités un méme angle d i  triangle ou tm mhne 
point de Ga twnsversale. 

E n  effet, OR voit que les six segmens formés deux à deux sur 
les côtés du triangle F G A  entre chacun des angles de ce trian- --- 
gle, et les transversales DF, DG,  DA, partant du méme point 

- C _ C _ - - -  

D, et prolongées, sont FI<, GIC; GC , AC; AB, FB, que dans la  --- --- 
formule AB. F K. GC = AC. F B  .GK trouvée ci-dessus, ces 
segmens entrent trois par trois comme facteurs dass chacun des 
deux produits, et qu'enfin, aucun des six points F, G, A, K,  
'(3, B, qui terminent ces segmens, ne se trouve répété deux fois 
dans le même produit. Or le même raisonnement peut sPappli- 
quer à tout autre triangle. Donc la proposition est vraie gdné- 
ralement, soit que le point D d'où partent les trois transversaies 
soit pris sur l'aire même du triangle ou au-dehors ; pourvu que 
ce soit toujours dans le même plau, 

225. Appliquons ce principe au triangle BDA, qui a pour 
ses trois sommets trois des angles du quadrilatére BDCA, et - 
pour l'un de ses c&és , l7une DA des trois diagonales de ce même 
- 

quadrilatère. Du point C aux trois angles de ce triangle sont -- 
menées des transversales CB , CD, m; donc en lui appliquant 
le théorême précédent, nous aurons 
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- 

Mais le même triangle BDA coupé par la transversale FG qui ne 
passe par aucun de ses angles, donne 

- - -- --- 
AK.BF.CG = AF.BG.DK. 

Multipliant ces deux équations et réduisant, on a -- -- - -  
AK.DH = A H - U K ,  ou A H  : DH :: AI< : DK. 

proportion qu'on peut traduire par la proposition suivante. 

T H É O R Ê M E  Y I I I .  

Dans tout puadriZatère complet ayant ses trois diagonales, 
chacune de ces diagonales est coupée par Zes deux autres en 
s e p e n s  proportionnels. 
-- - 

Car A H ,  D ET, sont les segmens formés sur  la diagonale A U  -- 
du quadrilatère BDCA par la diagonale z, et AK,  DK, sont - 
les segtnens forniés sur la même première diagonale A r) par la 

troisième FG. 

2 2 6. Les aires des triangles BAC, BD C qui ont pour base 

commune E, sont 6videmment entre elles comme les segrnens -- 
AH, DH de la diagonale qui joint les autres sommets de ces 
triangles ; c'est-i-dire qu'on a - - - -  

A- : D B C : : A H :  DH. 
Pareillement les aires des triangles AFG, DFG qui ont pour, 

- -- 
bave commune FG sont entre elles comme les segmens AK, DK - 
de la mdme diagonale AD ; c'est-à-dire qu'on a - - - -  

A K  : D11. :: AFG : DFG. 
De plus, par le thénrême précédent, on  a --  - - 

A H  : DH :: AK : D.K. 
Multipliant ensemble ces trois proportions et réduisant; on' a --  -7 

ABC : A F G  :: DBC : DFG; 
propor-lion qu'on peut traduire par la proposition suivante. 
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flans tout quadrilatére complet, les aires des deux triangles 
qui ont pour sommet commun Puna des extrémités de l'une des 
trois diagonales, et  pour bases respectives les deux autres diago- 
nales,  sont entre eZles comme b s  aires des deux triangles qui, 
appuyés respectivement sur b s  mêmes bases, ont pour sommet 
commun Pautre extrémité de la premi&re diagonale. 

Car dans la proportion précédente, les triangles ABC,  AFG, - 
ont pour sommet commun l'extrémité A de la diagonale AD,  et  

1 

pour bases respectives les deux autres diagonales BÇ, F C: ; e t  
pareillement les triangles DBC, DFG ont respectivement les 
même bases, et pour sommet commun, l'autre extrémitéD de là 
première diaginale. 

227. Le quadrilatère complet avec ses trois diagonales qi ie  
nous venons d'examiner, nous offre dans sa décomposition onze 
quadrilatères complets sans leurs diagonales, c'est-à-dire , onze 
figures différentes formées chacune par l'assemblage de quatre 
droites prolongées jusqu'à leurs rencontres respectives ; car il y 
a en tout sept lignes droites tracées : savoir les quatre côtés di1 
quadrilatère ABDC et ses trois diagonales. O r  ces sept droites 

7.6.5.4 
combinées quatre à quatre donnent ou 55 cornbiriai- 

1 . 2 . 5 . 4  
sons. Il y aiiroit donc 35 quadrilatères complets sans diagonales, 
si plusieurs de ces lignes ne se croisoient trois à trois aux mêmes 
angles. Mais chacun de ces croisernens diminue de quatre le  
nombre de ces quadrilatères. Donc puisqu'il y a six de ces croi- 
semens, le  nombre des quadrilatères est diminué de 24. Donc il 
se réduit à onze. Mais comme chacun de ces quadrilatères com- 
plets sans diagonales comprend lui-même (103) trois quadrila- 
tères simples, il suit que le quadrilatère complet, avec ses trois 
diagonales, renferme dans sa composition 33 quadrilatéres sim- 
ples. De plus , chacun des onze quadrilatkres complets sans dia- 
gonales dont nous venons de parler, fournit quatre formules en 
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vertu du théorêmes v , qui est celui d'où dérivent tous les autres 
trouvés (222,923, r a 4 , z a 5 ) - ;  donc il y aura 44 de ces fbrmules 
qu i  se trouveront toutes différentes les unes des autres, et toutes 
applicables au quadrilatère complet avec ses trois diagonales. 
Voici le tableau général de corrélation de ces 33 quadrilatères 
simples et des 44 formules qui  en résultent (fig. 83, 84, 85). 

' Tableau général de Ici corrélation de construction des trente- 
trois quadrilatères simples qui entrent dans b composition 
du quadrilatère compzet avec ses trois diagonales, et des qua- 
rante-putre formules qui en résultent en vertu du théoréme P. 

Les quatre angles du quadrilatère primitif sont exprimés par 
-.- -.- 

A ,  B ,  D,  C ,  et l'on ,suppose AB DC + F  , AC D B + G ,  

Chaque quadrilatère a été désigné par ses quatre angles d'a- 
bord, et ensuite par les points de concours des côtés respecti- 
vement opposés deux a deux. 

Quadrilatères. Formules. -- - --- 
AF.BD.GC = AC.BF.GD --- 

I er syst. . . . . . . . AG.CD.FB = AB.CG.FD --- --7 

BG.DC.FA = BA.DG.FC --- --- 
CF.DB.GA = CA.DF.GB 

syst. 

3" syst.. 

FGCBLA 
FLCAGB 

GLBAFC 

FDHBCA 
FCHADB 
DCBAFH 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I J E  P O S I T I O N .  285 

4c syst.. . . . . . . . 

5e syst., . * . . . . . 

Quadrilatères. Formules. 

1 . .  , 
--- A-- 
FG.KD.AB = FB.KG.AD 

FKDBGA - --- 
FA.13D.GK = FK.BR.GD 

FGDAKB y - -- - - 
1IA.DB.GF = KF DA.GB KGBAFD - - --- 
BG.DK.AF = BF.DG.AK 

LR.CD.FG - LG.CB.FD LFDBGC ) --A 

--- --- 
GA.CH.BD = GD.CA.BH --- 
GB.DH.AC = GC.I)B.AH 

CB.HD..4G = CG.IIB.AI) CADGGH --- 
DA.HC.BG == DG.HA.BC 

--- ri -4- 

GA.CD.FK = GIC.CA.FD 
--- 

7" syst. . . . . . . . . GF.KD.AC = GC.KF.AD GADFCK - - -  
CF.DI<.AG = CG.1)F.AIC --- A-- 

1CA.DC.FG = KG.DA.FC 

--- 
LF.KD.HC = LC.KF.HI) --- 

ae syst,. . . . . . . LH.CD.FK = LK.CH.FD LFDHKC --- 
KH.DC.FL = KL.DH.FC KFCWLD --- 
CF.DK.HL = CL.DF.HIC 

FKHBLA 
FLHAKB 
KLBAFH - -- 

BF . HL. AII. 
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Quadrilatères. . Formules. --- 

LK.GD.BH = LH.GII.BD 
LGDHKB - - - --- 

L13.HD.IIG = LG.HB.KD r-- 1 oe syst.. . . . . . . --- 
GR.DH.ICL = GL.DB.ICH GKHBLD 

-7- 

HIC.DG.BL = HL.DK.BG 

--- -- 
KL.GC.AH = KH.GL.AC 

KGCHLA - -- 
KA.HC.LG = KG.HA.LC --- 
GA.CH.LK = GI<.CA.LH. 
--- --- 
HL.CG.AK == HK.CL.AG 

Ces formules sont applicables sans aucun changement de 
signes à toir t quadrilatdre complet ayant ses trois diagonales ; 

. quelle que soit d'ailleurs sa forme; parce que touies ces formules 
sont P de.ux termes seulement (67). 

2 28. Nous rdsumerons les théorêrnes (v, VI, VII, VIII, IX) 

par la proposition suiv-ani;e. 
Soient A ,  B ,  C ,  D ,  (fig. 83, 8 4 ,  8 5 )  quatre points pris à 

voZontédans un méme plan, et tel qu'il ne s'en trouve pas trois 
en Zigne droite. Supposons 

On aura les cinq formules suivantes (ao8 ,211 ,2  12 , 3 I 3, 2 I 4). 
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229. Je  reprends l n  théorie des figures coupées par des 
transversales dans diverssens. Soit (fi& 86) un triangle quelcon- 
que ABC; d'un point D pris à volonté dans le plan de ce triangle, 
soit sur  l'aire même, soit en dehors ; menons aux angles A, B, C, 

--- 
les trois transversales ADa , B D ~ ,  C.Dc; puis par les points 6 ,  c - 
menons la transversale bcp. Cette droite, avec les six prdcé- 
dentes, formera le  qnadrilatère complet avec ses trois diago- 
nales, tel que celui de la fig. 72. Ajoutons maintenant icette figure -- 
les deux noi~velles droites a b n ,  a c  rn : il en résultera un triangle 
abc,  inscrit dans u n  autre ABC, et ayant ses angles a, 6 ,  c ,  aux 
poix1 ts d'iniersection des côtés de l'autre avec les iransversaies 
menées du poiiit D aux angles de ce dernier. Cela pos6, nous 
avons ( 9 2 3 )  dans le triangle ABC 

mais d'un autre ca t i ,  nous avons aussi (224) 

Multipliant ces quatre équations toutes ensembIe , nous aurons 

B e  même, en niarquant par a', hl, c' les points d'intersection --- --- 
des côtés cb , C a ,  a b ,  par les transversales, Aa , Bb, Cc respecti- 
vement, le triangle a6c donue (223) 

et d'un autre côté, nous avons (224) 

multipliant ces quatre équations toutes ensemble, nous aurons --- --- 
an .bp . cm = am.bn .cp  (B)  

Les deux équations (A) et (B) peuvent être ainsi traduites, 
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T H É O R E M E  X. 

230. 8i par m point ( D )  pris à uobnté dans le plan d'un 
triangle (ABC) ( fig. 86), on mdne h chacun des angZes, une trans- 
versaGe prolongée jusqu'au côté oppost?, et si ayant joint deux ci 
deux ces points d'intersectionpour former un triande (abc) ins- 
crit au premier, on prolonge chacun des cotés de ce triange ins- 
crit juspu'd la rencontre G?G côté opposé du triangle cirronscrit 

( e n m , n , p ) .  
1". Ces trois points d'intersection formeront sur les côtés du 

triangle circonscrit, six s e p e n s ,  deux sur chacun. Or  de ces sis 
segmens, le produit de trois comme facteurs, sera égal au pro- 
duit des trois autres, en les prenant de manière que dans chaque 
produit, il n'en entrejarnais deux qui aient une extrémité CO - 'Y! 

a'. Ces ntémes poi&s #intersection formeront également sur 
les côtés du triangle inscrit six segmens, deux sur chacun. Or de 
ces six segmens, le preduit rla trois comme facteursSera égal au 
produit des trois autres, en les prenant de manière pue dans cha- 
p e  produit, il n'en entre jamais deux, gui aient une extrémitk 
commune. 

23 I . Maintenant je suppose (fig. 87) les points a ,  6, c ,  pris 
à volonté sur les côtés du triangle ABC, ou leurs prolongemeris, 
et non comme on l'a supposé précédemment, aux points d'inter- 
section des côtés de ce triangle ABC avec des transversales par- 
tant d'un point commun D. Cela poséj 

Le triangle ABC coupé successivement par les trois côtés ab, 
- - -  

b ~ ,  eu,, du triangle inscrit comme transversales, donne 

Blultipliant ces trois proportions toutes ensemble et de toutes 
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les manières, soit directement, soit en croix, et réduisant, ori a 

Beaucoup U'autres combinaisons du même genre peuvent être 
faites au moyen des formules données (228). . 

23%. Mais on.peut gdnéraliser encore cette théorie en ccç- 
sant de prendreles points a ,  6, c , sur les côtés même du triangle 
ABC. E n  effet : 

Soient ABC, abc, (fig. 88) deux triangles . . quelconques tracés 
dans un même plan, et prolongeons les côtés de ces triangles 
jusqu'à ce qu'ils se rencontrent tous respectivement, aux poilits, 
n, n , p , sur BC, m', n', p' sur AC, m", sur AB. Cela posé, 

Le triangle aoc, coupé successivement par les trois c 6 t ~ s T Z  -- 
AC, AB de l'autre, comme transversales, donnera (a 19) 

Multipliant ces trois équations, nous aurons 

formule qu'on peut traduire comme il suit. 

T H É O R Ê M E  X I .  

233. Si deux triangles pueZconpues abc, ABC, (fig. 88) sont 
tracds dans un mhzeplan,  et  leurs c0tésproZongés juspzl'a kurs 
rencontres respectives ; qu'ensuite on fasse * 

1% Le produit des trois segrnens interceptés sltr ab entre le, 
point a et les trois cdtés du triangte ABC 
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2 O .  Le produit des trois segmens interceptés sur bc entre lepoint 
b et les trois côtés du même triangle ABC ; ' - 

3'. Le produit des trois segmens interceptés sur ca entre le 
point c et les trois côtés dv mdnze trimgle ABC. 

Le produit de ces neuf facteurs sera égal au produit de ces 
neuf autres facteurs. 

1'. Le produit des trois segmens interceptés sur entre le 
point a et Ze,s trois d tds  du triangle A B C  ; 

4 

aO. Le produit des trois segmens interceptés sur c b entre k 
po-nt c et les trois côtéû du même triangle ABC j - 

3". Le produit des trois segmens interceptés sur b a  entre le 
point h et les trois cdtés du même triangle ABC. 

Celte proposition devant avoir lieu quelque part que soient 
pris a ,  b , c , dans le plan du triangle A ,  B , C, soit au-dedans, 
soi t  au-dehors de l'aire de ce triangle, doit être rdciproque entre 
les deux triangles, a6c, ABC ; c'est-à-dire, que  nous avons aussi 
l'équation --- --- 

Am1.An',Ap' x Cm.Cn.Cp x Bm".Bn".l3pU - -  --- --- 
= Arn".Anq.Ap" x Bm.Bn.Bp x Crnl.Cn'.Cpl 

2'34. Si aulieu du triangle ABC, nous supposons un poly- 
gone d'un plus grand nombre cle côtés tous coupés par les trois 
côiés prolongés du triangle abc, le principe énoncé par le thé02 
rême sera encore applicable. Car en comparant successivement 
ce triangle abs à chacun des côtés du nouveau polygone comme 
tramversale, kous aurons au tant d'équations pareilles aux trois 
premiéres trouvées ( 2 3 2 )  qu'il y a de côtés dans ce nouveau 
polygone ; et mdtipliant toutes ces équations ensernble , nous 
aurons une formule semblable la quatriarile, mais dont cha- 
cun des termes aura trois fois aulant de facie~irs, qu'il y a de 
côtés dans ce nouveau polygone ; ce qu'on peut exprimer par la 
proposition suivante. 
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S i  dans u n  méme plan,  ayant tracé un  triangle abc, et un  
autre poJygone , on prolonge indeljinirnent lès côtés de l'un et de 
t'autre jus qu'à leurs rencontres respectives, et qu'on f&se 

1'. Leprod& de tous les segmem intercepth sur abentre le 
point. a ,  et chacun des côtés du polygone ; 

2% Le produit de tous les segrnens interceptés sur edre  Zc 
point b ,  et chacun des COL& du p d y g ~ n c  ; 

3 O .  Le produit de tous les segmens interceptés sur entre le 
point c, et chacun des côtés dupoJygone; 

Et puyensu'i~a on multiplie ensemble ces trois produits par& 
cuZiers pour avoir un produit général. Ce produit général sera; 
égal à cehi  p i  résultera des trois au t r e sp~du i t s  particuliers 
suzvans. 

iO. Le produit de tous les segnzens interceptés sur entre le 
point a, et chacun des cdtés du polygone ; 

2". Leproduit de tous k s  segmens interceptés sur & entre Ze 
point c , et chacun des côtés du polygone ; 

39 Le produit de tous les segmens interceptés sur G ë n t r e  le 
point b ,  et chacun des côtés du poJygone. 

Si le nombre des côtds du polygone devient iilfini, c'est-à-dire 
une courbe, le principe sera encore applicable, et nous pourrons 
l'énoncer cornme il suit. 

T H- .B O R Ê M E  EXI I I .  

235. Un triangle guehonque abc étant tracé dans le plan 
d'une courbe quelcon pue géométrique, et ses côtés indéjîninzent 
prolongés. S i  Pon fait les troisproduits suiuans ; savoir, 

1'. Le produit de tous les segrnena interceptks sur ab entre b 
point a ,  et les dtférentes branches de la courbe ; 

aO. Le produit de tous les segmens interceptés sur bc entre le 
point b ,  et les dzfdrentes branches de la courbe ; 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



29 a G E O M E T R I E  
39 Le produit de tous les scgntens htercept6s sur t, entre le 

point c , et les dzférentes branches de la courbe; 
Qu'ensuite on mukiplie ensehbZe ces trois produits particu- 

liers pour avoir unproduit généï-oZ. Ce produit général sera égal 
a. celui qui résultera des trois produits particuliers suivans. 

1'. Le produil de tous les segmens  intercepté^ sur entre le 
point a, et les dzférentes branches de b courbe ; 

PO. Le produit de tous les segmens interceptés sur cl> entre le.  
point c ,  et des dzférentes branches de Za courbe; 

5". Le produit de tous les segmens inlerceptés bur ba entre le 
point b ,  et des différentes branches de la courbe. 

En effet, soit (fig. 89) mm'n' une courbe qiielconque gCotné- 
trique, et abc un triangle tracé dans le plan de cette courbe que 
l'on suppose coupée par chacun des côtés de ce triangle y rolongé 
su besoin. 

Pa r  chacun des points d'intersection de cette courbe avec les - 
cÔtBs du triangle, imaginons une tangente indéfinie, soit rnp 
celle de ces tangentes passant par le m et n ,  p ,  les points -- - 
d'intersection de cette tangente avec les côtés a b  ac. bc, en consi- 
dérant le triangle proposé abc cornme coupé par la transversale 

mp, nous aurons --- --- am a n  cp  
am.cn.bp = brn.an.cp, ou = = - -*= 

brn - c n  bp 
Considérons de même successivement toutes les tangentes 

dont nous avons parlé comme transversales par rapport au 
même triangle abc, nous aurons autant d'équations du même 
genre qué la prdcédente qu'il y aura de points de contingence. 
Multipliant donc ensemble toutes ces équations, la formule 
résultanteaurapour premier membreunefraction dont le nurné- 

-rateur sera le premier produit général rnentionxi& dans le théo- 
rême énoncé, et dont le dénominateur sera le second de ces 
produits généraux. 11 s'agit donc de prouver que cette fraction 
est égale h r ;  ou ~ e ' ~ i i i  revient au même, il s'agit de prouver 
que le numérateur et le dénominateur de la fraction qui forme 
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le second membre de la formule sont égaux. Mais c'est précisé- 
ment ce qu'exprime le t116orême XIII démontré (235), puisque 
1es.segmens du numérateur composent le premier produit géné- 
ral mentionné dans ce théoiêrne, et ceux du dénominateur, le  
second. 

236. Supposons, par exemple, que la courbe soit une sec- 
tion conique (fig. 89 bis). Chacun des côtés du triangle coupera 
cette courbe en deuipoints ; ainsi nous aurons en tout douze 

i 
sëgmens interceptés entre les points a ,  b , c, et les branches de 
la courbe. Et supposant que les six points d'intersectiori soint m,  
ni', n, p', la formule deviendra ------ - - -  

am.am'.bp.bp'.cn.cn' = an.arl'.cp.cp'.bm.brn1 
Les poiiits a,  b , c sont pris à volonté, soit au-dedans, soit au- - 

dehors de la courbe, et par conséquent les transversales mm', -- 
~in', pp', peuvent être dirigées comme l'on voudra, pourvu 
qu'elles rencontrent toujours toutes trois la courbe. 

23 7 .  Supposons qu'elles 1 ui deviennent tangentes (fig. go). 
Soit donc abc le triangle, et  A ,  B, C , les points de contingence; 
k s  deux points m , m'de la figure coïncideront donc 
avec le point C, les deux points n, nt,. avec le point B , et les 
deux pointsp, pl, avec le point A, et lsformwle deviendra . . . 
2 - 2 -  - 2  -2 - 2  

aC . bA . cB = aB . CA . bC , ou en tirant la racine quarrée, - -  - - -  
aC . bA . cB = aB . CA . bC ; propriété bien remarquable des 
sections coniqines. - - -  238. Trapons les trois ,transversales oA , b B ,  CC, des 
points où se coupent deux à deux les tangentes, au' point de 
contingence de la troisième. Il suit (223) de l'équation précé- 
dente, que ces trois transversales coïncideront en un même 
point D, autre propriété également curieuse. 

239. Enfin, si l'oii joint deux à deux les points de contin- 
gence A ,  B , C, pour avoir le triangle inscrit ABC, et qu'on 
prolonge les côtés de ce nouveau trianile jusqu'a la rencontre 
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des côtés d u  premier, il cn naîtra une figure pareille à la fignre 
qui a été considérée (z 161, et par-là on appliquera aux  courbes 
du second dcgré en général, les nombreuses propriétés que nous 
avoils vu être propres k un systême de transversales ainsi 
disposées. 

240.  Si le point o s'éloigne h une distance infinie (fig. 91) , -- --- 
les côtés ab ,  ac  deviendront parallèles., les segmens a m ,  am', an, 
7 

an' deviendront infinis, et leur dernière raison sera une raison 
d'égalit6. Donc la formule trouvée (a5G) deviendra 

_ C  - -  

bp.bpi. c n  . c d  = cp.cpi.bm.brn', 
d'oh l'on tire cette proportion 

-- 
c'est-à-dire que les produits des appliquées bm, hm' correspon- -- - a 
dantes aux  abscissèspb .pib est au produit des appliquécs cn , cm' -- 
correspondantes aux  abscisses pc ,  pic, comme le produit des 
premières abscisses est au produit des dernières. Ce qui est une 
proprioté bien connue des sectioiis coniques. 

Cette niêrne ddmonstration étant applicable à foutes les cour- 
bes au moyen d u  théorême XIII :, Qn peut en conclure que si  
ayant mené dans une courbe quelconque géométrique un axe 
qui la coupe en plusieurs points, on mène aussi plusieurs appli- 
quées parallèles entre elles, et faisant un angle quelconque avec 
la  ligne des abscisses, les produits des segrnens interceptés par 
la courbe sur la ligne des abscisses h différens points de l 'am 
sont entre eux  conirne les produits des appliquées correspon- 
dantes, propriété d ~ n n é e  par Newton dans son énumération 
des lignes dei troisikme ordre, et qui  est l'une des plus fécondes 
de la théorie des courbes, . 

Mais mon objet n'est pas de rechercher dans cette sectian le? 
propriétés des courbes, j'ai seulement voulu montrer jusqu'ou 
pouvoit être poussée la thBorie des transversales. J e  renvoie 
donc pour plus grands détails, à la section V I ,  et je reviens à la 
théorie d'un systême quelvonque de ligues droites. 
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La propriélé quc nous avons vu (1 29) appartenir au  triangle 
coupé par une transversale quelconque, est applicable aux 
autres polygones, quel que soit le  riombre de leurs côtés ; et nous 
verrous bientôt qu'elle a également lieu pour les polygories 
gauches, en les rapportant à un plan transversal, au lieu de les 
rapporter à une ligne droite. Nous établirons donc d'abord la 
proposition suivante. 

T H É O R I 3 M E  X I V .  

2 4  1.  Un polygone quelconque étnnt trace dans un p?un, si 
l'on mène une transversab qui coupe tous ses cdtés, prolongés au 
besoin, le podu i t  de ka moitié des segmens comme facteurs, 
formés deux à deux sur les cdtds de ce polygone, entre la  tram- 
versab et les angles qui terminent ces mêmes cdtés, est 6.a~ a u  
prodrcit de tous les autres segmens comme facteurs : en prenant 
tous ces segmens de manière pu'iC n'y en ait j u m n i s ' d e u ~  dans Ic 
même produit, qui aient pour extrémités u n  même angle du PO&- 
gone du un méme point de la transverscab. 

Supposons, par exemple, qu"oi1 a i t  u i ~  pentagone. Concevons 
une droite ou transversale tracée dans le même plan : prolori- 
gebns chacun des côtés du polygone jusqu'à la rencontre de cette 
iraiisversale : il en résultera dix segrnens, deux sur chacun des 
côtés : or je dis que le produit fort& par cinq de ces segmens 
comme facteurs, est égal au produit forme des cinq autres, en 
les prenant de maniere qu'aucune des lettres prises pour désigner, 
soit les angles du  polygone, soit les points d'inter~ection de la 
transversale par sis côtés prolongés, n'entre deux fois dans le 
même produit. 

Si  l'on considère séparément quatre des côtés de ce pentagone, 
prolongés jusqu'à leurs rencontres respectives, et le cinquième 
cornrne une transversale coupant tous les côtés du quadrilatère, 
fornié par ces quatre côtés du pentagone, on pourra appliquer 
à ce quadrilatère le même principe ; et i l  en résultera une équa- 
tion encore à deux termes, mais dont chaque terme aura quatre 
facteurs seulement. 
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En effet, soit ABCDE (îlg. g a )  le polygone proposé, et M W  

la traiisversale quelconque menée dans le plan de c@polygone. 
D'uI~ de ses angles comme B , menons des diagonales à tous ceux 
E, D, qui  ne lui sont pas déjà joints par les côtés même du poly- 
gone. Pïolo~~geons tous ces côtés et ces diagonales jusqu'8 la 
rencontre de lq trailsversale e n  f, g, p, h ,, k , r, S. Cela pos8, 
co1:sidérons successivement les triangles B AE, BED , B DC - 
coupés par la transversale MN. En vertu du théorême (sig) 
vous aurons 

-8lultipliant toutes ces équations les unes par les autres, et rc5cIui- ----- - A - - -  

sant, on a ,  Af.Bg,Cp.Dh.Ek = A~.B~.C~.D~.E,&> oe qu'il 
falloit dérqontrer. 

242. Maintenant, il nous est facile de voir que la rnérne 
dBmonstration peut s'appliquer au cas oii le polygone seroit 
gauche et  coupé par un plap transversal quelconque. 

Car en considérant alors la figure que nous venons d'exaini- 
mer, canime une projection de la nouvelle sur un plan perpen- 
diculaire au plan transversal proposé, ce plan transversal sera - ---- 
représenté par M N ,  et les droites AS, D f, Bg, Cg, &c. seront 
les projections des segrnens que nous avons à considérer: donc 
en nommant A', f', Dr, Br, g', CI, &c. Ics véritables points qui se 
trouvent projetés en A,  f, D , B, g, C, &c., et par conséquent 

ver l'équation suivante 

Qï en appliquant le  thdorêrne v (2 19) successivement aux trian- 

gles B'A'Pr coupé par la transversale f7, B'E'D' coupé par la 
transversqlle 
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transversale s'r', B'C'D' coupé' par la transversale g'p', nous 
trouvons les trois équations suivantes, 

--- --- 
A'f' . E'k' . B'r' = B'f' . A'b'. E'r' --- --- 
Er'  .Bis' .D'hl = B'r' .Dis' . E'h' --- y-- 
D's' . B'g' . Clp' = B's' . CIg' . D'p' 

lesquelles multipliées toutes ensemble, donnent l'équation ci- 
dessus qu'il fallbit démontrer. 

La méme démonstration étant visiblement applicable, quel 
que soit le nombre des côtés du polygone, nous pouvons en 
conclure la proposition suivante. 

T H É O R Ê M E  X V .  

Si un poiygone que2conque , plan ou gauche, est coupé par un 
plan transversal quelconque, k produit de Ba moitié des s e p e n s  
comme facteurs, formés deux à deux sur chacun des côtés de ce 
polyRone entre ce plan transversal et chacun des angles qui ter- 
minent ce côté, sera égal au produit de tous les autres segrnens 
comme facterms, en k s  prenant de manière que dans chacun de 
ces produits, iZ n'y en ait jamais dezdx qui ayent pour extré- 
mités un  mhne angle da polygone, ou un  méme point du pbn 
transversal. 

243. Pareillement, nous pouvons étendre le théorême xir 
à tous les polygones tracés clans un plan ," comme il suit. 

T H É O R Ê M E  X V I .  

Soit ( f ig .  93) un systênze quelconque de lignes droites indé- ---  
$nies A B ,  B C ,  C D ,  &c. tracées bans im mémephn  et formont 
un poGygons. Formons dans ce même plan zcn autre poiygone 
quebonque ab cd e , et prolongeons ses co'tés indéfiniment : dési- - 
gnons par (a'b') le produit dessegmens interceptés sur a b  entre le -- 
point a et b s  dzJVrentes lignes A B ,  BC,  &c, prolongées du sys- 
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t h e ;  par (b'a') Ze produit des segmens interceptés sur Za même 
. -  - 

droite entre b point b et Zes droites A B ,  B C ,  &c. ; désignons 
pnreillementpur (b'c') et(c'bl) les produits des segmens de la droite - 
bc, interceptés respectivement entre lespoints b, G ,  et les droites -- 
AB, B C, &c. pur (c'd3 et (d'c') les produits des segmens de la - 
droite cd interceptés àpartir des points c, d ,  respectivement, &c. 
CeZaposé, on aura ka formule suivante (a'b') . (b'g') . (c'cl'), &c. = 
(b'a') . (c'b') . (d'c') , &c. - 

E n  effet, si l'on mène la diagonale ac,  et qu'adoptant l a  même 
notation que ci-dessus on désigne par (are ' )  et (c'a'), les produits. - 
des segrneils interceptés sur ac à partir des points a ,  c ,  respeca- 

-- 
tivement par les droites AB, BC, &c. on aura par le théorême XII, 

,(a'bf) (b'c') (c'a') = (a'c') (cf 6') (b'a'). Pareillement en  menant la - 
diagonalead,on aura, suivant la même notation (a'c') (c'd') (d'a') 
=(ard') (d'c') (c'a'), et eiîEi1, (a'd') (d'e') (e'a') = (a'e') (e'd') (d'a'). 

Multipliaiît ensemble ces trois équations, et réduisant, on  a 
(a'b') (b'c3 (c'd') (d'et) (e'a') = (ale') (e'd') ( de ' )  (c'b') (b'a']; 
ce qu'il falloit démontrer ; et il  est évident que la même démons- 
tration a lieu quel que soit le nombre des côtés di1 polygone pro- --- 
posé abcde, et celui des transversales AB, B C, C 1) , &c. 

244. IL est également clair que 1; même démonstration 
s'appliquerait au cas oii les points a ,  6 ,  c, d, e ,  ne seroient pas --- 
dans un rnêrne plan; en regardant alors AB, B C: , CD, &c. non  
comme des lignes droites, niais comme des plans. C'est-à-dire 
qu'en général nous pouvons établir la proposition suivante. 

Soit un poJyècZre quelconque ; formons dans l'espace- u n  
polygone quebonque plan ou gauche, e t  probngeons bs cdtés ds 
ce polygone juspu'à la rencontre des faces du polyèdre, suppo- 
sons pue a, b, c, d , &c. soient les sommets des angles de ce pob- . 
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gone, et rrprésentons par (a'b') leproduit de tous les segmens - 
interceptés sur ab à partir du point a par les faces du polyèdre , 
par (b'a') le produit des segntens interceptés sur la même droite ci 
partir dupoint b;  ainsi des autres. On aura (a'b') (b'c') (c'dl), 8rc. 
= (bru') (c'bf) (d'cf) &c. 

245. Il résulte de toute cette théorie sur  les quantith 
linéaires, considérées seules et sans l'iiitervention des quantités, 
angulaires, que toutes lcs fois qu'une figure peut être cons- 
truite avec la règle et le compas seuls, sans qu'il soit besoin du  
cercle gradué, il sera possible de trouver l'expression analy- 
tique de toutes les lignes qui  entreront dans la composition du 
systÊme, en valeurs des quantités doni~ées, sans faire intervenir 
dans le calcul les quantités lindo-angulaires ; car en menant 
tontes les diagonales de cette figure, on en formera une chaîne 
de triangles coupés en différens sens par des transversales. Or la.  
théorie précédente donne le  moyen d'exprimer les rapports 
existans entre toutes les lignes et segmens de lignes qui  entrent 
dans un pareil assemblage. 

246. Cette même théorie des transversales s'étend aux  
iriangles sphériques e t  autres polygones form6s sur  la surface de 
la sphère, par des arcs de grands cercles, eri substituant aux  
droites dont nous avons parlé, les sinus des arcs correspondans. 

En effet, soit (fig. 94) u n  triangle sphérique AFG coupé par 

l'arc de grand cercle BL. Les trois triangles ABC FLB , GLC , 
qui ont leurs sommets respectifs aux angles A, F, G, du triangle 
proposé et leurs bases opposées sur  l'arc transversal donnent 

sin. AB : sin. AC : : sin. ACB sin. ABC 
sin. FL : sin. BF :: sin. ABC : sin. BLG 
sin. CG : sin. GL : : sin. BLG : sin. ACB. 

Multipliant ces trois proportions; les deux derniers termes 
deviennent égaux : donc on a 

sin. AB. sin. FL. sin. GC = sin. AC. sin. FB.sin. GL 

'formule qui répond au théorême v (219). 
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247. Par la même raison, en prenant ABC pour le triangle 

n 
à consiclérer , et LG pour arc transversal, nous aurons 

sin. AG. sin. BF.sin. CL = sin. AF.  sin. BL.sin. CG. 
~ i i l t i ~ l i a n t  cette équation par la prdcédente , et  réduisant, on 
aura 

sin.AB.sin.AG.sin.LC.sin:LF = sin,AC.sin.AF.sin.LB.sin.LG-, 
?X 

forinule qui répond au théorême VI (am). n -- ( 3  2 4 8 .  Menons les deux arcs de grand cercle BG, LP; par lei 
point D où ils se croisent, et par le sommet A ,  merlons l'arc - 
A h U K. Appliquons maintenant aux deux triangles AFK ,) 
AGI< formés par cetie dernikre îransversale, et coupés respec- -- iivement par les deux autres G D B ,  t DL , le principe que 

4 noùs verwns de trouver : nous auroiis ces deux équations r 

sin. A B  .sin. DK. sin. FG = sin. AD. sin. B F. sin. !KG 
sin. AD. sin. GC. siri. FK = sin: LIK. sin. AC. siii. TG. 

Multipliaiît ces deux équations, et réduisant, on g 

siri. AB. sin. GC. sin. Ki? = sin. AC .sin. KG .sin. BF, 
formule qui répond au théorême VII (223). 

249 .  Enfin en appliquant le principe trouvC dans l'article 
prCcédent au triaiigle ADG,  ayant pour sommets de deux de ses 
angles, deux de ceux d u  triangle proposé AFG, et le troisième 
au point D où se croisent les trqis transversales, on aura 

sin. AC. sin. BG .sin. DK = sin. AI<. sin. BD. sin. CG, 
A 

.De plus, comparant ce même triangle à sa tramversaje L B  C ,  
on aura, sin. AH.sin. BD. sin. CG = sin. AC. sin.BG.sin. DH. 
Multipliant ces deux dquntions, on a 

sin. AH.sin. DK = sin. AK. sin. DH, 
formule q u i  répond au théorêrrie vIrI (224). 

On voit ce qu'il y auroit à dire sur l'applicaiion des autres 
théorêrries dorinés concernant les polygones rectilignes, O ceux 
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qni  sont c&nposés d'arcs quelconques de grands cercles \ t h é s  
sur la sphère. - L 

Nous reviendrons s ur ce sujet dans la section suivante. 

2&?0. Si  d'un point gueZconque on mène des, &@tes O @ ,  

rayons tous ' le i  angles d'un polygon~ proposé, chacun des , id 
angks de ce poZygone se trouvéra coupe' par de rayon corres- 
pondant en deux autres angles ; de sorte que le nomore deges 
n&wenlts n angles sera dau bZe d i  nombre CEES angles du pobgone. 
Cèld posé, b produit des sinus de la moitié de ces nouveaux 
aRgdEb comme facteurs, est égat au produit des sinus de tous ?es 
autres, en des prenaat de manière qu'il n'en entre jamais dans te 
m&~eprooduiuit, deux qui aient k méme sommet. 

Soit ABCDF le polygorie proposé (fig, g5), G le point ou 
foyer $où partent tous les rayons. Il faut d o m  demontrer quion 

7 ,  

aiam , e 

sin. ABG.sin. BCG .sin. CDG.. sin. DEG .sin. EFG. sin. FAGSTE 
A 

sin. CBG.sin. DCG .sin, EDG. sin. FEG. sin. AFG. sin. BAG. 

Or les triangles ABG, BCG, CDG, &c. donnent - - 
AG : BG : : siri. ABC: : sin. BAG - - 
13G : CG : : si& BCG : sin. CBG 
- 

CG : DG : : sin. CDG : sin. DCG 
&c., &c. 

Multipliant ensemble toutes ces proportions, les deux 
iermesseront identiques, donc les deux autres seront égaux ; ce 
guYiSfalloit proiiver, . . 

'La même démonstration a lieu évidemment l o r q v o  ce foyer 
s, 

esf pris hors du  du'polygone, et lorsque ce polygone est 
gauçlie. Ainsi ,  par exemple, dans  une pyramide triangulaire, 
des six angles formés par les trois arêtes parlant du sommet 
avec les côtés de la base, le p u c l  ui t des a i n  us de trois est égal au 
produit des sinus des trois autres, en prenant cés angles alterna-* 
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aci ement à un seul 251. Toutela trigonométrie se ramène f Y 
et même principe, celui de la proportionnalité des côtés dans un 
triangle puelconqne, avec les sinus des angles opposés. Car d'a- 
bord ce principe résout immédiatement tous les cas , excepté 
deux; celui ou les trois côtés étant donnés, on demande ].'un des 
angles; e t  celui o ù  deux côtés et l'angle compris étant donnés, 
on demande lé reste. O r  ces Jeux cas se raménent facilenient aux 

autres. En effet, soit ABC (fig. 9) le triangle A résoudre; dii point - - 
A ,  soit menée une perpendiculaire A D  sur le côté opposé BC le 
principe de la proportionnalité des côtés avec les sinus des angles 
opposés appliqué au  triangle rectangle ABD, donne 

A A 
mais l'angle BAD est complément de ABC; donc 

BD = AB. cos. ABC. - - 
P a r  la même raison, on a.  .............. CD = AC: cos. ACD 

- - 
ajoutant ces cleux équations, on a . .  .......... BD+CD, ou 

BC = XEcos. A B C - ~ A C . ~ ~ ~ .  AC'B. 
Une  semblable équation devant avoir lieu pour chacun des deux -- 
autres côtés AB, AC, il est clair que si l'on noinnie A,  B, C ,  
les trois angles dn triangle proposé, a ,  b ,  c ,  les côtés revpecti- 
vement opposés P ces angles; on  aura les trois équations sui- 
vantes, 

a = b.cûs. C+c.cos. B 
b = &.cos. C+c.cos;A 
c = a.cos:B+b.cos A 

Multipliant la première de ces équations par a ,  la seconde par 
b ,  l a  troisiéime parc ;  puis retrançl-iant la première de ces équa- 
tions ainsi transformées de la somme des deux autres, et rédui- 
sant, on aura b" + c' - a' = a 6 c .  cos. A. Equation qui résout les 
deux cas qui  échappoient à l'application immédiate du  principe 
de la proport;onnalik5 des côtés avec Ics sinus des'angles oppo- 
sés, mais qu i  s'en déduisent aisément, comme on vient de le 
voir. 
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252. Lesi trois équations (A) trouvées ci-dessus nous 
apprennent que dans tout triangle, chacun CEES cdtés es$ égal à la 
somme des deux autres, mukipliés chacun par Ze cosinus de 
rangje  qu'it forme avec Ze premier. 

De ce principe seul on pourroit réciproquement tirer celui (le 
la proportionnalité des côtés avec 16s sinus des angles opposds, 
et par conséquent toute la trigonométrie ; car nous venons d'en 
iirer l'équatian ha + ca - a' 7 2 b c . cos. A. Met tant dans celle-ci 

A- 

pour cos. A sa valeur 1/i - siri. A', et tirant ensuite la valeur de 
1 

sin. A, on aurasin. A = -I/~a'b"+ îa'c'+abacc'-(a4+b4+c3. 
z bc 

Représentons, pour abréger, la quantité radicale par I(; , nous 
K 

aurons donc.. ......................,..... sin.A = - 
2 b c  
K 

par la riiêrne raison. ...............,.....S... sin. B = -- 
sac 

équations qui divisées les unes par les autres, donnent le prin- 
cipe de la proportionnalité des côtés avec les sinus des angles 
opposés. ' 

253. On déduit avec ln même facilité de ce principe, celui 
qui sert de base à la thdorie des quantités IinEo-angulaires. Ce 
dernier coilsiste, comme on le sait, en ce que B et C étant deux 
angles quelconques, on a 

sin, (B t C) = sin. B cos. C+sin. C. cos. B.. 
Or, puisqu'on a, comme on l'a trouvé ci-dessus, a = 6 cos. c+ 
c cos. B j que de plus, par la proportionnalité des côtés avec les 

\ sin. B sin. C 
sinris des angles opposds , nous avons & $= a - c = a -  

sin. A' sin. A ' 
on aura, en substituant ces valeurs de b e t  c dans l'6quation pré- 
cédente, et réduisant siri. A = sin. B. cos. C + sin.C. cos. B. Mais 
-puisque dans tout triangle l n  somme des trois angles vaut deux 
droits, 17angleA estsupplémentdeB+ C; donc sin.A=sin.(B+C); 
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donc l'éqiiatioii devient sin. (B + C) =sin.B. cos.C+ sin.C. cas.B ; 
ce qu'il, falioit prouver. 
" Cette formule devant avoir lien, quelque valeur qu'on attri- 
bue à B et à C,  nous pouvons mettre à la place de l'un d'eux B, 
par  exemple, son complément a - B, en nommant .Q le quart 
de circonférence ; et alors cette formule devient cos. (B - C) 
= cos. B. cos. Cf sin. B sin, C. Ces deux formules donnent le 
sinus de la soinrne et le cosinus de leur différence. En  y suppo- 
sant C négatif, on trouve celles qui  donnent le sinus de la diffé- 
rence, et le cosinus de la somme. 

Mais ce principe que chacun des côtés est Bgal8 la somtne des 
autres, multipli4s chacun par le cosinus de l'angle qu'il forme 
avec le premier, ne s'applique pas seulement ail triangle ; il a lieu 
pour tous les polygones, soit p l w s ,  soit gauches, et m2ine 
pour tous les polyèdres, et on peut le  regarder comme le principe 
fondamental de toute leur théorie. Nous établirons donc d'abord 
cette ~ r o ~ o s i t i o n  importante. 

a 54. 1'. Dans tout po?ygone plan ou gauche, chacun des 
côtes est égal à la sonarne de tous les autres, multiplie's chacun 
par le cosinus de Z'angZe qu'il forme avec le premier. 

aO. Dans toutpotyddre, chacune des faces est épie à hsornrne 
de toutes les autres rnultipZLées chacune par le cosinus de Z'angZe 
yu'elle forme avec la premiére. 

En effet, prenons pour système primitif u n  polygone 
ACDFGB (Eig. g6), tel'clu'en prenant l'un des CÔ~~SAB poor 
base, et abaissant de tous les autres angles C, D , F , G , des per- ----  
pendiçulaires 'Cc,  Dd, Ff, Gg,  sur cette base, toutes ces per- 
pendiculaires tombent entre' le point A et le point B ; je dis que ---- 
celte base AB sera Bgde à la somme des côtés AC, CD, D F ,  FG , 
7 

GB, multipliés chacun par le  cosinus de l'angle qu'il forme avec - 
cet te même base AB, en les prolongeant, ainsi que la base, jus- 
qu'A ç i  qu'elle soit coupée par eux tous, 
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En effét., on o évidemment AB = ~ + ~ d + d f - t - f ~ + ~ ~ .  

- 
Or  le triangle CAC donne Ae= AC. cos. CAC. - 

Pareillement, en prolongeant CD jusqu'au point rn de la base - 
AB, on a ,  à cause des triangles semblables, m C c  , m D d ,  

- 7 - - ln C rnc 
c d =  C D  --- . Or il est clair que -_ = cos. C rn c. Donc 

MC 4 - -. 
cd = CD. cos; Cmc. 

Le même raisonnement ayant visiblement lieu pour tous les --- 
autres côtés DF, FG, GB , la proposition avancée , s'ensuit 
nécessairement, pour le cas coi~sidéré , OU toutes les perpeqdi- 

culaires menées des angles sur  la base AB, tombent entre les 
points A et B, quel que soit le nombre des côtés du  polygone. 

Concevons maintenant qiie ce systême primitif vienne à se 
tratisfornier d'uiîe manière quelconque par degrés insensibles ; 
tous les nouveaux polygones qui en résulteront seront autant de 
systêmes corrélatifs; et pour leur rendre' immédiatement appli- 
cable la que nous venons d'établir sur  le systême 
primitif, il s~iffit de substituer à cliacun des côtés et des angles 
dont il s'agit, sa valeur de corrélation. 

~ u ~ p o s o i i s ' d o i ? ~  que ACDFGB (6g. 97) représente le systême 
transforme, nous avons à comparer cette figure avec la pre- 
mière; mais il est clair que cette transformation a pu s'opérer, 
sans qu'aucune des quantités dont il  s'agit ait passé ni par O ni 
par CO, seulement les ai~gles et les côtés qui sont les seules quan- 
tités considérées dans la propositioii, auront pu s'agrandir oa  
diminuer dans la mutation, mais non jusqu'a O OU à w : donc la 
proposition est immédiatement applicable à tous les systêmes 
corrélatifs possibles, soit que tous les points A,  C , D, F, G ,  B , 
restent ou non dans un même plan; donc la première partie de 
la, proposi'tion est vraie généralemerit; c'est-A-dire, que le pol y- 
gone soit plan ou gauche. 

Pour démontrer la seconde partie, on se souviendra que la 
projection d'uile surface plane sur  une base avec laquelle eus 
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iait un angle quelconque, est égale a cette surfüee multipliée par 
l e  cosinus de 'l'angle d'inclinsison~ S i d o n c  dans u n  polyèdre 
quelconque ori prend l'gne des faces pour base? que de tous les 
angles de ce pdyèdre ori mène sur cefte base de% perpendicu- 
laires, et que ces perpendiculaires tombent toutes sur l'aire de 
cette même base, il est clair qu'elle sera égale à la somme des 
projections de tout2s les autre$ faces ; donc chacune de ces pro- 
jections partielles étant dgale à la face correspondante, multi- 
pliée par le cosinus de l'angle d'inolinaison, l i ~  £am prise pour 
base sera égale ii la somme d e  toutes les antres multipliées eha- 
cune par le cosinus de l'angle qu'elle forme avec cette base. 

Donc la proposition est démontrée pour le cas oh tontes les per- 
pendiculaires abaissées des angles sur  la base tombent effective- 
ment sur  l'aire d-e cette base. ' , r 

Supposons maintenant que ce systêine primitifse transforme 
d'une manière quelconque par degr88 insengibles; tous les nou- 
veaux polyèdres qui  en rksultesont seront des systêmes corré- 
latifs; soit que les perpendiculaires abaissées des angles sur  la 
base continuent ou non à tomber sur  l'aire h ê m e  de cette base. 
Donc la proposition.est vraie généralementyour les yoly5dres, 
comme elle I'est pour les polygones (1). 

(1) Cette partie de mon ouvrage étoit à l'impression , lorsque j'appris qu'il 

existoit depuis long-temps, sur le même sujet, un Mémoire manuscrit de Simon 
Lhuilier de Genéve. Ce Mémoke , dEpos8 au secrétariat de l'Institut ~iational, 
contient en effet le principe fondamental énoncé ci-dessus, ainsi que diverses 
conskqucncesimportantes que l'auteur en a d6duites avec aa sagacite ordinaire. 
II est de la nature &es vérités mathématiques d'être s~nlrerit déconvertes a-peu- 
prés en même temps, par différens moyens et par différentes personnes; et  
je n e  puis qu'être flattede m'être rencontré avec l e  cit. fihuilier, justement 
célèbre par un g a n d  nombre d'excellens ouvrages. Celui que je viens de citer 
est en quelqae sorte l a  suite d'un autre, que le même auteur publia en i 789 
soas le mm de Polygonométrie. Plusieurs Savans s'étoient déjà occupés de la 
Tetragonornétrie rectiligne, ou C~lcu l  du quadrilatère. Le célèbre Lambert 
s'étoit attaché à en faire sentir l'importance, et  en avoit donné le plan. Ce plan 
fut  exécuté par Biorsen, habile mathématicien danois. Mayer, à Gottiiigue, 
s'cn occupa aussi avec succès ; et  fiexel1 approfoiidit ce même sujet, dans deux 
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2.5St* On peut évidemment regarder l e  poii t  q n i  forme lo 

sommet de chacun des angles d'un polygone comme un côté 

infiniment petit. U n  pentagone, par exemple, peut 2tre consi- 
dér6 comme un hexagone, dont l'un des côtés wroit infiniment 
petit. O n  peut de plus attribuer à q  côtC infiniment petit une 
direction quelconque ; et comme les angles, que d7aprGs les 
notions données (87 et suiv.) formera cette direction avec tous 
les autres côtés du polygone, sont les mêmes que ceux que for- 
meroit avec ces mêmes côtés toute autre droite parallèle A la pre- 
miére, on pourra conclure la proposition suivante. 

T H É O R l 3 M E  XX. 

La somme des c4tés d'an poi'ygone puelcoque, soit plan, soit 
gauche, rnukipZiés chacun par b cosinus de I'angie p é  forme 
sa direction prise dans le sens dupérimètre avec une droite quel- 
conque tracée dans i'espuce et dans urt sens donné, est égale c i  

zéro. 

256. Pareillement on  peut regarder chaci~n des sommets 
des angles solides diz polyèdre, comme une face infiniment 
petite, et de plus, liii attribue,r une direction queiconqiie. Donc 
1-a proposition énoncée (254)  fait voir que pour ceças, la somme 

excellentes dissertations quc l'on trouve dans les dix-nenvième e t  vingtième 
volumes des Mémoires de l'Académie de Pétersbourg. 

L'objet que je me si& proposk ici, est tout différent de celui qu'ont eu ces 
illuslres Géométres. II ne consiste pas A donner, comme eux,  la résolution 
des polygones dans chaque cas particulier ; la seule énumhration de ces cas 
montre, commeje l'ai déj& observé, qu'il est presque impossibleJ'entrer dans 

ces détails, dès que le polygone surpasse le quadrilatére, et même pour Io 
quadrilatère complet, avec ses trois diagonales indéfiniment prolongées. Mon 
but a donc été de suppléer à ces mbmes détails, tant pour lefi polygones recti- 
lignes que pour les polygones sphériques et pour les polyèdres, par la 'forma- 
tion d'un tableau général, tel que celui que j'ai doriné (146 e t  suiv.) pour la 
trigonométrie ordinaire. J e  n'ai fait, a u  surplus, qu'indiquer ici cette f o r l  
mation, mes autres occupntioris nc me permettant pas, quant à présent, d e  

l'exécuter. 
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des produits dq toutes les faces du polyèdre rndtigliées chacune 
par le cosinus Se I'aggle qu'elle forme avec cette face infiniment 
petite, est égaleiàzéro; et comme les angles f b r d s  par un plan 
quelconque avec deux autres plans parslldc& entre eux sont 
visiblement égaux, nous pouvons établir la proposition sui- 
vail te. 

. . T H É O R h d E  X X I .  

La somme des faces d'un polyèdre muZ~ipGiejs chacune.par b 
cosinus de L'angle qz2eZle forme avec une surface quelconque 
plane donnée. dans l'espace, est égale ci o. 

257. Soient a ,  b ,  c ,  d, &c. lei cBtés d'un polygone quel- 
A A A  

conque; a b , a c ,  b c ,  &c. les angles formés par ces côtes deux 
à deux dans le sens du périmètre. 

En prenant successivernent pour bases ces côtés a, 6, c ,  &c. 
nous aurons par le théoreme 

A A A 
c = a.cos.a c+b.cos. b c+d.cos. c d +  &c. 
&c. , &c. 

Multipliant la première de ces équations par a ,  l a  seconde par '  
b ,  la troisième par c ,  &c. Puis ajoutant ensemble toutes équa- 
tions, on aura : 

h A 
al-i-b'+caf &c. = 2ab.cos. a b+zac.cos. a cf &c. 

donc nous pouvons établir la proposition suivante. . 
T H ~ ~ o R ~ B I E  X X I I .  

Dans tout polygone plan ou gauche, Zu somme des carrds des 
c6tds est égab au double de la pomme des produits de ces côtés 
multipliés deux d deux, et par le cosinus de Z'angle qu'ils com- 
prennent. 
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258. Si dans la Jhnons~ra t ion  que nous venons de donner 

de cette proposition, au lieu d'ajouter ensemble toutes les équa- 
tions, o n  retranche la première de la somme de toutes les autres, 
on  aura eu  t r anspsan t  

A A 
a" = bQ-+c*Çd~-t- &c.-~(bc.c:os.b c+bd.cos.b d i -  &c.) 

C'est-à-dire, que dans tout poLygone, de carré de l'un quel- 
conque des côtés est égal à la somme des carrés de tous les autres 
moins deuxJois la somme des produits de tous ces autres côtés, 

multipliés deux à deux, .et par le cosinus de l'angle qu'ils corn- 
. r  ' , prennent. 

Par exemple, dans un triangle dont les angles sont A, B, C ,  
A A 

e t  les côtés respectivement oppos&s, a, 6, c ;  B c devient A,  a c 
A 

devient B, a 6 devient C; donc la forniulc devient 
a' = b"+ca- 2bc.cos.A. 

259. Si dans la démonstration du  même théorêrne, au lieu 
d'ajouter erisemble toutes les équations, on en ajoute seuleiiient 
inn certain nombre à volonté d'une part ,  et  de l'autre part toutes 
les autres; qii'easuite on retranche cette dernière somme de la 
première, on en conclura qu'en général, 

D u n s  tout polygone plan ou gauche la somme des carrés d'un 
nombre quelconque de c6tds, moins deux fois la somme des pru- 
duits de ces cô~es  muZtipZie's dezrx à deux, et par b cosinus de 
l'angle gu'ib cornpre~znent, est égnde à ci5 somme des carrés de 
tous les autres cdtés , moins deux fois la; somme des produits de 
ces autres côtés, multipliés deux à deux et par le cosinus de 
d'ang ~e qu'ils comprennent. 

260.  Si le polygone vient i changer de foime,  les côtés 
restant néanmoins toujours les mêmes, de manière qu'il n'y ait de 
changement que dans les angles, la  soinme des carrés des côtés. 
restera la même : donc la valeur que nous avons trouvée (A7) être 
égale A ce th  somme de carr8s , demeurera aussi la même. Dow 
en géiidral , 

Si un poJygone p lan  ou gauche se transforme d'une rnanidre 
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quelconque en demeu~ant  rpéanrnoins  ouj jours fermk, et en con- 
servant toujours chacun de ces cdtés de même grandeur, Zu 

sohrne des produits de' tous ces côtés, rnultiplids deux à deux et  
par le cosinus de Z'angZe compris, sera une quantité constante. 

Ceite théorie des polygones s'applique aux polyèdre8 , c'est-à- 
d i re ,  que nous avons aussi pour les polyèdres la proposition 
suivante. 

T H É O R Ê M E  X X I I I ,  

2 6 1. Dans tout polyèdre, la somme cles carrés des faces gui 
Je. terminent est .égale au double de la somme des produits de 
toutes ces faces multipliées deux d deux e t p w  b cosinus & l'an- 
gle qu'elles comprennent. 

Car si l'on nomme a, b ,  c, &c. les faces de ce polyèdre, c'est- 
à-dire, les aires des polygones quiforment ces faces, iious aurons 
par le théorême XIX (254) 

A A 
a = b . cos. a b 4- c. cos. a c+ &c. 

A A 
b 3 a c0s.a 6- j -o  cos. b c t ' & c .  
&c. , 8rc. 

Multipliant la première de ces équations par a ,  la seconde par b ,  
l a  troisiènie par c ,  &G. puis ajoutant ensemble toutes ces équa- 
t ions,  on aura : 

A A 
a'+ba+c"+ &c. = aab.cos.a b +- zac.cos, a c+ &c, 

Ce qu'il falloit demontrer. 
Si  au lieu d'ajouter foutes les équations trouvées ci-dessus, o n  

retianclie 17une d'entre elles, la première, par exemple, cle la 
sonme  de toutes les autres ; o n  en conclura que 

2 6 2. Le carrd de Pune gueZcongue des faces qui terminent 
u n  poZyidre est é g ~ Z  ci. la sonzme des carrés de toutes bs autres 
faces, moins le doubk de Zn somme des produits de toutes ces 
autres faces, mukipGées deux ci: deux,  et par le cosinus de Pan- 
gle qu'elles comprennent. 
- S~ipposons, par exemple, que le polyédre se réduise à une 
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pyrnmicle triangu)3ir.e, et q u e  les trois faces qui partenl d u  soiri- 
niet soient per~endiculaires entre elles, les cosinus des angles 
que formeropt ces trois faces entre ellcç seront tous zéro; donc 
le  carré d e  la base de cette pyramide sera égal k la somme des 
carrés des trois autres filces; c'est-à-dire que 

263. Dans tcute pyramide triangulaire dont irais faces 
sont perpendicuZaires entre elles, le carré de Zà quatrième face 
est égal à Za somme des carrks des trois premières. Propriété 
connue. 

Imaginons daris l'espace trois autres plans parallèfes au% troid 
faces q u i  partent d u  sommet de la  pyramide proposée chacune a 
cliacune ; ces trois plans seront par conséquent aussi pet$endi- 
culaires entre eux, et les trois p r o j e c t h s  de la base sur ces non- 
veaux plans seront évidemment parfailelnent égales respeetive- 
ment anx trois autres faces de la pymmide chacune à celle cle 
ces faces qu i  lui est parallèle. Donc puisque le carré de cette base 
est égal à la somme des carrés des trois autres, il sera aussi égal 
à la somme des carrés de ses trois projections. 

De plus, i l  est évident que des surfaces égales tracées dans un 
1 

même plan, ont des projections aussi égales en surface sur iout 
autre plan donné. Donc si l'on substitue à la place de la base de 
l a  pyramide en question, u n  polygone de forme quelconque qui 
lui soit égal en surface, les projections de ce polygone seront 
respectivement égales aux projections correspondantes d u  
triangle, qui est la base de la pyramide. Donc ce triangle pou- 
vant être de grandeur quelconque, on peut en  conclure ce. 
principe connu. 

2 6 4 .  Le carré de l'aire d'un polygone quelconque tracé sur 
un plan, est égal d h somme des carrés de ses projections sur 
trois plans quelconques perpendiculaires entre eux. 

Il est à remarquer que clans la pyramide triangulaire ci- 
dessus considérée , chacune des tsoia faces qui sont suppo- 
sées perpendiculaires entre elles, est la projection même de la 
base sur le p l a n  qui contient cette face, et que de plus, cette basa 
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'est; à sari tour la somme cles trois triangles que forment sur elle 
les projections des trois autres faces de la pyramide, c'est-i- 
dire, que cette base est la sornrne des trois projections de pro- 
jections de cette même base. Et csmme d'après ce q u i  vient d'être 
dit, le même r a i ~ ~ n e m e n t  est applicable à tout autre polygone, 
on peut en conclure qu'en général, 

265. La surface d'un poZygone est &alab à la somme des 
trois projections de projections formées, sn projetant d'abord le 
poJygone proposé sur trois pluns quelconques perpendiculaires 
entre eux, et projetant ensuite de nouveau chacune de cespro- 
jections sur b pjan du polygone proposé. 

266. Soit doiic' s l'aire d'un polygone quelconque p , p, r , 
les trois angles que forme ce polygone avec trois plans quelcon- 
ques perpendiculaires entre eux; les projections de S sur ces 
trois plans seront donc S c0s.p ,. S cos. .q, S cos. r; et les trois 
projections de projections seront S cos.pa, S cos.qa, S CAS. r'. Donc 
la  soiiime de ces trois projections de projections étant égale 
l'aire rnême du  polygone, on aura 

S = s.c0s.pa. 3. S cos. qn $- s cos.rs; 
ou divisant par S , or1 aura 

c0s.p2+ COS. 4' f COS. r' = 1 ; 
c'est-à-dire, que  da somme des carrés des cosinus des angles p e '  

fait une surface plane avec trois plans perpendiculaires entre 
eux, est toujours égale au carrédu sinus totaX Propriété connue. 

Et comme on a (sin.pa+ ~ 0 s . ~ ' )  = 1 ,  sin. pa+ cos. p' = 1, 
sin. fl+cos. r' = 1, on aura, en  ajoutant ces trois équations e t  
retranchant de leur somme l'équation trouvée ci-dessus, 

sin.pa + sin. q' + sin. r' = a. 
Ces équations s'appliquent évidemment aux trois angles formés 
sur  la base d'une pyramide triangulaire par ses trois autres 
faces, lorsque celles-ci sont. perperidiculaires entre elles. ' 

267. Au lieu du corré de l'aire &un polygone, on peut 
prendre le produit des surfaces de deux autres polygones égaux 
chacun à ce premier, Si l'on suppose qu'ensuite l'un de ces nou- 
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veaux polygones devienne double , triple , quadruple, &c. 
l'autre demeurant le meme, le produit de ces deux polygones 
deviendra également double, triple , quadruple. De même, 
chacune des projections du polygone suppos6 variable deviendra 
aussi double, triple, quadruple, &c. ; c'est-à-dire, qu'en général, 

Le produit des aires de deux poZygones tracés dans un même 
plan est égal à Za somme des $rois produits formés, en mulli- 
pliant Zes projections des deux polygones faites sur chacun rltt 
$rois plans quelconques perpendiculaires entre eux. . 

268. Si au lieu d7ajouter ensemble toutes les Cquations trou- 
d e s  (26 I), on en ajoute seulement un certain nombre d'une part, 
et d'une autre part toutes les autres ; qu'ensuite on retranche 
cette dernière somme de la première, on trouvera qu'en géné- 
ra l ,  

Dans toutpoJykdre , ta somme des carrés d'un nombre p e t -  
conque des faces qui k terminent, moins deux fois Ga somme des 
produits de toutes ces faces multipliées deux à deux, e t  par Ze 
cosiizus de Z'angle quJeZles comprennent , est égale à la somme 
des carrés de toutes les autres faces, moim deux fois te produit 
de ces faces multipliées aussi deus à deux, et par b cosinus de 
l'angle qu'elles comprennent. 

269. Concevons que d'un point ou  foyer quelconque pris 
dans l'espace, on fasse partir autant de droites qu'il y a de côtés 
dans un polygone plan ou gauche, et que ces droites soient 
égales et  parallèles, chacune à chacun de ces cbtés, et menées 
dans le même sens qu'eux; .concevons de plus, par le même 
point, une aytre droite ou transversale indéfinie menée sui- 
vant une direction quelconque, il suit de ce qu i  a été dit (255), 
que dans ce systême de lignes, la somme de toutes celles qui  le 
composent, sauf la trqnsversale , multipliées , . chacune par le 
cosinus de l'angle qu'elles forment avec cette dernière, est égale 
$ zéro. - - -  

Soient (fig. 98) F, l e  foyer en question; F A ,  F B ,  FC,  &c 
!es droites ou rayons parallèles et égaux aux côtés du polygone 
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proposé, chacun à chacun, et dans le même sens. Formons un 
nouveau polygone ABCDGH, en joignant les extrCmités de 
ces rayons. Enfin par lé point ou foyer F qui réunit toutes les 

autres extrémités, menons à volonté inne droite LF K, et con- 
cevons un plan MFN qui lui soit perpendiculaire.' 

Suivant ce qui vient d'être dit, la somme des rayons c h  poly- 
gone ABC DG H , mu1 tipliés chacun par le cosinus de l'angle 

- q .  

qu'il forme avec L K  , est égale, à zéro. . . 

Or chacun de ces rayons multiblié par la babur absolue du - 
cosinus de l'angle qu'il forme ayec LK,.est évidemment &gal à 
la perpendicalaire abaissée de son autre extrémité sur  le plan - 
MN. Mais il est facile de voir que Ga valeur de corrélation de - 

ces cosinus étant positive pour les points A, B, C, qui se WOU- 

vent d'un quelconquedes côtés du plan MN, sera négative pour 
les points H, C, D qui se trouvent de l'autre côté. Donc les 
perpendiculaires qui  rkpondent à cet autre côt6 sont inverses; 
donc la somme totale des perpendiculaires abaissées des extré- 
mités des rayons ou des angles du polygone ABCDGH sur le - 
plan MN est égale à zéro, en' prenant posiiivemeiit celles gui  
tombent sur un des côtés du plan, et négativement celles q u i  
tombent sur  l'autre. 

Coricevons mainienarit un autre plan quelcoiique hllc  paral- 
- - 

lèle à MN, et mené hors du polygone; je dis quela droite F K  
sera égale &'la somme des perFendicuhires menées de tous les 
angles du  polygone ABCDGH sur  ce nouveau plan, divis& 
par leur hombre, ou par le nombre des angles. Er1 effet, chacune 
d'elles est évideinmen t égale A E, plus ou moins la perpendi- - 
cul.aire inenée du même angle sur le plan MN,  suivant que ce 
point est au-dessous ou au-dessus de ce dernier plan par rapport 
à l'autre h K c  : donc la somme de toutes les perpendiculaires 

me& sur  hKc est égaie à au tant de fois y n d'angles ; 
plus une somme que nous venons de prouver être égale à zéra. - 
DoncFKest  réellement, comme on vient de le dire, égale A cetie 
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somme des l>erpendiculaires menées de tous les angles &r hl&, 

. - 
divisée par le no'rnbre de ms1angles. F K  est donc la distance 
moyenne de tous ces angles au plan hKc : et comme nous avonh - 
pris LIC à volonté, il suit que l a  distance d u  foyer K à un plau 
quelconque, est la distance moyenne entre celles de tous les 
points du polygone au même plan. Appelons donc ce foyer 
centre des moyennes distances : Lhacgne des  droites qui, comme 
./ ' 

L FK , passe par ce point, ligne ou axe des moyennes distanc~s ; - 
et chacun des plans qui comme MN passe par ce même point, 
plan des moyennes distances. Nous pourrons établi2 cette propo- 
sition. 

270. Dans tout polygone plan ou gauche, i l y  a u~.centre 
des moyennes distances dont la propriété est que sa distance à 
un plan guelconpue, est efectiuenze~t moyenne entre celles de 
tous les angGes de ce poZypne au m h e  plan, c'est-à-dire égab 
ù b somme de toutes ces dernières divisées par Zeur nombre, en 
prenant négativement celtes qui se trouvent du côté de ce plan 
où la somme est Za plus petite. . -  

D'OU il suit que . . si ce plan passe par le centre même des 
moyennes distances, la somme des distances de ce plan aux 
angles qui se trouvent d'un même côté, est égale à la somme des 
distances de ce même plan aux angles qui  se trouvent de i'autre. 

27 1. Comme les distances d'un point à trois plans donnés 
suffisent pour déterminer la position de ce point dans l'espace, 
il est clair >que dans c h q u e  polygone, il ne peut y avoir qu'un 
seul centre des moyennes distances. 

272. Soit dans l'espace u n  systême quelconque de points. 
On pourra toujours les concevoir réunis par une suite de lignes 
droites formant le pdrirnktre d'un polygone, soit plan, soit 
gauche, dont ces points peuvent être par congéquen t considérés 
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ayant lieu pour toute espèce de polygone, soit plan, soit gauche, 
on peut l'appliquer à un systême quelconque de points pris à 
volonté dans l'espace. . 

T H & O R Ê M E  X X V .  

273. Si par Ze centre des moyennes distaniès des angles 
~"unpoJygonepZan ou gauche on imagine une droite ou transver- 
sale inde9nie quelconque, et que du méme centre à chacun des 
angZes du polygone on mène aussi un rayon, la somme des pro- 
duits de chacun de. ces rayons par b cosinus de Z'angZe qu'il 
forme avec b direction de la transversale est égale à zéro. 

Cette proposition est ane  suite éviderite des articles a54 et 269. 

27 4. Dans tout polygone p b n  ou gauche, Za somme des 
carrés des distances de tous Zcs a d e s  à un point quebonpue 
pris dans l'espace , est égale à la somme des carrés de ces mêmes 
angZes au centre des moyennes distances; plus au carré de la 
distance du premier point pris dans Z'espace à ce centre des 
moyennes distances, muli5pZié par ie nombre des angles du 
polygone. 

Soit en effet AB CD (fig. gg), un polygone quelconque, F le 
centre des, moyennes distances, K un autre point quel conque 
pris dans l'espace, et soient menées de chacun des angles A ,  B , 
C ,  D, deux droites, l'une au point F, l'autre au point K. Cela 
posé dans le triangle AFK , nous aurons 

-2 - 2  - 2  -- 
AK = A F  7. FK - a AF. FK. cos. AFII. 
-2 -2 -1 -- 
BK = BF + FK - aBF.FK.cos.BFK 
&c. &c. 

Ajouiant ensemble toutes ces .équations, et noinmant n le 
nombre des angles du polygone ; nous aurons 
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Mais Irl valeur qui multiplie 2FK dans le dernier terme du 
second membre, est égale à zéro (a73). Donc l'équation se 
réduit à 

ce qu'il falloit prouver. 

27 5. Il suit de-là, que la somme des carrés des distances, 
de tous les angles d'un polygone quelconque, au centre de leurs 
moyennes distances , est un minimum ; c'est-à-dire, moindre 
que la somme des carrés des distances de ces mêmes angles à 
tout autre point quelconque pris dans l'espace; car il est clair 

- 

-2 -2 -2 

que le cas OU. AK+BII+CJC &c. est la plus petite possible, est 
-2 

celui où = = O, puisque F K  étant un carré, ne peut jamais 
devenir négative. 

27 6. NOUS avons déjà remarqué qu'on peut appliquer à un 
systêrne quelconque de points ,ce  qui a lieu pour les angles d'un 
polygone quelconque plan ou gauche. On peut donc regarder le 
théorême précédent comme exprimant une propriétd d'un sys- 
tême quelconque de points. On peut par la même raison en con- 
clure la proposition suivante. 

277. Si ayant dans Pespace un  sysféme quelconque de 
points, on imagine une surface sphéripue d'un diamètre pue.!- 
conque dont Ze centre soit celui des moyennes distances de tous 
tes points du systéme proposé , Za somme des carrés- des dis- 
tances de ces mêrnespoints, à un  autrepoint quelconque pris sur 
b surface di b sphère, sera égale à Za somme des carrés des 
distances de ces mêmes points du sysbérne proposé, au centre de 
ta sphère ou des moyennes distances, plus au carré du rayon de 
cette sphère, multipliépar le nombre de ces nt,êmespoints pris 
dans l'espace. Ainsi cette somme sera la même pour tous les 
points de la  surface spliérique. 

Si tous ces points pris dans l'espace se trouvent dans un. même 
plan, on pourra appliquer à une circonf6reiice tracée clans ce 
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~ l a n ,  et ayant pour centre celui des moyennes distances de 
tous ces points, ce que nous venons de dire en général de la 
surface sphérique. 

Siipposons qu.e ces points forment les sommets d'un polygone 
rdgulier quelconque, on en pourra conclure la proposition sui- 
vante. 

27 8. La somme des cairés des distances de tous les angles 
d'un pohgone régulier ; à l'un quelconque des points d'une cir- 
conférence, dont de centre est Ze rnérne pue celui du polygone, et 
Ze rayon à volonté, est égale à lu  somme faite du carré du 
rayon du  poZygone, et  du carré du rayon de la circonférence ; 
à cette somme, dis-je , multipliée par le nom6re des côtés du 
polygone. 

Cette conséquence particulière du théorême précédent est 
remarquable ,' parce qu'on peut la regarder comme une extension 
de la proposition du carré de I'hypothénuse. 
' En effet, soit AKB (fig. roo) une circonférence dont je sup- 
pose' le centre au point O ,  soient pris sur cette circonférence 
deux points A,  B , diamétralement opposés, et  qui par consé- 
quent la divisent eri deux parties égales, si de chacun des points 

-- 
A ,  B, on d n e  les droites AI<, BK,  à un t r a i s i h e  poiiit K , 
pris à volonté sur la circonférence, le triangle AICR sera rec- 

-2 -2 

tangle ; et nous aurons AK + BK égal le carré du diamétre, ou 
quatre fois le  carré du rayon, et par conséquent une quantité 
constante ; c'est-à-dire, la même, quel que soit le point K. 

Soit divisée cette même circonférence en trois parties égales- 
aux points A,  B, C (fig. l o i ) ,  de manière que ABC soit un 
triangle équilatéral ; il suit de la proposition précddente, que s i  --- 
l'on mène de ses angles les trois droiles AI<, BK, CK À u n  qua- 
trième point K pris sur la circonférence, la somme des carrés de  
ces trois droites sera six fois le carré du rabon; et par corisé- 
quent aussi une quantith constante; c'est-à-dire, toujours la 
même, quel que soit le poir)t K. 
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Soit mainlenant divisée cette même circonférence en quatre 

parties égales, puis en cinq, puis en six; enfin en un nombre 
y uelconque de parties égales (fig. ioa , i 03) par les points A, B , 
C,  D , &c. ; de manière que ABCD , &c. soit un polygone régu- 
lier. Il suit de la proposition que si l'on prend à volonté sur la 
circonférence un nouveau point K ,  la somme des carrés des 
droites menées de tous les angles de ce polygone à ce point K 
sera encore une quantité constante, et égale au carré du rayon 
multiplié par deux fois lenombre des côtés du polygone. 

Si l'on décrit une autre circonférence MNK (fig. i 03) concen- 
trique A la première, d'un rayon plus grand ou plus petit. que 
celui de cette première circonf6rence ; il suit de la même propo- 
sition, que si i'on prend à volonté s u i  cette nouvelle circonfé- 
rence iin point H, et que de tous les angles de ce polygone on 
mène à ce po/int des droites, la somme des carrés de ces droites 
sera encore une quantité constante ou la même pour to i~s  les 
points de la circonférence où l'oh voudra placer le point K : e t  
cette quantité sera la somme faite des carrCs des rayons des deux 
circonférences concentriques n i d  tipliCe par le nombre des côtés 
du polygone. La même chose a lieu pour les polygones inscrits 
qui seroient seulement symétriques. 

Enfin on peut dire la même chose des polyèdres réguliers 
ou symétriques rapportés à une surface spliérique dont le 
centre coïncide avec celui du polyèdre, et cela n'est encore évi- 
demment qu'une nouvelle extension de la même propositioii d u  
carré de i'hy pothénuse. 

De ce que nous veiions de dire, on peut conlure encore, 
que si dans le plan d'un cercle on prend à volonté un  point 
fixe soit au-dedans soit au-dehors de l'aire; la somme des 
carrés des distances de ce point aux deux extrémités d'un 
diamètre quelconque est toujours la même; c'est-i-dire, deux 
fois le carré du rayon, plus deux fois le carré de la distance du 
point en quesiion au centre du cercle. La même proposition a 
lieu également, pour tout point pris, soit au-dedans, soit au- 
dehors d'une sphère. La somme des carrés des distances de ce 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5 2 0  G E O M E T R I E  
point aux deilx extrémités d'un diamètre quelconque estpareil- 
lement égale à deux fois le carré du rayon, plus deux fois 1s 
carré de la distançe du point en question au centre de la sphère, 

Si l'on conçoit un cercle tracé, e t  qu'ayant pris à volo& un 
point dans l'espace, on inscrive un polygone régulier dans ce 
cercle, la somme des carrés des distances de ce point à tous les 
angles de ce polygone, sera toujours la même, quelle que soit la 
position de ce polygone dans le cercle, pourvu qu'il lui derneire 
toujours inscrit. 

La même chose a lieu pour les polygones réguliers circons- 
crits, et e n  général pour les polygones qui  ont un centre de 
figure placé au centre du cercle. 
. Il en est de même des polyèdres rdguliers ou ayant iin centre 

de figure, inscrite ou circonscrits à la sphére ; la somme des 
carrés des distances de tous les angles solides à u s  point quel- 
conque de l'espace ,est toujours la même, quelle que soit la posi-. 
tion du polyèdre au-dedans ou autour de la sphère, pourvu 
qu'il lui demeure toujours inscrit ou circonscrit. . 

27 9'. Si i b n  conçoit que d'un point quelconque donné dans 
le plan d'une section conique, on mène quatre droites aux extré-r 
mit& de deux diamètres conjugués quelconques, la somme des 
carrés de ces quatre droites sera toujours la &&me quels que 
soient ces diamètres, et égale a deux fois l e  carré d u  demi grand 
axe, plus deux fois le carré du demi petit axe, p l~is  quatre fois 
le carré de la distance du point en question au centre de la 
courbe; car ce centre de la courbe est aussi le centre des moyen- 
nes distances des quatre points qui forment les extrémités des 
diamètres conjugués : donc la somme des carrés des quatre 
distances de ces points au point proposé est égale à la moitié de 
la s.omrne des carrés des deux rliamhtres conjugués, plus quatre 
fois la distance du point proposé au centre de la section conique. 
Mais on sait que la somme des carrés des diamètres conjugiiés 
est toujours la même. Doiic , &c. 

On prouveroit de même que la somme des carrés des distances 
du poini donné aux quatre iingles du parnllélograrnrne circonscrit 
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2 9 O. D a n s  tout guaclrilatère plan ou p u d e ,  b somme des 
carrés des deux diagonales est double de la somme des carrés des 
deux droites gui joignent les points-milieux des côtés opposés. 

' 

Soit ABDC (fig. 107) le quadrilatére proposé; soient rn, n, p, 
- - - - -  

q , les points-milieux des côtés respectifs AB, Cil ,  AC, BD ; il 
- 2  -1 2 

s'agit donc de prouver qu'on a, AD + B ü  = 2 (mn +G2). 
--Li- 

En effet, menons les quatre droites mp , p n ,  n q ,  q m ; il es t 
clair qizc ces quatre droites formeront un paralléiogïamme; qnc  - - - 
de plus, les côtés nzp, np , seront parallèles h la diagonale'BC , 
et égaux chacun à Ia moitié de cette diagonale; que  pareillement -- 
mg, n p ,  seront parallèles et é g a l ~ ~  cliaoune à la moitié de la 

-. 
diagonale AD. 

-2 -2 Z 2 

Donc on aura BC = 4 m p  = 2 mp + z nq ; et de mdme , 

ou à cause de la propriété des parallélogranimes,. . . . . . . . . . . . 
- 2  -2 -2 - 2  

BC +AD = e (mn ç p p  ). Ce qu'il falloit démontrer. 
Comme dans cette équation il n'entre que des quantités éle- 

vées au carré, il suit qu'elle est applicable tons les systèmes 
corrélatifs; c'est-à-dire, à toutes les formes de quadrilatères : 
donc elle a encore lieu en prenant pour &tCs opposés ce qne 
mous won8 pris d'abord pour diagonales, et pour diagonales, ces 
c6tésopposés.Doncle théorêrne peut également s'tnmicercomnm 
il suit. 
. Dans tout puadrilatére plan ou gauche, Za m n m e  des carrtls 
de deux quelconques des côtés opposés est doubb du carré de Zu 
droite qui joini Zes points-milieux des deux d r e s  côtés, et du 
carré de la droite qui joint les points-milieux des deux diagoa 
n ales. 

D o n i  si l'on nomme, par exemple, rn , m', deox quelcon- 
qnes des cô:és opposés d'un yuadrilalt're plan ou gaciolie, et 
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d'une forme quelconque 'm" la droite qui joint leurs points- 
milieux ; n ,  n', n", les deux autres côtés opposSs et la droite qui  
joint leurs points-milieux ; p ,  les deux diagonales et la 

droite qui joint leurs points-milieux, on aura ces trois équa- 
tions, 

m" mm'' = a (n"' + f a ) ,  ....... (A) 
na + nt' = a (m"' +POs) , ...... (BI 
pl -+ plg = 2 (ml1%+ n"') , ...... (CI 

Ajoutons ensemble ces trois équations, nous aurons 
rn'+rn'"+n'in"-+p'+p'^ = 4 (m"'+n"'+p"'>. 

C'est-;-dire , que dans tout quadrilatère plan ou gauche, Za 
somme des carrés des quatre côtés et des deux diagonales est pua- 
drupb de Ga somme des carrés des deux droites qui joignent deux 
ri deux ks points-milieux des côtés opposés, et de ce2Z.e qui joint 
tek points .milieux des deux diagonales. 

Si l'011 ajoute ensemble les équations (A) et (B), et qu'on e n  
retranche la troisième (C), on aura 

ma+rn"+n'+n" = p"+p"+4p"s; 
c'est-à-dire, que dans tout puadrilatère, Zca somme des carrés des 
quatre cdtés, est égab à Ga somme des carrés des deux diago- 
nales, p b s  le quadrup2e du carré de Za droite, quijoint les psints. 
milieux de ces deus diagonales. 

Cette propositioii élégante a été donnée par Euler dans les 
. Mémoires de l'Académie de Pétersbourg ; mais i l  faut obser- 
ver  qu'ici elle est étendue aux quadrilatères plans ou gau- 
ches, et à toutes les formes de quadrilatères dont  il y a trois clas- 
ses. Cela suit de ce que dans l'équation précédente, i l  n'entre que 
des quantités élevées au carré, et peul aussi se déduire irnmédia- 
tement des trois'dqudions (A) , (B), (C)  ; en ajoutant, par exem- 
ple, la premiére avec la troisiérrie, et retranchant ln seconde; ou 
ajoiltant les deux derniéres, et retranchant la première. On peut 
donc également énoncer comme il suit la p r o p i t i o n  précédente. 
Dans tout puadrilatère, Ga somme des carrds de deux guelconl 
ques des colés opposés, plus la somme des carrés des deux diago- 
aales, est égde d Zu samme des carrés des deux autres cbtés, plus 
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diagonales entières, Mais (284) la  somme des carrés des douze 
diagonales des faces est double de la somme des carrés des douze 
arrêtes. Donc 3 fois la somme des carrés des arêtes, plus kt 

somme des carrés des diagonales = 4 fois la somme des carrés 
de ces diagonales. Otant de part et d'autre la somme des carrés 
des diagonales, et divisant par 3, il reste l'égalité qu'on avoit à 
démontrer. 

286. On peut dtendre ces propositions à tous les polygones 
et polyèdres qui ont un centre de figure, et dont le nombre des 
angles est pair. Soit, par exemple, ABCDEF (fig. 104) un hexa-, 
gone, dont le ceritre de figure soit I i ;  c'est-a-dire tel que les trois --- 
diagonales AJ3, BE, CF soient toutes coupées au même point K 
en deux parties &gales : je dis que la somme des carrés de ces 
trois diagonales ést égale àdeux fois la somme faite des carrés des 
six côtés, et des carrés des six diagonales qui ne passent point 
par le centre II. 
~i effet, par le th6orême précddent , la somme des carrés des 

six côtés, plus la somme des carrés des neuf diagonales, est égale 
à six fois la somme des carrés des six demi-diagonales comprises 
entre le point K et chacun des angles. 

Faisons donc la somme des carrés des six côtés du polygone, 
plus la somme des carrés des six diagonales qui ne pausent point 
par le centre K ,  = .................................. C 

L a  somme des carrés des trois diagonales qui passent par le  
c en t r eg ,  = ....................................... D 

La somme des carrés des six derni-diagonales sera par consé- 
D . D .  

quent -. Donc par le  théorème , sous  aurons C+D = 6. -, 
a 1 

ou C = 2D. Ce qu'il falloit prouver. 
Le même raisonnement appliqué à tout autre polygone ou 

polyèdre, ayant un  centre de figure et un nombre pair de som- 
mets exprimé par an, prouvera qu'en général, on a C = (n-i)D. 
C'est-à-dire que la somme des carrés des côtés ou arêtes, plus la 
somme des c a r rh  des diagonales qui ne passent pas par le centre 
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de figure, est égale Q la somme des carrés des diagonales passant 
par le centre, prise un nombre de fois marqué par la rnoitié du 
nombre des cÔt&, moins 1'uniié.- 

Airisi, p a r  exemple, dans tout octaèdre gui a un centre de 
Ji,ure, c'est-à-dire, dont les trois diagonales se croisent en un 
rnérne point et sont diviséespar ce point cltacune en de~xpar t i e s  

égales, Za somme des carrés de ces trois diagonales estda moitié 
cle la somme des carrés des douze arêtes de l'octaèdre. 

2B7. C'est encore une p o p n é t é  eoiinuè , que dans tout pa- 
rallélogramme rectangle, sa somme des carrés des distances d'un 
point quelconque de la surface, à deux quelconques des angles 
opposés en diagonale, est égale à la somme des carrés des distances 
du même point, aux deux autresangles : soit que ce pointsoit pris 
siirl'aire même du parallélogramme, soit qu'il soit pris au dehors. 
Cela se démontre facilement par l a  considération des centres de 
mo~-ei~nes dislances ; car le centre des moyeiines distances des 
deux  angles de ce rectangle placés aux extrémités de chaque dia- 
gonale, est le point où  se croisent ces deux diagonales. Donc la 
soinrne .des carrés des distances d u  point proposé k ces angles, 
est &ale à la moitié du carré de cette diagonale, plus deux fois le 
carré de la distance de ce même point, au point où se croisent 
les diagonales. Donc puisque ces diagonales sont égales entre 
elles, la sonime des carrés des distances du point en question, 
aux deux extr4mités de l'une, est égale à la somrue des carrés 
des distances de ce même point aux deux exirémités de l'autre. Il 
est clair que la même démous tration s'appli.queroit au  cas ou le 
point proposé seroit pris hors du plan du polygone, c'est-à-dire 
un point quelcolique pris dans l'espace. 

Cette proposition s'étend aux parallélipipèdes rectangles, et se 
déirion tre de même ; c'est-à-dire, que si d'un point pelconqùe 
pris dnns l'espace, soit au dedans soit au-dehors d'un paralle- 
lipipècZe rec tangle , on mène deux droites aux  extrémilés de l'une 
cles dingonales qui traversent le solide, Ga somme des carrés de 

< 

ces deux droites sera la même pour chacune des quatre diago- 
n a k s ,  lesquelles sont nécessairement toutes égales entre elles. Il 
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est aisé de voir que dans tous les cas , soit que le Point soit pris 
au-dedans ou au- dehors, la somme des deux carrés dont on vient 
de parler est égale h la somme des carrés des six perpendiculaires 
abaissées de ce point sur  les six faces du parallélipipède. 

288. Nous avons vu ci-dessus (280) comment ayant les 
distances respectives d'un nombre quelconque de points , corn- , 
parés deux 3 deux, on peut trouver la.  somme des carrés de 
leurs distances, au centre général de leurs nloyermes distances. 
Proposons-nous .maintenant de trouver en particulier la dis- 
tance de chacun de ces points à ce même centre général. 

C&cevoris donc un syst&me quelconq ue de points dans l'es- 
pace. Soit IC ifig. 105) Ie centre général-des moyennes distances, 
,A l'un quelcoriqde d'entre eux, N le nombre total de ces points, 
P la somme des carrés des distances dix point A à chacui; des 
autres, Q 1P somme des carrés de; distances de tous les points du - 
systénie comparés deux à deux : il s'agit donc de trouver A K ,  

2 NP-Q 
eri valeurs de N, P, Q ; or  je dis qu'on a A K = 

r Na 
En effet, e n  nommant R la somme des carrés des distances de 

tous les points du systême au'cenire génhal  des moyennes dis- 
-2 Q tances, nous aurons (274) R = P - N . A K  et (980) R = -. 

N 
1-1 

Egalqnt ces deux valeurs de R,  nous aurons Q=NP-N AK, 
2 NP-Q 

ou AK = . .  N' ; ce qu'il falloit prouver. Donc nous avons: 

2e9. Dans un'systêrnL de points ddnne's, le carré de la ais- 
tance de l'un quelconque d'entre eux,  au centre général des 
niojennes'dis~ances , cr i  épZà b somme $es carrés des distan: 
ces de ce point à tous les autres, nzzdtipliée par de nombre total 
des points du systéme, moins la somme des carrés des distances 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



356 G E O M E T R I E  
de fous des poinds de ce même sysdéme , comparés deux à deux,  
de tout divisé par Ee carrk ch hombre total des points. 

Je suppose, par exemple, que dans le triangle ABC je veuille - 
avoir en particulier la distance AD du  point A au centre des 
moyennes distances D, j'aurai 

De même, dans une pyramide triangulaire, Ze carré de Ga dis- 
tance de l'un puetconque des sommets au centre général des 
moyennes distances, est égal à troisfiis 12a somme des carrés des 
trois arrêtes partant dé! ce sommet, moins la somme des carrés 
des trois arêtes de Ga base ; b tout divisé par 16. 

Ori peut étendre cette théorie, en décomposant le systême 
général en systêmes partiels, et cherchant les rapports qui exis- 
lent entre les distances respectives des centres particdiers de 
ces sgstêines partiels. . 
' Si comme on a coutume de le faire dans la géomdtrie analyti- 

que,  on rapporte le'systême des points proposés à trois plans 
perpendiculaires entre eux, il y auroit, ce me semble, d'après la 
proposition précédente, un  grand avantage à choisir le centre 
&s moyennes distances pour origine des coordonnées. Car en 
ipagi~mnt trois plana perpendiculaires entre eux passant par le 
point IC, et nommant x ,  y, z les distances du point A à ces trois 

-a 

plans, on aura AK = x'+y9+zS. Substituant dans l'équation 
NP-Q 

trouvée ci-dessus (288), on a x1-ty"z" = 
N' 

, équation 

qui peut être considérée comme n'étant que du premier degré; 
page-que les carres xs, y', z*, et les autres carres des distances 
des points du systême considérés deux L deux, ne  s'y trouvent 
point mêlés avec les autres puissances cles mêrries quantités, 
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à la section conique, est toujours la même, quel que soit ce pa- 
rallélogramme, le point proposé restant fixe ; et que cette somme 
est égale à la somme des carrés des deux axes de la courbe, plus 
quatre fois le carré de la distance du point donné au centre de cette 
courbe. 

11 est aisé, comme on voit, de multiplier les applications du 
principe. 

280. En rapportant tous les points du systême à l'un quel- 
conque d'entre eux, on voit que la somme des carrés des dis- 
tances de ce point a tous les autres, est égale à la somme des car- 
rés des distances de tous ces Autres points, au centre des moyeii- 
nes distances du systême général ; plus le carré de la distance du 
premier à ce centre des moyennes distances, multiplié par lc 
nombre des points du système g6néral. 

Si l'on dit la même chose successivement pour tous les points 
du'systême, et qu'on ajoute toutes les équations qui en résulc 
tent , on en coiiclura la proposition suivante ; 

Si l'on a dans l'espace un nombre puekonpe de points, et 
qu'on les joigne tous deux .à deux par des droites, Za somme des 
carrés de toutes ces droites sera égale à ka somme des carrés des 
distances de tous les points du systétne proposé, au centre des 
moyennes distances, muZtipZiée par Ge nombre de ces points. 

28 1. Par, exemple, dans u n  triangle, il est facile de voir 
que le centre des moyennes distances, est le point oh se croisent 
les trois droites mené,es de chacun des angles au point milieu 
d u  côté opposé. E t  en vertu de la proposition précédente, la 
somme des carrés des distances de cc point aux irois angles du 
triangle, est le tiers de la somme des carrés des trois côtés de ce 
même triangle. 

282. Dans une pyramide triangulaire, on voit aisement que 
le centre des tnoyennes distances des quaire sominets , étant 
celui où se croisent les quatre droites ou transversales meliées 

4 r 
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. de chacun de ces sommets au centre des moyennes distances dcs 
sommets de la base oppostie, doit se trouver éloigné de ce sommet 
d'une quantite égale aux trois quarts de la transversale, qui part 
de ce m6me sommet. Donc en verlu de la proposition précédente, 
la somme des carrés des distances de chacun des somaiets de la 
pyramide triangulaire à ce centre de leurs moyennes distances, 
est le quart de la somme des carrés des six arêtes de la pyramide. 

283. Il est clair quequand u n  polygone, un plyèdre ,  ou un 
syslêirieqilelco~~que de pointsa un centre de figure., ce centre est 
aussi celui des moyennes distances de tous ces points. Ainsi, par 
exemple, le centre des moyennes distances d'un parallélogramme, 
d'un parallélipipède , est le point où se croisent les diagonales. 

284. On sait que dans tout parallélogramme, 1.i somme des 
carrés des deux diagonales est égale d la somme des carrés des 
qr~otre c6tés. Cette propositioxi se déduit visiblement du thgo- 
 hie précédent, puisque chaque diagonale est coupée en deux 
parties kgales par le centre des moyennes distances. Car par ce 
iliéor6nie, l u  somme des carrés cles quatre côtés, plus la somme 
des carrés des deux diagonales, est égale à quatre fois la somme 
des carrds des quat i e  denii-diagonales, ou deux fois la son1 me des 
carrés cles deux diagonales entières. Otant donc de part et d'autre, 
l a  somme des car-rés de ces diagailales entières, il reste l'égalit9 
ci u'il falloit déinotiii.er. 

285. Legendre a fait voir dans ses E l h e i i s  de géo rné trie, 
c p e  duns tout paraZZéEpipéde, If somme des carrés des quatre 
diagonales esE dgalê d 1u somme des carrés des douze arêtes. 
Sous  pouvoils égaiement nous servir du theorêrne précédent 
p u r  établir cette proposition. Car chaque diagonale étant coupée 
cil  deux parties égales par le centre des moyennes distances, il 
suit de ce théorhie ,  que Ia somme des carr6s des douze areles, 
plus la somine des carrés des douze diagonales cles faces, plus la 
soiiiiile des carres des quatre diagonales gui traversent le solide, 
r= 8 fois la soiniiie des carrés (les hiiit, demi-diagonales q u i  ti a- 
verscn t le solick ou qiiatie fois la soume des carré; d c ~  qu;ltr e 
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le quadruple du carré de la droite gui joint les points-milieux 
de ces deux autres côtés. 

29 1. Non-seulement la proposition dont nous venons dc 
parler, s'applique aux quadrilatères de toutes les formes, et 
même aux quadrilatkres gauches; mais on peut l'étendre aux 
solides dont toutes les faces sont des quadrilatères quelconques 
plans ou gauclies; par exemple, à une pyramide quadrangulaire 
tronquée parallèlement ou obliquement R sa base, ou eu géné- 
r a l  à l'hexaèdre régulier, ou  irrégulier, comme il suit, 

Dans tout hexaèdre régulier ou non, Za somme des carrés de3 
douze arêtes, plus b somme des carrés des douze diagonales 
des faces est égale d trois fois Za somme des carrés des quatre 
diapnales qui traversent b solide, plus p a t r e  fois la sont7ne des 
carrés des six droites quijoignent deux à deux les points-milieux 
de ces quatre dernières diagonales. 

La somme des carrés des diagonales de chacune des faces 
étant égale (agi) ,  au double de la somme des carrés des deux 
droites qui joignent les côtés opposés deux à deux, il suit que la 
pro~osition précédente peut s'exprimer ainsi : 

Dans tout hexaèdre régulier ou non, le tripb de la  somme des 
carrés des quatre diagonales qui traversent Ze soli(.e, plus 
quatre fois Za somme des carrés des six droites qui joignent deux 
à deux b s  quatre points-rnilieux de ces diagonabs, est égaZ à la 
somme des carrés des douze arêtes, pZus deux fois b somme des 
carrés des douze droites quijoignent derdx à deux les points- 
milieux des cotés opposés de chacune des faces. 

Cette proposition est ,  cornme il est aisé de le vo i r ,  une 
extension de celle qu'a donnée Legendre sur le parallélipipéde, 
et que j'ai rapportée (no. 285), les parallélipipédes n'étant autre 
chose que des hexaèdres dont les faces opposées sont parallèles 
et sont des parallélogrammes; t d e s  , par consdquent , que les 
droites qui joignent dans chacune de ces faces les poix~ts-milieux 

4 2  
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des côtés opposés, sont égales à chacun des deux autres.cÔi6s de 
1'1 même face. 

29 2. Si 1'011 observe que dans les énonces de ces proposi- 
tions il n'est question que de quantités élevées au carré, on con - 
clura qu'elles sont applicables a tous Ics systêmes corrélatifs pos- 
sibles ; c'est-à-dire, que ce qui vient d'être dit des arêtes et din- 
gonales d'un hexaèdre quelcoilque , doit s'entendre des distan- 
ces de huit points quelconques pris à volonté dans l'espace; ou 
ce qui revient au même, en prenant pour côtés ce que nous 
avons pris pour diagonales, et pour diagonales, ce que nous 
avons pris pour côtés ; ce q u i  peut se filire de 2520 manières dif- 
férentes. Ainsi le seul théorgrne xxx appliqué & un l~exaèdre 
quelconque, donne 2520 équations, toutes différentes les unes 
des autres. 

E n  effet, op peut appliquer aux polykdres ce que nous avons 
dit des quadrilatères. Nous avons observé pour ceux-ci, que les 
quatre soinmets étant donnés, 011 peut former avec les lignes 
q u i  les joignent deux àdeux, trois quadrilaières, en prenant cette 
expression de yuadrilatkre dans le sens le plus général. ~ e k i ê r n e ,  
cn prenant le nom de polyèdre dans le sens lo plus général, nous 
pouvons, avec un nombre 72 de points ou sommets, fiiire uil 

( n - ~ ) ' ( n - a ) . .  . I  
nombre polyèdres. Et par conséquent , si 

. a 
n = 8, le iîounbre de polyédres qui  seront alors des Ilexnédres, 
que l'on pourra former sera, 7.6.5.6.3 = 2520. Or à chacun 
de ces polyédres,oir pourra appliquer le tliéoi.6me ci-dessus; ce 
iliéorême fournira donc seul 2500 équatioi~s différentes entre 
les distances de ces huit points comparés deux à deux, et celles 
de leurs points-milieux. \ 

\g93. Que les huit somrncts proposés soient A,  R ,  C, D , E, 
F, G ,  H; prenons pour terme de comparaison l'hexaèdre qui 
auroit, par exemple (fig. 108) , ABCD pour l'une de ses faces, 

---- 
EFGH, pour-la base opposée, et A E ,  B F ,  CG, DH, poi>r les 
quatre arêtes qui séparent ccs d e ~ i x  bases opposées, Les quatxe 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E  P O S I T I O N .  331 --- 
diagoiiales q u i  traversent le solide seront donc AG, B H, Q; 13, - 
DF 9 .-. -- 

Donc en représentant, pour abréger par AG,  t GH par -- 
exemple, la droi'te qui joint les points milieux de AG, G H ,  et 
par une semblable notalion toutes les droites du  même genre, le 
théorême xxx pourra s'exprimer par l'équation suivante. 

Cette équation primitive étant trouvée, on aura toutes les 
éqiiations corrélatives que fournit le même systême, en substi - 
tuant de toutes les manières possibles dans cette équation primi- 
tive,leslettresA, B , C , D ,  E, F, G,  H, lesunesilaplacedes 
autres, sans rien changer aux signes. Ce qui peut se faire, comme 
on l'a vil ci-dessus , de 2520 manières, l'équation primitive 
comprise. Ces 2520 équations différentes appartiendront dom 
toutes à l'hexaèdre proposé. 

T H l 5 O R Ê M E  X X X I .  

agk. Dans tout pokgone plan ou gauche, et dans tout 
po&èdre, la somme des carrés des droites qui joignent deux à 
deux les points-milieux tant des côtés pue des diagonales, est le 
quart de la somme des carrés de ces c6tés et diagonales, mu,!.& 
pliée par b nombre cles sommets clupo&pze ou polyèdre, dimi- 
nué de deux unités. 

C'est-à-dire que si 1'011 nomme n le nombre des sommets du 
polygone ou polyèdre, D la somme des carrés tant des côtés que 
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des diagonales; dlasomme des carrés des droites, qui joignent - 
deux à deux les points-milieux, tant des côtés que des diago- 
riales; 011 aura toujours, d = $ (n - 2) D. 

Par exemple, s'il s'agit du triangle, on aura n = 3 ,  et 17équa- 
tion se réduira à d = $ D, comme i l  est évident que cela doit 
être. 

Si l'on a n = 4, l'équation se réduira à d = D, c'est-à-dire 
que dans le quadrilatère, la somme d des carrés des quinze 
droites qui joignent deux à deux les points-milieux tant des 
côtés que des diagonales, est la moitié de la somme D des carrés 
de ces côtés et de ces diagoriales. 

La vérité de cette proposition est facile à appercevois, après 
ce qui a été dit ci-dessus. V o y e z  ci-après le no. 296. 

- 2 95. Cette théorie peut être encore ghéralisée, et fournir 
nombre de cons6quences curieuses. 

Soit un systême qu.clconque de points désign6s par A, B, C, 
D , &c. et dont le  nombre soit n. 

Noinmoi~s a", b",c", &c. les centres de moyenne distance de 
tous ces points A ,  B, C ,  D ,  &c. considérés deux à deux, c'est-à- 

-7- 

dire, les points-milieux de toutes les droises AB,  AC,  BC, 

CD, &o. 
Nommons a"', b"', c"', &c. les centres de moyenne distance de 

tous ces points considérés trois à trois, c'est-à-dire, les centres 
de moyenne distance des systêmes ( A ,  B , C )  , ( A ,  B, D)  , 
( B ,  C m  7 &c. 

Nommons a'', ZY, clv, &c. les centres, &c. . . 

Nommons enfin 1C le centre général des moyennes distances 
de tous les points A ,  B , C ,  D,  &c. 

Représentons maintenant par x ,  chacune des distances telles --- 
que AK, BK, Cl(, &c. ; par x", chacune des distances telles que --- 
a"K, b"K, c"K, &c. ; par x"' chacune des distances telles que --- 
aU'K, bI1'K, c"'K , &c. ainsi de suite. 

Représentons de même par X, chacune des distances tellcs 
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que. AB,  AC, BC , &c. ; par X", chacune des distances telles que 
C _  

aNb", al'c", b"cU, &c. ; par X"', chacune des distances telles' que -- aIr,bf#/, , &ce, ainsi de suite. 
Prenons enfin la caractéristique !pour exprimer somme de. 

Cela posé, 
Il est aisé de voir d'abord que le centre général K des moyennes 

distances de A ,  B ,  C , &c. est le même que celui de tous les 
points a", b", c", &c., le même que celui des points a"', bu', c"', &c. 
l e  m&me, &c. 

Il est également facile de voir que le nombre des points A, B, -- 
C, D, &c. étant n, celui des droites AB, AC, &ce, et par consé- - 

n.n- i 
quent celui des points a", b", c", &c. sera ; celui des sys- 

2 

têmes à trois points, (A, B , C) , (A,  B , D) , &c., et par consé- -- 
n.n- I .n- a 

quent celui de leurs cintres a"', b"', c"', &ce sera - 
2.3 ? 

ainsi de suite. Cela posé, 
Il est clair que nous aurons les formules suivantes (280) , 

296. NOUS avons 

Imaginons une semblable équation pour tous les points du 
sy\stême comparés deux à deux, et faisons la somme de toutes ces 
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n .n  - i 

équations dont le nombre sera évidemment . Il est aisé 
2 - - 

de voir que chacune des quantités A K ,  B K ,  &c. étant reprd- - 
sentée par x ,  chacune des quantités comme A B  , par X, et cha- 

7 

curie des quantités comme a"K par x"; l'équation résultante de 

la somme ci-dessus indiqude sera : n - 1, f x' = t f X'+ zfx"', 
De même nous avons 

Imaginons une seinblable équation pour tous les points du 
systeme comparés trois à trois, et faisons la somme de toutes ces -- 

n.n-I  .n- a 
équations, dont le nombre sera évidemment -- , il 

2.3 
est aisé de voir que 13 formule résultante sera -- 

n- i .n-a n-a 
l x 4  = - 

2 
f X" 4- 3J- x"". 

3 
De même en considérant les points A,  B, C , D , &c, quatre à 
quatre, on a 

d'où l'on tire comma ci-dessus, --- -- 
n-i .n-2 ,n-3  n -2 .n -3  

fx" = 
2.3 

lx= + 4 p p n  ; 
a . 4  

ainsi de suite. Nous aurons donc cette série de formules , 

n-1.n-2 . n-a 
fx" = - f Xa + 3j-x"" 

a 3 --- -- 
n- I .n-2 .n-3 n-2.n-3 fi" = 

2.3 2.4 
f xa+ 4 fx"" 
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La loi de ces formules est facile à saisir. Il n'y a que le coëffi- 

cient d e / X s  qui souffre quelque embarras. Pour  le trouver, 
on forme la suite des nombres triangulaires r , 3 ,  6 ,  IO, &c. 
Or1 les divise par la suite des nombres naturels, 2,3,4 , 5 ,  &.ce ; 

1 3 6 1 0  
ce qui donne cette série de fractions - 2 ,  3 - 3  6' 5' &c. On mul- 

n.n-I n.n-1.n-2 - 
tiplie la première par - , la seconde par ; la 

- 2 2.3 

n.n-1.n-2.n-3 
troisième par , ainsi de suite ; ce qui donne 

2 . 3 . 4  
la série suivan te, - -- 

n.n-r 3 n.n-1.n-2 -.- - 
3 ' 3  , &c. _ 2.3 

011 divise enfin tous les termes de cette série par le facteur 
n.n-1 

commun - , et  l'on a cette nouvelle série, 
2 --- --- 

i 72-2 n-2.n-3 71-2.n-3.n-4 - - 
a '  3 ' Y , &c. 

2.4 2 .3 .5  
qui est précisément la sdrie des coefficiens de f X". 

Nous avons SX' = n lxa ;  substituant dans les formules pré- 
cédentes cette valeur de fXa , on aura 

--- - -- - 
n-i .n-2.n-3 n.n-2 .n-5 

4 f x"' = (- - 
2.3.4 2.4 

&c. , &c., &c. 

Au moyen de ces formules et de celles trouvécs (,gg), on n 
évidemnieiit le rapport immédiat, et par une simple équation 
du  premier degré, à deux ternies seulement, de toutes les quan- 
ii tés J'xP , f X' , f XI ' ' ,  f Xrrn, f xff fp , J X f f f p  , &c, considérées deux 
à deux. La première de ces formules CC) n'est autre chose que 
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297. Il est facile de reconnaître dans tout ce que nous 
venons de dire du centre des moyennes distances, les propriétés 
de ce qu'on appelle en mécanique centre de gravitd, et en effet, 
ces deux points sont les mêmes. C'est donc B la géométrie qu'ap- 
partient la notion de ce point, et ses propriétés mécaniques 
devroient être simplement déduites de celles qu'il est possible 
d'établir par la seule géométrie. 

On sait d'ailleurs depuis long-temps, par plusieurs propo- 
sitions importantes, et particulièrement par le théorême d u  
père Guldin, pour la quadrature des surfaces et la cubature des 
solides, l'avantage que peut tirer la géométrie elle-même de la 
considération des centres de gravité; mais cette marche n'est 
pointnaturelle. C'est doncune véritable l acm~e  6 s  les traités de 
géométrie, que l'omission de ses propriétds fondamentales ; et je 
pense que ce seroit faire une chose utile que de rétablir a cet 
égard l'ordre naturel des iddes, en développant dans la géom6- 
tr ie  même les propriétés dii centre des moyennes distances, qui  
n e  devient réellement centre do gravité, qu'en mécanique. Les 
ressources de la géométrie BlBmentaire, qui est la plus usuelle, 
seroient beaucoup plus considérables ;et une multitucle de pro- 
positions très-utiles dans la  pratique, et que cette géométrie ne  
sauroit atteindre que fort di$cileme;pt, se démontreroient avec 
une  extrême simplicité. 

298. Il me semble même que la géométrie ne devroit point 
se borner IA, et qu'elle pourroit embrasser les mouvemens, qui  
n e  résultent pas de fiaction et de la  réaction des corps les uns 
sur les autres ; car 3a mécanique n'est pas p r ~ p r e m e n t  la scierice 
des mouvemens, mais la science de la communication des mou- 
vemens. L'idée d u  rnouvement est aussi simple que. celle de 
dimensions, et peut-être en est-elle ins6parable. Les premiéres 
notions de la géométrie enseignent à regarder la ligne comme la 
trace d'un point qui se meut, k t  cette potion s'accorde avec l'opé- 
ration matérielle, par laqiielle on trace effectivement une ligne 
su r  le papier, avec une plume ou q n  crayon; elles enseignent de 
pê&e à regarder la surface, comme produite par le mouvement 
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d'une ligne, et le solide, comme produit par le mouvement de la 
surface. Pourquoi n'iroit-on pas plus loin, en considérant ce 
que produit à son tour le  mouvement du solide dans l'espace? ce 
n'est pas ce monvement en lui-même qui fait l'objet de la méca- 
nique; mais l'effet des modifications qu'il éprouve par le choc des 
antres solides placés sur sa roule. 

Deux corps peuvent avoir, l'un à l'égard de l'autre, trois 
manières d7&tre; ils peuvent se trouver ou entièrement séparés 
l'un de l'autre, et sans communication quelconqae , ou bien 
agissant l'un sin- l'autre par choc, pression ou traction; ou bien 
enfin, en simple contact ou juxta-position , sans aucune action 
de l'un sur l'autre. 

Le premier de ces trois états appartient exclusiveqent à la 
géométrie; le second appartierit à la mécanique; le t r o i s i he  est 
en quelque sorte ]?état mitoyen; qui est comme le passage d'une 
de ces deux sciences à l'autre. On  peut le considérer comme un 
dévdoppement de la première, servant d'introd;ction R la 
seconde. 

Concevons un systêmë quelconque de corps, entre lesquels il 
y ait divers points de contact, mais sans action quelconque de 
ces corps les uns sur les autres. On peut demander, quelles sont 
les conditions auquelles devroit être assujéti ce systêirie dans ses 
mouvernens, pour que les corps qui le composent restassent e n  
contact, sans cependant acquérir aucuiie influence I'un sur l'au- 
tre, sana se gêner dans ces mouvemens respectifs, et néanmoins 
sans se séparer ; de manière que la juxta-position ait toujours 
lieu sans pression et sans solution de continuité. Or ce problême 
est absolument indépendant des règles de la communication des 
mouvemens, puisque, par hypothèse, il n'y a aucun monvement 
communiqué ni  détruit, les rnouvemens qui ont lieu alors peu- 
vent donc être appelés mozveniens géonzétripes, et leur reclier- 
che n'appartient point à la mécanique proprement dite; elle est 
dÜ ressort de la géométrie, et je crois que pour coinpldter cette 
dernière sciencc, il'faudroit que les propriétés de  ces mouve- 
mens y fussent développées. Ces propriétés, airisi que je 1'.7i 
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remarqué ailleurs, sont toutes comprises dans un principe fon- 
daillental, qui consiste en ce que, lorsqu'un pareil mouvement 
existe dans un systêine du corps, Ie mouvement contraire à cha- 
que instant est toujours possible; ce qui n'a pas lieu lorsque le 
mouvement n'est pas géométrique. Deux globes en contact, par 
exemple , qui se meuvent d'un mou.vemei~t géométrique, c'est- 
à-dire sans cesser de rester en contact, sont tels qu'à cliaque ins- 
tant ils peuvent prendre l'un et l'autre des vitesses diamétrale- 
ment oppos6es A celles qui les animent; ce qui ne pourroit avoir 
lien, si leurs mouveinens n'étoient pas.géométriques, c'est-à-dire 
si ces vîtesses opéroieiît leur éloignement, p~iisqti'alors pour 
prendre le mouverueiit contraire, il faudroit qu'il y nût pénétra- 
tion des deus  corps. 

Si la théorie de ces mouvemens géométriqi~es étoit appro- 
fondie, la mécanique et l'hydraulique seroient infiniment sim- 
plifides ; elles se réduiroient au développernent d u  principe 
gétkral de la communication des mouvemens, qui n'est autre 
chose que celui de l'action toujours égale et contraire à l'action. 
Les grandes difficultés analytiques qu'on rencontre dans la 
science de l'équilibre e t  du mouvement, viennent principale- 
ment de ce que la théorie des rnouverriens géométriques n'est 
point faite ; elle mérite donc toute l'aitention des sàvans. 

T H É O R Ê B f E  X X X T I .  

2 9 9. S i  d'un point ou foyer qaelconpue pris dans I'espace , 
on mène des drqites ou rajyons égales et paraZlèZes, chacune à 
chacun des côtés d'un po&goneplan ou gauche, et menées dans 
de sens du périmètre; et yue d'un autre point quelconque pris 
dans I'espace, on abaisse une perpendicuhire sur chacun de ces , 
rayons ; la soname des produits de chacun d'eux par de segrnent 
de ce même rayon, compris entre 2e foyer et de point où tombe La 
perpendiculaire aba+'e sur hi, est égale à zéro, en prenant en 
sens inverse, ceux de ces segmens qui tombent, non sur Zes 

rayons même auxquels ib appartiennent, mais sur ZeursproZon- 
gemens dans Ze sens opposé. 
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Soient en effet (fig. 1061, F le foyer en question, F A ,  FB,  

E, &c. les rayons partans de ce foyer, qui sont respectivement 
paralleles et égaux aux côtés d'un polygone donné, et dans le 
même sens qix'eus. Soit IC le point d'où sont abaissées des per- --- 
peniliculliires Ka, K b ,  KG, &c. sur ces différens rayons. Abais- -- 
sons aussi des points A ,  B, C, des perpendiculaires AA', BB', - -- 
CC', &c. sur z. Les triangles semblables AFA', K F a  donnent - - - -  
F A  : FI<:: FA' : F a ;  donc.. ............................. -- -- 
FA.Fa = F K .  FA'. Par la même raison on  a. .............. 

Ajoutant ensemble tontes ces équations on a 

mais il est clair que les triangles rectangles FAA', FBR', &c. 
- - 

donnent, FAf  = = . C O ~ A F K ,  FB' = ~ . c o s . I 3 ~ 1 ,  &c. 
donc (255) 

en prenant négativement celles de ces valeurs auxquelles répon- 
dent des cosinus négatifs ou des angles obtus. ~ o n o  le second 
membre de notre équation s'évanouit ; donc nous avons 

- 
en prenant négativement ceux de ces segrnens Fb, &c. qui - -  
comme F6, Fc, répondent aux angles obtus dont nous venons 
de parler,ou qui toiriberit,non surles rayons même auxquels ils 
appartiennent, mais sur leurs prolongemens dans le sens con- 
traire. Ce qu'il falloit démontrer (1). 

(1) Cette proposition est en;oro très-analogue 21 la théorie des vîtesse 
virtuelles en mécanique ; et  cela vient de ce que plusieurs forces qui se font 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



300. si par un point quelconque pris dans Pespace, on fait 
passer plusieurs polygones égaux et parallèles, chacun à cha- 
cune des faces d'un polyèdre queZconque, et tourné vers Ze même 
cdté qu'elle, la somme des produits des surfaces de ces poly- 
gonei, muZtipZ2es chacune par b perpendiculaire abaissée sur 
Zui , d'un point pueZconque donné dans l'espace, en prenant 
négativement celles de ces perpendiculaires qui tombent sur de 
revers de ces poZygones, est égale à zéro. 

Pour  le prouver, concevons que d'un point quelconque m 
pris dans i'intdrieur d'un polyèdre, on méne une droite a chacun 
des angles solides, le polyèdre se trouvera partagé en autant de 

Qquilibre en tirant un mobile en diff&rens sens, peuvent toujours étre repré- 
sesitées par les côtés d'un polygone plan ou gauche; c'est-&-dire, qu'on peut 
toujours imaginer un polygonc, dont les côtés soient tcls, que les forces qui 
sont supposées se faire équilibre, soient parallèles c t  égales chacune 11 chacun de - -  
ces côtés, et dirigée dans l e  même sens ; de sorte que F A ,  FB, FC , FD, &c. 
peuvent rcpïésentcr des forces qui se font équilibre autour du point F, comme 
il est aisé de  s'en assurer par le parallélogramme des forces. Cela é t an t ,  si - 
l'on conçoit que F se meuve, et  que sa vîtesse soit rep~ésentée par F K ,  tant  

- A -  

pour sa grandeur que pour sa direction, les droites Fa, ,  P b ,  F c ,  &c., ex- 

primeront cette même vitesse estimée dans le sens des diffkrentes forces - -  
FA,  FB, &c. q u i  lui S O I ~ ~  appliquées. Donc l'équation trouvée apprend ~ L I E  

la somme des produits de chacune des forces en équilibre autonrd'un mobile F, 
muliiglié% par la vîtesse de ce mobile estimée dans le sens de cette force, est 
Ogale & zéro. Ce qui est e n  effet lc principe gbnéral de l'équilibre. 

J'ai supposé que toutes les forces Btoient rassemblées autour d'un même 
ncend. S'il y en avoit plusieurs comme dans une machine funiculaire, on 

pourroit appliquer le même raisonnement B chacun d'eux, et  les tensions des 
cordons qni les uiiiçsent deux à deux, étant les mêmes pour chaque nœud, 
ainsi qrie la vitesse de chacune de ses extr&mités, estimée dans le sens de ce 

cordon;ces tensionsn'entreroient pas dans le calcirl: d'oh il suit que 1.e principe 
est gknéral pour un systêtue quelconque de forces appliqukes A une macliinc fur+ 
sulaire; e't comme toute machine peut être ramenée h la macliinc fuiiiüu- 
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pyramides qu'il y a de faces, toutes ayant leur sommet au  même 
point nr , et la solidité de ce polyèdre sera égale au tiers de la 
somme de ces faces, tiiultipliées chacune par la hauteur de la 
pyramide correspondante, c'est-à-dire, par la  perpendiculaire 
abaissée du point rn sur cette face. Si l'on fait la même chose d'un 
autre point m', pris aussi dans .l'intCrieur du  polyèd* , on 
obtiendra une somme semblable, qui sera pareillement *le au 
solide du polyèdre. Donc si l'on retranche ces deux sommes 
l'une de l'autre, la différence sera zéro ;- donc le triple de cette 
différence sera aussi zéro. Donc si dans Z'intérieur dJunpoZyèdre 
on prend deux points quelconques m , m', Ga somme des produits 
de chacune des faces du polyèdre, par Ga perpendiculaire abais- 
sée sur elle du premier m de ces poinfs, moins la  somme despro- 

laire, ce même principe est général pour u n  sys t ihe  quelconque des forces. 
J'ai donné de ce principe une démonstration compléle, dans mon Essai sur 
les machines en général, imprimé en 1781. 

- 4  

Si les droites F A ,  FB , &c. étoicnt dans un mime plan, ou représentoient 
les projections sur u n  même plan, d'un système de forces en  kqailibre autour 
d'un mobile F; on frouveroit, e n  comparant les autres côtés des triangles 
considérés ci-dessus : 

c- -- -- 
F A . K o  + P B . K  b -f- F C.Kc $. &c. = O. --- 

En prenant en sens direct celles de  ces quantitbs ou forces, F A ,  FB,  FC, &c* 

qui tendent b faire tourner dans un sens aufour du  point F ou de l'axe qu'il 
reprksente , e t  en  sens inverse, celles qui tendent à faire tourner en  sens Con* 
traire ; ce qui est le principe de la théorie des momens. 

Je termine cette note, e n  observant que si un corps partant d'un point 
donné, se meut uuiformémcnt pendant le temps t, sur une direction donnée 
avec ilne vitesse v , puis pendant le même temps t , avec une vîtesse v' sur  

une autre direction, en partant du point où il étoit arrivé,  ainsi de suite ; 
il arrivera après tous ces mouvemens partiels, au mbmc point oii il seroit 
arrivé, s'il s'éloit mu pendant le même temps t, avecla se& vîtesse résultante 
de toutes ces vitesses particulières ; c'est-à-dire q ~ i c  cette rbsultante est le der- 
nier des c9tés du polygone formé par ces autres vîtesses. On sent par-là com- 
bien la ihéorie des polygones, et la recherche de leurs propriétés, peuvent ê t re  
utiles en mécanique. 
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duits de chacune de ces mêrnes faces, par Za perpenclicuZaire 
abaissée Sur eZZe du second point in', sera zéro. 

Si l'on conqoit maintenant que ce systême primitif change en 
vertu d'un mouvement quelconque des points m, m', il  est évi- 
dent que les perpendiculaires resteront directes à l'égard du sys- 
tême primitif, tant que ces points ile sortiront pas de l'inté- 
rieur du polyèdre ; niais s'ils en sortent, les perpendiculaires qui  
viendront .& tomber sur  1e.revers des faces ou  sur leurs côtés 
extérieurs, auront passé par O , et seront devenues inverses. 
Donc le principe que noils venons d'établir aura encore lieu, en  
prenant négativement les valeurs des perpendiculaires qui  tom- 
beront sur  le  revers des faces. Ainsi cette proposition peut être 
regardée comme générale ; quelle que soit lit position des pointa 
au-dedans ou au- dehors dix polygone. 

-1magiiîoii&aiiitena~~t qu'une des faces se meut &walldenient 
à elle-même : tant que les deux points nt, ntf seront d u  même 
côié de cette face, le prodnit de cette mêriie f'ice, par chacune 
des perperîdiculaires abaissées de ces poitits su r  elle, .augmen- 
tera ou  diminuera de la même'quantité, soit que cette face s'é- 
loigne ou qu'elle se rapproche de ces points :'Sont la différence 
des produits ci-dessus restera encorela même. Si les points m, m', 
sont au contraire de différens côtés i l'égard de cette face , le 
produit de  cette rnêrne face par la perpendiculaire abaissée sur  
elle du point m ,  augmentera évidenlment autant que le produit 
de cetle'rnême face par la perpeiidiculaire abaissée sur elle d u  
point m' diminuera; ou réciproquement, le  premier produit 
diminuera autant que l'autre augrneritera. Mais comme l'un de 
ces produits a lieu en seiis inverse, pnisqu'il répond i la perpen- 
diculaire qui  tombe sur  le revers de la face, il suit que sa valeur 
doit être prise négativement, ainsi que les augmentations ou. 
diminutions qu'il éprouve; tandis que l'autre produit, ainsi que 
les augmentations ou diminutions qu'il éprouve, clevroiit être 
pris positivenient : donc la diTFéreilce de ces produits restera 
encore la même, puisque si l'uu augmente positivement d'une 
certaine qoaniité, l'autre diminuera de la même quantité, niais 
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négativement ; c'est-à-dire, que ces produits, ou plutôt leurs 
valeurs de corrélation, augrrieutent ou diminuent toujours de la 
~nêizie quantitk; donc la proposition continuera d'avoir l ieu,  
quel que soit le mouvement de cette face; et comme ou peut 
dire la meme chose de toutes les autres faces, la même propo- 
sition aura l ieu,  quel que soit le mouvement de clîncui-ie clcs 
faces du polyèdre parallèlement a elle-rnême, et c e h i  des points 
'm, nt', soit au-dedans soit au-dehors du polyèdre. Cela posé 
concevoris que ces faces se meuvent ainsi parallèlement à elles- 
mêmes jusqu'à ce qu'elles viennent toutes se croiser en un point 
donné K ; nous pourrons coriclure qiie si par un point clonné 
lC , l'on fait passer autant de polygones qu'il y 5 de faces dam 
u n  polyèdre proposé, lesquels soieiit égaux et. parallél~s chacun 
à chacune de ces faces, et tourné clans le même seris q~i'elle, et 

qu'on prenne i volonté dans l'espace deux autres points quel- 
conques m, m'; la somme des produits de chacune de ces faces 
par la perperidiculaire abaissoe s u r  elle du  point rn, en prenant 
négativeinent, celles de ces perpendiculaires qui tombent sur  le 
reGers des fitces, moiils ln  sonime des produits de même nature 
relatifs au point r d ,  sera égale à zéro. 

Supposons inaiiitenant que le point m' aille coïncider avec le 
point 1C par où passent tous les polygoiies, les perpendiculaires 
abaissées de ce point sur  les polygones q u i  s'y croisent serori t 

-égales cliacune it zéro; donc la soiiime des p i d u i t s  relatifs à ce 
point r d  sera égale à z k o ;  donc la somme des produits relatifs 
au point m qui l u i  est constamtnexit égale, sera aussi zéro. Ce 
qu'il falloi t d 6tiics n trer. 

30 1.  La projechri  s u r  un plan b e l c o q u e  'le tout poly- 
gone ferni&, étant elle-même u n  polygone fermé, tout ce que 
nous avons démontré pour un  polygone fermé quelconque, est 
applicable à chacune de ses projections. Ainsi, par exemple, si 
l'on rapporte le  systême à i?ois plans perpendiculaires entke eu*, 
on pourra appliquer à cliacqn des polygones qui forment les 
trois projections clin polygone proposé ce que nous avons dit de 
ce polygone lui-même. 
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303. DeJinition. Soit un polygone quelconqne ABCDCF 

A 
(fi& log) , je dirai de chacun des angles comme B A F, par 
exemple, qu'il est opposé à l a .~o r t i on  de polygone BCDEF ; de 

A 
même ABC est l'angle opposé U la portion de polygone CDEFA, 
ainsi des autres. -- 

Si l'on mène les diagonales BF ,  AC, je dirai pareillement que 
A A 

les angles B Al?, ABC, sont respectivement opposés aux diago-. - -  
nales B F  , AC. 

A 
De mèine l'angle C A F  sera dit opposé à la portion CDEF du 

A 
polygone, ainsi qu'à la diagonale e; 17angle C A E  sera di t  
opposé à la portion CDE du polygone, ainsi qu'à Ia diagonale 

A - 
CE; l'angle CAD sera dit oppose au côté CU;  ainsi des autres. 

Si des points C ,  D ,  on'mène à un autre angle du polygone -- A 
comme F, les diagonales CF,  DF,  l'angle CFD devra , par la - 
définition précédente, être dit opposé qu c6té C D  aussi bien qiic 

A 
rangle GAD. Ainsi à chaque côté du polygone, il y a ~ u t a n t  
d'angles opposEs qu'il y a de côtés dans ce polyogne moins deux. 
Par  exemple, à chacun des côtés de l'hexagone, il y a quatre 
angles opposés; il en est de même de  haq que diagonal- pu ppr- 
tion quelconque a u  polygone. e. 

Si le polygone est inscrit ou susceptible d'être inscrit au cer- 
cle, i l  est clair que tous les angles opposCs au même côté comme 

CÂD, c f  D, sont égaux entre eux ; ai is i ,  par l'angle oppose - 
au  côté CD, on petit entendre l'un quelconque des angles ap- - 
puy& sur C D  et ayant son sommet à l 'un  quelconque des angles 
B, A, F, E, ou en gdnéral l'un quelconquo des points de la por- 

rriiliiLi 

tion CB AFP de 1; circonférence. Donc sous  pouyons poser en 
principe que : 

Qans t o ~ t  polygone inscrit ou susceptibb d'are inscrit au 
cercle, toas les andes  o p p o s i  à Pan guelcongue der cdtés sprat 
(baux entre ez& 
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Maintenant nous pouvons établir la proposition suivante, q u i  

est une extension du principe de la porportionnaGt6 dans tout 
triangle, des cÔtOs avec les siizus des angles opposés. 

Dans tout polygone inscrit su suscepti62e d'étre inscrit au 
cerck ,  Zes cdtés sont entre eux comme Zes sinus des angZes qui 
leur sont respectivement opposés. 

C'est-à-dire, que nous aurons, par exemple, 

En effet, si l'on nomme R le rayon du cercle, on a (iz 1) 
- - 
CD 

sin.CAD = - EF 
SR' 

sin.ECF = - Donc 
a R' -- 

sin. CAD : sin.ECF :: CD : EF. 
Ce qu'il falloit prouver. 

304. Pour  qu'un polygone soit susceptible d ' h e  inscrit 
dans un cercle; il doit nécessairement exister une certaine rela- 
tion entre ses angles. Par exemple, dans le quadrilatère, il faut 
pour qu'il puisse étre inscrit au cercle, que les'angles opposés 
deux à deux soient supplémens l'un de l'autre. I l  est évident que 
chaque polygone susceptible d'être inscrit, doit avoir une pro- 
priété analogue A celle dont on vient de parler pour ce quadri- 
latère. Or c'est cette propriété que je me propose de trouver. 

Supposons d'abord que le nombre des côtCs du polygone ins- 
crit en qiiestion soit de six, et soit ABCDEF (fig. log) ce poly- 

gone. J e  mène la diagonale BE. Dans le quadrilaihre B A F E ,  
les angles opposés deux à deux sont, d'après ce qui vient d'être 
dit,  suppl&nens l'un de l'autre ; donc leur somme vaut deux 
droits. Dopc 

BÂF+BÊF = E$A+E$A, 
par la même raison, le quadrilatère BCDE donne 

A 

BCD+BÊD = BBC+E:C, 
h$ 
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Ajoutant ces deux équations, et observant que . . . . . . . , . . . . . . 

A A A 
A $ E + E ~ C  = ABC; BÊF+BED = FED, on  aura 

BÂF+BCD+PÊD = EFA+EBP+ABC. 
C'est à-dire qu'en désignant les angles par le", a", 3", 4", 55 Ge, en 
partant de l'un quelconque d'entre eux,  la  somme de tous les 
angles de numéro impair sera égal a la somme de tous les angles 
du  n u d r o  pair. 

Or  il est aisé de voir que le même raisonnement peut s7aypli- 
quer à un octogone, à u n  ddcngone, enfin à tout polygone ins- 
crit d'un nombre pair de côtés. Donc en général, 

Dans toutpolygone inscrit ou susceptible d'être inscrit au cer- 
cle, et d'un nombre pair des côtés, si Z'on distingue les anglespar 
le) 2e, 3e, &c. la somme de tous b s  angles de numéros pairs est 
toujours &a& ci la somme de tous ks angles de numéros impairs. 

Lorsque le nombre des côtés est impair, on pcut regarder le 
sommet de l'un quelconque des angles comme uiie corde infiiii- 
ment petite, et considérer alors le polygone comme étant d'un 
nombre pair de côtés, parmi lesquels cette corde infiniment 
petite compte pour un ,  et l'on pourra ainsi lui appliquer la règle 
précédente. Soit, par exemple, ABCDE (fig. I i O) un pentagone 
inscrit, menons par l'un quelconque des angles comme D ,  uiie 

tangente m D n  dont le point D pourra Stre considéré comme 
une corde infiniment petite formant le sixikme côté du polygone. 
E n  appliquant i i  ce polygone la règle précédente, nous aurons, 

- 
Maintenant soit mené le rayon ICD, et nommons m l'angle 

A A ' A  A 
droit; nous aurons E D m  = m+EDK,  C D n  = m-t; CDIZ ; 
substituant ces valeurs dans l'équation précédente, et réduisant, 

A 

on aura,  A+C+EDK = B + E + C ~ K .  
A A 

Donc en regardant les segmens CDK, EDK, de l'aiîgle D ,  
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comme Btant eux-mhes  angles du  polygone, et désignant 
comme ci-devarit les six angles, y compris ces deux-là, et non 
l'angle D par le', a", 3", 4", 5", 6"; la somme des angles de numéro 
pair sera égale à la soinme des angles de numéros impairs; et 
comme on peut appliquer le même raisonnement à tous les poly- 
gones inscrits d'un nombre impair de côtés, nous pouvons - con- 
clure en général que, 

D Q ~ S  tout polygone inscrit d'un nombre impair de co"tés, si 
l'on divise l'un queZconpue des angles en deux segmens par un 
rayon, et qz~e resardant ces deux segrnens comme deux des angles 

b consécutzfs du polygone, qui composent par conséquent avec les 
autres un  nombre pair d'angles, on distingue tous ces angles par 
le', ze,Ze, &c. dpartir de ?un quelconque d'entre eux,  la somme 
de tous les àngles de numéros pairs sera égale à la  somme de 
tous les angles de numéros impairs. 

T H É O R Ê M E  X X X V I .  

305. Trois circonférences étant tratées d a m  un mdrneplan, 
je  les distingue par rere, ze, Y, et je  suppose que les deux pre- 
mières se coupent aux deux points a ,  a', que la première coupe 
Za troisième aux  oints b ,  b', et qu'enfin la seconde cozlpe la 

7-- 

troisième aux points c , c',je dis que les trois droites, aa', b b', cc', 
se couperont toutes trois au même point. 

' 

E n  effet, supposons (fig. i x 1) que a A b  soit l a  circonférence 
désignée pour première ; aBc ,  celle qui est désignée pour 
seconde, et bC c,  celle qui  est désignée pour troisi6me. Consi- 
ddrons chacun de ces cercles comme la coupe d'une sphère 

- 
ayant son centre dans le plan propos& Il est clair que a a  repré- 
sentera sur ce plan l'intersection commune de la première et de - 
la seconde surface sphdriques ; b b', celle de la  premihre et de la - 
troisième ; cc', celle de la seconde et de latroisiéi~.e;.Doncle point 
qui représente l'intersection corn rnune des trois surfaces sphé- 
riques est en nieme tcinps dans cllacune de tes trois droites. 
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Donc ces trois droites se coupent nécessairement toutes en un 
même point. Ce qu'il falloit prouver. a 

On peut démontrer cette proposition d'une manière plus 
directe sans recourir aux sphères : mais celle-ci m'a paru si sim- 
ple, que je l'ai préférée. 

ûonc ( f ig .  112) si-deux circonférences AFBG, A C B D ,  tra- 
cées dans un même plan se coupent aux points A ,  B ,  et qu'ayant - 
mené la droite AB, on mène par un point K pris à volonté sur -- 
cette droite deux cordes F G ,  CD,  Z'une à Ga circonférence AFBG , 
Z'autre c i  la circonférence AC  B D , les quatre extrémite's F ,  G ,  
C ,  D,  de ces deux cordes, se trouveront nécessairement tous dans 

306. Dans tout potrgone plan ou gauche ABCDE (fig.  i si), 
si d'un point pueZconpe K pris dans L'espace , on mène à tous 

+ '- - 
ses andes  des droites ou rayons K A ,  KB , KG, &c., on aura 

-- -- 
AB. E.COS.BSK+BC. BK.COS.CBK+CD. CK.cos.DCK + &c. 

En effet, par les propriétés connues, chacun des triangles 
ABK, BCIS;, CDIÇ , &c. donne deux Cquations, comme il suit, 

1 -L L -- 
AK = AB + BK - aAB.BK.cos. ABK 
t -1 - 5  -- - BK = - AB - AK + a AB. AK. cos.BAK 

Ajoutant ensemble toutes ces 'dqimtions-, et réduisant, on aura 
la formule qu'il falloit démontrer. 

A chacun des deux membres de cette dqraation , ajoutoris le 
second : la formule se réduira à 
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+BC (BK. cos. CBK + CK. cos. BCK ) + btc. -- -- -- 

r=aAB.AK.cos.BAK+zBC.Bli,cos.CBK+aCD.CK.cos.DCK+&c~ 
-2 -2  

Mais les termes du premier membre se réduisent à AB , BC , 
- a  

CD , &c; (251). Donc la formule se réduit à 
2 -2 - 2  

Al3 + BC $ CD + &c. -- -- 
= z AB. AK. cos. BAK$ a BC. BK. cos. CBK + &c. 

Si le nombre des cbtés deviént infini, le polygone sera une - L - -  
courbe, dont AB,  13 C , &c, seront les élkmens, AK , BK, &c. 

A A 
les rayons vecteurs, et BAK , CBR , &c. les angles formés aux 
points A, B, &,cl par les tangenies et les rayons vecteurs. Ainsi 
tous les termes du premier membre s'évanouissent comme infi- 
ninient petits du secondordre; ce qui  conduit à des conséquerices 

- 

très-iniéressantes sur  les courbes fermées, soit planes , soit a 
double courbure. Mais ces recherches sont étrangères .A l'objet 
dont je m'occupe en ce moment. 

Rapportons ce syslême à deux axes perpendiculaires enfrd 
eux, lorsqu'il est tout entier dans un même plan, et en g é n G  
ral, à trois axes perpendiculaires entre e u s ,  lorsqu'il est quel- 
conque. Pour  cela, concevons que de chacun des angles A ,  IZ , 
C, Ckc. et du point K on abaisse des ~e r~end icu la i re s  sor  chacun 
de ces trois axes, désignons par a ,  b ,  c ,  d,. . .lC, les points où 
l'un quelconque de ces axes sera rencontré par ces perpendicu- 
laires abaissées sur  l u i  ; par a', b', c'. . .Kt, ceux où l'un quelcon- 
que des deux autres sera rencontré par les perpendiculaire$ 
abaissées sur  lui ,  et enfin par a", b", c". . . K", ceux où  le troi- 
sième axe sera rencontré par les perpendiculaires abaissées sur  
lui. Cela posé, nous aurons, comme on sait : -- dB -- --- 

AB. AK . COS. BAK = ab. ak + a'b' . a'k' -/- a"b0. al'P -- c- A -- - AB.BK.cos. ABK = - ab. bk - atb' . #kt - al'b". b"k0 -- -- -- -- 
B C . BK. cos. CBK z; bc . bk + l'c' . b'k' + 6"~". 6"k" 
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Ajoutant toutes ces équations, et observant que par la proposi- 
tion précédente le premier membre de l'équation générale se 
réduit à O ,  on aura 

Formule très-remarquable, qui appartieht à tout polygone plan 
ou gauche, quel que soit le nombre des côtés, et qui donrie un 
moyen facile de mettre ce polygone en équation pour être traité 
suivant les procddés de la géométrie analytique. A u  surplils , 
cette y roposition n'est qu'une conséquence particulière d'un 
principe beaucoup plus général, que je me propose de déve- 
lopper ailleurs, et dont je donnerai seulement ici l'énonc6 
comme il suit. 

Concevons dans Pespace u n  systéme pueZconque de points que 
je  désignepar le', se, ge, &c. et qui changent de positions respec- 
tives en vertu d'une transformation opérée pur degrés insensi- 
bles ; de manière cependant pue b premier demeure toujours à 
Za même distance du second, b second du troisième, le troisième 
du quatrième. . . .le derni&, du premier; et faisons sur un  plan 
quelconque les projections de toutes ces distances ou du systêmti 
général. 

Cela posé, je dis : qu'au hout d'un temps inJiniment court b 
somme de ces projections multipliées chacune par la somme des 
perlpendicuZaires abnissées des deux extrémités de sa nouvelle 
direction, sur sa direction première, sera égale h zéro ; en pre- 
nant au positif celles de ces perpendicuhires qui tornbent sur des 
faces intérieures des côtés du polygone formé par ces projections, 
et prolongées au besoin ; et au négatif, .celles qui tombent sur Ge 
revers de ces mêmes côtés. 
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S E C T I O N  V, 

A ' c a t i o n  de lu théorie préckdente à diverses questions 
de  géométrie élémentuire. 

307. ON peut proceder à l a  solotion d'une question proposde 
de dlverses manières. Je les réduis à quatre ; la méthode synthé- 
tique, la méthodé trigoiiom&rique, la géométrie analytique, e t  
l a  mdihode mixte. 

1". La qéthode synthétique ou graphique consiste à rdsoudre 
les questions proposées sans le secours de l'analyse, en cher- 
chant par les prop&tés connues des figures qui  se prdsentent, 
la construction la plus propre à satisfaire aux conditions pro- 
posées. Les résultats de cette méthode ne peuvent avoir la préci- 
sion du calcul numérique a cause de l'imperfection des instru- 
mens qu'on est obligé d'employer; mais dans la pratique des 
arts, de ceux sur-tout qui tiennent a l'arcl-iitecture, c'est la plus 
utile, parce qii'elle est ordinairement la plus expéditive. Elle a 
d'ailleurs l'avantage de n'offrir aux yeux et à l'imagination que 
des tableaux de l s ,  e t  elle est trtis-propre à exercer d'une ma- 
nière agréable la sagacité de5 Géomètres qui s'en occupent, aux- 
quels elle fournit sorivent des solutions plus courtes et plus élé- 
gantes que toutes cellesqu'on peut obtenir par le secours del'ana- 
lyse. On a donné a cette méthode graphique le nom de géomé- 
trie descriptive, lorsque les diverses parties des figures consi- 
dérées se troiivent dans des plans différens , et on l'a réduite en 
principes généraux, au moyen des projections faites sur  troiv 
plans perpendiculaires entre eux. C'est k Monge principale- 
ment, qu'on doit les nouveaux progrès de cette importante doc- 
trinc, connue auparavant sous le nom Ae stéréotomie. 

2O. La méthode trigonométrique. Elle consiste à former une 
chaîne non interrompue de. triangles entre les données et les 
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inconnues de la figure proposée, et à passer de l'une P. l'autre p a r  
.les formules algébriques de la trigonométrie. 
On sait qu'il faut distinguer la trigonométrie analytique de la 

\ 
trigonométrie numérique.; et que leurs procédés ne sont pas 
toujours les mêmes. Car si l'on proposait, par exemple, de trou- 
ver chacun d e i  angles d'un triangle dont les trois côtés seroieni 
donilés : en nomniant A,  B,  C, ces tmis angles; a, b ,  c ,  les cdtés 
respectivement opposés i la formule éinaly tique la plus sirn pIe 

&l -f '?=-a-' 
pour obtenir i7an,gle'A, par exemple2 serait, e cos. A=  

2bc ' 

Mais s'il étoit question 4'obteni.r 1s valeur nnrriérique, i l  seroit 
plus simple, principalement pour  facilite^ i'emploi des lnga- 
rithmes, de ramener le problêma au calcql destriangles rectan- 
gles, par cette propriété connue, que, dans gout triarigle , cliq- 
oun des &lés est h lasomme des deux antres, cornine la diffé-. 
rence de ces Jeu* autres côtés, es% & la flifféreade des segmeng 
f ~ r m é s  su r  le premier, par i d  , perpendienlaire . abaissée ser lvi 
de I'mtgle b p ~ , ~ ~ s + .  

~e même, daiis la trigoiiomstrieapfiérique, ari 1 des formu- 
les algébriques t ~ & ~ - & l 6 ~ z n k s ,  podr kaprimer les rapportg 
tontes les parties d'on ty-fangle; mai; l 7appl~~a<ibn  de ces formil- 

1 !es Ah a~lculn~ni&iqfic, #est pas toi,joùi-s aussi commode. que 
les rnethpdcs @fi ont'étd ~ f o i ~ y é e ~  boor cbaqué c p  particulier, 

Ainsi l a  trigononiétrie nymériquei qu pr&rerneiit 'Tite, est 
plus avanfageuse,'lbrsqdTil s'agit du t d c u l  de tel ou tel triangle 
&nt les dohyées son1 % ' é ~ d u 6 e s  en nom6res, et la trigonométrie 
a!&b&lie est . $us . yr0qre.à faire déco*rfif les propri$iés &A 

I 
rales ctks f!ïgures, 
5". La rriêrhode ari.lyiique coysiste 21 t r ~ i t e r  les questions pra- 

p 6 ~ k e ~  par les se& moyens que fournit l'analyse, en ne tirant 
de la glottiéirio gue cd qui est nbsoluyrnt ;iidispensab1c pour 
%pression des conaitioiis de chaque problême. 

Pour  cela, on a irnngin& de rapporter par des pbscisses et dcs 
prdonnées, non-seulefient lcs courtes; mais encore toutes les 
figu+s formées par un ssseiiiLlage de Iiapes droites et de plaria, 

a 
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ii deux axes communément perpendiculaires entre eux, lorsqize 
la figure est toute entière dans un mêmo plan, ou A trois plans 
perpendiculaires entre eux ,  lorsque la figure est quelconque 
clans l'espace. On a doilné à ce procédé le nom de géoméT 
trie canaGytique proprement dite ; ce qu i  la distingue parti- 
culikrement, est qu'en-ramenant tout à des abscisses et des 
ordonnées, q u i  sont des quantités liriéaires, les angles de la 
figure ne peuvent être admis immédiatement dans le  calcul, 
mais seulement par l'intermédiaire des sinus, cosinus, &c. 

Celte géombtrie, admirable par la simplicith et l'uniformité de 
ses principes, me paroît cepndant ,  pour la raison qui vient 
d'être dite, moins avantageuse en bien des c.irçonstances y ue la 
trigonométrie, q u i  opére au besoin directement sur les angles. 
Car si dans une figure plane, par exemple, composée d'un nom- 
bre n de lignes droites, l'on ~>nnoisooit n - i angles indépen- 
dans les uns des autres, et qu'on demandât les angles inconnus; 
on les trouveroit tous par de simples additions et soiistractions, 
CLI vertu de la seule propriéth des triangles, que la somme de  
leurs angles vaut de~tx droits j tandis qu'en cherchant ces m h e s  
angles par l'intermédiaire des abscisses et des ordonnées, on 
seroit souvent conduit i des calculs trbs-corripliqués. 

4". La méthode mixte gonsiste R employer simultanément 
les ressources de la géométrie graphique, de la trigonornéirie e t  
de la géométrie analytique, pour arriver plus facijement nu 
résultat qu'elle veut obtenir. Si cette méthode n'a pas l'avantage 
d'une certaine uniformité dans ges procédbs, elle a p]us de 
moyens pour profiter des diverses pïopriéths dSj8 connues des 
figures, et des siniplifications accidentelles, qu'offré dans chaque 
cas particulier la nature de la question. Aussi fournit-elle des 
solutioils très-élégantes : comme elle ne reprevd pas les choses 
de si haut que les méthodes purement analytiques, puisqu'clle 
profite de ce qui est dijk f a i b  c'est-à-dire,'des propriétés d+ 
connues, elle est souvent plus expéditive qu'aucrrne autre, c t  
jusqu'à présent elle a été la plus usitée. Les ouvrages de New ton, 
YPopitaL, Bossiit, Bc. en fournissent un  grand nombre d'cxem 

4.5 
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ples ; c'est aussi celle que je sii/vli ici ç?liiuie la  lus propre 

t 
remplir l'pbjet spécial que je nie qrapose est L faire 
~~~~~~~e sur des sas particuliers l'op~licaiion 
tibles les propriétés qui ont été tqouvées darp 
delites, ainsi que la théorie qui a ét6  d é v e l ~ p p d e i u r  la oorréla- 
l ion des figures s u  niutaiion des s i g ; i ç s . ~ ~ u ~ i e ; r % a ~ r  exemples 
.que je donnerai, sont iiiés d'ouvrage; connu4 , $ais résolus à 
ma manière; j'en donnerai aussi beaucoup d'aqtres q u i ,  je crois, 

f "  
n'ontpojnt encore'éié traités. Mon projet au surplus,  n'est 

4 1. "i" 
,point d'kcrire uq ouw-age suivi, s u r  l'app ica ion de l'Algèbre 
.à fa Géométrie,. 

308. Avant tout,  et quelque méthoda qu'on applique à 
chaque clis particulier,  il es t  eSsentie4 de ee bien p h é t r e r  du 
véritable objet qu'oir doit se propdser (l~at1.d w entreprend la 
sa1irtion d'un problême j 6et objet ssk toujsuss 5 comme nous 
i'avo~is BéjW dit p1usieu;rs fais, de décohiposer la difficult6, en 
ra~ienant la-yuestine pso~osée4  & une autre qiiesiiod, ou A une 
dr ie  d'autres questions qu'on sache déji r6soudce. 

A h s i  les Ilémens de géorné trie eiîseignan t à mener une per- 
pendicuhire du me paralléle d'un point donna A une droite 
doilnée; Unsc r i i e  ou cifconscrirè dn cetclth u ~ t r i a n g l e  donné, 
à coapefnne  d r d e  do;nnéq en raiaan doiiiiée QU en moyeiîne e t  
exlrème rai-, && là méthode appelée g~aph ique ,  consiste i 
mmener ams ttalcd la questiori pcopos6~ quelle qu'elle soit, 
quelques~ur-is des probl&nes précédens Du à une série de pro- 
~blêniësp~~~io~s,touscompris parmi ceux dont on vieni de parlei.. 

De in4nia iar mdthodq ~rlgonométr ique wilsistc 4 ramener le 
pr~bit!nîe~ prbpos6 ii celai-ci ; des six çhmf3 c l i~ i  entrent dans ]a 

-corripoiirion d'un triangle, trois queh~nques k in r l t  danntk qui  + ne soient pas lesirois angles, trouver 14 re@lV ou à une sdrk  de 
probl&mea.semblables. e 

Parbillement dana la géométrie ~ ~ a l y t i q u e  Qn a commencé 

-.par tPouverla solution do q~zelques problémes f ~ ~ l a m e n h ~ ~  
auquels.il il'aagit toujours dc rarncuor celuique ~ ' o l j  propose 
-problêmes é18mmtaires ou fonclümcntauxsan\~eu~-ci.  Les ~ 0 0  r-. 
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cloiindes de rieux points quelconques rapport6s Â dsux droitcs 
tracées dans un pliiti on à trois plaiis perpei~dicialaireseiltre eux 

étant données, trouver la distance comprise entre ces deux 
points. Les rnèmes choses étant donndes, trouver l'angle que fait 
avec chacun des axes ou plans donnés Ia droite qui passe par les 
deux points proposés. Les mêmes choses étant données eiicore, 
et de plus, la distanCe d'un des autres points de la droite e n  
question & l'un des axes, trouver la distance de ce même point 2 
i'autre axe. Connoissant les coordoni~ées de trois points quel- 
conques à l'égard cle ces axes ou des trois plans, trouver les angles 
que font entre elles deux h deux les droites q u i  joignent ces 
points respectivement, &c. Ainsi l'objet de la géométrie analy- 
tique est j e  ramener les nouvelles questions qu'on peut p r o p e i ;  
à ces premiéres, dont la solution est connue. 

11 est clair que plus on sait rdsoudre de ces problikes élémen- 
taires,plus il est facile d'en Irouver parmi eux auxquels on puisse 
rappeler les nouveaux qui peuvent être proposés. Ainsi, par 
exeii~ple, lorsque la tétragononiétrie ou  r~so1utiomi.d~ quadrila- 
t6re sera devenue aussi familière que l'est actuellement la trigo- 
lîométrie, on aura une grande facilité A rhsoucire beaucoupiie 
p r o b l ê ; ~ e ~ ,  difficiles daris l'état actuel des choses. Car il fqut 

actuellement ramener la question proposée à celle-ci, des six 
clioses qui entrent dans la con~position d'~mfrian&le, tmis étant 
données qui  ne soient pas les trois angles,trouver les trois autres, 
tandis qu'alors i l  suffirait; de  ramener la question proposée a 
celle-ci, des trente- trois choses qui  sont à aonsidé~er dsns un 
cluadrila tbre avec ses diagonales ; cinq quelcanqiiiea indépeu- 
clantes les unes des autres étant données, trouver Jes uingt-huit 
autres. O r  comme ce yroblênie renferme la trigonornhtsie, et 
une infinité d'autres questions que la trigononiétrie n'atteint 
que d'une manière 6lr>ign&e et implicite, .il silit qtr'on pourrojt 
ramener de suitc à ce problême priticipal une iuulti~ude d\witres 
prcblèrnes q u i  ne peuvent être actrlellernent traités q u e  diffici- 
lement par la trigonomCtrie. C'est ce q u i  avoit determine plu- 
sieurs grands géometres, ainsi que je l'aicl6jà ubservéi &exécu- 
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ter cette thdorie du qiiadrilatère, et i d n i e  calle de8 pdyganes en 
ghéral ,  Mais romnie les f ~ r ~ i ~ ~ ~ l e s  ~écessaires deviennent pres- 
que innoni brables dés que le nornbre des  ôtés pwse quatre, je 
me suis proposé ici  c y ~  suppléer par  la formalion des tableaux 
de tputes les pai ties du  poly4oue tels que ceux q u i  ont été for- 
més dans la troisiè& section pour le triiinglg ; car un pareil 
tableau fournil, sinon iinpédiaternent toutes les formules pos- 
sibles, au p~oiiis tout ce q u i  est nécessaire pPpr en déduire, 

C t,i 

par de siniples transformations algébriques, celles de ces for- 
L 1 

n~ulqs dont on peut avoir,hsoirr dans chaque cas particulier. 
&*ut 6tendre cette méihade des tableaux, aux polygones 

gauches, aux  polygones sphériques, et mêiiie, aux polyédres 
d'un ,nombre qi~elconque d'angles solides. On trouvera dans 
cette section la solution, ou plutôl l'apperça de la solution des 
pfoblénies nkcessaires pour remplir cet objet qui d'après les 
explications données ci-dessus, donneroit le moyen de ramener 
à des problên~es tous résolus en forme de tableaux, tous ceux 
qu'il est possible d'atteindre par l'analyse finie. 

P R O B L & M Z  x x v  I. 

3 O 9. Un triangle ABC rectangle en A (fig. i 15) hian t donnd, -- - 
merter entre ses petits côtés AB,  AC, une droite FG de gran- 
deur donnde , et qui soit divisée en deux parties égaGes pu point 
ni par Z'hypothénuse. - 

Je prends pour inconnue la droite Am, que je nonime x ,  et je 

suppose la  dnoite donnée FC = 6. 
Dd~rivanh du. point rn comme centre une circonférence, qu i  

Y 7 - 
ait pour rayon mP, puisque par hypothèse mF = m G ,  cetie 

n 
circonférence passera par le point G; et puisque l'angle F A  G - -  
est dioit , elle passera aussi par le point A ,  donc Am=mJ!=:B, 
u ü  x = 6; ce qu'il falloit trouver. 

Si l'on proposoit cette autre question, le triangle rectangle 
ABC élant donné, mener entre ses petits c&és pro!ongés, une 
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droiie,  EG' de gmrdeu~ donnée i, et qui s ~ i t  divi& en deux 
p r ~ i e s  égaZcs au pain4 ni' I'JCYpot~~émse prohtgde. On 

- 
trouveroit par l e  rilêine iraisonneméat que ci-dessus Am'= 6; 
c'est-à-dire q u e  le point m' seroit le second d'intersec- 
tion de 17hypothénuse BC prolongée, avec fa ~i~conféreilce dé- 
crite du centre A et du rayon f 6. 

Donc les points, rn , ln', résolvent cette questim générale, 
qui renferme les deux problêrnes partiels ci-dessus. Un triah: 
gZe ABC rectangle en A étant donné, rneher entre k s  tEE'rections 
d e  ses petits cdtés une droite de grandeur donnée, et qui soit 
divisée en deux parties éga le  par Ga direclion de I'hypoihknuse. 

Cette question gén6i.de ayant deux solutions, doithatureIle4 
ment meiler à une équation du  second degré. Mais' par le choix 

d 

que nous avons fai t  de Am pour inconnrir, elle se réduit .!I unc 
> - 

du prcinier , parce que cetle inconnue Am a la rneine valenir 
ilaris les deus  problêmes partiels. Il faul donc, aiitant que pas- 
sible, prendre pour iiîconnues des quantit6s qui  restent lcs 
mêmes dans toixtcs les solutions yii70n peut prévoir, ou dails 
le plus graild iîoinbre possible d'entre elles. - 

- 
Si l'on eût pris Bm, par exemple, pour I'inconnuq, ou n3aix- 

roit point eu cet avantage ; I'kquation eût été du second degré, 
r 4 '  - $  

les deu's racines eussent été positives, et eussent d ~ n n é  Bnt, 

B m'. f - 
Si l'on e6t pris A F  pour inconnue , l'équation eQt '&té de 

m h e  du second degré , l'une dea racines eûï été positive, 
l'autre riégative : la première eût donné le point F, et  lknlre 
portée dans le sens contraire, eht donné Fr.  Ib ne suit cepen'dant 

a 

pas de - là que AI?' soit une quantité négative ; mais seulement 
de celles que j'ai nommées inverses. 

Cette racine ndgative portde en sens codtraiibe, +ne peut être 
considérée cornme une seconde solution du p~oblême partiel 
réellement mis e n  dquation , c'etlt au con-trkire celle de I'auire 
p r o b l h e  partiel, qui n'a point été mis en équation , mais qrn2 
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e;lt c c ~ i w p ~ k  aven lo:ppernier ddns T'dnoncé  LI probl6me gEnbra1. 
Car dans le prohlèmg partiel réellernc!nt mis e/n bquation , le - 
point cherché m est placé s u i  l'hypothénuse même BC : or il n'y 
a que la racine positive qui réponde à cette hypothése ; l'autre 
racine n'est donc que la simple indication d u  problême p r t i e l  
qui lui est analogue , mais qui ne peut être confondu avec lui. 
Et il en est de niêrne dans tous les cas ;jamais facine nhgaiive 
portée dans quelque sens que ce soit, ne peut répondre B la 
question, telle précisénient qu'elle a &té mise en  équation, ni par 
conséquent en Ettfe considérée comme ime setoride solution, 
Elle est A uel égard , comme les racines imagiriaires elles- 
niémes, ni les unes ni  les autres ne répondent vdritablemerit 
A la question mise en équa t i~n  ; mais les  unes et les autres indi- 
quent rl'autrei questioiis analog11.e~ ou problêmes partiels, qu'on 
peut résoudre par leur moyen. Il n'y a de diffdrence, qu'en ce 
ilué c&tf e analogie entre les questions, est ordinairement plus 
difficile A saisir Iorsqiie les racines sont imaginaires, que lors- 
qu'elles sont simplemeiit négatives. 

Il fant aussi remarquer que dans le problBme qu'on vient 
d'examiner, ce n'est qu'accidentellement que les poiiîis F, F 
doivent être pria en sens contraires l'un de I'autre à l'égard d u  
point A ; car dans une multitude d'autreç problêriies, c'est obli- 
quement aux racines yosiLives, et quelquefois dansle même sens 
qu'elles, que doivent être prises les racines négatives; en sorte 
qu'il n'y a point de régles fixes i.cet égard, et que c'est la nature 
seule de la question q u i  détermine cette position dans chaque 
cas particulier, ainei que cela doit ê t re ,  d'après les principes que 
rious avoiia développés dans la première sectiori, 

P R O B L $ M E  X X Y I I .  

-- 3 1 O ,  Deux droites B'B"', CC", (fig. i 14) se croisant sous un 
A 

an& donné BK C , mener 'd'un point H donné dans le plan de 

cet angle, etplacé sur Ica droite KH qui divise ce m.ême angle en 
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- 
deuxpariieq éga?e$ j une droits BÇ $e grand&ur dom&; el qui 

A 
Je prends pour inconnue 13angie KHB , et je suppose 

- 
la droite donnée KH = .....................,...,.... jj 

h A 
l'angle donné B K B  OU:BKC = ..................,... n, 

. 1  

Le triangle B K B  donne BH : K H  i: sin,BKH r sia.HBK, ou 

- B .  sin. rn Par la même raison, le triangle CKH donne CH= 
airi.(%-m)" 

I- - 
Ajoutant ces deux équations, dn aura à cause de BH+CH=E 3 

as in . (x+m) sin.(x-m) = bsi~~.m[s in . (x+m)+sin. (~-~a)f  
mais (1 25, formules 2 et 4) nous avons 

sin.{xi-m) + sin($- n) ==: asin.xcos.m, 
et sin.($ +m) sin. (x - m) = sin.x9-t;ih.nzP; 

donc l'équation précédente devient 
a sin.xp --r a $in, m" = 2 b sin; m cos. nt ~ i n . x ,  

qui CI cause de 2 sin. rn cos. n = sin. 2 nt devient 
b 

sin. x" - sin. 2 m. sin. s a: S ~ I .  ma ; d'oh l'on tira 
a 
b 1 - 

sin. s = - sin. 2 m z k  -du a' sin. ma + b' ~ n .  s mS. 
aa za 

ce qu'il falloit trouver. 
A 

Si l'on suppose l'angle BKC droit ce qui est le cas oidinaire- 
ment examiné, on aura sin. 2 rn = 1, sin, mg = :; donc l'éqna- 

b 
tion se réduira B. sin. r = - f 

2a I a  
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~ u o i ~ u e  I'Equntion tmuvhe ne soit que du second degré, on 
peut en tirer les quatre sol'uiions dont le problème est suscep- 
tible : car la figure étau t symétrique des deux côtés de la droite 
- ', 

n A 
'KH, les deux solutioiis KHB,  KHB", qii'elle donne pour un des 
côtés, sont applicables &l'autre, et donnent par conséqixent deux 

A A 
nouvelles solutions KHC", KHC'; de sorte cpeles quatre posi- ---- 
tiens possibles de la droite E, sont B Ç , B'C', BrC", B"'CU'. 

~ ' ~ ~ u a t i o n  trouvée fournit aussi directement ces quatre solu- 
tions, puisque le sinus d'un anglè dtant le même que celui de 
son supplénient, chacune des deux valeurs de sin. x, répond à 
deux angles suppldmens l 'un de l'autre, 

P R O B L $ M E  X X V I I I .  

- 7 3 i 1 .  Une circonférence l3 D C et deux fangenles A B ,  AG, 
nzenbes ct cette circonférence étant donndes, mener entre ces deux - 
tangentes une troisième tangents EF é g ~ b  a une droite don? 
née (fig. i 15). -- 

Prenons pour inconnues les segrnens DEI DF de 19 tangente 
cherchée, et supposons 

- - 
l e  segment inconnu D E o u B E  = .,.................... x 

7 -  ...... .............. le  segment Inconnu DI' ou Ç F  = , - Y 
7 

la  droite donnée EF = ................. .'. ........... a 
- - 

la  droite connue AB ou AC = ........................ I 
A 

rangle connu BAC = ................... ; ........... b 
vous  aurons donc par la condition duproblême, x + y  = a, 

De plus, par les propriétés des triangles, on a 
-* - 2  -2 -- 
EF = AE + A F  - aAE AF.cos.BAC, - -  

ou à cause de % =DE, CF = DF; 
as= (b+x)' i -  @+y)'- a (b+x)  (b+y)cos.&, 

OU à caïse d e x w  = a, 
9. = y (bJ+ a b) (! - cos. k) + xs-t-y' - -2 $y cos. k , 

substituant 
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substituant dans cette équation poury sa valeur a - x J  on aura 

(xS-  a x )  (if cos. k) + (bS+u6) (1 -cos. k) = O, ou 
I - cos. k 

xa- ax+(b'i-ab) = O 
i 3. cos. k 

d'où l'on tire 

= *a- rI/G-&+a:4 A 
1 '- - , COS. ' k 
1 7 cos, k g  

ce qu'il falloit trouver, d 

Cette équation a deux racines positives qui donnent les clcux -- 
tangentes EF E'F' symétriquement placées comme il est évi- - 
dent que cela doit être à l'égard des deux droites données AB, - 
AC,  ou de la droite qui seroit menée du point A au centre du i  
cerçle. . 

Mais il est visible pue le problênie a quatre solutions; car 
dans la mise en équation, nous avons snpposé que le point P 

tomboit sur l e  prolongement de AC; or i l  n'y a point de raison 
pour qu'il tombe de ce eôté plutôt que de l'autre en FI. En met- 
tant donc le problême en équation dans cette nouvelle h y p  
thèse, on aura 

i - cos. k 
x * +  a x + ( b s - a b )  = o j  

4 f cos. k A 

d'où l'on tire 

équation qui donne les ,deus nouvelles solutions symdtriques -- 
EF", E"'F"'; la première en portant la racine positive de B en 
E", et l'autre eii portant la racine négative de B en E"; comme il 
est facile de s'en assurer, en établissant de nouveau le calcul 

1_ 

sur l'hypothèse que le point cherché est sur BA au-delà d u  
point A. 
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P R O B L Ê M E  X X I X .  

3 i 2 .  Deux diamétres étant tracés cE volonté dans un cercle 
donné (fig. i x 6) et prolongés inde3niment, mener à ce cercle une 

- -  
tangente teUe que les p r t i e s  D E ,  D F ,  de cette tangente 

\ 
interceptées entre Ze point de contingence D , et chacun de ces -- 
diamètres E Er', FI?'', soient en raison donnée. - 

Soit A le centre du cercle, et soit mené le rayon A D  au point 
A 

de contingence. J e  prends pour inconnues les deux angles EAD, 
A 

FAD , et je suppose 
A 

.- .... l'angle cherché EAD = ........................ , u 
A 

l'angle cherché F A D  = ............................. z 
A ............................... l'angle donné E A lF = k -- 

l e  rapport donné des deux segmens ED, DF  = ......... a -- 
Il est clair que les segmens E D ,  D F ,  sont proportionnels aux 

n A 
tangentes des angles EAD , FAD : donc on aura par la ccmdition 

i a q .  u 
du problême - = a ,  ou tang. u = a tang. z. 

tang. z 
De plus, on a évidemment k = u + z. Donc 

tang. u + tang. z . 
tang. k. = 

1 - tang. u tang. z , ou 
iang. k - tang. k taiig. u tang. z = tang. u + tûng. 2. 

Substituant dans cette équation la valeur de tarig. u tirée de la 
première, nous aurons * 

tang. k - a tang. E tang. z' = (a+ 1) tang.2, ou 
a4-1 3 tang. 2% fang. z _ _ -  - O ;  

a tang. k a 
d'oh l'on tire 

a+ 1 afi a I tang.2 = - 
2 a tang. k * v(--) 2a lang. k +-. a 

Ce qu'il falloit Irouver. 
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D9apr&s la théorie des quantités linéo-angulaires, la racine 
A 

positive donne le point D compris dans l'angle E A F  conformé 
ment à l'hypothèse sur laquelle lc raisonnement a été établi, et la 
racine négative donne le point D' pris dans l'angle supplénien- 

taire F'ZE'. - 
Mais il est clair que si l'on mène le diamètre DD", et par le - 

point D" la tangente E"F1', elle remplira lacondition dii pro- - 
blême aussi bien que EF h laquelle elle est parallèlecet égale; e t  
par la même raison, si par le point D' an mène le diamètre 

D'D"', et que par le point D"' on mene la tangente Ei"F"', elle - 
remplira encore la condition du problême aussi bien que ET'. 

Ces quatre solutions sont toutes renfermées dans l'équation 
trouvée; puisque tang.2 répond aux deux arcs z et 2 w + x  

- (m exprimant l'angle droit), et donne par conséquent les deux 
points D ,  D" par sa racine positive, et D', Du', par sa racine 
négative. - 

Mais le problkme a encore qutltre autres solutions lion corn4 
prises dans l'équation, en effet, soit pris sur la circonférence dans 

A 
l'angle BAC' (fig. 117) un point d tel que menant par ce point 
une tangente qui coupe aux  points e ,  f, les diamètres donnés, - - 
de soit à df dans la raison dmnée  ; il est clair qu'au terme de l'é- 
noncé du problême, le point d satisfait à la condition proposée, 
et qu'il doit se trouver u n  semblable point d" à l'extrémité d u  
diamètre mené par le point d. Mais ces solutions ne sont point 
renfermées dans l'équation trouvde ci-dessus. Pour les obtenir, 
il faut Btablir le calcul sur  la nouvelle hypothhse, c'est-à-dire, 
qu'on aura alors, non pas comme ci-devant E = u+z , mais 
k = z -'u. Les deux équations seront donc tang. u = a tang. z 
et k = z - u. D'où tirant tang. z par le même procédé que ci- 
dessus, on aura 

tang.z 7 
a a tang. k a 
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On peut réunir toutes ces solutions en une seule et même 
formule cornme il suit, 

a ( a 
tang. z = - 

a a tang. rE n a tang. rE a 

le signe supérieur de i ayant lieu pour le premier cas examiné, 
et le signe infdricur pour le second. . 

P R O B L - & M E  X X X .  

3 i 3. Deus circonf&reences MBm, NCa. (fig. i 18) &tant 
gracies dans un même plan, mener d'un point H pris à volonté 
sur Ga ligne des centres, une droite B.C entre b s  deux circonfé- 
rences, qui soit divisée au point H en raison donnée. - 

Prenons pour inconnue la droitk CH, et supposons - 
l'inconnue CH = ................................... x 

- 
BH . . 

l e  rapport donné = = ............................. a 

3.1 

CH 
le rayon MB = .......... ... ......................... R 
IerayonNC = .................................... r - 

. . la droite conriue MH = ..........................m.. m 
- 

l a  droite connue NH = ..'........................... n 
Les deux triangles MBH, NCH ayant un angle égal en H ,  

nous devons avoir (aoG) 
-1 O - r -5 - -L - - 

(MH'+BH-MB)CH.NH = (NH +CH-N(: )BH.MH,~~ 
(m'+agx'- RO) n x  = (na+-xP- ra)  a m x ,  ou 
x2(naP-  a m )  = amn4- rnBn+nR'- amr'; 

d'oh l'on tire 

I / a m n P -  I~*L&R~- omr' 
X =; 

naa-  a m  
. Ce qu'il falloit t.rouvei.. 

Je supprime le double signe, parce que la racine négative est 
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En développant la première, j'ai 

a = a R sin. k cos. n-{-a R sin. n COS.&; OU 

a- oR sin. k c0s.n = 2R sin.n c0s.k j 

élevant au carré, j'ai 

a-kaRsin.Ecos,n + 4R'sin.k'cos,n"=4R"cos.k~~'c0~.k"cos.n' 
ou à cause de sin. rEa+cos, k" = 1 

d'oh l'on tire 

' a sin.& cos.2 
c0s.n sr - d= - ( / 4 , ~ ' -  a', et par conséquent, 

aR a R  

Voilà donc déjà n trouvée ; il reste à trouver m. Pour  cela, jc 
développe l'équation (B) : elle me donne 

" 
b sin.mcos. ri + b sin.ncos. rn=sin.(k + n)cos. nz-sin. ns cos.(k + n), 

sin. m (b cos. n f cos. (k + n) = cos. rn (sin. (k+ n) - b sin. n) ; 

d'où l'on tire ' 

~i r i .  m. - sin: (k+ n) - b sin. n , OU tang.m = 
c0s.m . b cos.n+cos. (k-tn)' 

a 
Mail 1'6quation (A) donne sin. (k + n) = -- et par conséquent 

a R '  . - .1 
cos. ( l t n )  = - f 4 ~ ' -  d e  

BR , substituant ces valeurs de 

sin. (k4n)'et cos. (k+n) dans la valeur trouvée ci-dessus pour 
a-  n6Rsin.n 

tang. m , nous aurons , tang. m = 
1 9 b~ cos.n+ (/-R*= a' 

Or nous avons trouve ci-dessus les valeurs de sin. n et de cos. n; 
donc taiig. m est connue. Ce qu'il falloit trouver. 
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ce qui est facile : car si d'un point pris à volon té sur  la circonfd- - 
rente , on porte s u i  ille une autre corde 2 = AD ; qu'ensuils - - 
'du centre L et du rayon LE on décrive un arc qui coupe ad au 
point s i  il est clair qu'à cause de l'uniformité de courbure du  - - L 

cercle, on aura E D = e d j ainsi ed &ant trouvée par la cons- - 
'truction précédente, on aura ED,  qu'on portera de E qui est 
donné - au point cherché D. 

La meme solution s'applique évidemment au aas oh  le point 
donné E seroit pris hors de i'aire du  cercle; mais il est clair qu'a- 
lors le prol;lên;è devient impossible, lorsque 46' devient plus 
grand que 8rS, ou b r > r f i .  

OQ trouver?it kgaleriîent par la p ê m e  ~ropr ié t6  des cordes, la 
solution du problê&','~i ab lieu du rapport des cordes cher- 

'kkdes; on connoissoit leur somme, ou leur différence, ou leur 
praduit, &ç, 

3 16. D'un point p i s  d volont& au-dedans o r  a u - l h o m  
d'une sphère donnée, menor trois cordes perpendiculaires entre 
elles, et qui soient en raisons données. 

Prenons pour inconnues les trpis cordes çherçbées, et suppon 
sons 

. . . .  .. . ... ..*.... :..... ... l'une de ces cordes = '. , , , , , ,-. :, x 
l'une des deux autres = , ... , , ... , .. , .....,......... ;. Y 
la troisième = . , .. , , ..... , . , .... , . , , ... , ............ e 
le  rayon donné de lasphère = + .  .. ,, .-, , ,, , ,. . , . ..?. ... 1' 
l a  distance du centre au point donné où doivent se croiser les 
trois cordes cherchées = . , , , ... , . , , ... , , , , , . , . , , , .. , , I, 

x 
le rapport donné - = .........,....................... 

g a 

Y . .  .. . -.. . .  . ' .+ ' C le rapport donné .- I- .. , , ... + .  . , . , , , , , , , .... , , .. * .  . *-, 
z C 

Nous aurons donc, par les conditions dii problême x 
ad, 
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tuant dans cette équation , pour x ,y ,  leurs valeurs tirées des 
deux premières, on aura zl(i + a" + cl) = I 2 r" - 8 b". Donc 

I 21.'-8b' i2ra-BEs 
i+aa+c"' 

Ce qu'il falloit irouver. 

 a ai supprimé le  double signe devant le radical, parce qué les 
valeurs négatives sont ici insignifiantes. Mais le  problème a une 
infinité de solutions . . : car si ayant trouvé x, par exemple, on 
imagine par le p in t ' donné  où doivent se croiser les trqis per- 
pendiculaires un diamètre, il est clair que toutes les cordes pas- 
sant par le même point donné, et faisant le  inême angle que x 
avec ce diamètre, seront égales et pourront être prises pour 
tette inconnue. On peut rendre le problême déterminé, en pres-. 
crivant pour condition que 8 doit se trouver dans tel ou tel 
grand cercle passant par le point donné. Alors le problême aura 
six solutioris , puisqu'on peut 4videmment substituer l'iine 
l'autre de toutes les manières possibles les trois inconnues x ,  y, 
z ,  ce qui fait six combinaisons différentes. Ainsi l'équation, 
quoique, du  second degré seulement, ou  plutôt du  premier, 
puisqin'elle n'a point de second terme, n'en donne pas moins les 
six solutions effectives dont le problêine est susceptible. 

La solution précédente s'applique évidemment au cas OU le 
point donné seroit pris hors du volume de la sphère, mais alors 
la quantité radicale devient imaginaire, s i  l'on a 8 6"> 1 sr', ou 
b > r G  

P R O B L f i M E  X X X I V .  

\ 
, 3 17. D'un phint pris à volonté ou-dedans ou au-dehors 

d'une sphère ; mener trois pZans perpendiculaires entre eux,  tels 
que b s  aires des trois cercles formant les intersections de ces 
plans avec 'h  sphère, soient en raisons données. 

Prenons pour inconnues les rayons des trois cercles cher- 

47 
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chés, les aires de ces cercles seront comme les carrés de ces 
rayons. Supposons donc 

l'un de ces rayons = ...........................,.m.. s 
..... l'un des deux autres = ........................ : Y 

le troisième = ..................................... a 
le rapport de l'aire du  cercle dont le rayon est x a celle du cer- 

xs ....................... clé dont le rayon est z ou -; = a 
j: 

le rapport de llaire du cercle d0il.t le rayon est y à celle du 
Y' cercle dont le rayon est z ou - = .................... c 
zJ 

le rayoii de la sphére donnée = ....................... r 
la distance d u  centre de la sphère au point donn6 d'où doivent 
partir les trois plans perpendiculaires =;. ..............* b 

Nous aurons -donc, par les conditions du problême x'= as', 

y' = cz"; de plus ( r  35), on a xS-t-y' +as = 3 r" - 6". Substi- 
'tuant dans cette équation les valeurs de x, y,  tirées des deux 
premières, on aura za(x -t. Q f c)  = 3 r* -i b" ; donc 

Ce qu'il falloi t trouver. 
On doit ici faire les mêmes observations sur l e s  racines que 

dans le problême précédent 

P R O R L Ê M E  X X X V .  

3 18. Connoissunt les angles d'un triangle ABC (fig. 12 i )  e t  
Ees distances de chacim de ses côiés à un point donné Dpris dans 
le même plan, trouver les trois côtés de ce triangle. 

Désignons par A, B, C, ies trois angles doilnés du triangle; 
par a, b ,  c , les CÔf és respectivement opposh ; et par a', b', c' les 
perpendiculairxxi données abaissées du  point D sur ces côtés res- 
pec tivement. 

Du point donné D , je mène des droites a u x  angles A ,  B , C ; 
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il est bviilent qne l'aire du triangle proposé ABC est 1s aorniiio 
des aires des deux iriangles ABD,  ACD, moins l'aire du trian- 
gle B CD; c'est-A-dire, qu'on a 

====== - __= 

ABC = ÂKD + ACD - BCD. -- 
Mais ABC = t AB. AC. sin. BAC = 6 c sin. A 

- i__ - 
ABD = tAB.ct= : c c ' ,  ACD =t66', BCD =for le  

Donc l'équation ci-dessus devient 
bc  6in.A = bb' + cc'- aa'. 

Or,  par la proportionnalité des sinus avec les cÔtGs, le triangle 
sin. B sin. C 

ABC donne b = a - , c = a -. Substituant ces valeurs 
s1n.A sin. A 

clans l'équation précédente, et divisant par sin.B sin. C, on aura 

b' sin. B+cisin. C - a'sin. A 
a = , et par la même raison, 

sin. B siii. C 
b'sin. B + cf  sin. C - n'sin. A 

b = 
sin. A sin. C 

b' sin. B+ cf sin. C - a'sin. A 
C = -. . 

sin. A sin.,l3 

Ce qu'il falloit trouver. 
Si le point D étoit placé sur l'aire mbrne du triangIe ai devien- 

droit inverse, et par conséquent il faudroit en changer le gigne 
dans les formules précédentes. 

I l  est facile de résoudre ce problême sans calcul, en commen- 
çant par construire, cornnie nous l'avons indiqué (1g3), une 
figure semblable à l a  figure cherchée. , 

Tl est également facile d'étendre cette solution au cas oh au lieu 
d'un triangle, ce seroit un autre polygone quelconque qui seroit 
proposé. 

P R O B L E M E  X X X V I .  

3 i 9. Connoissnnt les ohaissées de chacun 
des angles d'un tnwngGe sur le cdtk oppos6, trnmuer l'es angles 
et Zes cdtés de - triangle. 
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Soit ABC (fig. 122) le triangle proposé. Désignons par A ,  B, 

C les trois angles cherchés ; par a ,  6, c ,  les côtés opposés aussi 
cherchés ; et par a', br, cl, les perpendiculaires dannées respecti- 
vement abaissées des angles A,  B , C. 

6' $- c'-as 
Par les propriétés du  triangle, nous avons cos. A =  

a b c  ' 

De plus, on sait aussi que les perpendiculaires abaissées des 
angles sur les côtés oi>posés, sont en raison inverse de ces côtés. 

a a' 
Donc nous avons a : 6 :: bt : a', ou b = - 

b' ,. et pareillement 
a ar 

c = -  Substituant ces valeurs de 6 et  de c dans I'équafion 
c' ' 

précédente, on aura, . 
(a's')' + (ac'  y- (b'c' )' 

.COS. A = 
2 'p bfc' 9 

On aura pareillement, 

a' c' alc' ai b' - a'b' 
COS.B = -+- - - COS.C = -+- - - 

SC' 2a' 2bfb' ' a b' 2 a' 2 c f ~  ' 

Ainsi nous avons dé j i  les trois angles cherchés : il nous reste à 
trouver chacun des côtés. -- 

Or le triangle rectangle ABH donne AH : AB : : sii1.B : i; donc 

mais a' est donné, et nous venons de trouver c0s.B. Donc c est 
connu. On aura pareillement a et 6, par ces deux autres équa- 

b' c' . 
tions a = 9 6 = -  . C e  qu'il falloit 

)II -COS.C" i -cos. A' 
trouver. 

P R O B L Ê M E  X X X V I L  
. . 

3 2 O. Un iriangle F G H  éhnt donné (fig. i 4, lui circons- 
crire un autre triangle ABC tel qu'en abaissant de chacun des 
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angles de ce dernier une perpendicu2aire sur son cbté opposd, 
ces perpendicuhires tombent précisément aux points F, G ,  13, 
qui sont les sommets du premier. --- - 

Soient A H ,  BG, CF, les perpendiculaires menées des angles 
- - -  - 

A ,  B, 6 ,  sur  les côtés opposés BC,  AC, AB ; il faut donc que 
le triangle ABC soit tel que ces perpendiciilaires tombent res- 
pectivement aux points H,  G, F, qui  sont les sommeis du trian- 
gle donné FGH. 

A 
Le tableau formé, probl. xvi (16~)  nous donne FHG=w-2A, 

A 
ou A t rn - + FHG , (form. 28), et de même (form, ag ; 30), 

A A 
B = rn - F GH , C = rn - t GFH. Les trois arigles du trian- 
gle ABC sont donc connus. 

Pour exécuter la coristruction , on remarquera de plus, que le 
A A 

meme tableau donne (forin. 16,17,18), BHF = A ,  BFH = C, 
A 

CGH = B; il n'y a donc qu'A mener par le sommet donné II une - - A 
droite BC qui fasse avec la droite donnée F.H l'ai~gle BHF = 

A 
m - ~  FHG, par le sommet F , une autre droite AB qui fasse - A ' A 
avec FH I'angle BFH = .a - A GFH,  et enfin par le point G ,  

> - - A 

uile troisième droite AC qui fasse avec G H  l'angle CGH = rn 
A ---  - F G  H. Ces trois droites AB, AC, B C seront les trois côtés 

du triangle cherché. Ce qu'il falloit t,rouver. 

P R O E L Ê M E  X X X V I I I - .  

7 3 2 1. Une corde B C [fis. i 24) étant. tracée é volontk dans 
un cercb donné, trouyer sur la circonférence de ce A cercle un point -- 
A ,  tel qu'en menant ks cordes A l3, AC , les perpendiculaires 
- - A  - 
AH, BG, CF, sur ces &-orois cordes et la  droite FG , Z- 

A - 
A ir E formépar cette droite eB ka perpendiculaire AH soit égal d 
un angle donné, 
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A . Le problSme xvr (i67) montre tform. 31) que l'angle A IF 
donné par hypoth&w, est dgal à .B - ( C  - B) ; c'est-h- dire , 

A 
qu'on a d I F = w - C+B. De plus, l'angle A est connu, puis- 

- .  
qu'il est a p p y 6  sur la corde donnée BC. Or 2 m = A+ B + C  ; 
ajoutant cette équation à la précédente, on aura 

A h 
a + A Z F - A  3.s-AIF-A 

Donc B = , et de même C = - Co 
a 2 

qu'il falloi t trouver. 
Cet exemple et celui du problême prCcédent montrent qu'il 

est souvent avantageux d'opérer immi.cliaternent sur  les angles, 
au lieu d'employer les quantités linéo-angulaires , car l'inter- 
vention de celles-ci dans ces exemples, pourroit'mener a une 
analyse assez compliquée ; et il est aisé de m~iltiplier les cas 
semblables. 

P R O B L Ê M E  X L .  

32.2. Dans un puadriluière domit!, insc& ua car&. 
Soit ABCD le quadrilatère proposé (fig. r 25) ; mnpg le carré 

cherclik qui doit ktre inscrit dans ce quadrilatère. 
, Le quadrilatére étant d o n d ,  j'en connois les angles, et je 
vois facileinezit que si en outre je conauissoi!i un seul d'entre 
ceux qui sont déterminés par les pûsitions vespectives du quadri- 

n 
lathe et du carré, Bmn, par exeniple, tous les autres se trouve- 
roient de suite par de simples additions e t  s~ustractions. Les 
angles trouvés, il n'y auroit plus à chei'cher que la valeur abso- 
lue du ~6th R,u carrd, ce qu'on obtiklîdmif visibleGent par le 
priiicipe dela proportionnalité des d É é s  clans les triangles, avec 
les sinus des angles opposés:Je prends donc pour inconnues, - A 
ie côté mn , et l'angle Bmn, et je suppose - ................................... l 'inconi~m nzn = y 
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les quatre angles du quadrilatère proposé . . . . . b . A ,  B , C, D, 
--A-- 

AB, RC , CD, AD les côtés de ce même quadrilatère m , n ,p  , * 
l'angle droit == . . . . . . . .. . . , . . . . . . . . . . . . . . . , rn 

Cela pos6, je cherche d'abord t o u ~  les angles de la figure. 
A A 

A cause de l'ang1i: droit pmn,  j'ai évidemment Amp = rn - z ;  
A A fi  

ensuite Ap.rn=m-A+z;  puis D q p = A - z ;  puis Dpq=2a 
-D-A-t-z. 

A A A 
Pareillement mn B = am-B-z, p nC =B f z -w,  npC= 3= 

-B-C-2. \ 

T T d i  tous les angles trowds en valeius de z. 11 est facile 
maintenant de calculer les lignes de la  figure. 

Le triangle B m n donne 
- -  - y. s1n.r 
~ n :  mn:: s in .~ht t  : s in ,rn~n,  OU B~ =r 

sin. B ' 
y. sin. (R + z) 

. et Brn = - 
sin, B 

y cos . (A-z )  De même, le triangte A m  gt donne A rn - 
sin. A - j 

- y cos.(B+C-t.5) 
et le triangle n p C  donne n C  F - .-. 

sin. C 

ces valeurs 
---- 

de Am, B m , B n ,  nÇ, dans les équa- 
tions suivantes qui sont évidentes ; savoir, 
- - _ L -  - - 
AB, ou m = Arn+Brn, BC, ou n = B n + n C ;  on aura 

y.sin.2 y cos.(B+Ci-2) 
n =-- - 

sin. B sin. C FI. 
Multipliant ces deux équations en croix, pour faire dispa- 

roîlre y ,  nous, aurons 
. . 

msin. A sin. C sin.2 - m6in.A sin, B GQS. (B+C+z)  
= n siil. B sin. C cos. ( A  - ;G) + rzsin.A dn.C 4i11. (B+z)- 
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m sin. A sin. C + m sin. A siil. B sin, [B+C] 
8in.z ( 

-nsin.Asin.Bsid. C- nsin. A sin. C cos. B 

( 
n sin. A sin. B sin. C + n sin. B sin. C ços, A 

= C0S.Z + 7n sin. A sin. B cos. [B + C 1, > * 
sin. z 

Divisant par cos. z ,  et observgiit que - = tang. z , on aura, 
COS. Z 

en dégagealit Z'inconnbe tang. z ,- - - 

Ce qu'il falloit trou&. 

3?3. celte équation dn premier degré n'indique qu'une. 
solution. Il est vrai  qu'à tarig. z répondent deux arcs diff6rens ; 
mais comme la différence de ces deux arcs est 2m, la seconde 
solution se trouve identique avec la preniiére. 

Cependant le problême pris dans sa généralité a trois solu- 
tions; car le  calcul a été établi dans l'hypotlièse que le point na 
doit se trouver placé entre A et B; mais il pourroit se'trouver 
sur le prolongement soit au-delà de A ,  soit au-clelà de B ; ce qui 
fait trois cas. On dira que ces trois cas font trois pro- 
blêmes différens, et non une seule et même question : mais on 
pourroit dire la même chose de toutes les autres questions qui  
ont plusieurs solutions; car ces solutions ont toujours quelques 
particularités qui  les distinguent les unes (les autres. Les .trois 
cas dont il s'agit ici s'expriment par des équations qui  ne diffé- 
rent entre.elles que par les signes qui affectent les quantités qui  
y entrent, et peuvent être ramenées à une forme identique par 
de simples transformations algébriques ; enfin, l'on passe d'un 
systême à l'autre par mutation insensible; ce sont donc bien 
véritablement trois solutions différentes d'une mime question ; 
et la question pourroit conduire à une équation du troisiénic 
degré, si l'on choisissoit d'autres inconnues. Mais par le choix 

que 
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que m u s  avons adopté les trois racines se trouvent: ration- 
nellcs, et c'est ce qui fait que l'équation est seulement du pye- 
mier degré. 

3 2 4 .  Dans un tria&le donné, inscrire un autre triangle 
donné. 

Soit ABC (fig. 126) le triangle dans l e q ~ e l  doit être inscrit le 
triangle a 6 c ,  de manière que les angles a ,  6 ,  c ,  du second se 

7 - -  

trouvent respectivement placés sur les &tés BC, ACy A B  di1 

premier, ou sur leurs prolongemens. . 

Les deux triangles étant cloonés , je connois tous leurs 
angles, et je vois d'abord que si j'en connoBsois de plus un  seul  
de ceux qui naissent de la position respective de ces deux trian- 

' A  
gles , Abc par exemple, tous. les autres me seroient facilement 
connus par de simples additions et soustractioris, sans faire 
intervenir dans le calcul, les qtiantitéi, linéo-angulaires. Je 

A 
prends donc pour ,+coimue cet angle Abc que je nomme z ;  je 
nomme de plus A ,  B,  C les trois augles du triarigle AB.C, A', 
B', Cf, les côtés du'mème triangle respectivement opposés a ces 
angles; a, 6, c, les angles du triangle a b c ,  a', 6', ct, les côtés de 
ce même triangle respectivement opposés 4 ces angles, et enfin 
.D l'angle droit. Cela posé, 
. La sorrime des trois angles d u  triangle A6c, étant 2 16, j'ni 

A 
A c 6  = a m - A - z .  

La somme des trois angles formés autour du  point 6' étant 
A 

égalernent2*,j'aiCba=z=-6-z. ' 

Pareillement, la somme des trois angles formés autour du 
A - A A 

point c valant 2=, j'ai Bca=aa-c-Acb, ou Bca=A-c+ za 

, La somme des trois angles du triangle B a c  val.arrt am, j'ai 
A A A 

B a c = a m - B - B c a ,  ou B a c =  am-A-B+c-z. 
Enfin, la somme des trois angles d u  triangle C ba valant 2 m ,  
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578 G E O M E T R I E  
Voila tous les angles trouvds : i l  sera facile maintenant d'avoir ---- ?-- 

touslessegmei~s Ab, Ac, Ba,  Be, Ca,  Cb,  par le seul principe 
de la proportionnalité des côtés avec les sinus des angles opposds. 
P a r  exeni ple : - - 

Le triangle Ac6 donne Ac  : c b : : sin, A b c  : sin. CA 6 , ou - asii1.z 
Ac = - 

sin.A ' - - 
De même, le triangle cBa donne cB : ca : : sin.caB : sin.cBa, 
- b sin.(A+B - c + z )  

OU c B  = - 
sin. B - . -  - 

Ajoutant ces deux &quations, on aura Ac-tcB , ou A B  , ou 
n sin.2 b sin.(A+B - c f z )  

C = -  -k- , ou multipliant tout par 
sin. A sin. B 

sin. 8 sin.B, 

Csin.Asin.B =asiu.B sin.z+ b sin.A sin.(A+B-cfz) (A) 

je développe la valeur de sin. (A+ B - c+ z) ,  et j'ai 

sin. (A+ B-c+z)=sin, (Ai- B-c) cos.z+ cos. (Ai-B-c) sii1.z. 

Substituant dans l'équation . ( A  ) , on  aura, à cause de 
cos. z = t'; - sin.&', 

= b çin.A sin. (A+ B - c) II - sin.zS. 
Elevnnt tout au carré, transporant et ordonilarit par rapport h 
sin.2 nous aurons 

~Csin.Asin.B~asin.B+Zsin.Acos . (A+B-c) l  
sin. ,?-sin. z - --- - 

[asin. B + bsin. Acos. (A $ B-C)Y + b'sin. (A + B-c)' 

- basin. (A +B - c)' - C'sin. A1sin.B' - - 
[a  sin.^+ b s ~ . ~ c o ~ . ( ~ + ~ - c ) ] * i - d h i n . ( ~ + ~  - c)" 

éqiiation du second degré qui donne la valeur cherchée rlc 
sin. z. 

Qiioiqiie l'équation prkcédente ne soit que du second degr6, 
. elle clonne quatre solutions; c'est-Mire, quatre valeurs diffé- 
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D E  P O S I T I O N .  879 
rentes pour r ;  parce que chacune (les deux valeurs de si11.z 
répond elle-même à deiix angles diffheils suppléuzens i'uil de' 
l'autre. 

P I 1 O B L Ê M E  X L I L  

- 325, sLlr une droite donne'e M N  (fig. i 2 7 ) ,  trouver un -- 
point A dont tes distances AB, AC à deux points donnés B ,  C - soient en raison donnée. 

-- - - - AB 
Soit a le rapport donné de AB 5 AC, c'est-à-dire, = = a 

AC ... - 
par les points donnés B, C,  je méne la droite indéfinie BCH'. 

Je divise l'intervalle BC dans la raison donnée au point IX 
- 
BH -- 

c'est-à- dire que je fais - - - a ,  ou BH:CH::a:r ,  oip 
CH --- - - a 

BHfCH : BH:: a+ I i a; ce qui donne BH = BC - 
a+ r 0  

- .  
Je  détermine pareillement sur le prolongement de B C  UR -- 

autre point Hf, tel que BH' , CH', soient aussi dans la raioon 
r - 

donnée; c'est-à-dire , qu'on ait J3 H' : CH';: a : 1 , ou BH'- 
-- - - a CH' : B H ' : : a -  1 ; ~ 4 ,  ce qui donne BH'= BC 7. 

a-I 
1 

Alors sur HH' comme diamètre, je décris un cercle. Cela posé, 
- 

l a  circoi~férence de ce cercle coupera la droite propos& &IN 
- - 

en deux points A, A', qui l'un et l'autre satisferont A la ques- 
tion proposée. 

Car (199) la circoiiférerwe RAA'H' est le lieu géométrique 
de tous les points dont les distances aux points B, C sont dalis - - 
la raison donnée a ,  ou de BH à CH.' - 

Si l'on veut avoir l'expression analytique du  diamètre HH , 
-.2 -- 

ou celle du rayon DA, on remarquera q i i e  IJH' = BII'.CH'- 
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- - - a 
g f i , ~ ~  (197). Or nous avons déjà trouvé B H = B C  - 

at-1 

a - - 1 
 BI^= -- ; et de même, on voit que C H = B C  - 

a-1 ai-1  ' - 1 
CH' = BC -. Donc l'équation ci-dessus devient 

a-1 

- - - Ii- 

Donc EH' = 2 a B C ,  et par conséquent le rayon DA= aBC. --  
Donc i : a : : B C  :.DA. 

Puisque la circonférence H A  A'H' est le lieu géom6trique de 
tous les points dant les distances aux points B, C sont dans la 
raison donnée ; il suit que l'on résoudroit de la même manière - 
la question , si nu lieu d'une ligne droite MN, c'étoit une cir- 
conférence, au toute antre courbe donnée, sur IaquelIe il $au+ - -  
droit trouver u n  point A dont les distances A B ,  AC,  aux 
deux points donnés 3, C , seroient en raison donnée ; les points 
ou la circonférence HAH'couperoit la courbe proposée satis- 
feroient la qukstiol?. 

326. si l'on proposoit cette autre question : trois points 
B ,  H ,  C étant pris cZ volonié sur une ligne droite, trouver sur 

- I 
une autre droite donnée MN un point A,  tel qu'eh menant de 
ce point aux trois points donnés B ,  H , C trois droites, b s  deux 

A A 
angles B A H ,  C A H  soient égaux. On la  résoudroit de méme, ---- 
en cherchant un point Hf tel qu'on ait R H  : CH:: BH' : CH, - 
et décrivaut sur  HH' comme diamètre une circonférence, les 
poifits A A' où cette circonf&reace couperoit Za droite donnée - 
M N  , satishiioient à cette question. Car nous avons vu ( J  99) 
que la circonférence HAH'lest aussi le lieu géorn6trique de tous 

A n 
Jes points qui sont tels, qu'on a to~~j,ours BAH 5 CAH. - 

Il eh seroi1 évwiemrnen.t de.mêhe, si au l ieu de la droite MN 
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on donnoit une autre circonférence, ou une ligne courbe quel- 
con que. 

r 527. Si l'on proposoit cette autre question : quatre points, 
B, I I ,  C , D , étant pris à volonté sur une droite donnée (fig. i &), 
trouver hors de cette droite un point A ,  tel qu'en menant les - - - -  A 
quatre droites A B ,  A H ,  A C ,  A D ,  les trois angles BAfI ,  

A A 
H A C ,  C A D  soient égaux. 11 faudroit , comme ci-dessus , cher- - - -- 
cher sur  cette droiteun point Hf telqu'on eût BH : CH :: BH': C H f ;  

- - A -  

puis un + secouid C', tel qu'on eût HC : DG:: HG' : DC'. Ensuite - - 
siir HR' et CC' comme diamétres, décrire deux circonférences. 
Le point d'intersection A de ces deux circonf&rences seroit le 
point cherché; car (199) la circonfdrence HAH' est le lieu 
géométrique de tous leu points qui sont tels, qu'on a toujours 

A A A 
BAH = CAH ; et la circonférence CAC' est le lieu géométrique 

A A 
de tous les points qui sont tels, qu'on a toujours CAH = CAL). 
Donc au point d'intersection A de ces deux circoiiférences , on 

A A A 
a ,  BAH = C A H  = GAD. Ce qu'il falloit trouver. Comme il 
y a un second point d'intersection, le probleme a évidemment 
une seconde solution. 

P R 0 B L Ê : M E  X L I I I .  

328. Connoissunt les trois angles d'un triangle, et les dis- 
tances de Ze,urs trois sommets à un point do~zne' dans Ze même 
plan,  trouver les trois cotés de ce trt'angZe. 

Soit ABC (L ag ) le triangle proposé, et D le point donné. 
On connoît donc les trois angles A ,  B ,  C ,  et leurs clistaiîces - - -  
A D  , BD , CD au point D. I l  s'agit de trouver les côtés m, - - 
AC:, AB,  que je ddsigne par a, b ,  c , respectivement. 

Les angles A ,  B , C étant donnés, les rapports des côtés sont 
déjà connus, puisque ces côtés sont entre eux comme les sinus 
deces angles donnés :il ne s'agit doncplus que de trouver lavaleur 
absolue de l'un quelconque d'entre eu s ,  pour les avoir tous. 
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J e  commence donc par construire une figure semblable A la 
proposée, en traçant d'abord un triangle a b c  semblable au 
triangle clierché ABC; ce qu i  est facile, puisque les trois angles 
sont doiinés. Je  cherche ensuite un point c2 qui soit placé daris 
Ia n o ~ v e l l e  figure, comme le point D l'est dans la piernibre; e t  - - 
je merie les droites ad ,  b d ,  cd. Les triangles A B D ,  a Ld, - - 
seront donc semblables ; donc les distances ad,  bd, sont entre 

-- - 
elles comme A D ,  B D  ; mais ces deux dernières lignes sont 

- Y  

données ; donc leur rapport est connu,  donû ad, b d  sont 
en raison donnée. Décrivant donc (325) la circonférence qu i  
est le lieu géométrique de tous les points dont les distances -- 
aux points a,  b sont dans 1q raison d ~ n n d e  Je AD à BD, cette 
circonférence passera par le point 4. - 

Pareillement, si l'on décrit la circonférence qui est le lieu 
géométrique de tous les p ~ i n t s  dont les distances aux points - - 
a ,  c sont dails la raison donnée de AD à C D ,  cette autre cir- 
conférence passera aussi par le point d, donc le point d sera 
l'.intersection des deux circonférences tracées. Dona on aura la 
6figui.e a bod  semblable à la figure cherchée ABCD ; donc pour - 
avoir la valeur absolue de A B ,  par exemple, nous n'aurons - -  - -  
que cette proportion Ii faire AB : AD:: a b  : ad, dans laquelle 
les trois - derniers termes sont connus. On aurq Je même 
les deux autres c&tés A C ,  BC par ces autres proporhms -- -7 - - -- 
AC: AD::ac : ad; BC : AD::bc: ad. Cequ'ilfalloit trouver. 

On voit que le problême a deux solutions, puisque les circon- 
fkrences tracées se coupent en deux -poinis. Nous traiterans 
ce problême d'une manière différente (33s ). 

Par  la même marche, on résoudroit cette autre question ; 
comoissant tous les angles p e  font deux ic deux ies six arêtes 
d'une pyramide triangulaire, et les distances de ses quatre soq- 
mets à un p i n t  quelcon pue de ?espace? trouver foutes les fimerl- 
siops de cette pyrar@e, 
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P R O B L Ê M E  X L I V .  

329. Deux circonférences A F B G ,  A C B D ,  étant don- - 
nées ( fig. i I 2 ) , et une corde F G étant tracée au - dedans de 

l'une d'entre elles ; tracer dans l'autre une cordti CD de gran- 
deur donnée, et kh?e que bs quatre extrbmités F,  G , C , D , 
de ces deux cordes se trouvent toutes placées sur une méme cir- 
conférence. 

Menez la corde 3, et par le  point K oh elle coupe la corde 

menez dans le cercle AC BD une corde ~ D d e  la grandeur 
donnée. Cette construction est une suite évidente de ce qui a 
été dit (306). 

P R O B L Ê M E  X L Y ;  

330. dnscriredans un cercle donné un  triangle abc (fig. l h ) ,  

&nt Zes trois cdtéspassent respectivement par troispoinls A ,  B,  
C , donnés dans Ge rnérne plan. 

Ce problèine passe pour difficile, et il a fixé l'attention de 
plusieurs grands géomètres. Castillon en donna le premier la 
solution dans les Mémoires de l'Académie de Berlin a n  1776. 
Cette solution est synthétique et fort ingénieuse, mais compli- 
quée. Lagrange en donna aussi-tôt une autre très-belle entière- 
ment analytique insérée dans le même volume. Sur l ' i~vi ta-  
tion d'Euler, Lexell donna.dans le quatrième volume des noii- 
veaux RSémoires de Pdtersbourg, la constructiori de la formule 
trouvée par Lagrange. 11 dit qu'il avoit essayé de l'appliquer 
ail quadrilatère inscrit,et qu'il n'y avoit pas réussi; mais celalui 
fourilit I'occasioii de découvrir une propriété trés-intéressante 
des quadrilatères inscrits. Oltajaiio, h l'âge de 16 ans,  irouva 
pon-seulement une solution synthétiqiie extrêmement élégante 
de ceprobleme, mais il l u i  donna toute la généralité possible ,en 
l'appliquari t aux polygones inscrits d'un nombre quelconque de 
côtés : cette so1,utioii se trouve dans le quatrième volume des 
Blémoires de la Société italienne. Mdfatti  donna dans le même 
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384 G E O M E T R I E  
volume une autre solution synthétique du même problême ainsi 
généralisé. 

La solution suivante est mixte et tierit principalement de 
celle de Lagrange. Je  crois senlement avoir simplifié la mise 
en équation, par l'usage d'une yroprié té très-familière des trian- 
gles ; et j'ai fait voir comment on peut. l'étendre aux polygones 
ifiscrits d'un nombre quelconque de côtés. La méthode étant la 
même pour tous ces polygones que pour le simple triangle, je 
me proposerai tout de suite la question dans toute sa généralité, 
comme il suit. 

Inscrire dans un cercle donné un po2ygone ab cd e (fig. 13 1) , 
dont ious lès ctltés passent respectivement par autant de points 
A ,  B, C , D , E , donnés dans Ze méme plan. 

Soit 1< le centre du celccle proposé; de ce centre, soient merides 
- - ic - -  

des droites K A ,  KB, KG, K D ,  K E ,  à tous les points donnés 
C _ - - -  

A ,  B, C, D, E. Et des rayons, K a ,  K h ,  K c ,  K d ,  K e ,  à tous 
les poilits cherchés a, 6 ,  c, d ,  e. 

Nommons r le rayon donné du cercle, a ,  6, c , d ,  e , les droi- ----- 
tes donnees AK, BK, CIL, DK, EB; a', b', cf, cl', e', les angles 

donnés AEB, BBC, CRD, D ~ E ,  E ~ A .  Prenons enfin pour 
n A A 

inconnues les a n g l e s A 2 a ,  ~ 2 6 ,  CKc,  DKà, E K e ,  et nom- 
mons-les respectivement t ,  u,  x ,  y, z. 

Cela posé, considérons successivement les triangles AKb, 
BKc,  C K d ,  D K e ,  EKa, et appliquoris à chacun d'eux cette 
propriéth familière des triangles : la somme de deux côtés est a 
leur différence, comme la tangente dc la demi-somme des angles 
qui  leur sont opposés est à la tangente de leur demi-différence. 

En vertu de cette proposition, le premier AK b de ces trian- 
gles donnera 
- - A -  

AK+ bK : AK- bK : : tang. f (AbK+ bAK) :  tang. f (AbK-bAIC). 
A A A 

Or A bK+ bAK =sup. BK6 = sup. (AKB + BKb) = sup. (af+ u); 
1 

oe qui donne tang. t (AbK f 6AK)= cot, f (0'3. a)= 
tarig.; (ar+u)' 

et 
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A A R A A 

el de plus, AbK - bA1C = bal< - bAK = AlCa = t ;  ce qui 
donne tang. ( AbK - bAK) = f t; la proportiondeviendra donc 

1 
a+ r :  a - r : :  : tang.f t ,  

tang. :.(a' + u) 
a-r 

OU - - - ianç. t. tang. (a'+ u) , 
a + r  
a-r tang. a'+ tang. u 

ou - = tang. ; t 
a3.r  - 1- tang. a' tang. I u ' 

d'où l'on tire 
a-r a-r --- tang. f ar.tang. u 
a+r a+r 

tang. t = 
tang. t a' + taiig. 

Or il est clair que chacun des côtés du polygone doit nous 
donner une équation pareille à la précédente, Donc nous aurons 
pour r6soudre le problême, les équations suivantes eii nom- 
bre égal à celui des côtés du polygone, ou des points donnés 
A ,  B , C , D, E , e n  commenqant par celle que nous 
trouver; savoir, 

a-r a-r --- tang. f a' tang. f u 
tang. f t = a f r  a+r  A 

tang. a' -t- tang. f u 
b-r b-r - -. --- tang. ; b' tang. t x 
b+r  b + r  tang.; u=, , - 

tang. t 6' + tang. s 

C-r C-r --- tnng. c' tang. :y 
c + r  c + r  tang. I x = 

tang. c' + tang. y 

d-r d-r --- tang. Id' tang. f z 
tang. :y = d + r  d + r  

tang. f d' + tang. i z 

e-r e-r 
I -__ -  tang, f e' tang. t 

eS-r  e + r  tang. :z = -. 
tang. er -4- tang. t 

venons de 
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Avec ces équations qui  sont en même nombre que les incon- 

nues, on.obtiendra facilement celle que l'on voudra. Suppo- 
sons, par exemple, qu'on veuille obtenir x , on prendra ln 
troisième équation, qui  donne x en valeurs de y. On substi- 
tuera donc dans celle-ci, pour y, sa valeur en ,- que donne la 
quatrième équation, et l'on aura ainsi une équation entre x 

et z ; on substituera dans cette nouvelle équation, pour z , sa 
saleur en t ,  tirée de la cinquième ci-dessus; ce qui donnera une 
éqilatiori entre x et t , on substituera dans celle-ci la valeur de t 
en u que donne la premikre ci-dessus, et l'on aura une équa- 
tion en x et u ; enfin dans celle-ci, on substituera la valeur 
de u en valeur de x que fournit la seconde ci-dessus, et l'on 
aura une équation qFUi ne renfermera pl~is d'autre inconnue 
que x. Il rie s'agira donc plus que de résoudre cette dernière 
équation pour avoir l'inconnue cherchée, 

Quoique ce calcul paroisse un peu long, la symétrie des for- 
mules le rend facile, e t  montre de suile qu'en quelque riom- 
bre queA soient les points doiînés A ,  B , C , D &c. l'équation 
finale ne peut jamais monter qu'au secorid degré. 

Eui effet ,supposoiis ,pour abréger, tang. f t= t', taiîg.;~ =u'&c. 
les Cquatioiis trouvées seront évidemment toutes de cetle forme: 

t' = 8-t-Bu' 
. CtDu' 
- A'+B'xr 

ut = - 
C' + D'x' 

Or en substituant dans la  première de ces équations, pour u', 

sa valeur tirde de la seconde , il est clair que la nouvelle équa- 
- k + Bx' 

tion s:ra encore de cette même forme t'= - 
CV + UVx' ' 
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Pareillement , ensubstituant dans celle- ci,  pour x', sa valeur 
tirée de la troisième, o n  aura encore une équation de cette 
même forme entre tr et y', ainsi de suite. De sorte qu'en pous- 
sant jusqu'â la dernière , on aura une équation de cette 

~~~N tr  
in8me forme, où  t sera seule inconnue ; savoir, t' - 

- P + Q t l '  
dans laquelle M et N seront des quantités connues, et qui par 
conséquent ne montera qu'au second degré, quel que soit le 
nombre des points donnés, et à cause de la symétrie des éqria- 
tions , la construction ne sera jamais que la répétition succes- 
sive d'opérations de même genre. Ce qui fait que ce problême 
qui  paroît d'abord compliqué, finit par conduire à des cons- 
tructions fort simples et fort élégantes. Mais- comme ces cons- 
tructions sont connues, je ne m'étendrai pas davantage sur  ce 
sujet, d'ailleurs fort curieux. 

331. De ces six choses, savoir Zes quatre côtés ëùn qua- 
drilatère et ses deux diagonales, cinp queZconpues étant don- 
nées, trouver b sixième. 

Soit ABDC (fig. 132 ) le quadrilatère proposé ; je désigne - - - -  
par m ,  n , p ,  q ,  les quatre côtés A B ,  A C ,  BD, CD,  et par 

A -  

r ,  s ,  les deux diagonales AD, BC. Il s'agit donc de tr0uve.r 
une équation entre ces six quantités m , n , p ,  q , r ,  s ,  de 
manière quc cinq quelconques d'entre elles étant données, on 
puisse en tirer la sixième. 

A A A 
Soient x ,  y,  z les trois angles R.DC, ADC,  ADB; nous 

aurons par conséquent x = y  + z. Donc 

cos. x = cos. y cos. z - sin. y sin. z , 
ou sin. y sin. z = cos, y cos. z - cos. x ,  

et en élevant au carré, 

sin, y". sin. a' = cos. y' cos. z"+ cos. x' - 2 cos. x cos. y cos. z , ou 
(1- COS^') (1-COS. z') = C O S . ~ ~ C O S . Z ~  $ COS.X*- acos,xços.ycos.z, 
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OU 1 - COS. y" - COS. Z* + COS. y' COS. z* 

= cos.y2 COS. 2'4- COS. xa- 2 COS. x COSJ COS. z, 
OU 1 .t 2 COS. x COS. y COS. z = COS. X' S. COS. ys+ COS. Z' (A). 
Cela posB , les trois triangles BDC, ADC , ADB , donnent 

p" + p " ~  ss qa + rs- na p" + r2-m' 
COS. X = , c0s.y = , cos.z= 

2P4 a Y" a P "  
Substituant ces valeurs de cos. x ,  c0s.y , cos.2, dans l'équa- 
tion ( A )  ; et multipliant par 4p1q"r" pour faire disparaître le  
dénominateur, on aura 

4psq"rs+ (p'$c~"- sa) (ql+ rr"- n') )'+ rs-  m") 
= r" (P*+ qs-sa)'+ p2(p'+ rl-n9)"+ p"(p"+ rl- m1j' (B); 
Cette équation doit résoudre l a  question proposde, puisqu'elle 

ne  renferme plus que les six quantités m , n , p ,  p, r , S. Déve- 
loppons donc ces termes, en exécutant les opérations indi- 
quées. Nous aurons, en transposant et réduisant, . 

Ce qu'il falloit trouver. 
La loi suivant laqiielle les quantités cornpardes entrent dam 

cette forniule , est facile à saisir ; car iO. les six premiers termes 
sont les carrés de ces six côtés , multipliés chacun par la qua- 
trième puissance du côté opposé ( e n  regardant les deux dia- 
gonales comme côtés opposés l'un à l'autre ; ce qui est vrai,  si 
1'011 considère les points dans l'ordre A, B ,: C, D ). a", Les quatre 
termes suivans sont les produits des carrés des trois côtés de  
chacun des quaire triangles ABC, ABD, BCD , ACD , qui ont 
leurs sommets aux points A ,  B , C , D. 3". Enfin, les douze der- 
niers termes sont les produits des carrés des côtés çonibiilés 
trois A trois, de chacun des trois quadrilatères ABDC, ABCD, 
ACBD. La somme de ccs douze derniers termes est donc égale 
à l a  somme des dix prcmiers , l'équation ayant en tout vingt- 
deux iermes. 
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Dans cette formule les six quantités 772,  n , p ,  y ,  r ,  s, ne se 

trouvent élevées chacune qu'aux secorid et quatrième degrés; 
le  premier et le troisi&me ne s'y trouvent pas. D'oh il suit, 
1". que cinq quelconques de ces quantités étant données, on  
aura la sixième par une équation du  quatriènze degr6 soluble a 
la manière de celles du second; 2". que cette forrriule ne con- 
tenant que des quantités élevées au carré, est applicable sans 
aucun changeruieiit de signes (46) h tous les systêmes corrclatifi 
possibles ; c'est- M i r e  , aixx trois espèces de quadrilatères dont 
nous avons parlé (103) (fig. 132, 133, 134). 

L a  formule précédente est confornie à celles qu'ont trouvées 
Lexell et Euler, qui  se sont i'un et ~ 'aut re~ooou~ds  de cette ques- 
tion dans les BiIénioircs de l'Académie de Pétersbourg.On peut y 
parvenir de plusieurs manières, particulièrement par le  théo- 
rêrne II (196), sans faire in tervenir les quantités linéo-angu- 
laires dans le calcul : mais j'ai choisi la démonstration qui  m'a 
paru la plus courte. Cette formule est susceptible d'un graiid 
nombre d'applications. 

332. Proposons-nous , par exemple, cette question que 
nous avons déjà traitée (328), les trois.angZes d'un triangZe et les 
distances de Zercrs trois sommets à un quatn2rne point puelconpue 
pris dans de rnémepZan étant donne's, trouver les trois côtés de ce 

triangle. 
. Soit ABC le triangle cherché (fig. 135), D le point donné, 

ABCD sera un quadrilatère dans lequel on connaîtra Ies trois - -  
côtés AD, RD, CD, et de plus, les rapports des trois antres 
côtés entre eux, piiisqu'ils composent un triangle dont les trois 
angles sont connus. - - - - 

Supposons doncAB=m, AC=?$, BC=s, BD=p, C D = q  - - 

AU = r. L a  formule trouvck ci-dessus sera applicable à ce qua- 
drilatére. De plus, on a - - -. 

' sin.C 
AB:BC::sim.C:sin.A, onrn=s- 

sin.A ' .  
sin. B 

et pareiflemeat n = s - 
s1n.A' 
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Substituant les valeurs de m,  n, dans cette formule, elle na 
renfermera plus d'iiïconnues que S. Il ne s'agira donc que de 
dégager cette inconnue ; ce qui est facile, parce que l'équation, 
quoique du quatrihine degré, est soluble à la manière des équa- 
tions du second. 

333. Proposons-nous cette autre question. Connoissont les 
guatre côtés #un quadrilatère et le produit des deux diagona les , 
trouver ces diagonales. 

Soit ABDC (fig. 132) Ee qtiadrilatère proposé. Soient m, n ---- 
p, y ,  les quatre çôtds donnés AB, AC, BD, C D ,  r ,  s ,  les deux - - 
diagonales inconnues AD , B C , et k leur produit donnd par 
hypotlièse. 

k ,Es 
NOUS aurons donc, rs = 15, ou s = - , s" = -. Siibstituant 

J' r" 
cette valeur de s''dans la formule trouvée, et multipliant tout 
par r', nous aurons . 

Equation du quatrième degré, qui se résoud comme celles du 
& 

second. r étant connu, 011 aura s par l'équation s = -. Ce qu'il 
r 

334. Proposons-nous encore cette autre question : trois 
circonférences étant tracées dans un méme plan, trouver una 
quatrième circdnférence qui soit tangente aux trois autres. 

Soient A, B, C, (fig. 136) les centres des trois circonférences 
données ; D celui de la circonfirence cherchée. Nommons a, 6 ,  c 
les rayons des trois circonférences données, x celui de la circon- 
férence cherchée j et enfin, m, n , p  , g ,  r ,  s ,  les six droites a, 

- - 
-7-L- 

AC,BD,CD,AD,BC:lestroisquantités m , n ,  s ,  sont don- 
nées par hypothèse, et quand on aura trouvé x ,  on aura les 
trois autres p ,  p, r ,  par ces équations p = b + x ,  p = c-l-x,  
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r = a-!-x; il reste donc h trouver x ,  mais ABDCest un quadïi- 
latère : on peut donc lui appliquer la formule trouvée çi- 
clcssus ( i 3 i ) ,  c'est-à-dire, qu'il n'y aura qu'i substituer dans 
cette formule, au lieu des trois quantitésp , q, r ,  les trois b + x ,  
c + x ,  a + x ;  alors cette formule ne renfermera plus d'autre 
inconnue que x, et se réduira au second degré. 

Je  n'effectue pas ce calcul parce que ce problème a 6té résolu 
d'une manière plus simple par des géomètres de premier ordre, 
tels que Viete, Newton, Euler, et que la seule synthbse e n  
fournit plusieurs solutions très-élégantes. Mon objet a été seu- 
leinent de faire voir que In formule trouvée ci-dessus est suscep- 
tible d'un granù nombre d'applications. Je me propose de l'éten- 
dre ci-après au calcul des polygones, soit plans , soit gauclies , 
soit trasés sur la surface d'une sphère, ainsi qu'aux polyèdres 
d'un nombre quelconque de côtés. 

P R O B L Ê M E  X L V I I .  

d'un quadrilatère, trouver les segntens de ces cliagonabs, e t  
ceus p i  sont formés par les cûtés prolonge's jjusgu'd leurs ren- 
contres respectives (fig. i 57). 

I l  suffit que cinq de ces six choses, les quatre côtés et les Jeux 
diagonales, soient données, pour que tout le reste soit déter- 
miné : mais comme par le problême précédent on irouve la 
s i x i h e  , nous les regarderons ici comme données toutes six. 

Soient H le point d'intersection des deux diagoi~ales, F celui -- - -  
des c,Ô tés AB, CD, prolongés, et G celui des cÔ tés AC, BD, 
aussi prolongés. Il s'agit donc de trouver, ;O. les quatre segineris --- - 
AH, B E l ,  C H ,  DH, formés sur les diagonales; zO. les huit - -  - - - -  
segmens A F ,  B F ,  CF, DF; AG, BG, Ç G ,  D G ,  formés sur 
les cÔ tés prolongCs. 

- Y i  

Nommons x , y, les deux segrneils i3 H , CH , de la diagonale - -- - 
BC ; u , u ,  les deux segmehs AH,  D II, de la diagonale AD ; et 
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de plus, comme dans le problême précédent, A B  = rn, AC = n , 

~ c s  triangles AB C, BDC , coupés respectivement par les 
--  

transversales AH,  I) H , donneront (1 g6), 
uSs = m'y + nax - sxy 
v's = pay  + qPx - sxy.  

OLant ces deux équations l'une de l'autre, et observant que 
v ~ - u " =  (v-t-u) ( Y - u )  = r (v - u),  on aura 

s r ( v  - u)=y ( p a l  rna)+x(q" - na). Par la  même raison, on a 
' s ~ [ ~ - x ) = o ( f -  p2)+e(n'-ma) .  

Mais v = r - u ,y = s - x; substituant ces valeixrs de u ,  y ; 
dans les équations précédentes, et réduisant, elles deviendront 

équat i~ns 'qui  sont l'une et l'autre du premier degré. 
Elilninant u entre ces deux équations, nous aurons 

les trois autres scgmens Y ,  v , u , se trouveront de même ; d'ou 
l'on voit qixe les côtés et diagonales d'un quadrilatère quelcm- 
que étant donnés, chacun des quatre segmens formés par ces 
diagonales s'obtient par une équation d u  premier degré. 

11 en est de méme de chacun des huit segniens formés sur les 
côtés prolongés jusqu'à leurs communes intersections. On les 
obtient , soit par .un calcul semblable au précédent , soit en 
&ablissant la corrélqtion des figures d'après ce qui  a étd dit ( I O  1). 

Enfin ayant trouvé, corrime on vient de voir ,  ceux des dia- 
gonales, on peut en déduire c,eux des côtés comme il suit. 

Le triangle ABH coupé par la transversale =me donnera (n 18) 
y-- --- 
4F.DH.BC = BF.AU.CH. ~ c n o ~ c a u s e d e E =  z-hg, 
on aura --- --- -e_- 

AF.QH.BC = AF.AD.CH+AB.AD,CH, 
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formule dont le dernier membre ne contient plus que des quand 
titBs connues. Il en est de même de chacun des sept autres seg- 
mens. Ce qu'il falloit trouver. 

Cette formule n'est encore applicable qu'A la 'figure 'sur 
laquelle le raisonnement a été établi ; mais par le tableau général 
de corrélation forme (102) entre les quadrilatères de toutes les 
formes possibles, on voit que'pour appliquer cette formulè aux 
figures 6'3 et 64, il n'y a aucun changemeirt à faire, puisque d'a- 
près ce tableau, aucune des quantités m,  n , p ,  y, r ,  s ,  u, ou 
y - - - - - -  

AB, AC,  CD, B D ,  AD,  BC, AH qui entrent dan~l 'é~uatioi l  
8 - 

précédente, ne devient inverse, exceplé C D ,  qui n'entre dans - 

la formule qu'au carré. 11 est donc facile d'appliquer cetto 
formule aux quadrilatAres de figure quelconque. 

336. ~onnoissai t  les quatre c o t ~  et les A u r  <EiagonaTes - 
;d'un quadrilatère ABCD , trouver la transversale P Q menée 
entre deux points P Q pris à volonté sur les côtés opposds - - 
AB,  C D  (fig, 138). I 

---- 
Je niérie les quatre droites BQ,  B Q, C P ,  DP. Cela posé , 

noi-is avons (196) dans le triangle PDC coupé par la transver-. 
sale P Q , 

- 2  - 2 - 2 -  --- 
PQ .DC = PD . C Q  + PC DQ - DC.DQ.CQ. - - -  

Or DC,  DQ,  C Q  sont données par hypothèse; il reste donc 
-2 -2 

à trouver P D ,  PC . 
Mais par le même principe, le triangle ADB coupé par ln .  - 

transversale D P , donne 
-2 - 2 -  - 2 -  --- 
PD AB = BD . AP + AU BP -AB.,W.BP; 

50 
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et pareillement, l e  triangle ACB coupé par la transversale CP. 
donne 

équations dont les seconds membres ne renferment que des 
quantités données. Tirant donc de ces équations les valeurs de 
2 7 2  

P D  , P C  , et les substituant dans la on aura 

AB-DC ' 

Ce qu'il falloit trouver. 

P R O B L Ê M E  X L I X .  

337. Résoudre le quadrilatère coniplet ovec ses trois &- 
gonales, dans tous les cas possibles. 

On se rappellera que je nomme quodrilatére complet, l'a$- 
sernblage d e  quatre droites tracées dans un même plan; que ce 
qnadrilatère eomplei renferme trois quadrilatères simples de 
trois formes différentes ayant chacun deux diagonales, lesquelles 
six diagonales se réduiserit à trois. Cela posé , les quatre droites 
proposé& et ces trois diagonales, font sept droites, qui indéfini- 
rneiît prolongées , forment ce que j'appelle quadrilathe corn- 
plet avec se; trois diagonales , et comprenuent cinquante-une 
cl~oses à considérer ; savoir, trente droites, et vingt-un angles. 
Mais de ces cinquante-une choses , cinq quelconques in& 
pendantes les unes des autres étant données, tout le  reste e ~ t  
déterininé ; c'est-&dire , qu'on peut trouker les. quarante-six 
autres. Or c'est,ce problême qui est celui de la puadrig~norné- 
trie ou tétrapnonétrie ,-considérée dans sa plus grande géné- 
ralité, qu'il faut résoudre. 
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Pour  cela, ilous comme nous l'avons fait ( 146  
et suiv.) , pour la trigonométrie ; c'est-à-dire, qu'ayant pris à 
volonté pour termes de comparaison, cinq des ciilquarite-une 
choses qui  sont à considérer dans le systême, nous réduirons la 
question i fo rmer  le tableau général des parties de ce systême, 
toutes exprimées en valeurs de ces cinq premières, prises pour 
termes de comparaison. 

Cela posé, soit (fig. 84) AFDG le quadrilatére complet pro- ---  
posé avec ses trois diagonales A D ,  FG, BC, toutes ces droites 
étant indéfininient prolongées. 

Prenons donc, par exemple, pour les cinq données ou t e r i  
mes de comparaison eri valeur desquelles toutes les autres par- 
ties du s y s t h e  doivent être exprimées , les cinq segrnens - - - - -  
AF, FB, BH , HC , CG formés sur  les !rois côtés du triangle 
ABC ; on aura d'abord le sixiéme (3e form. 228). ' 

Les six seginens ainsi connus, on trouvera les €rois transver- - - -  
sales AH, DG, CF, par la proposition dnoncée (1 96). 

Cela fait , on corisiddrera le triangle A B  H , par exemple, - 
coupé par la transversale Cl? , et l'on aura (1"'" forni. aa8) --- --- 
AP.BC.DH = BF.HC.AD. De plus, on a Bvjdernnnerit 
- - 7  - 
AH = AD + DH. Donc A H étant trouvée par ce qui vient 
d'êtredit, on aura en combinant les deux équations précédentes, - - - - - -  
AU ct DH ; on trouvera de même BD , DG, CD, FD. - ._ 

Toutes ces lignes étant trouvées, on obtiendra AK et l)k ----  
par la proportion suivante, AK : D g  :: AH : DH (4" form. 2282, - - -  
en la combinant avec l'équation évidente A D  = AK $ D K , - 
ilans laquelle A D  est connue par ce q u i  précède. 

Ensuite on trouvera par la proposition énoucée (ig6),  les --- 
droites FG, FK,  GK. .- 

Après quoi on aura III? par cette proportion (4" form. sa81 ,  - -  - - -  -- 
LF ; LG :: FK : GK , ou LF : LF+ FC :: FK : GE, dans laquella 
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tout est connu par ce qui précède , excepté LF. On trouveka 

&idemment L G  par la même proportion. - -.- 
Quant à LB , L C  , on les aura par la proportion de même -- - - 

, genre que  la .précédente, LB : LC :: BH : CH, combinée avec - - -  
l'dquation LC = LBcBC. - 

Airisi l'on aura déjl toutes les parties linéaires de la figure 
proposée exprimées en valeurs des cinq prises pour termes de 
comparaison. Il reste doni L trouver les aneles. 

Mais puisque la figure est toute décomposée en triangles, et 
qu'on coniîoît ma in tena~~t  les trois ~ 6 t h  de chacun d'eux, on 
aura  les cosinus de tous les angles par ce seul 'principe connu, 
que dans tout triangle, lc carré de chacun des côtés est égal à la 
somme des carrés des deux autres côté.s, moins deux fois le pro- 
duit de ces mêmes côtés, multiplié par le cosinus de I'anglequ'ils 
comprennent. P a r  exemple, tontes les quantités linéaires ékmt 

A 
trouvées par hypothèse, on aura l'angle BAH par cette dqua- 

- 2  -2 -2 - -- 
tion BH = AB + AH - a AB. AH. cos. BAH, dans laquelle il  
n'y a plus d''autre incoiinuc- que  cou,BAH. Ainsi des autres. 

Voilà Jonc le tableau général formé de toutes les parties de 
la figure proposée , exprimées eri valeurs de cinq , qui ont été 
prises poiw termes de comparaison ; et à l'aide de ce tableau, 
',on résoudra le quadrilatère dans tous les cas possibles ;comme 
nous l'avons vu pour le triangle (160 et suiv.). Ce qu'il falloit 
.trouver. 
. Il est à remarqaer q d o n  peut faire entrer, si 1'011 veut, dans 
l e  tableau général les aires des triangles, ou. autres parties inté- 
grantes de la figure proposée. . 

Le tableau général une fois formé pour la figure .primi- 
tive ( fig, 1 8 4 ) ~  prise pour terme de coniparaisoii, on fera, 
d'après les principes développés dans la prerniére section , le 
iablîau gériéral de corrélation de toutes les f ip ros  susceptibles 
d'itre traitées par les mêmes formules, modifiées seulement par- 
193 signes. 
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P R O B L Ê M E  L. 

338. Bésouàre b problême généraZ de la polygononiétrié , 
c'est-h-dire, résoudre dans tous bs cas possibles un polygone 
quelconque tracé dans un plan, avec toutes ses diagonales, et 
supposant pue les c8tés et ces diagonales soient tous indeFniment 
prolongés, de manière qu'ayant parmi Zes choses qui sont à con-. 
sidérer dans la h u r e ,  un  nombre de données sufisantpoztr que 
tout b reste soit dé'lerrniné, on puisse trouver toz~tes les autres. 

Il est clair, par ce qui a été dit ci-dessus, q u e  la qucs- 
tion sc réduit à former le tableau général des duantités qui  
entrent dans la composition d u  sgstênie proposé, toutes expri - 
mées en valeurs de quelques - uncs seulement d'entre elle;, 
prises en nombre suffisant pour que tout le  reste soit déter- 
miné; c'est-A-dire, en supposant n l e  nombre des côtés de ce 
polygone, que toutes les qualîtités tant lineaires qu'angulaires 
qui entrent dans sa composition, devront être exprimées en 
valeurs de z n - 3  d'entre elles prises pour terines de coinpn- 
raison. 

Cela posé, soit ABCDEF (fig. 1391, le polygone proposé. 
J e  preo'ds pour terme de coinparaison, l'un quelconque des ---- 
cd tes comme E; et de plus, les distances CA, CB , DA, UB , &c. 
de tous les autres angles aux premiers A,  B ; ce qui fera , èn 
effet, le nombre 2 n- 3 de données ou termes de comparaison, 
comme cela doit être. 

Maintehant , considérons successivement les quadrilatères 
ABCD , ABDE, ABEF, ABCE , &c. ayant pour base corn- - 
ri1un.e AB, et chacun un seul des eôtés non compris parmi les 
termes d e  comparaison. 

E n  appliquant à chacun de ces quadrilatères les formules d u  
problême précddent , on trouvera tom les côtés, diagonales, 
segmens , et angles de ce quadrilatkre. On fera la même chose 
pour tous, et l'on aurale tableau général cherché des parties dela 
figure proposée toutes expriintes en valeur? deq a n -3 qui 
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398 G E O R i E T R I E  
ant  ét4 prises pour termes do comparaison. Ce tableau une fois 
formé, il répondra, en changeant à volonté les termes de com- 
parwson comme on l'a explique pour la trigonoméirie (160 et 
suiv.), R toutes les questions qui pourront être proposdes sur  . 
la résolution d ~ i  polygone, Ce qu'il falloit trouver, 

Le problême se simplifie beaucoup , lorsque le  polygone est 
consiclérd sans ses diagonales ; car alors il  n'y a jamais que trois 
inconiiues A trouver, et par conséquent, trois équations for- 
mer entre ces inconnues et les données, O r  ces trois équations 
sont fournies cornme pour le  triangle par cette propriét6, que 
dans tout polygone, chacun de$ côtés est égal h la somme de 
tous les autres, multipliés chacun par le cosinus de l'angle qu'il 
forme avec le premier. En consdquence, il n'y a qu'à yreridre 
successi~ement pour bases trois quelconques des côtés du  poly- 
gone proposé , et appliquer à chacun d'eux la proposition prk- 
Eédente. Il en résultera trois équations, clont la combitiaison 
donnera les trois inconnues chercli6es. 

Quoiqu'on soit maître de prendre à volonté ces bases succeç- 
sives parmi ious les côtés du polygone, le choix que l'on peut 
faire de l'un ou del'autre dans chaque cas , peut simplifier plus 
ou moins le calcul. Lorsque tous les angles sont donnés hors un,  
ce calciil s'abrège naturellement, puisque l'angle iiiconnu s'ob- 
tient d'abord par une simple addition ou soustraction; et qu'en- 
suite il n'y a plus à former que deux des trois équations dont 
nous avons parlé ci-dessus, pour obtenir les deux auires incon- 
nues. Mais ces détails rn'entraineroient hors des bornes que je 
me suis prescrites ; ils font l'objet spécial, quant au quadrila- 
tère, des deux belles dissertations de Lexell , insérée's dans les 
Mémoires de l'Acad6mie de Pétersbourg dont j'ai déjà parlé. Et 
quant aux polygones en général, ils sont traités dans la polygo- 
riornétrie de Simnn Lhuilier. L'un et l'autre sont partis de 
principes un  peu diffërens du mien : je me contenterai ici, 
de faire voir sur  un cas particulier, comment on peut toujours 
en partant de ce dernier, former dans chaque cas particulier 
les trois équations ndcessaires Qq solution du problême. 
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Soit donc, par exemple, ABCDE (fig. 139 bis) un pentagone - -  

dans Jequel tout est donné, excepté les deux côtés AB, BC, et 
A 

l'angle compris ABC. 
A 

J'ai d'abord cet angle ABC par cette propriété gén6rale des 
polygones, que la somme des angles est égale à autant de fois 
deux atîgles droits qu'il y a de côtés, moiiis quatre angles droits ; 
c'est-à-dire , qu'en noinmarit .a le quart de circonférence, on 
aura A+B +C +D -i-E = 6 w .  D'où je tire de suile l'angle cher- 
ch& B = 6 m -  (A+C+D+E).  
. B étant connu, il ne nous reste plus que deux équaiions B 
former par la propriété éiioncée ci-dessus entre les données et  -- 
les inconnues AB, B C ; nommons-les x et y ,' et prenons-lea 
succ&sivement pour bases. J'aurai- donc . . 

-A- - - 
Mais 1'. on a AB A E  = A. 2'. Si l'in prolonge AB et DE jus- 
qu'à ce qu'ils se rencontrent en m ,  on aura 

-A- ' A 
AB ED = AmE = A+E - %m. 

-A- 
AB CB = B. Donc ,la première Les deux équation ci- dessins 
devient 

On verra par le même raisonnement, que la seconde devient 
- 

y = x COS.B-AE. COS.(B+A) +FD . C~S. (B + A+E) +DC.  cos.^. 

De ces deux dquations du premier degré, où tput est connu, 
excepté x et y ,  il sera facile de tirer cllacune de ces inconnues ; 
ce qu'il falloit trouver. On tkaitera de même tous les autres cas, 
en quelque nombre que soient les chtés di1 polygone plan; con- 
sicléré sans ses diagonales ; et dest & cette question particulière 
qu'011 restraint ordinairement ce que l'oii nomme polygono- 
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métrie. Elle est envisagk daiîs le problême pr6cédeiit sous une 
f acception plas kénéra'le : j y considère l e  polygone avec toi1 tes 

ses diagoiîalcs ef s é ~  côtés ind8finiment prolongés , et j'y corn- 
prends les polygones gauches ;, auxquels convient bien égale- 
ment le principe énonce ci-dessus, mais polir lesquels il est 
insuffisant. 

h 
P R O B L Ê M E  LI, 

339. D e  ces six choses , snvuir i%ii pngZes formés b 
Z'un des sornnzets d'une pyramide trian,ouZaire, par Zes trois 
arêtes qui s'y réunissent prises deux h deux, et Jes trois angJes 
formés de méme ct Z'un quelconpuc des trois autres sornnzetspar 
k s  aretes qui s y  réunissent prises aussi deux deux ; cle ces six 
choses, dis - je ,  cinp quedconques étant données , trouver la 
sixième. 

Soit DBCA (fig. 140) la pyramide triangulaire proposée. Te 
compare !es sommets D, B,  et  je cherche le rapport qu i  doit 

A A A 

eliister eu tre les trois a n g i ~  3 Y  C,  AD C, A D  B, formés cru 
7-7  

sommet D par les trois arêtes DB, DC, DA qui  s'y r6uiîis- 
A A A 

sent prises deus + deux, et les trois angles DBC, A B C ,  DBX , - -- 
formés au sommet B par les trois arêtes BD , BC B A q u i  s'y - 
réuilissent aussi prises deux à deux ; de manière que cinq quel- 
conques de ces six angles étant doniîés, on puisse trouver le 
sixième. 

A A A A 
J e  suppose, BDC = a, ,4DC = 6 ,  ADB = c ,  DBC = s' 
h A 

ABC = b', DBA r= of. 
-2 - a  -1 - - 

Le triangle DCA me donne CA =DC +DA-2DC. DA cos. CDA 
- 2  -a  -2 - - 

et le  triangle $CA. . . . . . . . CA =BC $BA -2BC.BA. cos. CB,4, 
Otnnt cette dernière équation de la première, on aura 

Mais par le principe de la proportionnalité des sinus avec les 
~ 6 t h  dans les triangles ABC,  ABD nous avons 

13D 
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- 
BD: b A : : s i n . b ~ ~ :  sin.DBA - 

Tirant de ces quatre propsrtions les valeurs de BC, DC, BAD - 
DA, et substituant dans l'équation trouvée ci-dessua en divi- 
sant tout par BD, nous aurons 

sin. DBC* sin.BDCs sin. DBA- sin. BDA' - - - 
 sin.^^^^ sin. DCB' ' -sin. DABb sin.DABs 

-r- 

sin. DBC. sin. DBA sin. BDC . sin. BDA 
s~oaCpAsin: DCB .sin. I>AB -scos.CBA--- . ,(A) 

sin. DCB . sin. DAB 
A n 

Cette Cquation renferme encore les deux angles DÇB, DAB, 
q u i  n'entrant point clans le rapport cherche, doivent être élirni- 
nés , ce qui est facile ; car les trois angles de tout triangle valant 
deux droits , on a par ]es triapgles DBC , PBA, 
sip. DCB = sip. (BDC f DBC) , sin. DAB = pin. (BDA + DBA) 

Substituant donc ces valeurs dans l'bquation (A), en mettant 
ppur chacuq des six angles cousidérés, la quantitb prise ci-dessus 
pour la représenter, on aura 

sin. afs sin. as sin. c" sin. cg - - 1 

sia, (a + a')' sin. (a+al)* + aiil. (C +c'). sin. (c + c'y 
sin.a'sin.cf sin.asiii .c 

ecos.5 -2cos.b' --. 
sin. (ci +-a') sin :(c + c') sin .(a + a') sin.(c j- c') ' (BI 

equation qui ne renferme plus que les six quantites cherchEes, 
Pour faire disparoitre les dénominateurs, il n'y a qu'à rnulti- 

plier par sin. (a + a') sin. (c + ci) , et l'on aura 

(siii. ara- sin. a") sin. (c+ c3'+ (sin. c''-$in. cq sin. (a-+ a')' = 
2 sis. (a + a') sin. (c 4 c3 (sin. a' sin. c' cos. b - sin. a sin. b cos. 6') 

Mais ( i a q  on a sin. a"- sin. a' = sin. (a'+ a) sin. (af- a) ; 
sin. c" - sin. c' I: s iq .  (c' + c) sin. (c' - c). ' 
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40 2 G E O M E T R I E -  
Substituant les valeurs de sin. a'" sin. a", et de sin. cf" - 

sin. c' dans l'équation précédente, et divisant tout par sin. (a' + a) 
sin. (c'$ c) , la formule se réduira à 

sin. (ar+ a) sin. (cl- c) +sin. (ci ii- c) sin + (a'- a) 
= sin. a' sin. c'cos. b - sin. a sin. c cos. 6', ( C ) , 

Ce qu'il falloit trouver. 
- 340. Si Yarète DB devient perpendiculaire au plan BC A , 

' A f i  A 
l'angle CAB sera la projection de l'angle CYA ; tes angles DRC, 

A 
DBA seront droits ; et par conséquent, en nommant .v le quart  
de circonférence, o n  aura a' = w , cr = .m ; donc l'équation (C) 
deviendra cos. a cos. c = cos. b - sin. a sin. c cos. b' ; (D) 
équation qui donne l'angle de projection b', lorsqu'on connoît 
les trois angles a ,  b, c formés au sommet D de cet angle. 

Comme dans ce cas> l'angle B ~ C  ou a ,  est le complkment de 
A - 

l'angle B C D  d'inclinaison de la droite BC s u r  le plan de projec- 
A 

tion BCA, et DBA ou c ,  le complément de l'angle d'inclinaison 

de la droite DA sur  le rnênie plan; l'équation prdcédente peut 
être mise sous cette forme : 

sin.DCB.sin.l)AB = cos.CDA - cos.DCB cos.DAB.cos.CAB, ou 
cos. CD A - sin.DCB sin. DAB 

cos.CAB - ---. 
cos.DCB cos.DAB (El 

A 

Formule qui donne l'angle de projection CAB d'un angle connu 
A A A 

CD A en valeur desangles d'inclinaison DCB , D AB. 

34 1.  La formule (D) trouvée ci-dessus renferme dans ses 
dlueloppemens toqtes celles de la trigonométrie sphérique; car 
si l'on regarde (fig. I 40 et 14 1) , D comme l e  centre d'une sphére; 

A A A 
les angles BDC, CDA, BDA, ou a, 6 ,  c, seront les trois côtés 
du triangle sphérique forinés sur  la surface de la sphére par les 

- 
A A A 

intersections que forment sur  elle les plans BDC, CDA, BDA, 
A 

et l'angle CBA,  ou I f ;  c'est-à-dire, celui qui est formé par les 
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deux plans, BDC, BDA, sera l'angle opposé au côté 6. Donc e n  
nommant a, b,  c , les trois cdtés de ce triaiigle sphérique, A ,  B , 
C, les angIes respectivement opposés : 011 aura 6' = B , a' = A ,  
cf = C,  l'équation (D) trouvée ci-dessus appliquée au triangle 
sphérique en question, deviendra. -. 
cos acos.c=cos.b-sin.asin.ccos.B;etparlam&rneraison,onaura 
cos.lcos.c=cos.a-sin.bsin.ccos.A 
c0s.a cos.b=cos.c-sin.asin.bcos.C. ( F) 

Nous aurona donc ces trois équations entre les six choses à 
considérer daris le triangle sphérique, et par conséquent, trois 
quelconques d'entre elles étant données, on en  tirera 11 trois 
autres. 

3 4 2. Si an lieii de deduire, comme nous le venons de faire, 
les équatioi~s précSdentes d'un principe plus général, on veut 
les chercher directement, on y parviendra par un calcul fort 
simple, en suivari t la même marche. 

En effet, soit ABC (fig. 142) le triangle sphérique proposé, 1) --- 
le centre de la sphère. Menons les trois rayons DA, D B , D C , -- n 
et par le sommet A ,  les deux tangentes AB', AC', aux arcs AB, 
n 
AC , il est' clair qu'on aura 

A A A A 
B ' A C ' = A , B D c = a , C D A = 6 , C D B = c .  

Or les triangles AB'C', DB'C', appuyés sur la base commune - 
B'C', donnent 

-y  -0  - -- 
B C' = AB' + AC*- a AB'. A C  cos. B'AC' 
-1 -1 -* -CI- 

B'C' = B'D f C'D - n B'D . CD. cos. B'DC'. 
Otant ces deux équations l'une de l'autre, et supposant le rayon 
de la sylière représenté par i ; on aura à cause des triangles 
B'AD, C'AD, rectangles en A,  

- 2  -a -1 G a  

B'D -AB' = 1, C'D' - AC' = 1; 

et par conséquent, ed divisant tout paf a ,  
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OU à cause de AB' = c , 
7 1 1- 1 
B ' N ü  -, CID = - 

cos. c COS. b ' 
\ . - . C 

- sin. c - sin. 6 AB'= - AC' - 
COS. c ' cos. li ' 

-. sin. b .sin; c .L 

1-b c=oe.AL c0s.a - O ,  OU cos. b . cos. c COS. b..cos. c 

cos. b cos. c = cos. a - sin. b sin. G cos. A,  comme ci-dessus. 

343. On peut remarquer que cëtte équation se trouve 
irnimddiatement pai. ce qui a été dit lnG)+ car 'iil est clair que 
A B'C'D est un quadrilatère gauche q u i  dorinè @après le prin- 
cipe énoncé (259), 
-2 -1 - - 2  2 -- 
AB' + AC1-2 AB'AC'cos.B'AC'=DBf +I)Cf -aDB'DCfcos.B'DC, 
qui est la mbme chose que celle qu'on vient de trouver. 

On voit, tant par la nature de cette démonstration que par 
l7a~alogie des formules, que celle-ci est pour ,les triangles $ph& 
riques, ce puyest p k r  le tEiangle rectiligne dont les côtés sont 

bP + c'-aa a, 8, c, et les angles opposés A, B, C,l'équation cos. A = 
2bc 

Si dans les équations trouvées ci-dessus (F), on prend pour 
inconnues cos. a ,  cos. A ,  cos. c ,  et qu'on en tire sa valeur par les 
règle8 ordi& r e ~  da l'algèbre-, on aura 

cos: A . ca ,C  t co~.B+cos. &.sin. A.sin. C 
,mslJ=eos:B = cos. C+cas.c.sin. A.sin. B 
cos. B. cos. C = cos. A + cos, a, sin. B. sin. C. 

Eqiiatitma qai sont de même forme que les premières, et qu'on 
tire de çplls-ci, en substituant les lettres minuscules aux lettres 
majgscules, ;et rdcipraquement, et changeant Je plus le signe 
dé chacun des  cosinus ; ce qui  se démontre dgalement par les 
triangles suppldmentaires. 

1 

3 4 4 .  Les trois d t é s  d'un triangle aphérigue ABC (fig. 143), 
r 

étant donnés, et la base BC étant divisée en deux segmens d 
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n- 
volonté au point H , trouver l'arc transuer~ht AH fiend du som- 
met A aupoinLH. . 

Soient A ,  39 C 1,s TrSs angles- à u  triangle sphdrique pro- 
posé, a, 6, c ,  les côtés respectivement opposés ; u; a", les deux 

n C 1 4 3 r  - 
irq 

segmens connus BH, C H ,  6' l'arc cherché AH. 
Les deux triangles Am, ABH, nouS donndront par le pro- 

blême précédent (form. F) 
cos, 6 - cos. a cos.0  COS.'^'- COS. a' COQ, c 

COS. B = a.' B cos. B 
$in, a sin, c +in, a' sin. c 

. 
> 

Egalant ces deux valeurs de cos. ,B , et dégageait cos. bf, nous 
aurons 

sin. a' 
cos. b' = (cos. B - cos. a cos. c) - 4- COS. a' COS. C. 

sin. a 
Ce qu'il fallait Crouver. Cette forhide ëst analogue à celle +e 
nous avons tmbvée pou r  les trrangles rectiüghes (i 96). 

Si l'on multiplie tout par sin. a, orni auia -E ' ' 

(COS; b'- cos. a' cos-c) sin. 4 s, (COS. b - coe.-4; cmie)sin. a'- 

partagés & volonté en deux segrnens chocun par bs points G ,  H, - 
trouver ZJarc transvevmk GH. 

Soient A,  B , C, les tr9is aiîgles du triangle pc+osé, a, -b ,c,>. 
les côtés respeclivement 9ppo~és ; a'+ a'', les deux segmen~mn-' 

n- - P  7 7, 

nus BH, CH ; c'; 6"; les deux segrnead connus Bé , AG.; bff, ,l'arc 
n 

transversal cliercfié GH. 
Les deux triangles ABC, GBH , donneront (54 i , for& F)  

cos. b - cosia cos. e COS. 3'- cos. a' cos. c' 
COS. B = , c0s.B = 

sin. a sin. c sin. a' Jin. y', ' 
k 

Egalant ces deux valeurs de cos. B , et dégageant l'inconnue 
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' (cos. b - cos. a cos. c) sin. a' sin. cf 
COS. b' = - -i- COS. a' cos. c'. 

 sir^. n sin. c 

Ce qu'il falloit trouver. Cette formule est analogue à celle que 
nous avons trouvée (298) p u r  les triangles rectilignes. - 

En faisant disparoître le dénominateur, on a 

(Cos, bf-cos.afcos. c')sin. a sin. c=(cos. b-c0s.a cos. c)sin.afain.c'. 

P R O B L Ê M P  L I T .  

3 4 6. D e  ces six choses, savoir, Zes y uatro c0tés d'un pua- 
drilatère sphérique et ses deux diagonales; cinq puelconques 
étant données, trouver la sixième. 

Soit A B D  C ( fig. i 44 ) le  quadrilatère sphérique proposé, 
n n  
AD , B C , les deux diagonales. 

A h 
Je  nomme A l'angle BAC, A' l'angle BAD, et A l'autre angle 

A n-n n - 
CAD; rn, n, p, y, les quatre côtrés A B ,  AC, En, CD, res- 

n- 
pectivement, r, s, les deux diagonales AD, BC; m', n', p', pl, r', s', 
les .sinus des arcs m, n, p ,  p, r, s, et m'', n", pu, q", r", su, leurs 
cosinus. 

Puisque l'angle A est la somme des deux angles A', A", nous 
aurons 
1 + 2 COS. A cos. A' cos. A " = cos. AP + COS. At* 3. COS. Ans. . . (A) 

Cela posé (341, forrri. F ) , les triangles BAC, BAD , CAD , 
donnent 

COB. s - COS. m cos. n c0s.p-cos. m c0s.r 
COLA = ------- , COS. A'= - -- 

s i ~ .  nr sin. n 6in. m .  siri. r > 

cos. gi - cos. n - cos. r 
COS. An = - - .  

sin. n sin. r 
Substituant dms l'équation (A),  et multipliant tout par sin. n~' 
si11. n' sin. r'; pour faire disparoître les clénoniinateurs , nous 

sin. m' sirr. n3sin. r' + 2 (cos. p - cos. na cos. r) 
' Ccqs+q - COS. n cos. r) (cos. s - c0s.m cos. n) r= 

s i n .  m1(cos4q - cos. n. cos.r)'+sin.n9 (c0s.p-cos. rn c0s.r)" 
+ sin. r' (cos. s - cos. rn cos. n)'. 
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Eqiiation qui ne renferme plus que les six quantites doiit on 
demande la relation. 

Si dans cette équation, L la place du carré de chacun des sinus, 
on substitue l'unité moins le carré du cosinus, et qu'on exécute 
ensuite les opérations indiquées, on aura la forniule suivante: 

i -'(cos. ma +cos. n' +cos. p" + cos. q" f cos. r2+ cos. 8') 

$(COS. ma cos. pa+ cos. n' c0s.p" + cos. r' cos. sa) 

( 
2 cos. m cos. n cos. s + 2 COS. rn c0s.p cos. r f 2 cos. n cos. q cos. 

+ f 2 cos. p cos. q cos. s 
2 cos. m cos. n cos. p cos. y + 2 cos. m cos. g. cos. r cos. s 

-( +- a cos. n c0s.p cos. r cos. û 
) = o .  

Ce qu'il falloit trouver. 

3d7. Cette formule est analogue à celle que nous rivons 
trouvée ( 331 ) pour le quadrilatère rectiligne; ct la loi de sa 
formation est facile à saisir. EIle a lien entre les cosinus seule- 
ment des angles comparés, et chacun d'eux se trouve p a r  une 
équation du second degré, larsque ,les cinq autres sont donnds. 

Ce problême, comme l'on voit, peut s'énoncer ainsi, ,des six 
angles que forment entre elles deux à deux ,?es quatre arêtes 
qui répondent a u  sommet d'une pyramide quadrangulaire, cinq 
quelconques étant donit&, trouver Ze sixième. 

3 48. Des sir angles pua form~nt entre ellees deus à deux 
les faces d'une pyramide triangulaire, cinq qvalconpuss élunt 
donnés, trouver le sixième. 

Soit ABC (fig. 145) la base de la pyramide proposée : je déve- 
loppe la surface de cette pyramide sur le plan de cette bage, kt je 
suppose que les triangles ADB, AD C ,  BDC , représentent les 
trois autres faces. Je désigne chacune d'elles par la lettre rnajus- 
cule qui  est écrite au-dedans entre parenthkses : c'est4-dire,. 

= 
q u e j e f a i s B C I ) = A , A C D = 1 3 , A B D = C ,  ABC-D. 

De plus, je désigne les angles compris entre ces faces deux à 
deux par la lettre minuscule dcrite prks de la droite qui leuil est 
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eux étant donnés, on aura le sixikihe par dile simplé équotioii 
du second degré. 

349. Supposons, par exemple, que les trois facesA, B, C 
soient perpendiculaires entre elles j on aura donc c0s.p = O ,  

cos. q = O ,  cos. s = O : donc l'équation se réduird à r = cos. m* 
+cos. n'+cos. ra, ainsi qu'or~ l'a déjh démontré. T 

Si Pori suppose que la hauteur de la pyramide: devienne 
infinie ; les angles rno n , r , deviendront droits, et leurs cosi- 
nus O : de plus, les angles s, p ,y, se confondront avec ceux dl1 
triangle ABC c'est-i-dire, qu'on aura s = A,p = B, q = C ; 
donc la forrnule deviendra. 

i 2 cos. A cos. B cos. C - cos, A" - c0s.B" cos. C" = o. 

Propriété qui  appartient 1 en effet, camme on le sait, aux ai~glcs 
de tout triaiîgle. 

350. D'un point quelconque pris au-dedans de l a  pyra- 
mide, concevons une perpëndiculaire abaissée sur chacune des 
faces. Il est évident que ces lignes formeront deux A cleux des 
angles qui seront les supphnens  ds ceux que formenb entre 
elles les faces de la pyramide ; c'est-i-dire qu'en désignaht ces 
perpendiculaires par Ar9 Br, C', D', savoir par A' celle qui tombe 
sur la face A ; par B', celle qui tombe sur la fdee E, &c, ,et par v, 
l'angle droit : on aura 

A n A A 
A' B ' = s Q - A  B:, A' Cr= 9 1 s - A  C ,  &O, 

donc si l'on désigne ces angles pai: nt, ~ ! ? p ' ,  y', r', sr, c'est-à-dire 
A A 

qu90n fasse C' D' = na', B' D' = n', &c., 011 aura 
Y m = z m -  m , n =  S W -  ni &c, 

Substituant donc les valeurs de m,  n, p , &c. dans la formule 
trouvée ci-dessus, elle nous donnera la relation qui existe entre 
ces angles ni, n'; p', &ce or. les équations ci-dessus donilent; 
COS. n = - cos. d, cos. n = - cos. nl, &c. 

Donc la nouvelle éq~a t ion  sera de la inêrne forme de l a  pre- 
mière, cela prés que le signe du quatrième tetme qu i  est - , 
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deviendra + , c'est-à-dire, que si d'un point guelconcpe pris 
au-deilans d'une pyramide triangulahe, on  &ne des perpendi- 
culaires sur les quatre faces de cette pyramide, et qu'on désigne 
par mm, n , p , q , r, s, les six angles formés deux à deux par ces 
perpendiculaires ; de manière qu'en distinguant ces yerpendicu- 
laires par iere, ae, se, 4e, m soit: prisa pmr repr6ssntee l'angle 
compris entre la 1"" et la 2"; n , l'angle compris entre la 1"" et 
la 3"; p , l'angle compris entre la a" et la 4"; q , l'angle compris 
entre la 3" et la. 4"; r ,  l'angle compris entre la 3"'" e t  la 4"; s, 
l'angle Compris entre la 9" et la 3", on aura la formule suivante, 

1 - (cos. ma+ cos. na+ cos.pO+ cas. pa+ cos. F'+ cos. s') 
-t (cos. mY cos. qs+ COS. n* cos.p'+ cos. r" cos.sa) 

z cos. m COS. n COS. S+ a cos. mcos. p cos. r+ 2 cos. n c0s.p cos. 
+ a  cos. p cos. p cos. s 
2cos. rncos.ncos-pcos.q+zcos. mcos. qcos.rcos.s 
+ a cos. n c0s.p cos. r cos. s 

E t  comme la direction des faces de la pyramide est supposée 
quelconque, cette formule est applicable aux six angles que for- 
ment entre elles deux à deux quatre droites menées d'un même 
point dans l'espace suivant des directions quelconques. Cet te 
formule est donc applicable aux six angles que forment deux à 
deux entre elres les quatre arêtes du sommet d'une pyramide 
quadrangulaire; et par consdquent aussi, aux qnatre c6tés e t  
aux deux diagonales d'un quadrilatère sph4rique; ce q u i  s'ac- 
corde avec ce que nous avons déjà trouvé par une méthode 
différente dans le problême précédent, 

35 1. Supposons que de quatre arêtes ou lignes droites yar- 
tant d'un même point il y en a i t  trois qui soient perpendiculaires 
entre elles ; par exemple, la première , la deuxième et  la froi- 
sièine, les trois angles m, n , s, seront donc droits, leur cosinus 
sera O, et l'équation trouvée ci-dessus se réduira Q 

C'est-8-dire, qu'en général si trois droites quelconques sont per- 
pendidaires  entre ellos, h s o m m e  des currés des cosinus des 
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angles qu'elles form.cnt avec une méme quatrième droite, est 
ekale au carré du sinus total. Et par coilséquent, la somme des 
carrés des sinus dea rndmes ongles est dou6le de ce carrédu sinus 
total. 

352. Si l'on imagine un plan perpendiculaire à cette qua- 
trième droite, les angles que formeront les trois autres avec ce 
plan, seront les complémens des angles qu'elles forment ayec la. 
quatrième droite; donc si trois droites quelconques sontperpen- 
dicuZaires entre elles, Za somme des carrés des sinus des angles 
qu'elles forment avec un plan quelconque transversad, est &ale 
au carré du sinus total, et la somme des carrés des cosinus des. 
rnémes angles est doubb de ce carré du sinus total. 

Cette proposition est, comme on le voit, applicable aux angles 
forrriés par les arêtes d'une pyramide triangulaire avec la base 
de cette pyramide, lorsque ces trois arêtes sont perpendiculaires 
entre elles. 

On peut arriver h ces mêmes propositions par une autre. 
méthode que je crois utile d'exposer. 

353. Soit AKB (fig. 1 4 6 )  on angle quelconque. Traçons. -- 
dans le plan de cet angle deux axes FFr GG' perpendiculaires 
entre eux, des points A ,  B , K, abaissons sur ces axes les perpen- - - -  
diculaires Aa', An", Bb', Bb", KI', KI"; et nieoons la droite G. --  

Cela P O ~ ,  je nomme A ,  B, les deux droites KA,  Ki3 , b 
l'angle qii'elles comprennent, a', a", les projections respectives -- 
de A sur les axes FF; G Gr. 

Le triangle AKB me donnera 

mais il est clair que AB est l'hypothénuse d'un triangle rectangle -- 
qui auroit pour petits côtés a'bf, a'%" Donc 
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Pareillement, on voit que AK é tant l'hypothénuse d'un triangle 

7- 

rectangle qui auroit pour petits côtés &"kn, bn doit avoir 
-2 -2 

K A  = ara+ a"', et de même, K B  - b'&+ b"'. 
Siibstituant dans les trois premiers termes de l'équation (A) - -  

les valeurs de AB, KA, 1i;B , et dans le dernier terme, A ,  B, k ,  -- A 
pour KA,  KB, AKB,  on aura, en r6duisant 

I 

c'est-à-dire, qu'en général , 
Si deux droites donndes forment un angle queZconque, et si 

dans le plan de cet angZe on mène deux axes petconques perpên- 
diculaires entre eux,  Ze produit des deux: droite$ données par b 
cosinus de l'angle qu'elles comprennent, égal nu produil 
des projections de ces deux droites sur le psemicr de ces axes; 
phs, b produit des projections des deux m6mes droites sur le 
second. 

LC 

Nommons CL' 2 l e s  angles formes par KA respectivemerit avec -- - 
les axes F'F , G Gr; fi', Pa, les angles formés par KR avec ces - - 
mêmes axes; il est ais6 de voir qu'on aura dk' = AK cos. a ou 
QI = A cos. a, et pareillement, a" = A  COS.^', b' = B COS.B: 

6' = B  cos.^". Substit5ant ces f aleurs de a', d, hr, b", dans 1'6- 
quation (B) trouvée ci-dessus, nous aurons, en divisant tout 
par A.B,  c0s.k = c o s . ~ c o s . f i ' + c o s . ~ " c o s . ~ ' ' .  .'... (C); c'est- 
a dire, que , 
Si deux droites données forment un angle quelconque, et si 

dans leplan de cet angle on mène deux axes cpelconquesperpen- 
diculaires entre e u ,  b cosinus de l'angle cornp& entre les deux 
droites données, sera égaZ au produit des cosinus des angles que 
forme chacune d'elles avec b premier de ces axes; plus, Ze pro- 
' duit des cosinus des angles que forme chacune d'elles avec le 
second. 

8 

354. Cette th&orie s'&tend au cas où au lied de rapporter 
h g l e  proposé 4 deux axes tracés dans le même plan, 011 le 
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rapporte à t r o k  axes quelaonques perpenrliculaires entre eux, 
En effet, regardons le point B où se coupent les deux axes - 

F l?", G Gr, comme la projection d'un troisième axe perpendicu- 
laire aux deux premiers , et .les points A, B, K, égalemerit 
comme les projections des véritables pointsqu'ils représentent : 
Nous aurons toujours , comme ci-dessus, l'équation 

Ces droites exprimant les véritables valeurs des distances entre 
les points A, B, K, et non leurs projections. - 

\ 

Mais il est clais que dans ci cos =est la'diagonale d'un pnral- 
lélipipède rectangle qui auroit pour côtés les trois projections de 
cette droite sur les trois axes, et que pax conséquent son carré 
2 

A B  doit être égal B l a  somme des; carrés de ces trois projections. 
___I 

C'est-à-dire, qu'en désignant par a', O"', les projeotionk de K A ,  - 
KB sur  le nouvel axe, on aura 

Substituant ces valeurs dans les trois premiers termes de l'équa- 
tion, et réduisant, an aura 

A. B. cos. k = a'bl+ a"bU +a"'bW' (B) ; 
c'est-à-dire, qu'en général, 

335. 5'i deux droites données formant un angle gbelcanpue 
dans l'espace, on en fait  les projections sur trois axes perpendi- 
cuZaires entre eux, le proçluit des deux droites données par le 
cosinus de l'angle gu'elles cornprennent est égal au produit des 
projections de ces deux côtés sur le premier axe,  plus azrproduit 
de ces rnémês cotés sur le second axe ,  plus au produit de ces 

- mêmes côtés sur le troisième axe. - 
Nommons cef, a'', a"', les angles formés par KA respectiye- 
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ment avec les trois axes ; P', P", B", les trois angles fornids par K B 

avec les mêmes axes. Il est ais6 de voir que 'la projection de KA 
sur le premier axe sera A cos. a'; c'est -à- dire, qu'on aura 
a' = A cos. a', et pareillement, an = A cos. a", a'" = A cos. 3, 
Ir c B cou.pf, If' = B cos. P", 6"' = B cos. fi'". Substiluant cea 
valeurs dans l'équation (A), et rédiiisant., on aura 

COS. k = COS. COS. B' +COS. COS. PO+ COS. 2' COS. pu' . (B) ; 
c'est-h-dire , que 

Si deux ci?r&tbs données formant un angle puelconque dans 
l'espace, on en fait les projections sur trois axes 
perpendiculaires entre eux ,  le cosinus de l'angle compris entre 
ces deux droites sera égal& la somme des produits des cosinus des 
anglesJormés par d i a c m  des axes avec les deux côtés de I'angle 
proposé. 

Si l'on suppose que l'angle k se réduise à zéro, on aura 
cos. rE = 1 , CL' + Pr, &'' = fi", a'" = fi'"; cbnc l'équation se réduira 
à C O Ç . ~ ' ~ + C O S . ~ " ~ + C O S . ~ " ' ~  = 1; ce qui est le même principe 
que celui qui  a été démontré ci-dessus (351). 

Soient menés dans une sphère trois rayons perpeniiiculaires 
entre eux, et nommons R la valeur de chacun d9eu,x. Imagi- 
nons da plus un quatrième rayon mené suivant une direction 
quelconque, en regardant celui-ci comme deux. rayons qui for- 
ment entre eux un angle nul, et l u i  appliquant la forniiile (B), 
nousaurons ,A= R ,  B = R , & c .  cos.k= 1, a'=Bf, a"= b", 
a"' 7 6". Donc l 'équatio~ se réduira P, a'"+ a""+ a"" == i ; c 'e~t -  
il-dire , que 

Si dans une sphère on méne trois rayons perpendiculaires 
entre eux, et pue de leurs extrémités qui sont sur Za surface de 
ta sphère on mène des perpendiculaires sur un quatrième rayon 
quelconque, la somme des carrés des parties de ce rayon inter- 
c e p t é ~ ~  entro ces perpendiculaires e f  le centre, est toujours la 
même, quelle pue soit Za direction de ce quatrième rayon, et égale 
au carré de cs même rayon; d'où il suit aussi yue la somme des 
carrés de ces perpendicu Zaires sera double du carré de ce mérne 
rayon. 
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Si l'on imagine un plan à ce quatrième 

rayon, les angles que forrneron t Ies trois autres avec,ce plan, 
seront les complérriens des angles qu'elles forrncnt avec la qua- 

ff 
triGme droite, Jonc Za' somme des carrés des projections de trois 
rayons d u n e  sphère, perpendicuzaires entre eux sur un plan 
quelconque, est toujours double du  carré du rayon. 

356. Trois circonférences puelcongues, pue ce soient de 
grands ou de ~ e t i t s  cercles, étant tracées sur la surface d 'me 
sphère, trouver une quatriéme circonférence.pui soit tangente 
aux trois autres. 

Soient A ,  B , C, (fig. 147) les centres, ou plutôt les pôles des 
trois cercles proposés; D celui du cercle cheiché. Joignons l e s  
quatre points A ,  B , C , D , par des grands arcs de cercle. Il est 

A-/- 
clair que les trois arcs DA, DE, DC, qui partent du point 33, 
passeront par les points de contingence a,  6, c de la circonfé- 
rence cherchée avec les trois cercles dannés A ,  B, C. 

Cela posé je désigne par a ,  6, c les rayons curvilignes des 
nn-  

rrois cercles doiinés, c'est-à-clire, les arcs de cercle Aa, Bb, Cc,  
compris entre leurs pôles respectifs et leurs paints de contingence 

h 

avec le cercle cherche ; et par x ,  le rayon circulaire, Da, ou 
n h 

Db, ou Dc de ce cercle cherché. 

Nous aurons donc (346) la formule suivante, 

I - (cos, rn' + cos, n' + cos. pn+ &c.) -+ &c. 

Mais on a évidemment r ~ a + l r :  , p = b + a : ,  p==c-t-x, 
Substituant ces valeurs dans l'équation précédente au lieu de r, 
p,  p ,  il viendra une autre équation qu i  ne renfermera plus 
d'inconnues que x , il rie s'agira donc plus que de dégager cette 
jnconpne. Ce qu'il falloit trouver. 
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P R O B L Ê M E  L V I I *  

3S7. Quatre 8'hkres étant données dans l'espace , trouver 
une cinquiérne sphère qui soit tangente aux quatre autres. 

Soient (fig. 348) A ,  B , C,  D les centres des quatre sphères 
données, a, b , c, d, leurs rayons, E le centre de la sphère cher- 
chée ; R ,  son rayoiz; rn, n ,  p ,  p, r ,  s, les six droites connues 
y - - - -  

AB, AC, BD, CD, A B ,  BC j m', n', p', q', r', s', les six angles 
A 

inconnus AEB , AÊC, &o. qui ayant leurs sommets au point E, 
sont appuyés respectivement sur les droites rn, n, p ,  &c. nous 
aurons donc les six équations suivantes 

- a  -1 -I 

AE +BE - A B  
ços. m' = e p  , 

o AE.BE 
ou parce que = m , et que de plus on a évideniment 

A E = . + R , Ë Ë = . ~ + R ,  on aura 
(a+R)'+(b+R)'- m' 

COS. rn' = - .. 2 ,  et par la même raison, 
9 ( a f  R) P + R )  

(a+R)'+ (c+R)% - na  COS.?^' = - - 9  

2 ( c + Q  

c0s.pr = (b+R)'-k(d+R)"-p' 
2 (h+R) (d-t-R) 

(~-i-R)'+(d-i-R)~ .t q+ 
COS. q' = --- 

2 (c+R) ( d + - R )  

c0s.f = (a+R)'+ (d+R)* -6 r3 - 
.(a 4- R) (d+R) 

- (b+R)'+fc+R)'+s" 
COS. 8' = - 

2 ( b - t R )  (c+R) 
D e  plus, entre les six angles m', n', pt, p', r', s', on a (346) l'êquar 
t i ~ n  de condition 

z + (cos. rn"+ cos. nr'+ &c.) + Src. 

Subsiituant dans cette équation les valeurs de cos. m', cos. n', 
cos.pl, (kc. trouvees ci-dessu8 chacuae en valeurs de R et des 

quantités 
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quantités dondes ,  il viendra une équation où il n'y aura plus 
que R d'inconnne, et qu i ,  à ce que je présurne, ne sera que dn 
seconddegré. Mais le calcul étant fort loag,quoique sans aucune 
difficulté, je me contente de l'indiquer. 

358. Résoudre b pro6Zkme général de la quadrigonornktrie 
sphérique, c'est-d-dire , résoudre dans tous les cas possibles un 
qucadridatdre composé de quatre grands arcs de b sphére. 

I l  est clair que la question se réduit à former le tableau général 
C 

des parties du quadrilatère sphérique proposé, toutes exprimées 
en valeurs de quelques-unes squlement d'entre elles, prises pour 
termes de comparaison, en  nombre suffisant pour que tout le 
reste soit déterminé, 

Ce problkme est analogue à celui que nous avons résolu (357) 
pour le quadrilatère rectiligne, et comme les propriétks sur 
lesquelles nous avons établi cette soliition appartiennent égale- 
ment avec de légères modifications, au quadrilatère sphérique, 
on suivra la même mar,che pour l a  formation du  tableau général 
relatif à ce dernier. Ce qu'il falloit trouver. 

Par  la même raison, 1'011 peut appliquer à la rb;solution des 
polygones sphdriques, c'est-à-dire, corriposés de grands arcs de la 
sphkre, la méthode que nous avons suivie (338) pour la résolu- 
tioq des polygones rectilignes. 

P R O B L A M E  L I X .  

359. Des dix droites qui joignent deus à deux cinq points 
quebon pues pris à volonté dans l'espace, neuf pueZconpues étant 
données, trouver Za dixième. 

Soient A, B ,  C ,  D ,  E,  (fig. 149), les cinq points proposés, 
soient les dix droites qui joignent ces points deux k deux. - - - - - - 
A B = m ,  A C = n ,  A D = r ,  B C = s ,  B D = p ,  C D = q ,  - - - - 
, A E = u , B E = x ,  C E = y , D E = z .  

Ji s'agit donc de trouver une équation entre les di* quantités 
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M ,  n, p ,  q ,  r ,  s, u ,  x ,  y, z ,  de manière que neuf quel- 
conques d'entre elles étant données,on puisse trouver la dixième. 

Pour trouver cette Bquation , je considère, par exemple, les 
six angles qui ont leur sommet commun au point E ,  et pour 
bases, les six droites m, n, p, q ,  r ,  s, et je nomme ces angles, 
mf, n',pt, pl, r', s', respectivement. J'aurai donc (346) entre les 
cosinus de ces six angles, l'équation suivante, 

i - (cos. mr"7 cos. n'" + &c.) + &c. 
Pour  avoir l'équation cherchée, i l  ne reste donc plus qu'à 

substituer à chacun de ses cosinus, son expression en valeurs 
des dix quantités rn , n,  p , p., &c. o r  cela est facile, car nous 
avons les six équations suivaiites , 

x* 4 u' - na'  COS.^' = -- 
2 x u  

ua+y'- ns 
cos.nf = 

2y u 
x'3-2" -p' 

c0s.p' = - 
axz 

ya+zs - q' 
c0s.q' = -- 

2 Y Z  

zP-tz0 - r* 
cos.rr = -- 

a u z  
X ' - C ~ ~  S' 

cos.s1 = - - 
2 X Y  

Substituant donc ces valeurs de cos. m', cos. n', &c. dans la for- 
mule ci-dessus, on aura l'équation cherchée entre les dix quan- 
tités m., n, p, p, r ,  s , u , x ,  y ,  a ; ce qu'il falloit trouver. 

11 est à remarquer que cette équation ne  renferme aucuns 
radicaux, et que quelle que soit l'inconnue, elle sera toujours 
soluble A la manière du second degr8 ; car il est évident qu'elle 
doit 6tre symétrique entre les dix quantites m, n , p, p, &c. qui 
joignent deux à deux les points proposés : donc si l'on prouve 
que dans o o cas seilemen t elle est soluble comme celles du second 
degré, elle le sera dans tous les cas. Or si l'on suppose que x ,  par 
exemple, soit l'i~icoilnue , il est dair que tout le reste' étant 
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donnk, on trouvera facilement les points B, E, avec la regle et 
le compas : mais on sait que toute construction qui s'opkre avec 
la règle et le compas peut s'exprimer par une équation ou une 
suite d'équations toutes du second degré. Donc on aura,  en 
effet x ,  par une suite d'équations successives toutes solubles. 
comme celles du second degré. Donc la même chose aura lieu 
pour toute autre des dix quantités nt, n, p, &c. qui entrent daiis 
l'équation g6nérale. 

P I % O B L Ê M E  LX. 

3 6 04 Résoudre Ze poZyèdre dans tous les cas ou 
ce qui revient au même, un polyèdre pekonque étant proposé, 

former le tabbau g-énéra2 des parties tant linéaires qu'angu- 
laires qui entrent dans sa composition, toutes exprimées en 
valeurs de quelques-unes seulement d'entre elles, prises pour 
termes de comparaison, en nombre suJisant pour que tout le 
reste soit déterminé. 

En nommant n l e  nombre des angles solides ou sommets di1 
polyèdre proposé, il est aisé de voir que le nombre des choses 
indépendantes les unes des autres, qui  doivent être connues 
pour que tout le reste soit déterminé, est 3 (n - 2). Ce nombre 
est donc celui des quantités qui  doivent être prises pour termes 
de comparaison, et en valeurs desquelles toutes les aiitrcs 
doivent être exprimées pour former le tableau demandé. Cela 
posé, 

Soient A ,  B , C ,  D, E , F (fig. 150) , les sommets du  polyèdre 
proposé. Je prends pour termes de comparaison les trois côtés 
du triangle ABC, dont les trois soumets A ,  B , C , sont au -- 
nombre de ceux du polyèdre, et de plus, les distances Al), BD, ---- 
CD, AE, BE,  C E ,  &c. de tous les autres angles aux premiers 
A ,  B , C ; ce qui fera, en effet, le nombre 3 (n - a) de données 
ou termes de comparaison, comme cela doit être. - 

\ Maintenant considdrons successivement tous ces points cinq 
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ces systêmes de points pris cinq à cinq seront donc A ,  B : C , D , 
E ; A ,  B , C , D , F ; A ,  B ,  C, E , F. Et dans chacun de ces sys- 
têmeu, il n'y aura par hypothése qu'une seule inconnue : dans le - - 
premier, ce sera la droite DE ; dans le second, la droite D F ; - 
dans le troisième, la droite EF. Donc par le problême ( 931 ), 
nous aurons successivement chacune de ces lignes inconnues. 

Nous avons maintenant à trouver les angles, qui sont de deux 
sortes ; savoir, les angles formés par ces droites entre elles, et 
ceux q u i  sont formés par les plans qui contiennent ces droites 
deux à deux. 

O r  comme la figure est toute décomposée en triangles, il est 
clair qu'on aura cliacun des a~igles cle ces triangles, et par consé- 
quent, chacun des angles formés par toutes les droites du sys- 
terne deux à deux, p a  ce seul principe connu ; que dans tout 
triangle, le cosinus de chacun des angles est égal à la somme des 
carriis des chtés adjacens moins le carré du  troisikme côté; le 
tout divisé par le double du produit de ces deux côtés adjacens à 

A 
$'angle cherché. .Par exemple, on aura l'angle AEC par cette 

1 -a -2 

AE +CE - A C  
kquation cos. AEC = -- ; ainsi des autres. 

11 reste donc à trouver les angles formés par les plans deux à 
deux ; mais c'est ce qu'on obtient facilement par la trigonométrie 
sphérique, dont le principe fondamental a été exposé (541). Car 
en considérant quatre à quatre tous les sommets du polyèdre 
proposé, ces quatre sommets pourront être coi~siclérés comme 
ceux d'une pyramide triarigulaire, dont toutes les arêtes vien- 
nent d'être calculées, ainsi que les angles que  ces arêtes fornien t 
entre elles deux à deux à chacun des sommets. Considérant donc 
en particulier chacun de ces sommets, comme le :centre d'une 
sphère: les trois faces de la pyramide réunies A ce même sorniiiet 
formeront sur la  surface de la sphère un triangle sphérique dont 
les trois côtés seront connus, et dont les angles sont précisé- 
ment ceux que forment ces façee deux h deux; c'est-à-dire, les 
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angles cherchés. Donc on aura tous ces angles formés entre les 
plans du systême par ce seul principe, que, dans tout triangle 
sphérique, le cosinus de l'un quelconque des angles est égal au  
cosinus du c8té opposé, moins le produit des cosinus des deux 
autres côtes, le tout divisé par le produit des sinus de ces autres 
côtés. 

Par exemple, dans la pyramide ABCE,  l'angle formé au 
sommet E par les deux faces BAB, EB C , se trouvera par celte 
équation , 

-A= cos. AEC - cos. AEB.cos. BEC 
cos. E A B  EBC = - ; aipsi des 

sin.AEBlsin.BEC 
autres. 

36 i Lorsque tous les points A ,  B , C, D, &cb se trouvent 
dans un même plan, le polyèdre se réduit à un polygone. Ainsi la 
solution précédente s'applique comme cas particulier, aux poly- 
gones : cas, que nous avons déji traité (337). De 
plus, i l  est clair que ce qui a lieu pour des points considérée 
comme sommets des angles d'un polygone ou d'un polyèdre, 
peut s'entendre de tout systême de points placés, soit dans u n  
même plan, soit dans des plans différens. Ainsi la théorie précé- 
dente s'applique a un  systême quelconque de points imaginés 
dans l'espace, quels que soient leur nombre et leur position 
respective ; c'est-à-dire, qu'au moyen de cette théorie, on peut 
former le tableau général de toutes les parties, tant linéaires 
qu'angulaires, qui  entrent dans la composition d'un systême 
quelconque de points, joints deux à deux par des lignes droites; 
toutes exprimées en valeurs de quelques-unes seulement d'entre 
elles, prises en nombre suffisant, pour qu'étant supposées con- 
nues, tout le reste soit déterminé : et ce tableau est, A propre- 
ment parler, celui de toutes les propriétés de ce même sys- 
tême (145). Le problême précédent peut donc être considéré 
comme le problême général de la géométrie des lignes droites e t  
surfaces planes prise dans sa plus grande universalité. 

362. La formation des tableaux expliquée dans Je cours de 
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trie dite analytique, qu'à ceux de la trigonomotrie. Pour les 
appliquer, par exemple, à la recherche des propriétés de la 
pyramide par les procédés de la géométrie analytique, on imapi- 
nera dans l'espace, trois plans quelconques perpendiculaires 
entre eux, Alors supposant que x ,y, z ,  soient les trois coordon- 
nées de l'un des sommets, s',y1, z', celles d'un des autres, &ce, 
on se proposera d'exprimer toutes les quantités tant linéaires 
qu'angulaires, q u i  entrent dans le systême de oette pyramide ; 
en valeur des seules quantites x , y, z, sr, y', z', y", x", a", &c. et 
de toutes ces expressions, on composera le tableau cherché. 

Il est clair qu'il ne faut que six choses déterminer lapyra- 
mide; et cependant le nombre des quantités x ,  y, z ,  d, y', &c, 
est de douze. Mais il faut observer que su r  ces douze il y en a six 
d'arbitraires , qu'on peut déterminer, soit immédiatement, soit 
par des conditions quelconques; parce que la position des trois 
plans auxquels on rapporte le  systêrne étant arbitraire, il faut, 
poiir la déterminer, fixer à rolonté six des quantités ?ni., y, z, &c. 
qui exprirueil~ les distances des sommets de la pyramide à ces 
plans. 

Dans les résultats des calculs, c'est-&-dire , dans les formules 
générales qu'on en tire, les quantités arbitraires dont on vient 
de parler, se trouvent ordinairement des facteurs comrnuns 2t 
tous les termes, et disparoissent ainsi d'eux-mêmes, sans qu'il 
soit besoin de leur attribuer des valeurs.déterminées. Mais il est 
aussi des cas où l'on simplifie le calcul, en déterminant ces 
valeurs convenablement a l'objet qu'on se propose. Je suis~coii- 
vaincu que la formation des tableaux ainsi combinée avec les 
procédés de la géométrie analytique , seroit estr&mement 
fécoilde en résultats curieux et utiles ; et je perise , comme je l'ai 
déjà manifest&, que la théorie dont on trouve ici un essai, peut 
être appliquée avec u n  succès égal à toutes les branches des 
sciences ma thématiques et physico-mathématiques. 
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S E C T I O N  V I ,  

D e  la clétermination d'un point dans l'espace , et (Izd 

changement de ses coordonne'es. 

363. T O U T E  ligne courbe peut être considérée comme la 
trace que décrit un point, m u  suivant une certaine loi quel- 
conque dans l'espace. L'expression de cette loi ou des conditions 
auxquelles le mouvement de ce point est assujetti, est ce qu'on 
nomme dquation de la courbe. Le but de cette équation est de 
rapporter la courbe à d'autres objets déjà connus et fixes pris 
pour servir de termes de comparaison. Airisi, suivant le chois 
de ces objets fixes, I'éqnation doit avoir différentes formes. 

Comme les objets les simples que nous connoissions , et 
sur lesquels nous puissions opérer, sont des pointu, des lignes 
droites, des surfaces planes ; ce sont eux ordinairement qu'on 
prend pour termes de comparaison, et auxquels on rapporte à 
chaque instant la position d u  point mobile qui décrit la eourbd. 
Les distances de ces objets fixes entra eux, se nomment cons- 
tantes, de même que toutes les quantites qui sont des fonkons  
quelconques de ces mêmes distances , parce qu'elles restent 
toujours les mêmes, malgré le changement de position dii 
mobile : mais les distances de ce mobile à ces mêmes objets fixes, 
changent à chaque instant, et on les nomme variables, ainsi 
que les fonctions qui les renferment, soit seules, soit mêlées 
avec des constailtes. 

Entre les divers moyens qu'on a imaginés ,pour rapporter une 
courbe tracée sur un plan à des objets fixes, celui qui  a paru être 
généralement le plus simple, est de tracer à volonté dans ce plaa 
deux droites ou axes fixes, ordinairement perpendiculaires 
entre eux, et de chercher la relation qui, en vertu de la loi sui- 
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vant laquelle se rueut le point dbcrivant , doit conatammelzt 
exister entre les distances de ce point aux deux axes. 

Cependant cet usage de rapporter la courbe qu'on veut exa- 
miner à deux axes fixes, n'est point exclusif; et souvent il est 
plus avantageux de choisir d'autres objets fixes, pour servir de 
terines de cotraparaisorr. Par exemple, on prend quelquefois 
POLN ces termes de comparaison deux points fixes, et l'on cher- 
che la relation qui,  en vertu de la loi suivant laquelle se meut le  
point décrivant, doit constamnierit exister entre les deux di3- 
tances de ce point décrivant aux deux points fixes : 011 bien, on 
cherche la relation qui existe entre la distance du point décri- 
vant à un point fixe et la distance de ce même point à une ligne 
fixe: ou la relation qui existe entre la distance de ce point décri- 
vant h un point au pôle fixe, et l'angle que fait cette dis tance avec 
une ligrie fixe. Enfin il  est évident qu'on peut imaginer une mul- 
titude de manières différentes, d'exprimer ainsi la nature de la 
courbe, par une équation entre deux variables. Ccs deux varia- 
bles sont ce qu'on nomme, en général, les coordonnées. Lors- 
qu'on rapporte la courbe à deux axes fixes, corurne nous l'avons 
dit ci-dessus, on appelle, comme l'on sait, l'un d'eux axe des a h -  
çisses,et l'autre axe des ordonnges ou des appliquées. La distance 
du point mobile a u  décrivant à l'axe des ordorinées, s'appelle abs- 
cisse, et sa distance à l'axe des abscisses, s'appelle ordonnée ou 
appliquée.Mais lorsqu'on veut; envisager la nature de cette courbe 
sous ses différens aspects, on ne  se borne point à cette maniére 
de I'esprimer : on prend successivement divers autres termes 
de comparaison, et l'on cherche poiw chacun de ces systêrnes 
d'objets fixes, l'dquation de la courbe, c'est-8-dire, la relation 
qui existe sntre les deux variables ou coordonnées choisies; c'est 
ce qu'on appelle changer le systême des coordonnées. 

564. L'art de trouver les propriktés des courbes, est, ii 
proprement parler, l'art de changer le systême des coordon- 
nées, prises dam le sens général dont on vient de parler. Car par 
cc n~oyen l'équation qui  en exprime la nature, prend autailt de 
formes différeiitas qu'il se fiiit de changemens; et chacune de ces 

formes 
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formes est une nouvelle manière de comparer cette courbe aux 
objets fixes pris successivement pour l u i  servir de termes de 
comparaison. 

On changa le systême des coordonnée8 d'me courbe, en 
exprimant celles qu i  entrent dans l'équation qu'on a, et qu'on 
veut transformer, en valeurs de celles qu'on veut introduire a 
leur place dans le calcul et de constantes, et en substituant ces 
valeurs i la place de ces coordonnées qu'on veut éliminer. 

Chacune des équations qu'on obtient ainsi, fait, par sa forme, 
dest-k- dire, par le nombre de ses termes, leurs signes, leurs 
coëfficiena , l'exposant des variables, connaître les affections de: 
la courbe, c'est-à-dire, ses branches infinies, ses points singu- 
liers, la somme des racines de chaczune des coordonnées corres- 
pondantes à chaque point, celle de leurs car&, de leurs cubes,, 
de leurs produits deux R deux, trois a trois, &c. Ensuite Panaiyso 
infinitésimale employée sous m e  forme quelconque, fait con- 
noître les tangentes , les normales, les rayons de courbure, 
les quadratures, &c. et toutes ces nouvelles quantités chan- 
geant graduellement avec le point ddçrivant, sont autant de 
variables gui ,  deux à deux, peuvent être prises pour coor-. 
dorinées. 

365. Je suppose que l'dquation d'une courbe n'étant pag 
encore connue on prenne pour coordonnées deux quelconques 
de ces variables correspondantes au point décrivant, considéré 
dans une position quelconque. EII regardant ces coordonnées 
comme des quantités connues, il est clair qu'on pourra expri- 
mer toutes les autres variables çorrespondantes au m4me point, 
en valeurs de ces deux premières seules et de constantes; et si l'oq 
en forme un tableau, il sera facile, quand l'équation de la courbe 
sera trouvée, de changer c o m m  on voudra le systême de ces 
premières coordonnées, c'est-à-dire, d'en substituer deux autres 
quelconques à la place de celles dont la relation est exprimée par 
l'équation proposée. 

En effet, je suppose queles deux coordonn6es entre lesquelles 
p&te l'&quation q u i  exprime la x~ature de la courbe soient #, 

54 
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Y; que le tableau dont bious verrons da parler donne toutes 
les autres variables cokresponduntes au g&it décrivant chacune 
séparémeni en valeurs de ces deux premieres et de constantes, 
et qu20ri veuilksuhatitues aux coopdorzr~ées X $Y,  d e u s  autres 
coordonnées a y, prises parmi Ics variables por tks  au tableau. 
, .' On $r&dra dans ce tableau les deus valeurs de m, y ,  expri- 
d e s  par hypo these chacune err X, Y de ces deux équations, 
6n tirera réciproquement les valeurs de X L.Jr, en waleurs de x , 
gi, puis o n z h  snbstitaeia dans 17équatian qiiE est donnée entre 
X e t Y  céllss-ci se trouverant éliminées,'et, il restera l'équation 
cherchée bn x e t  y. Ce qu'il f a l l ~ i t  f rouser. 

2- 5 

366. Supposons maintenant que l'équatian soit d o n d e  
entre x e ty ,  c'est-à-dire, enire deux quelconques de3 variables 
, portdes au tableau, et qy'oq~euil le  chanp r  je slstême des coor- 
donnéey EQ y substjtpan t d e u ~  autres ~ar iables  quelcor~ques x', 
2' dgalement portées au tableau où psr hypothèse elles sont 
touteg exprimées en yaleurs des setiles variables.X, Y et de 
constantee. 

On cherchera dans ce tableau les quatre valeurs de x , y ,  x', y', 
exprimées chacune comme on trient de le dire en X, Y ; des 
deux dernières équations c'est-Adîre, deIIes qui donnent x ' , ~ ' ,  t 
en X et fr, on tirera récipro&ement X, Y bfi ydeurs de x', y'; 
puis on substituera Ces valeurs bans leil deui &qua- 
tions , c'est- 8- dire, ceiles qui  donnent *: y ,  en valeurs de X , 
Y, et l'on aura x ,  y chacune en valeurs de x' ,  y'; il ne restera 
donc $us pour arroir'l'équation ihherchde eh 2, f, qu'à subs- 
tituer dans celle par hypothLa est donnée en x ,  y,  les 
valeurs qu'on vient de trouver pour ces derniéres en x', y'. 

V ir 
& i) 

367. Si de nonaelles variables non cornpirises an tableau, 
étoient exprimées en valeurs de celles qui  s'y trouvent, il seroit 
aisé de .les y cornpendre ; car il n'y RUI;OL{ qil'k ybs t i t ne r  pour 
ces dernières leurs valeurfi, telles qu'ellcu sont portées au tableau, 
dans l'eqhssion de ces nauvelles vwiahlet~ , 
POUF ajouter, par e~emple ,  au tableau o.ii plusieilrg variables, 
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sont expritnées toutes en valeurs de X,  Y ,  les carrés, les cubes, 
les puissmcesou racines quelconques de ces variables, leurs 
prod~iits deux à deux, trois ii trois, &c., leurs quotients, en un 
mot,  les foilctioiis quelcoiîqiaes d'une ou plusieurs d'entre elles, 
il n'y a qu'h mettre clai~s ces foric tioiis, à la place de clucune des 
quarilités qui y entrent, son expression en valeurs de X et Y ,  
telle qu'elle est portée au tableau. 

Pa r  exemple encore, la soutangente, la norinale, le rayon de 
courbure, l'aire de la couibe, &c, sont au nombre des variables. 
Je  suppose donc qu'on ait l'expression de chacune d'elles eu 
valears des deux coordonnées quelcoiques X et Y ,  par les- 
quelles toutes les autres variables sont déjà exprimées; on 
pourra les ajouter de suite au tableau ; mais si elles sont expri- 
mées seulement en valeurs de dcux autres variables x ,  y por- 
tées au tableau, il faudra con-imencer par substituer dans.ces 
expressions des nouvelles qua~ t i t é s  qu'on veut porter au tableau, 
au lieu de x et y leurs valeurs en X ,  Y ; par ce moyen, ces noir- 
velles variables se trouveront exprimées imrntdiate~nent en X , 
Y ,  et pourront par conséquent être portées au tableau. 

368. Supposons enfin que xr12 y'' çoieiit deux' n o u v e ~ ~ e s  
variables, qu'elles soient exprimées en valeurs de deux quel- 
conques x', y', de celles qui sont portées au tableau , et qu'ayant 
]'+nation entre deux autres x, y également portées au tdbIeau, 
oii veuille avoir l'équation en x", y", 011 pourra opérer cornine il 
suit. 

On tirera d'abord des valeurs de x ', y", doni16es par hypothè3e 
en valeurs de x', y', celles de x', y', en valeurs de x", y"; cela fait,  
on chercl~era au  tableau les valeurs de x ,  y,  x', y' en valeurs dc 
X ,  Y; de ces deax dernières expressions, on tirera réciproque- 
ment X,  Y, en valeurs de x', y', et l'on substituera ces valeurs 
dans les dcux premières ; c'est-A-clire , dans les expressioris de x , 
y ,  eii X , Y; par ce moyen , on aura x ,y en valeurs de x', y' ;  on 
les substituera dans l'équation de l a  courbe, qiii se trouvera. 
ainsi avoir l ie~i  entre x', y'; mais on a commencé par trouver les 
valeurs des variables a', y', eu xi', y"; substituant donc les 
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yaleurs dans I'éqpation en x ' , ~ ' ,  qu'on vient d'obtenir, on  anra 
celle qu'on cherche en x", y", ce qu'il falloit trouver. 

369. L'imperfection de l'analyse ne permet pas toujours 
. d'exécuter les opérations qu'on vient d'indiquer; n i  par cons&- 

querit, d'exprimer chacune des variables, c n  valeilrs des coor- 
données qn'on a choisies, pour  servir de  termes de comparaison 
à toutes les autres variables. Alors on est oblig6 de se borner à 
une  équation non résolue entre les deux coordonnées piises 
pour  servir de termes de comparaison, et  celle qu'on voudroit 
porter au tableau. Souvent mêine on est obligé de se contenter 
d'une équation différentielle, o ù  ces trois variables se trouvent 
combiriées d'une manière quelconque. 

Si, par exemple, la courbe étant rapportée à deux axes per- 
pendiculaires entre eux,  et les coordonnées étant x ,  y ,  on vou- 
loit former un tableau o b  cliverses autres variables fussent 
toutes exprimées chacune en valeurs de x ,y ; il pourroit se 
faire que l'une de ces variables comme z ,  ne put être trouvée en 
valeurs de 2, e t y ,  sans qu'on eût à résoudre une équation d'un 

' degré supérieur, ou sans qn'on eût  a intégrer une équation dif- 
férren tielle qui échape aux  méthodes connues d'intégration : alors 
il n'est pas possible de porter a au tableau. On se colltentera 
dono., dans ce cas, de porter au tableau l'équation supérieure o n  
iliffèrentielle qiii exprime le rapport de x ,  y ,  z. C'est ce qui 
arrive, par exemple, lorsqu70n veut  comprendre dans ce tableau 
les tangentes, les normales, les rayons de courbure, les surfaces 
des courbes, &c. dont nous avons parlé ci-dessus; piiisqu'on ne 
peut en avoir l'expression générale en  valeurs des coordonnées 
x, y, que par des forrudes différentielles. 

f i- 3 7 O .  Supposons que le tableau général soit formé ; il appar- 
tiendra indistinctement B toutes les courbes possibles, puisqu'il 
est foriné avant que  l'équation de celle qu'on veut examiner en 
particulier soit connue. Maintenant, pour  en faire I'appiicatioiî 

tellg on telie courbe proposée; prenons son équation : on 

pdurra en tirer l'une quelconque des deux cooiiionnées en 
valeur de l'autre et  de constantes. 
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On pourra donc éliminer à volonté l'une des deux du tableau, 

en substitiiant à sa place son expression en valeur de l'autre et 
de constantes. Ce tableau donnera donc alors toutes les variables 
d u  système expriinées chacime en valeurs dkne seule des coor- 
données et de constantes. Il sera donc facile, en prenant cette 
coordonnée pour terme de comparaison entre toutes les autres 
variables, de comparer celles-ci deax à deux, ou de  trouver 
l'équation qui  existe entre elles; c'est-&-dire, de les prendre 
pour nouveiles coordonnées, 

37 1. Sait (fia. 152)  une  courbe quelconque ; Y le point 
mobile qui est supposé la décrire : prenons à volonté dans le 
plan de cette courbe un point A pour origine des coordonnées; 

d 

traçons une droite quelconque A B  pour axe des abscisses ; et du  - 
point ilécrivant M, abaissons sur  AB la perpendiculaire MP. - - 
A P sera donc l'abscisse correspondan te au point ni, et M P  l'ap- 
pliquée. Ce sont donc déjà deux variables, dont la relation 
reildue algébriquement, peut exprimer la nature de la  courbe. 

R$ainienan t coiiçevons par le point RI une tangente, Cette 
tangente, la soutangente, la n o r i d e ,  le  rayon de courbure, 
correspondans an même point nI, seront également autant de 
variables, qui deux à deux pourront être prises pour coordon- 
nées, au lieu de l%bscisse et de l'appliquée. Car lnnature de la  
courbe est aussi complètement dCfinie par l'équation qui existe, 
par exemple, entre la normale et le rayon de courbure, que par 
celle qui existe entre l'abscisse et l'appliquée. 

Rlenons de plus, du point fixe A le rayon vecteur AM;  ce 
P. 

rayon vecteur, et l'angle MHB seront de nouvelles variables, 
qui, ainsi que les premières, pourront être prises pour coor- 
données. 

Prenons encore à volonte sur  AB un second point fixe, pôle - A A A 

ou foyer B; et merlons BM, les angles MBA,  PMB,  AMB , -.- 
la  droite PH, les aires AMP , BfilP , AMB, seront eilcore 
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autant de nouvelles variables correspondanies au méme point 
R i  ; lesquelles avec les premières, pourront égalernent , deux i 
deux,  être prises pour  coordonnées. 

Enfin coiicevorîs que par les points A ,  B , M, on fasse pas- - 
ser la  circonférence d'un cercle, qu'on prolonge M P  jusqii'i -- 
ce ik  cilconférence en W, qu'on mèiie les deux  droites AH,  B I I  -- -- 
puis les perpendiculaires AG,  B F  sur  MB, M A ,  et qu i  se croi- - 
sen1 au  point D ,  de l'appliquéc M P ,  qae  du point M o n  niéno 

un diamètre MH' au cercle, puis tiiîe d r o l k  MH" qui  coupe 
A 

l'ailgle XMB en deux parties égales; qu'oui fasse la même chose 
aiix auigles A ,  B, H , &c. les angles, les droites et leurs segtnens 
qui  résulteront de ces diverses constïuçtioiis , seront autaiit de 
variables correspoiidantes au même point RI, et dont les reld- 
tioiw espriinées, en les cornparant deux i deux, clonneront 
autant d'équations propres à exprimer cliacune en particulier, 
la nature de la courbe, aussi bien que celle qui existe entre l'abs- 
cisse et l'appliquée. 

3 2. I l  est évident qu'on peut augmenter indéfiniment par  
de nouvelles constructions, le nombre de ces variables corres- 
pondantes au même point RI, et par coiwJquerit le nombre des 
équations par  lesquelles on  peut exprimer,  d'une manière équi- 
valeiîle, la nature de 3tl rnêrne courbe : or  c'est ce passage de 
l'une de ces équations à l'autre, qu'on nomme en général la trans- 
formation des coordonnées, prise dans le sens le  plus étendu. 
Chacune de ces équations, quoique implicitement la même que 
chacune des autres, peut en  différer assez par la forme, pour que 
t'identité soit difficile i appercevoir ; alors elles expriment ce que 
l'on noinme les diverses propriétés de la courbe. Ainsi l'art de 
découvrir les propriétés des courbes, n'est proprement, comme 
on l'a H é j i  dit, que l'ait de changer le systêms des coordonnées. 
Je  nie propose d'appliquer ici à quelques exemples, les principes 
que j'ai exposés ci-dessus, su r  les moyens d'opérer ce change- 
ment s u i ~ a n t  les différens cas. 
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D'aprés l'usage établi cle rapporter le pliis souvent les courbes 
à des axes fixes, en p remnt  pour coordonnées les droites qu'on 
nomine abscisses et appliquées, le problême qiii se présente le 
plus naturellement à résoudre, et offre en effet les résultats les 
plus importans est celui-ci, dont la solution est tré+connue, et 
dont je ne parlerai qil'autant qu'il sera nécessaire, pour démon- 
trer quelques iloiivelles conséqueilces qne je dois en déduire. 

P R U E L Ê M E  L X I .  

373. Une courhe éiont supposée rapportée à derrz arcs 
f ixes ,  par une équatioit entre les abscisses et  des appliyuées 
respectivementpzrallèles ci ces axes ; trat7sformer ce systêms de 
coordonnées, de rnaniére que la nouvelle équation ait lieu entre 
des abscisses et des appliquées, respectivement paraZlèles ci deux 
nouveaux axes donnés. 

Soit Ri1 (fia. 15'3) le point tfécrivnnt, A l'origine des premières 
- - 

coortlonnées , A P l'abscisse , MP l'appliquée , a l'origine des - - 
nonvelles coordonnées, ap la nouvelle abscisse, M p  la nouvelle 
appliquée. 

C 

Je prolongs au besoin les deux axes des abscisses A P ,  a p ,  - 
jinsqu'à ce qu'ils se coupeiit au point Q , et les appliquées M P  , 
- 
Edp, jusqu'à ce qu'elles coupent aussi ces axes des abscisses en 
R, r ,  respectivement : cela posé ; 

Je commence par distinguer les variables des consiantes. Il ---- 
est clair d'abord que A P , MP , ap, M p ,  dépendent da la posi- 
tion du point décrivant Bi , et  souit par conséquent varidbles; 
qtl'au contraire, les directions des quaire axes, savoir les deux  
premiers et les deux nouvearix , étant toutes indépendantes de la 
position de ce même point M,  sont ce qu'on nomme constantcs. 
Qrie par conséquent, les quatre angles du quadrilatère ME> Qp 

A A 
sont tous conslans, ainsi que les angles MRQ,  M r Q .  Par  la 
méine raison, puisque les pasitions des points A ,  a ,  sont indé- 
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pendantes de la position du  point 15.1, aussi bien que les direc- -- -- 
tiona des axes A Q ,  a Q ,  les deux droites AQ, a Q ,  sont aussi des 
constantes., Supposons donc , 

........................... la nouvelle abscisse = a - 
la nouvelle appliquée Mp = ..................,...... Y 

ICC 

la constante A Q  = ..... ? .  ? .  ..................... , .. A - 
la constante aQ = .O.. , .. .: .......... , .............? o. 

A 
rangle constant BfPQ = .....:. :. .. !. ........... . , , .... 

n 
P 

Yang10 constant MpQ = ............................ P 
A .................. l'angleconstant MRQ= ,..:. .. ..:. R 
A 

rangle cqnstant M r Q  = ............................. r 
n 

rangle constant P Qp = ............................. Y 
Puisque dans tout quadrilatère chacun des chich est égal à la 

somme des trois autres côtés, multipliés chacun par le cosinus 
de l'angle qu'il £orme avec le premier, nous auroiîs ces deuq 
équations pour le quadrilatère MPQp ; 
- - 
PQ ou AQ-APou A-X=Y ,cos. P +y. cos.r+ 
et.. ...........-. x -.a=y.cos.p+Y.cos.R+(A-X)cos.q 

Equations dans lesqnelles X, Y,  x, y ,  ne montent toutes qu'au 
premier degré : c'est-&-dire, ne sont n i  élevées à un degr6 supé- 
rieur au premier, ni  multipliées l'une par l'autre. Donc'si j'en 
lire les valeurs de X, Y , en x ,y, et constantes ; elles seront d!: 
cette forme t 

1 X fs+gy+A; Y = frx+gly+h'. 
f, g, h , f: g', h', Btant des constantes faciles à ddteminer , en 
effectuant le calcul ci-dessus indigué, 

Dow 
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Donc quelle cp. pui c L t ~ e  l ' i r  uatioi de 1, CO 11 be e n  Ti;, Y, 
lorsq l'elle nie seia tlonnée , je la t i  n l J o : m ~ d i  confor néineizt 
aux  condition= cln probl 'me, en un-  au  r e  en s ,.y , par lLt s i  hs- 
tituiioii des valeui s trouvées ci d e s s ~  p inr ces v i n '  lblcj X ,  Y, 
dans l'équation qu i  me seia donnée entrc ces ni$rrres vari,ibl S. 

Ce qu711 falloit t ionver.  
I l  n'cst pas nécessaire, pour mon objet, qi-ie le  c:dcul indiqué 

ci de sus solt cffectué; i l  nie suffit que par le résullat trouvé, il 
soit évident que l'équation transformée, ne montera pas A. u n  
Jegré plus é l e ~  é que l'équation donizée : et  c'est ce qu'on voi t ,  
puisque les deux équations filiales qui  donnent X,  Y ,  eli x 7  y ,  
ne  sont l'une et l'autre que d u  premier degré. 

11 est à remarquer que des quatre angles constans P, p ,  E, r, 
trois quelconqaes Ltmt doiinés, le quatrième est dékerniiné; czr 
les trianglcs PQE , pQr, ayant un angle é g d  Q, on a ,  P - I.l= 
p - r ;  ain moyen de cetle équatioii de coiidi~ioii entre P, R , p ,  
r ,  on pourra éliminer des formules (A) trouvées ci-dessus, 
celui des quatre qu'on voudra. 

j71. Soit entre les çoordoniiées x, y, une équation dri 
degré 172; il e ~ t  évident qu7011 pourra la mettre sous cette forme 
Fxm+ Gyl"+Z+K = O ,  F, G ,  étant des constantes, Z l'aoçem- 
blage dc tous les termes où x e t y  se trouvent élevées chacune a 
uii  degré moindre que  rn, et K le terme tout coiwtant. 

Cela posé, je cherche ce que devient l'équation lorsque x = o. 
Il est clair que le premier ternie s'aiiLantit, ainsi que tous les 
termes compris dans Z ,  oh entre cette variable. L'équation ses- 
tante ne contient donc plus que y J'inconiîue , e t  Z lie con- 
tient plus que des te r  nes ou  x n'eiilre pas, c t  ou y est éle\-Le a 
des degrés inf2rieurs à m. Donc l'cquation pourra ctre luise soas 

2' R 
cette forme y"+ - f- = O ,  dans laqinelie Z exprime la  co'lcc- 

G G 
tion de tous les tcimes de l'équation propo ée, o u  x n'entie pas, 
et qui renferment les puissalices de y ,  inféïie~ires à y'". Do î c  
par la théorie generale des dquntions, la va le^ r ah olne d ~ i  1 :.O- 

dui t  de toutes les iaciiies d e y ,  c'est-à-dire, de toutes les appli- 
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quées qui répondent à x = O ,  ou à l'origine des coordonnees, 
li; 

est - 
G' ' 

P,ar un  raisonnement semblable, on voit qu'à cetie même ori- 
gine des coordonnées, la valeur absolue du produit de toutes les 

IC 
abscisses est - ; donc: à,l'origine cles coordonnées, le  produit des 

F 
IC K 

appliquées est au produit des abscissés , comme - est 2i -, ou  
- G F 

comme F est à G; c'est-&-dire, en raison inverse des coëfficiens 
q u i  muliiplient les puissances respectives de ces coordonnées, 
marquées par le  degré de l'équation. 

' 3 j 5. ~ u ~ ~ O s o n s  maintenant, que sans changer la direciion 
des axes, on transporte seulement l'origine en u n  autre point 
qi~elconque du  plan où est tracée la courbe : cela s'exécutera, 
d'après ce qui a été dit ci-dessus, en mettant simplement dans 
l'équation, xf+ s, à la place de x, et y'+ t ,  à la place dey  ; s et t 
étant des constantes, Mais par cette substitutioii dans l'éyiiation 
Pxm + Gym -t Z -I- K = O ; il est Bvident qu'elle 'devient 
Fx'"f Gy'"+2"+1C' = O ;  F et G restant les mêmes que dans 
I76qu;ltion proposGe, 2 et K pouvant seuls changer. O r  de cette 
nouvelle équation, on dkduira, comme ci-dessus, que le produit 
des appliquées est à celui des abscisses comme F est à G. Donc ce 
rapport ne change pas, quoiqu'oii transporte ailleurs l'origine 
des coordonnées ! pourvu que leurs directions restent les mêmes; 
c'est-à-dire toujours parallèles à leurs premières positions : prin- 
cipe connu et très-important dont nous avons déjà parlé. 

376. Maintenant (fig. 154)  menons dans le plan d'une - 
courbe un axe quelconque AA' des abscisses, et diverses appli- 
quées toutes~parallèles entre elles, mais coupant l'axedes abscis- 
ses sous un angle quelconque. Nommons abscisses naturelles --- 
correspondantes au point P , les segmens aP, a 'P,  a"V, &c 
interceptés sur cet axe ,  entre la courbe et l'appliquée qui 
croise la ligne des abscisses a n  peint P ; pareillenien t , abscisses 
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natureZZes correspondantes au point p ,  les segmens ap , carp,  - 
a'>, &c. ; tandis que les abscisses proprement dites correspon- -- 
dantes aux points P, p, sont simplement Al?, Ap; A étant 
l'origine des coordonnées, qu i  est prise à volon té, Cela posé, 
nous pourrons exprimer comme il suit ,  le principe démontré 
ci-dessus. 

Dans toute cour6e géometripe , les produit des abscisses 
naturelles sont entre eux comme les produits des app2iquées 
oorrespondan tes. 

Car nous avons prouvé, qu'en prenant successivement P, p, 
pour origine des coordonnées, les produits des abscisses cor- 
respondantes & ces deux Origines respectivement, sont entre 
eux comme les produits des ordonnées correspondantes. 

37 7 .  Les mêmes raisonnemens pouvant s'appliquer à toute 
surface courbe, noas pouvons en conclure, que . 

Si ayant une surface courbe quelconque géoméfrique , on 
prend à volonté, dans Pespace, deuxpoi,nts A ,  B ;  qu'on mène 
par ces points deux droites ou  transversales paralMZes entre 
elles; p i s  deux autres transiersales aussi paraZZèles entre elles, 
na i s  dzférentes des premières ; b s  produits des segmens res- 
pectivement interceptés entre les points A ,  B , par la surface 
cour6e sur les deux premières transversales, sont entre eux 
comme Zes produits des segmens interceptés sur les autres trans- 
versales, entre les mêmes points et la surface courbe. 

Çar si par les points A ,  B on m h e  une nouvelle droite, les 
produits des segmens de cette droite respectivement interceptés 
entre la surface courbe et ces points A, B , seront enire eux ,  
d'une part, comme les premiers produits dont nous avons parlé 
ci-dessus, et de l'autre, comme les seconds. Donc ces premiers 
produits seront entre eux comme les seconds. Ce qu'il falloit 
prouver. 

378. Soit (fig. 155) uue courbe quelconque géorn6trique 
tracée dans un plan ; prenons à volonté, dans ce plan, trois 
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points A ,  B,  C , et joignons ces points deux à deux par des 
clroites iridéfiiiitnen t prolongt5es. Cela posé, représentons par  - 
( A'B') le produitdes segrnens interceplés sus  AB entre le point 
A ei, les cllfféérentes branches de la courbe , par (B'R') celui des 
segrnens interceptés s u r  cette même droite , entre le point B 
et les différentes branches de cette courbe ; pareillementl 

par  ( A'C' ) , les produits des segmens interceptOs su r  A, 
enlre l e  point A et les branches de la courbe ; par (C'A'), le 
produit des segincns iritcrceptés su r  l a  même ligne entre le  
point C et les branches cle la courbe; enfin, par  (BrC') le produit - 
des s e g r k m  interceptés s u r  BC , entre le pain t B et les bran- 
ches de la courbe, et par  (C'B') , le produit  des segrnens inter- - 
ceptés su r  l a  même ligne BC, enlre le point C et les branches 
de la courbe. J e  dis qu'on aura 

(A' B') ( Br C') (C'A') = (B'A' ) (C'B') { A'C'). 
P o u r  le  prouver ,  menons par  l'angle A ,  par exemple, la 

- - 
transversale AK paralléle à BC, e t  nommons, d'après le même 
yriricipe de notation que ci-dessus, (A'K') le produit des seg- - 
mens ,  interceptés s u r  AR entre le  point A et les différentes 
braziches de la courbe. Nous aurons, par la  proposition établie 
précédemment (375) ; 

(A'B') : (B'A') :: (A'K') : (B'C') 
( C'A' ) : (A'C') :: ( C'B' ) : (A'K'). 

Multipliant ces deux proportions, et  effaçant de part  et  d'autre 
les deux termes (A'l i ' )  qu i  se détruisent, ou  aura 

(A'B') (B'C') (C'A') = (A'C') (B'A') (C'B'), 
Ce qn'il falloit prouver. 

Ce résultat , auquel nous sommes c1éj.k parvenus (235 ) , par 
u n e  marche très-différente , a cela de très-remarquable, qu'il 
ne  suppose absolument rien de fixe dans les objets, c'est à-dire 
dans les poinls et les lignes droites auxquels on  rapporte la 
courbe, et  que par coilséquent , l'équation de cette coarbc ainsi 
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exprimée, ne cloit renfermer aucune arbitraire, mais seule-. 
nient les paramétres qui déterminent la forme de la courbe, 
et non sa position dans l'espace absolu ; il e n  est de même du 
tliéorêine suivant , qui n'est que ce meme principe exprimi 
d'une manière plus générale. 

379. Un polygone quelconque ABCDE (fig. 156) étant 
tracé dans le plun d'une courbe quelconque géométrique, et ses 
côtés ind~3/zimentprolongés , soient désignéspar (il'l;'), (B'A') , - 
les produits des segmens interceptés sur la droite AB entre chat 
cun cles points A ,  B respectivement, et les dzflrentes branches 
de la  courbe; par (Br(;'), (C 'B' )  , Jes produits clès segmens - 
interceptés sur BC entre chacun des points B ,  C respectivement, 
et des d ~ f k r e n  fes branches de Za coude  , par (Cf D'), (D'Cr), &c.,  
on aura 

(A'B') (B'C') (C'DI) (D'Et) (E'A') .= (B'A') (C'B') (D'C') (E'D') (ArE'). 
En effet, par la proposition précgdente , si l'on mène les dia- 
--  

gonales AG, AD,&. et que d'après le sys t h e  de notation adopté, 
on nomme (Arc'), (C'A'), les produits des segmens interceptés - 
s u r  AC entre chacun des points A ,  C respectivement, et les 
différentesbranches de la courbe (A'D'), (D'A'), les produit3 - 
des segmens interceptés sur A D ,  &c. , on aura 

(A'B') (B'C') (C'A') = (B'A') (CrB') (A'C') 
(Arc' ) (CD') (D'A') = (C'A') (Dl@') (A'D') 
( A'D') (D'Er) ( E r  A' ) = (D'A') (Et Dr) '(A' E r ) .  

Riiiltipliant toutes ces équations, et effaçant le3 facteurs qui  sa 
détruisent, on a ~ r a  la formule doiinée par 1'6noncB de la pro- 
position. Ce qu'il falloit démontrer. 

380. Les mêmes raisonnemens ont lieu pour une surface 
courbe géométrique quelcoi~qne, le polygone A B  CDE étant 
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plan ou .gauche , et d'an nombre quelconque de c M s .  Nous 
pouvons donc établir la propo'sition suivante. 

S i  ayant une surface courbe quelconque gdométripe, on décrit 
dans Pespace un po&vgone qeelconpe plan ou gauche ABCDE, 
et qu'ayant prolongé ses côtés indepniment , on désigne par 

7 

( A'B' ) , (B'A') , les produits des segrnens interceptés sur AB' 
entre chacun des points A ,  B respectivement, et les d~&i+entes 
régions de la surface courbe, par (Bf C f ) ,  (Cl Br) les produits, &c, 
en aura 

(A'B') (B'C') (CID') (D'Er) (E'N), 
= (B'A') (C'B') (D'C') (E'Dr) ( A f E f ) :  . 

. 

38 1. Lorsque les c ô t ~ s  du polygone, ou quelques - uns 
d'entre eux deviennent tangeris à la courbe ou à la snrface 
courbe, les segmens forriiés sur les côtés du polygone devenus 
tangens , se trouvent égaux deux à deux. Supposons, par 
exemple, qu'il s'agisse d'une section conique f g h  i k ( fig. 157) , 
et que cette courbe soit inscrite dans un polygone quelconque, 
de manière que les points de contingence soient f, g ,  h ,  i ,  k ; 
on aura,  d'aprés le systêrne de notation établi ci - dessus, 

- 2  -2 

(A'B') = A f , (B'Y) = B f, (B'C') = (Ka) , (C'Br) =Ga, &c. 

Donc l'équation deviendra, en tirant la racine ca rde  de cha- ----- ----- 
cun des deux membres, Af.Bg.Ch.Di. Ek= Ak.Ei.Dh.Cg.Bf: 
Nous pouvons donc établir la proposition suivante, 

Si dans le plan d'une Zigne du second ordre ; on décrit uq 
pdygone quelconque, dont tous les côtés soient tangens à l a  
courbe, Ge produit de Ga moitié des tangentes, c'est-à-dire des 
segrnens interceptés sur Es c6tés dupo&,gone, entre la courBe et 
#c'es angles de ce po@gone, compe facteurs, est égal au produit CFB 
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iouies les autres, en les prenant alternativernenf pour chaque 
produit, c'est-à-dire de manière quJiZ n'en entre jarnais deux 
dans l e  m h e ,  qui aient pour extrémités un point commun. 

382. La même chose a lieu dvidemment pour les tan- 
gentes du vuli~me de la surface de révolution formée par la 
rotation d'une section conique, et qui formeroient par leur 
assemblage , un polygone quelconque, plan ou gaiiche. 

- 

383.. Si le nombre des côtds dl1 polygone se réduit à trois j 
c'est-U-dire, si la section conique f g h ( fig. I 58) se trouve i n s ~  
crite dans un triangle ABC : en menant de chacun des angles 
A ,  J3, C ,  de ce triangle, une droite au point de contingence --- 
opposé , uii aura par le théorême précédent , A f .  B h. Cg = --- --- 
A g .  B f Ch. Donc ces trois transversales A J1. , Bg , Cf, se croi- 
seront toutes en un même point D ( 2 2 4 ) .  Proposilioiî que 110~7s 
avons déji démontrée (239  ) , et de laquelle il suit, qu'on peut 
appliquer aux sections coniques les nombreuses propriétés que 
nous avons trouvées appartenir à un quadrilatère cornplet. - 

- 
Par  exemple, en menant fg, et supposant que cette droite ---- 

coupe ;ih an point H, on aura (225) AH: DH::Ah : Uh.  En - 
prolongeant g f jusqu'à la rencontre de BC au point Z, on aura 
-- - -  
BZ: C I  :: B h  : Ch. Ainsi des autres. 

P B O B L Ê M E  X L I .  

- 
384. L'équation gune cour& &tank donnée entre Z'abcisse - - - 

AP ou lLlp ( fig. i59) ,  et PappZiquée Ml? ou prise parallé- - -  
Zernent ct deux axes AY ,. Ap donnés de posijion ; transformer 
ce systéme de coordomzées, en prenant pour coordonnées nou- 

. -  - 
wlles,  les deux segmens MQ , Mp formés par le point décri- - 
vant hl:, sur une transversak Qq, menée sous un angle constant 

A -- 
A Q p entre les deux axes proposés A AP . Ap. 
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l'antgle doitné AQp = ............................... 
h 

Q 
l'an,& par condquent aussi connu A q  Q.  ................ 2 

Il s'agi1 donc d'exprimer In  iiature de la qourbe par une &clun- 

tiori entre u ,  u; nu lieu de celle qu'on a entre z, y, 
Dans le triangle PQRI, iious avons 
- 7  

RIP : MQ :: sin. PQhI : sin. Ql'aI, OU y : u :: sin. Q : sin. a. 

Donc y .sin.a -=: u .  sin. Q. I3areiHement , le triangle R I p  
donne u.  sin, g = x. sin. a. De ces deux équations , nous i i ro i~s  

Y .  sin, q u.  sin. Q 
x= = sin. uc sin. Q 

Donc pour opérer la transformation demandée , il ri'y a qn'à 
substituer dans l'équation donilée entre x et y, leurs valeurs 
qu'on vient de trouver en u et Y. Ce qu'il falloit trouver. 

Cette transformation des coordonnées , ainsi qu'on le voit , 
ne change point Te degré de l'équatioil. Pa r  conséqtiei~t , si la 
ligne considérée ebt droite , l'équation entre les nouvelles cooï- - -  
données MQ, Mp, sera du premier degré; elle sera du second 
degré , s i  c'est une section conique, &c. --  

Au lieu de prendre pour coardondes A l Q ,  My, on ponrroit --  
prendre QM, Qp. Pour  cela, nommons z cette nouvelle coor- - 
donnée Q q ,  nous aurons z= u-t-Y, OU v = 2-21; il n'y a 
donc qu'à substituer dans la valeur trouvée ci-dessus pour u,  sa 
valeur z - ZL ; ce qui donnera, au lieu dcs valeurs trouvées 
ci-dessus pour x ety , en zc et u ,  les suivantes e n  u et z ,  

sin.p 5in.Q 
x = ( z - u ) - - -  -u- 

sin,cc s si*,a' 
Ce tle 
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Cette rnantère de considérer les courbes, en les rapportant à 

deux axes fixes, et prenant les coordonnées sur une même 
transversale toujours parallèle à elle-même, et comprise entre 
ces deux axes, au lieu de les prendre sur deux droites diffé- 
rentes respectivement parallèles à aes mêmes axes, peut Btre 
avantageuse dans plusieurs cas, parce qu'au lieu d'un quadri- 
lalère à considdrer , elle n'offre qu'un triangle, et qu'il en résulte 
la facilité d'appliquer aux courbes les règles familièr.es de la tri- 
gonométrie. On en a lin exemple dans l'hyperbole ordiilaire 
rapportée à ses asymptotes. 

385. Une courbe étant rapportde d deus axer f i e s  AB. - 
AC ( fig. i6o), art moyen des abscisses et des appZiqudes menées 
de chapuepointparalZèbment à ces axes ; soient pris cZ.voZonté 
sur ces axes ,  deux pnints $ses pneZconques B ,  C ,  et de ces 
points fixes , soient menées par le point décrivant N, deux -- 
droites BG , C F ,  qui coupent respectivement en  G et F les -axes - -  
AC, AB,  Cela post,  en demande que le systdme des premieres 
coordonnées soit chan&, et que les nouvelles coordonnées soient -- 
A F, A G , de manière que la nouvelle kquation ait lieu entre 
ces cleux nouvelles coordonnéës et les constantes. - -  7 - -- 

Menons parallèle I RB; W q  parallèle i AC : Ap ou My - 
sera l'abscisse, et AT ou M p  , l'appliquee dans le premier 
systême des coordonnées. Sûpposons! donc - 
l'abscisse Ap= ........a.,................-....... x - 
l'appliquée M p  = .................................... - .Y 
f a  nouvelle'coordonnée A F  = ........................ u - 
l a  nouvelle coordorinée AG = ........................ v - .............................. 59 droits donnée A B  = li - 
.la draite donnée AC. = ;. ............... ., ............ p 
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Les triangles semblables B AG , B qM donneront 

Donc bx A bu - vy .  Par l a  mémd FLiirion, on a par les trian- 
gles isemblables C A F  ,-‘ CpM, , , ,' 

cy = Cu - ux~r-r 
Tirant de ccs deux équations les valeurs de x et y, on aura, 

bcu - buv  
b c - U V  

Substituant donc dans l'équation donnée entre x , y ,  leurs 
vdeors e n  u et v qu'on vient de trouver,' on aura l'équation 
cherchée entre ces nouvelles coordonnées u, u. Ce qu'il falloit 
trouver. -- 

Si au lieu de prendre AF,  AG pour coordonnées, on veut - - - - 
prendre B F  , CG en faisant BF  = t , CG = z , on aura 

Mettant ces valeurs de u et v 'dans celles trouvées ci-dessus 
pour s, y, od aura 

P R O B L Ê M E  L X I T .  

386. Uns cour6e étant tracée dans un plan, prenons d 
volontk dans ce plan, trois points fixes A,  B , C , et joignons 
ces points deux à deux par des droites pour former le triangle 
A B C  (160). D u  point décrivant M soit menée à chacun des 
angles de ce triangle, une transversab proZongée jusqu'à b ren- 
contre du c66é opposé. Cela posé, b nature de Za courbe étant -- 
'esprimée par une équation entre lee distances AF, AG, de d'un 
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- -  
des angles aux intersections F ,  G ,  des cbtés AB , AC adjacens -- 
a cet a n d e  avec les fransversales C F  , B G , menées des angles 

- 

opposés , changer ce systéme des coordo.anées , en y substituant - -  
pour nouvelles coordonnées , les distances B F , B a ,  de l'un B 
des autres angles aux points d'intersections F ,  H. 

Nous avons d'abord évidemment ces trois équations, 

De plus (224 ) , nous avons 

--- 
Mettant dans cette derilibre équation les valeurs de AF, CG, CH 
tirées des premiéres , on$ aura 

(AB-BF)EE((AC-~)=E~~(E-~) (C). 
Cette équation, jointe à la prernière des équations (A),  résout 
la question proposée ; car elles lit? contiennent que leu deux 

- 7  

premières coordonnées A P ,  A G  , combinées avec les deux -- 
nouvelles BI?, BH et des constantes; et par çonsdquent, elles 
donneiit les premiéres en valeurs des dernières e t  des constantes, 
Ces yaleurg sont ,  comme on le voit ,  . . 

- - - 
A F =  AB-BE', 

11 n'y a donc, pour opérer la transformation demandée, qu'a, 
substituer dans l'équation proposée , pour les coordonnées -- -- 
A F ,  AG,  les valeurs qu'on vient de trouver en BF ,  BH, qui 

--I 

sont les nouvelles coordonnées, et les constantes A B ,  AC , BC. 
Ce q,u'il falloit trouver. 

P R O B L Ê M E  L X V .  

387. U n  triangle ABC (fig. 161) Ptant donné, concevono 
une courbe B M C  ; telle gu'ayant abaissé du point clécrivant M 
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une perpendicuZaire Ml? sur b côté BC du triangle proposé, 
et prolongé cette perpendiculaire jusqu'à ce qu'elle coupe t s  
deux autres côtés de ce triangle aux points q, r respectioernent, - - - 
on ail M P moyenne proportionnelle entre M q et Bir. Cela posé, 
on demande Z'dquation de cette courbe en la rqpor tan t -à  b 

droite B c comme axe des abscisses ; et prenant Ze point R pour 
origine des coordonn6es (1). 

Les coordonnées entre lesquelles existe l'équation actuello de 
- -- 

la courbe , sont M P ,  et Mp.R/Ir, ou plus généralement 
-- -- 

A.Mp.Mr,  A étant une constante, et ce produit A . M p . M r  
étant considéré comme ne faisant qu'une seule et même varia- 

ble. Il s'agit donc de changer ce systBrne de coordonnées KJ, -- - 
A . M q . M r ;  et de lu i  substituer celui des deux variables Bi', 
-- - 
AIP, dont  l'une RIP est commune aux cleux syçtêmes. 

J'observe d'abord, que la courbe quelle qu'elle soit, a néces- 
sairement pour  tangentes a u x  points 3,  C respectivement, les - y- 

deux côtés AB, AC du triangle propos& Car au point oh  la 
a 

courbe rencontre a, le  segment fi d w i e n t  o. Donc M P  

devient aussi o ; donc l e  point M est dans la ligne ; donc il  - 
est le point d'intersection de AB et E; donc B est ce point 

-2 -- 
d'intersection. D e  plus , de l'équation M P  = A . M q .  M r  , on - 1. w? - M P  -- 
t ire _ -. - , donc la derniCre raison de Mg B MP est o. 

(1) Ce problème n'est qu'un cas particulier de celui que Ton connoît sons le 
nom de Problême de Pappzls , résolu par Descartes (voyez sa GèomBtrie, 
livre 11, partie II). Cc problême, fameux autrefois par sa difficulté, n'en a 

plus ciujourd'bui : je n e  le donne que comme exemple du changement des 

coordonnées 5 et parce @e j'ai à en tirer diverses ~onskquences curieuses qrie 

je crois d&tre pas connues, 
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Donc non-sedement la courbe passe par le point B; mais de 

,plus,  ~ l l e  a pour tangente ce d i ?  e point B , la droite 

On prouveroit par un seriiblcible raisonnement, que la m h e  - 
courbe passe par le point C, et y a pour tangente AC. Cela 
posé, faisons 

l'appliquke MP = .................................. 
- Y 

l a  constante BC = ...... ., .......................... a 
A 

l'angle constant A B C =  .............................. b 
A 

l'angle constant ACB = ..........m................... c 

-- 
J'ai donc par les conditions du p r o b l h e  yy = A .  M q . M r , ou - - - 
k c a ~ s e d e M p = P q - ~ ,  M r = Y r - y ,  j'ai 

- -  
II reste donc à t rouver  Yp, Pr. - - - 

Le triangle qBp donne P q  =Bp. tang. qBp,  ou P q  =S. tnng.6; 
- 

et par la même raison , P r  = (a - x )  tang. c. Substittzant ces - - 
valeurs de Pq, P r ,  dans l'équation (A) trouvée ci-dessus, on  
aura 

(1 - A )  yy+A.Cx.tang. b+(a - x )  tang. c j y  
--4.x. tang. b .  (a -x) tang. c = o. 

Equation qui étant cllx second degré, appartient en général aux 
sections coniques. On peut donc en  tirer diverses propriétés 
particulières à ces courbes. 

En effet, il sui t  d'abord que dans toute section conique, si - -  
l'on rnéne Jeux  fangentes AB, AC, à deux quelconques de cès 
points 3, C ; et qu'on joigne ces points de contingence par une 

corde B , toute transversale perpendiculaire à BC sera telle, 
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quo la carre ds sofi segaent MP intercepté entre cette corde BC 
- - 

et la courbe, sera en raison donnée, avec le produit des seg- - -  
mens BD', CD, interceptés entre le mbme point de la courbe 
e t  les &ux tangeiites ; car nous venons de vair qu'on peut tou- 
jours tracer une section conique gui satisfasse à cette condi- 
tion. Mais on ne peut tracer qu'une seulesection conique qui 

-7 

soit tangqnte des deux droiles AB, AC, aux points 3,  C, et qui 
passe ep même temps par le point décrivant M ; donc c'est la 
section conique effectivement tracée, qui seule satisfait A cetk 
condition. 

Cri 388. si l a  transversale rpP,  au lieu d'dire perpendiculaire - /. 

à BC, avoit une toute autre direction, chacun des nouveaux 
segrneri8 interceptés sur celte h m s v e r s a k ,  seroit en raison 
donnde, avec cehi  qiii avoit lieu lorsque l a  transversale &oit 
perpendichlaire; donc, dans de  cas, le carré du segment inter- - 
cepi6 entre B C et ,la courbe, seroit encore en raison donnée, 
avec le produit ;le& sepmens intcrceptds entre la courbe et cha- 
cune des deux tangentes. Donc en général, 

- T H E ~ R P M E  . )  X L I .  

'Dans toute section conique, si t'on mène d volonh? une trans- 
vpmabe saus uns direction hnnée?  Ze carré de laportion de cette 
transversale interceptée entre 1Q courbe et une corde queZconpe 
$5 esten ruwon donnée avec b produit des deux porfions de 

J n, - 

cetf&transuersde interceptées entre b mbme point de la courbe et 
les deus tangentes menées aux extrétnijés de Za corde, 

389. Soient menées par les points B, c , deux n o u v e ~ ~ e s  
cordes à un autre point D : la meme propriété aura lieu pour 
chacune d'elles. Donc si l'on nomme Y ,  Y', Y", les segmens de 

la transversale interceptés entre la courbe et les cordes E, - -  
BD, CD, respectivement, Z, Z', Z"; les segmens interceptés 
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sur la même transversale entre la  courbe et les tangentes BA,  -- 
CA, DG , respectivement, on aura 

,YY = KZZ', Y'Yf = K'ZZ", Y Y u  = K"Z'Z", 
K ,  Kt, K" étant trois constantes ; multipliant ces trois équa- 
lions, et tirant la racine carrée, on aura 

Y .Y/.Y~~ = z.zfz0 (/K.K'.K; 
c'estbà-dire, que le produit des trois segmens interceptés sur la 
transversale, entre le point décrivant et chacun des trois côtés 
du triangle inscrit à la section conique, et en  raison donnée avec 
le  produit des trois segmens interceptés sur la même trarisver- 
sale, entre le point décrivant et diacun des côtés du triangle cir- 
conscrit, AIK. 

390. Soit pris sur la courbe un nouveau point E, et joi- 
gnons deux à deux les quatre points B, C, Il, E, par des droites. 
Menons de plus, une tangente i chacun'de ces points; il en resul- 
tera d'abord un quadrilatère inscrit BDEC avec ses diagonales ; 
et  un autre quadrilatére circonscrit AIGH, ayant ses points de  

- 

contingence aux angles du quadrilatère inscrit. 
Cela posé, ces nouvelles cordes et ces nouvelles tangentes 

auront toutes les inêines propriétés que celles qui composaient 
le triangle ABC. Donc si l'on nomme Y, Y', Y ", YU', les segrneris 
interceptés sur  la transversale entre le point décrivant M et les ---- 
&tés B C, DE, BB , C E  du quadrilatère inscrit respectivement ; 
Z, Z', Z", Z"', les segmens interceptés sur  la même transversale 

- 1 -  

entre le point décrivant RI et les tangentes AB, AC,  G I ,  GH 
respectivement, cn aura 

I< , K', Ku, K"' étant quatre constantes. Multipliant ces quatre 
équations et tirant la racine carrée j on aura 

y.yf.yn.yUf= Z . Z ~ . Z ~ . Z ~ ~ V K . K ~ . K ~ . K ~ ~ ;  
c'est-à-dire, que le produit des quatre segmens interceptés entre 
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le  point décrivant M ,  el chacun dea quatre c&& du quadri- 
latère inscrit, est en raison donnde avec le produit des qitatre 
segrnens interceptee sur la mbme tranoversala, entre Je point 
décrivant et chacun des quatre c6tés du quadrilatère circonscrit. 

Enfin, il 'est évident que le même raisonnement qui vient 
d'are fait sur les triangles et les quadrilatères inscrits et circons- 
crits à la section conique, est ~pplicabIe à deux autres polygones 
quelconques, l'un inscrit, l'autre circonscrit, et ayant ses points 
&e cohtingence aux angles du premier. Donc en géndral , 

* 5 

39 1. Dans toute section conique, si l'on inscrit un polygone 
guelcanpue , et p 'onen circonscrive un astre $un mQme norn6rc 
de'cdtés , qui ait ses de contingence aux angles du PO&- 

kane inscril; p'ensuiie on mène one transversale queZconguo 
apua une direction dokneé , c'mt-d dire pra l~d~ernen t  d un axe 
fixe, Zr produit de t o m  les acgrnenr ikterceptds , . sur celte trans- 
versale, entre k point dbcrivont et chacun des cdtés du poZygone 
inscrit, est en raison donnée, avec le produit de tous des segmens 
interceptés a w  la mdme transctersale, entre Ge point ddcrivant et 
cliacun des cbtés du pdygone circonscri8. 

Cette théorie fournit aussi plusieurs conséquences particu- 
liéres. Par exemple ; nous avons trouvé ( 389 ) pour le quadri- 
laière inscrit 

Y--y = K.Z,Z', Yf.Y' = K'.Z".Z0', Y".Y" = K H . Z . Z >  
Y'M.~"ks  KW'îZ'.Z''. 

Multiplions d'une part les deux premières, et de l'autre, lea 
de;;derniéres de ces quatre kquations-, nous aurons 

y.y.yf.yf = R.K~.z .z~ .z* . 'z~;  
YU.Y'.Yn'.Y" z= Kf',Kff'.Z.ZE.ZU.ZU'. 

Divisant ces deux rioriveiles Bqaations l'une par t'autre, tirant 
la racipe carrdc, et mettant en proporliod, nous aurons 
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c'est-à-dire, que dam le  quadrilatete B 13 EC, iilscrit R la section 
conique, le produit Y .Y' des segmens interceptés sur une trans- 
versale quelconque parallèle à un axe fixe, entre le poiut d6ci.i- -- 
vant M ,  et les deux côtés opposés BC, DE;, est en raison donnée 
avec le produit Yn.Y "' des segmens interceptés sur la meme 
transversale enrre le point décrivant et les deux autres côtés 
7- 

BD, CE,  du quadrilatèra. Propri6té connue, mais qu'on p i u t  
&tendre, ainsi qu'on va le voir, a des polygones d'un plus grand 
nombre de côtés. 

39 2. Soit un polygone quelconque ABCDEF,  (fig. 162) 

d'un nombre pair de côths, h s c d t  dans une section conique. - 
Menons parallèlement à un axe donné, une transversale M N ,  
q u i  coupe cette courbe et tous les côtés de ce polygonc,prolongés - - 
s'il est nécessai~e; prenons l'un de ces côtés AB, par exemple, - - 
pour premier; BC pour second; CD pour troisiAmc, &c. en 
siiivant le périmètre du poIygone, goit enfifin M un des pomts ou 
la courbe est coupée par la transversale. Gela posé, je vEiqquQe 
produit de tous Ies segmens intercept6s sur  la transversde, entre 
le point M et chacun des côtés pairs du polygone, est au produit 
de tous les segmens interceptés entra cc même point M et les 
côtés impairs, en raisoli donnée; c'est-R-dite dans un rapport 
qui  reste toujours le même, quel que soit le point M, tant que la 
transversale reste parallèle à elle-même ou l'axe fixe. 

En effet, je suppose que le polygone soit de sin côtés :je mène - 
la diagonale AD de manière que ABCD, AFED soient ;feux 
quadrilatères : représentons par (MA'B ) le segment intermpt8 

A ,- sur  la transversale entre le point M et le cote A B ,  @IB'Cf)  le 

segment intercepté entre le point Y et le côté m, &c. 
11 suit (Ze la prop~sition prdcédente, qu'on a 

(M A'B') (MCfDr = IC (MB'C' J (M A'D'J , 
et (M AfF') (MD'E') = R' (ME'F'J (M A'D'J 
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K et K r  Qtant deux constantes. Multipliant en croix ces deux 
équations, on aura 

JC' (M A'B') (M C'DI) (M E'F' ) 
= K (MB'C') (MAT') (MD%') 

ce qu'il falloit prouver. 
Le principe étant prouvé par l'hexagone, se démontrera de 

même pour l'octogone, en le décomposant par une diagonale 
en deux polygones, dont l'un soit un hexagone , et l'autre un 
quadrilatère. Donc engénéral : 

T H É O R Ê E E  X L I J I .  

393. 8i Pon inscrit dans une section conique un  polygone 
queZconque, d'un nombre pair de cdtés , eE qu'on mène une 
transversale para ZZèle à un axe Jixe , ZaqueZle coupe cette courbe 
st chacun des côtés du poZygone prolongés au besoin : le produit 
de tous les segmens comme facteurs, interceptés entre un des 
points O& Za courba est coupée par Za trunsversntin , et chacuit 
des côtés pairs du poGygone , est en raison donnée avec le pro- 
kluit de tous les segmens comme facteurs, interceptés entre le 
même point de h courbe et chacun des c0tés impairs. 

39 4. Si le  nombre des cOtés du polygone était impair, on 
ponrroit appliquer la proposition précédente, e n  regardant l'un 
quelconque des angles de ce polygone, comme un côté infini- 
ment petit, Ce chté infiniment petit, seroit l'élément du  péri- 
mètre, e t  par conséquent sa direction seroit la tangente de la 
courbe à ce point, 

395. Il est à remarquer que toutes ces propositions s'appli- 
quent aux polygones pris dans le sens le plus général ; c'est-h- 
dire, par exemple, au quadrilatère pris clans l'acception géné- 
rale que nous lui avons attribuée (99),  et qu'il en est de même 
de tous les autres polygones considérés avec leurs diagonales. 

s96. La précddente est féconde en conséquen- 
ces curieuses, 
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Soient par exemple, six points A ,  B, C, D ,  E ,  F, pris à 
volonté sur le périmélre d'une section conique (fig. 163) quel- 
conque. Joignons ces points pour former I'h'exagoize ABCDEF. -- 
Prolongeons les côtds AB, A F  adjacens à l'angle A ,  et les ~ & t é s  
- 7  

DC , DE adjacens à l'angle opposé D , jusqu'i leirrs rencontres 
respectives avec les premiers en M, N;  et menons les deux - -  
diagonales BE,  1°C ; je bis que ces deux diagonales et la  droite 

M N ,  se croiseront toutes en u n  même point R. - 
En effet, soient p , 2 les deux points d'intersection de M N  - 

avec le périmétre de la courbe proposée. Soit menée à MN une 

parallèle quelconque mn qui coupe ce périmètre en f, g; les -- -7 

deux droites AM, AN, en m, n ; les deux droites D M ,  DN, - -  
en s et t, et les deux diagonales BE ,  F C ,  en r et r'. D'après 
la remarque préctidente ( 594) ABED CFA, forniera un nou- --- --- 
vel hexagone, et l'on aura (392)  f m . f t . f r f =  K.fr.fs.fn, 
K étant une coristante. - 

Concevons maintenant que mn se meuve parallèlement à - 
ellc-même , et vienne se confondre avec MN; les points s et m 
se confondront avecM; Ies points t et n avec N,  et l'équation se - - 
réduira par conséquent à PR' = K-PR, en supposant que r, r' 
deviennent R , R'. - 

Par la même raison, l'autre intersection p de M N  avec la - - 
circonfdrence , donnera qR' = K. pR. Multipliant en croix ces 

-v -- 
deux équations, nous aurons p R' , pR =PR. y R'. ' Supposons - - - - 
donc R R 1 = x ,  nous aurons p R 1 = p R +  x ,  gR'=pK-x. 

- 
7- 

Substituant ces valeurs de PR', qR' dans l'équation précéclente,' -- -- - 
elle deviendra p R . p R + p E . x  = p R . q R  - p R . x ,  ou - - 
3~ (SI- q ~ )  = O ,  ou x = O ; c'est-&-dire, que r r' = O, ou que 
les points R, R' se confondent. Donc, en effet, les trois droites 
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MN, BE,  F C  , se croisent toutes trois en un même point. Ce 
qu'il falloit protmer. 

3g7. Concevons maintenant que Ies points A, B, C, D, E, F; 
se meuvent à volonté sur le périmètre de la courbe, et que l'ordre 
dans lequel ili  étoient d'abord rangés vienne à être interverti 
d'une manière quelcbnque , la propriété n'en subsistera pis 
moins dans chacun des systhnes corrélatifs; c'est-à-dire, qu'en 
général, 

Si sur te périmètre d'une section conique quelconque , on 
prend dvolontd six points A ,  B , ' C, D , E , F , qu'on jmdonge - -  
au besoin les droibes AB !, AF, jztqu'à ce qu'eaes reRcorztrent lei' - -  
droites D C I ,  D E ,  en M ,  N respectiuemeht ; les trois d r o i t ~ ~ '  
Rl N , B E ,  FC se croiseront toutes en un mdme point, 

398. supposoi~s, par etemple, que les six points en - 
tiori prennent la position indiquée ( fig. I 64) , les droites l3 E , 
ei. 

C F, qui étoient diagonales, deviendront . côtés . , et les points 
M, N ,  R restent toujours en ligne droite i nom, in  
conclure, qilc 

T ~ I & O R Ê ~ E  X L V ,  

Dans tout hesagono ihscrit d une section conigue pue~conpue, . 
Zes trois points de concours des &.tés opposé6 se trouuent tou- 
jours sur une même ligne droite. 

L i i -  399. Supposons que les trois côtés Al?, DC, BE, pris alter- 
.nativement se réduisent à o. Ces côtés prolongés deviendrant des. - - 

tangentes, et  les trois autres formeront un triangle, dont en 
vertu de la proposition précédente, les côtes concourtont avec 
les tangentes qui passent par les angles opposés, en trois pain.ts 
qui se trouyeront en ligne droite; c'est-à-dire que 
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Si à une section conique on inscrit un triangle, et qu'on Zui'eii 
circonscrive un autre dont les points de contingence soient pZac&s 
aux sommets du premier triangle, des trois points de concours 
des côtés du triangle inscrit avec Zes côtés respectivement oppose% 
du triangle circonscrit seront toujours sur une même Zigne droite. 
Cette remarque a déjà été faite ci-devant en particulier pour le 
cercle. 

4 00. Supposons que dans l'hexagone ( fig. i 6 5 ) ,  deux côtés - 
seulement, comme CF,  BE,  deviennent o;  la figure se rkduira -- 
à un quadrilatère inscrit. Les côtds BE, C F  proloiigés, deTien- 
dront les tangentes des points B, C. Donc en supposant que R 
soit le point de concours de ces deux tangentes, M celui des - -  - -  
côtés A B , C D ; N celui des côtés AC, BD , les trois points 
M, N, R devront se trouver sur une méme ligne droite. 

Par la mème raison, si R' est le point de concours des tan- - 
gentes menées par les extr6mités de l'autre diagonale AD, le 
point R' devra se trouver sur la même droite que les points 
M,  N. Donc les points M , N,  R , R', sont tous quatre placés 
sur une même ligne droite. C'est-à-dire qu'en géndral, 

Si d une section conique on inscrit un puadrilatiare, et qu'on 
en circonscrive U A  autre, dont les points de contingence saienb 
plucés aux quatre sommets du quadrilatère inscrit : les deux 
points de concours des côtés opposés du quadrilatère inscrit, et 
les deux points de cqncours des côtés d~ paadrilatère circons- 
crit, se tiourtent toujouhplacés hoirr quatre sur une mémeZigne 
droite. ' . 

40 1. Menons les deux diagonales AD, BC~U quadrilatère -- 
inscrit, et les deux diagonales ad, bc d u  quaddatdfe circonsa 
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crit: je dis qne ces quatre diagoilales se croiseront toutes quatre 
en un même point K. 
En effet, au lieu du quadrilatère ABDC, considérons le qua- 

drilatère ABCD , qui a les mêmes sommets d'angles que le pre- 
mier ,  mais qui est formé des deux triangles opposés par le 
sommet ABK , CDK, la proposition prhcédente appliquée au 
cas présent, prouvera que.les quatre points b ,  c , K ,  R I ,  doi-. 
vent se trouver su r  une même ligne droite; de même que les 
quatre points a ,  d ,  IL, N.  D o w  

T H f i O R & M B  Y L V I I I ,  

;ri d une section conique, on inscrit un puadritalère, et qu'on 
en circonscrive un autre dont les points de contingence S O ~ ~ I Z E  

placés aux quatre sommets du quadrilatère inscrit, Zes quatra 
diagonales de ces deux quadrilatères se croiseront toutes en un 
méme point. 

4 0 2 ,  D'oh suit dvidemment (fig. 1651, que si à une section 
conique on circonscrit un quadrilatère a b dc , les deux dia- 
gonales de ce quadrilatère, et les deux droites menées par les 
points de contingence :des côtés opposés, se croiseront toutes 
quatre en un même point! 

403. Cette théorie des points de concours dansles quadiila. 
tères inscrits ou circonscrits aux sections coniques, s'&end avec3 
facilite aux polygones d'un nombre quelconque de côtés. Soit, 
p r  exemple (1 66 ) , un octogone OCDEFGH. E n  menant les --  
deux diagonales BD, FH, j'en tire l'hexagone ABDEFH, et de -- 
même, en menant les Jiagoiiales BH , DF, j'en tire l'hexagone 
BCDFGH. Donc, d'après ce qui a été dit ci-dessus (5g6),  si l'on 

7- 

&ne les deux diagonales B F  , D H  , et qu'on prolonge tous les 
côtés jusqu'à leurs points de concours M , N , P, Q , comme le -- - 
wontre la figure ; 1". les trois droites BF, DH , MN, se croise- --- 
ront au même point j aO. les trois droites BF, DH, PQ, se croises 
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D E  P O S I T I O N .  a55 . - -  
roht aussi au même point. Donc les droites MN, PQ se croise- --  
ront au même point que les deux droites BF, DH; donc les - - -  
quatre droites BF, DH, MN, Y Q, se croiseront toutes quatrè 
au -meme point ; et comme la même chose doit constanimen t 
avoir lieu, quelles que soieut les positions respectives des huit 
points A , B,  C , D , E , F, G ,  H sur le périmètre, on peut con- 
clure qu'en général, si sur le périmètre d'une section conique, 
on prend à volonté huit points A, B, C ,  D , E, F, G,  H rangés - 
dans quel ordre on voudra, qu'on prolonge AB et D E  juspu'& - - 
leur rencontre en un point M ; A H  et EF, jusqu'à leur ren- 

- 
contre e n  un point N j et GF ,  jusqu'à leur rencontre en - - .  
un point P;  CB, GF, jusqu'k leur rencontre en un point Q; -- 
et qu'enfin on mène les droites BF, DR, prolongées au besoin, ---- 
les quatre droites B F, DH , MN, P Q se croiseront toutes 
quatre en un seul et même point. 

D'après la notation que nous avons indiquée (81), cette pro- 
position peut s'exprimer simplement comme il suit. 

T H É O R Ê M E  X L g %  

'Huitpoints quelconqzles A ,B , C , D, E, F , G ,  H eiantplacés 
Ü volonté sur Za ccirconfërence d'un cercle, on aura 

- .  -.- . . '  . A -  . -  
B F  DH + AB Da AH EF CD FG BC GH. 

404. Tout ce qu'on vient de dire sur les sections coniques 
en général , est applicable au cercle cornine- cas particulier ; ce 
qui fournit une serie de nouvelles propositions ,infiaiment 
cilrieuses à la géométrie élémentaire, 

405. La même théorie est également applicable comme cas 
particulier, à l'assemblage de deux lignes droites, considérées 
comme asymptotes d'une hyperbole , ou comme une hyperbole 
niêrne infiniment alongée, Par exemple, si ayant tracé dahs un 
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456 e~onrei: lh.rr% -- 
plan deux droites MN, PQ ( 1 6 7 ) ~  qui se coopent au mkme point 
R, on prend à volonté u n  certain n o m b e  Je  points comme 
A ,  A', A" sur l'one, et autant de point3 correspondans B , B; BQ 

I-- 

suic l'autre -, qy'ensuite on mène les droites AB, BAr, A'B', - -  
B A", A"B", BOA, Yassemblage de ces droites formeia un poly- 
gone AB A'B'A"Bf i iscrit dans la figure composée des droites -- 
f i ! ,  PQ , considérées comme une hyperbole, D o n ~  si l'on mène 

une transversale ;;b qui coupe I n  première de ces droites en a, 
la seconde en 6, et les côtés du  pal ygone pr~loiîgbs au b e s o i ~  
411 C ,  c ' ~  c8, CI", clv, eV, on  aura 

ainsi des autres, quels que soient le nombre des côtés du polg- 
gone et la position de Ia transversale, 

De même d e  ce qui a été dit f 396 ), on peut conclure -- 
que le point de concours des droites AB, B'A"; celui des droites -- -- 
BAf, A"Bi', et celui des droites A'B', B"A , doivent se trouver 
tous trois sur une même ligne droite 

406. Il suit vhiblementda se qu'on vient de dire (405), 
que s i  ayant un quaàrilatére ABCB avec deux de ses diago, -- 
nales AD, BC, onmiSne une transversale quelconque qui - - - 
c o u p e s  en m , z e n p ,  B D  en  q ,  CD en n ,  BC en L, - 
AD en K , on aura 

c'est- à-dire que 0 

Un quadrilatère, avec deux de ses (liagonales, e'tant coupé pap 
une transversale puelcongue, ba produits des segmns inter- 

ceptés 
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ceptés sur cette transversale entre L'uns des diagonales et les 
c0tés opposks pris deux d deux, sont entre eux comme les pro- 
duits des s e p n s  interceptés sur cette m&me tramversde, entre 
Z'autre diagonde , et ces rndmes ~6188 respectivemen# oppasds. 

Cette proposition est une gdnéralisation de celle qui  est énon- 
cée (225) ; cet te dernière étant pour le cas particulier où la trans- - 
versale 6 se oonfondroit ove<; la troisième diagonale FG du 
cpadrilatére proposé ABDC. 

407.  De ce a été dit (405), nous pouvons encore con- 
clure cette autre proposition très-curieuse , que pour abrdger, 
je me contenterai d'exprimer sy.bo1iquement au moyen de la 
notation proposée dans la seconde section 

T H É O R & M E  LI, 

Cinq droites queZconpuss indéfinies, désignées par a: b , c, d, e, 
diant tracées .dans un mkme plan, les s i s  droites suivantes s~ 
croiseront toutes en un d r n e  point, savoir : 

--- -.- -.- -. - 
Z e a b c d  c b e a d  

Formules qui subsistent, quelque substitution qu'on fasse des 
lettres a, b , c ,  d ,  e , les unes à la place des autres. 

La premikre reprksente, comme on voit, la droite ddsignés 
par a i la secopde, celle y ~ i  joint le point de c&aurs des deus 

58 
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droites b , c, avec le point de concours cles droites d ,  e ; la troi- 
sième, celle qtii joint Ie point do concours de la droite e , et de la 

_._  
droite a b c d, avec le point de concours de la droite c, et de la 

Y. L 

droite b'ê a d ;  ainsi de$ autres. 
Au surplus, toutes ces propositions se démontrer 

directen~eiit et plus simplement même, sur  un sysiême de lignes 
droites, sans comidérer ces droites comme des sections coniques, 
et je ne les a i  déduites du principe énoiicé (393) que par occasion, 
et pour nrontrer la ficondité de ce principe. 

408. Une courbe quelconque tracée dans un plan,  étant 
rapportée zi deux axes entre eux, par une équa- 
tion entre Z'abscisse e+? dYapp&quée ,fbrmer le tableau dcs princi- 
pales uatSabZes omespmdantes au poiht décrivant, toutes expri- 
mées en valeurs de ees deux l;.oordonnées et de constantes. 

Les principales variables corrcspondanies au point décrivant 
d'une courbe; outre l'abscisse et l'appliquée sont ,  comriie on le  
sait, le rayon vecteur, l'angle Çorrné par ce rayon, et l'axe des 
abscisses l'angle fornié par  la tangente et les appliquées ; la 
soutangente, la normale, l e  rayon de c o u ~ b u r e  , &c. Cette énu- 
mération peut &ire &tendue indéfiniment, car, aiiisi qu'on l'a 
déj8 v u  par les exemples précéderis , il est beaucoup d'autres 
quantitds dépendantes de la position du point. décrivant, et qui  
varient avec elle. Je me boriîerai dans le tableau suivant, à com- 
prendre celles qu'on vient de mentionner, et quelques-mes des 
autres que je vais indiquer. 

Soit donc hl le poirit déc~ivant  d'une courbe quelconque (fig. - - 
169), A l'origine des coordonnées, AY l'abscisse, Ml' l'appli- - h 
quée ; et par consdquent , AM 1s rayon vecteur, et MAP l'angle - 
formé par ce myon veuteur et l'axe cksabscisscs ; MQ'L' la tan- - - 
gente, TP la soutangente, AQ l a  perpcnhic~xIaiire abaissde (le 
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- - 
l'origine des abscisses snr la tangente; MN la normale, MR le 
rayon de courbure. 

Prenons de plus h volonté s u r  cet axe un point B, formons le 
triangle MAB, et des angles M, A ,  B,  soient abaissées des per- 
pendiculaires sur  les côtés opposés cle ce triangle. Je me borne 
A celte construction à laquelle i l  es1 facile d'ajouter tant d'autres 
lignes qu'oii voudra. Cela posé, il est évident qu'a mesure que 

le point décrivant M changera de position , les droites MA, ------ 
MB, M T ,  M N ,  M P  , A Q ,  MK, &c. ainsi que leurs segmenv --- 
AK, M K ,  R K ,  &c. et les angles M Â B ,  AMB, ACB, &c. 
changeront de valeurs. Ce sont donc autant de variables qu'on 
peut prendre deux R deux pour les coordonnées de Itl courbe. Le 
tableau que je me propose de former comprendra donc ces varia- 
bles, et celles dont nous avons parlé ci-dessus. Mais on sait que 
parmi celles-ci, plusieurs, telles que la soutangente, le rayon 
de courbure, &c. ne peuvent être exprimées d'une manière 
générale que par des formules infinitésimaleii, qui  deviennelit 
finies par l'application qu'on en fait & chaque cas particulier : 
nous sommes donc obligés d'en user ainsi, et nous emploierons 
pour cela les formules différentielles ordinaires, comme le mode 
le plus simple de comparer les quantités infinitésimales.. Suppo- 
sant donc - 
l'abscisse A P  = ............-................P...... x 

.............................. l'appliquée M P  = r . i .  Y 
-Ci 

la dis tance AB de l'origine A des coordoniîées au point B pris 
arbitrairement sur l'axe des abscisses == ................ a 
et laissarit à chacane des autres variables sa désignation indiquée 
par les lettres de la  figure, je me propose de les exprirner'loutes 
en valeurs des seules p f e m i h a  x ,y, a, Cela go&,  le tableau 
demandé sera tel qu'il suit : 
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Tableau des principales variables correspondantes au point 
dicrivant d'une courbe plane quelconque, exprimées en va- 
leurs de l'abscisse, de l'appliquée et d'une draite comprise sur 
l'axe des abscisses, entre l'origine et  un autre point pris à 
volontt: sur cette ligne. 

a-x 
2e. tang.BMP = . . . . . - 

Y 
3'. taiig. AMB = . . . . . aY 

y°--x (a -x )  
a - x  

4'. tnng. HAK = . . . . . 
Y 

y ' - x  ( a - x )  
5'. tang.MAK = m - 1 

a 3  

ce. tang. MAB = . - . Y 
a 
x 

7e. tang. ABK = . . - - 
Y 
y'- x (a- x) 

8". tang. MBK = . . . . &  

aY 
Y 9". tang. MBA = 6 - a - x  

lae.  tang. AKB = . a Y  
x (a-x)-y' 

y d x  - xdy 
i g. tang. TMA = * * 

h'- y d x  
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D E  P O S I T I O N .  

V A L E U R S  D E S  L I G N B S .  

Y 
a - x  

x . ( a - X )  

Y 
x.[yS- x (a -x) ]  

-- 

y .  V X ' + ~ '  

vx'+y' 

i/ (a - x)' +y; 

aY -- 
V ( a  - x)' +y' 

X -dy'+ (a - x)' 
Y 

y'-x (a-x)  

V x V  

y'- x ( a - x )  - 
( a - q  +y= 
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462 G E O M E T R I E  
- a .  (a-x) 

32e, BH = . * . . 
V' (a-x)"+yP 

- a. [ y - x  (a -x ) ]  
33e, G H  = . . . . . 

(x' +- y" )  [ ( a  - x)" +y] 

- xdy-y d x  
40'. AQ = . . . . . 

r/ da++ dy= 

- 
43'. AMB = f ,y 

4ge. AMP = fxy - 
457 BMP = (a-x)  y 
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D E  P O S I T I O N ,  

409. L e  nombre des variables de cc tableau est de cin- 
quantc , y compris l'arbitraire a ; et i l  est clair qu'on peut l'aug- 
menter indéfiniment; mais ce nombre suffit pour montres l'a- 
vantage qu'on peut tirer de ces sortes de tableaux, dails la 
recherche des propriétds des courbes. 

Chacune des formules donne l'une des variables exprimée en 
valeurs des coordonnées x ,  y ,  ou seulement de l'une d'entre 
elles : c'est par conséquent en général une équation enlre trois 
variables. Mais de ces équations premières A trois variables 
chacune, on  peut en déduire aùtaat du même gevre qu'il est 
possible de combiner trois à trois les cinquante variables qui  y 
entrent ; car pour chercher celle qui  doit exister eri tre trois quel- 
conques prises à volonté parmi ces cinquante, il n'y a qu'à cher- 
cher la valeur de chacune d'elles au tableau ; on aura ainsi trois 
équations qui  renfermeront ces trois variables dont or? cherche 
la relation, les deux coordonnées x , y ,  et l'arbitraire a. Elirni- 
nant  doncces deuxcoorcloiznées par la combinaison de ces trois 
.équations, il en restera une qni ne col-i-tiendra plus que ces trois 
nouvelles variables. 

On voit par-là quelle immense qtlantité de formules peuvent 
s e  déduire du petit nombre seuleme~~t  de celles qui sont portkes 
an tableau. Mais comme les rapports des cinquante ~ a r i a b l m  
q u i  s'y trouvent portées, prises deux à (jeux, de même que 
Icilrs produits ua d a  foitctions quelconques où elles seroicnt 
coniiinées ainsi dens i deux, et ensoile trois à titois , quatre h 
quatre, seraient autant de rrout*elles variables, toiitn -expri- 
niées comme les prerniéres , mi yalcurs desrn8mes t ~ ~ d o f i f i t ' ~ ~ $  
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as4 G E O M E T R I È ?  
s y Y et de l'arbitraire a, on voit qu'il n'y a anounee barnea 
aux diverses formules on résultats qu'on peut ainsi obtenir. 

4 1 o. On voit egalernent comment il est possible do changer 
d'une infinité de manieres le eystgme des çoordonnées. Car si 
aux coordonnées x, y, on veut en substituer deux autres quel- 
conques prises parmi les cinquante variables portées au tableau, 
il n'y aura qu'à chercher dans ce tableau ces nouvelles coordon- 
nées qui  s'y trouvent exprimées en r , y ; de ces deux formules, 
an  tirera réciproquement x ,  y ,  en valeurs des nouvelles coor- 
données, et on substituera ces valeurs dans toutes les autres 
formules, 

La même çhosé auroit Iieu, si au lien de deux quelconques de 
ces variables, on vsuloit prendre pour coordonnées deux fonc- 
tions quelconques de ces mêmes quantités cambinées deux 6 
deux, trais h trois, &c. C 

4 i a. Supposons maintenant que l'équation de la csurbe soit 
donnée, entre deux autres coordonnées quelconques prises 
parmi les cinquante variables portEes au tableau, 011 l'aura de 
suite, si 1 ' ~ n  veut en et y. Puisqu'ayant en effet chacune de 
ces cinquqnte rqriables exprimée en valeurs de x et y, il n'y 
aura qu'à substituer daqs l'bquation d ~ n n é e  ceq valeurs des 
coordonnées qui y entrent, 

Ayant ainsi l'équation en x , y ,  on pourra de chacune des for- 
mules éliminer au moyen de cette équation en x ,  y ,  celle de ces 
deux variables qu'on voudra. Chacune des cinquante formules 
ne contiendra donc plus que deux variables avec l'arbitraire a 
et de la méme manière que ci-dessus, De ces cinquante premières 
formqli ? deux variables, qn pourra eq tirer autant d'autres 
de mbme genre qu'il y a de manières de çombiner les . .  cinquante . 
quantith deux ir deux. 

On pourra ainsi introduire encore dans le calcul, une nouvelle 
&use de variable6 , sqvoir la somme des racines de des premiéres 
variables, la somme de ces racines multipliées deux % deux, 
t r o t  ir tro&,'&c., puisque les qusetités aont ddtergiinées par 1~ 

forme 
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forme des 6quations ; et de même,  la somme des carris de ce$ 
racines, celle des cubes, et gériéralement de toutes leurs fonc- 
tions symétriques, Appliquons ces réflexions générales à quel- 
ques exemples particuliers. 

P R O B L $ M E  L X V I I .  

4 1 2. L'équation de l a  courbe étant donnée entre Pabscisse - - - 
AB (f ig .  169) e f  I'appdiquée M P ,  trouver Péquation de la même - A 
courbe entre Ge rayon vecteur A M ,  et I'angZe MA B pris pour 
nouvelZes coordonnées. 

Soient t ,  z , ces nouvelles coordonnées, c'est-k-dire le  rayon 
vecteur = t, et l'angle forme par ce rayon vecteur et l'axe des 
abscisses = z. 

Les farmules 6 et t a  donneront tang. r =Y , t = Il 
X 

n'y a donc pour avoir l'équation cherchée, qu'à tirer de ces deux 
formules les valeurs de ;i:, y en valeurs de z et t ,  e t  substituer 
dans l'équation doiiriée entre x et y. 

Or en tirant de ces formules x , et y, on a x - t .  cos. Z, 
y = t.sin. z , conime il est d'ailleurs évident que cela doit ê tro. 
Ce sont donc les valeurs qu'il faut substituer pour x ,y dans 
l'équation donnée, afin d'avoir celle qu'oii cherche entre t, z , 
ce qu'il falloit trouver. 

4 i 3. L'équation d'une courbe AM B (fig.  169) étant donnde - - 
entre l'abscisse AP et Z'uppliquée MP, supposées perpendicu- 
Zaires entre elles; changer ce systeme de coordonnéos, de manière - 
que la nouvelle équation ait lieu entre les deux variables A P , 
- - 
1< P , dont la  première AP est la  méme abscisse pue ci dessm,  - k- 

6t da seconde KS,, est la perpendiculaire abaissée suzm Z'axe A B  - - 
des abscisses, d u  point K oh se croisent les perpendiculaires, -- 
menées des points A : B , sur B M , A M., respectivewent. 
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466 G E O M E T R I E  
; Ou ce qui revient au mCme, trouuer le lieu gdométrique de 
tous Zes points IL O& se croisent les trots perpendiculaires menées 
des an& bs du triangle M A  B sur Zea c6té.s opposé8, 

Faisons la nouvelle coordonnée -i z ,  et la droite donn6e - x . (a-x) 
AB = a ,  nous aurons par la ige form. du tableau, z= 2 

x.(a-- 
Y 

o u y =  
a Substiiuant cette valeur de y dana l'&qua- 

tion donnée dela courbe, dont le point décrivant est M, on aura 
l'équation cherchée entre x et z. Ce qu'il falloit trouver. 

4 1 4 .  Supposons, par exemple (fig. i 70) ; que la  courbe dont 

M est le point décrivant, soit une ellipse dont AB soit le grand 
axe : nommant4 le petit axe de cette ellipse, l'équation de la 

' b  b 1 

courbe sera yy = - (ax - xx).  Substituant dans cette équa- 
aa 

tion la  valeur de y trouvée ci-dessus en x et z ; c'est-à-dire 
O 

x. (a  - x )  b b , on aura x s .  (a - x)" = z' .- ( a x  - X X ) ,  Divisant 
z aa 

aa 
iout par x. (a - a), et multipliant par - on aura 

b 6' 
aa 

5'. = - ( a $ - X X ) ~  
b b  

c'est-à-dire que le lieu géométrique cherché est une nouvelle - 
ell ipe ayant pour petit axe AB, et pour grand axe, la quatriémc 

au 
proportionnelle - aux deux 5 ,  a ,  de l'ellipse proposée, ou le 

b 
paramètre de son p t i t  axe. 

h 4 i 5. t'équation &tarant donnée entre les a n g h  M A B ,  M$A, 
f fig. 169) pris pour coordonnées, trouver Z'épution de da même 

-- 
courbe entre Poibscisse a et Popplipuée MP, prises pour nou- 
velles coo ~dgnnées. , 
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Nommons u , v , les coordonnées M O ,  MBA ; nous aurons 

Y par les formules 6 et g du tableau taeg. u =Y,  t a n g . ~  = - ,- 
x a - x  

il n'y a donc qu'à substituer ces valeurs de u et v dans l'équation 
proposée, pour obtenir celle qu'on cherche entre les nouvelles 
coordonnées x ,  y ,  ce qu'il falloit trouver. . .  

4 1 6. Supposons, par exemple, que l'équation proposés da 
la courbe,' entre u et u soit u+ v = rn, rn étant une constante. 

tang. nt - tang. u 
En transposant v ,  on a u=m-v, ou tang.u= - 

I + tang.m. ta11g.v 9 7 .  

ou tang. uf tang. m tang.u tang.v = tang.nz - tdng. v. 
Mettant donc dans cette équation pour tang. u, et tang. v leurs 

,- 

Y Y valeurs trouvies ci-dessub ; c'est-à-dire, - , - , on aura, 
x a - x  

après avoir transposé et réduit 

xR tang. m+ya tang.rn - a x  tan,g.m+ay - 0. 

Eqnation au cercle. 

4 1 7. S~pposons que l'équation entre les coordonndes u , u 
 oit u - , . y = rn, ou u = rn+,u, on aura donc, 

tang. m-i-tang.v 
tang. u = 

i - tailg. m tang. Y 
9 ou 

tang. zt - tang. m tang. u tang. Y = tang. m 4- tang. u, 

Mettant donc dans cette équation pour tang. u et tang. v ,  le~rrs 
Y .  Y valeurs trouvées ci-deasbs , c'est-à-dire, -, -, on aura, 
x a - a  

après avoir transposé et réduit, 

équation à l'hyperbole ; ce que nous "avons ddjà vu (195) lorsque 
l'angle m est droit. 

4 18. Si au contraire l'équation étoit donnée entre $,y, et 
qu'il fallût la trouver entre u j  u ,  pris pour nouvelles coor- 
donii8es; il n'y auroit qu'à tirer des équations trouvées ci- 
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dessus (4 i 5) les valeurs de x , y ,  en valeurs de u , v , et subs- 
tituer dans l'équation donnée. On auroit donc 

ce qui donne 
a tang. Y a. tang. u . tang. v 

x=- 
tang. u+ tang. u ' Y = tang.u+taog.v' 

Ce sont donc ces valeurs qu'il faudroit substituer dans l'équa- 
tion donnée entre x ,  y ,  pour avoir l'équation cherchée entre 
zb et u. 

Si l'on cherchoit , par exemple, 1'8quation de la ligne droite 
supposde décrite par le point M, .en la rapportant it deux points 

A ' 
fixes A ,  B, 8t prenant pour coordonndes les onglos MAB,  

A 
MB A ,  (fig. I 7 1) , on auroit pour l'équation de cette ligne entro 
x , y, y  = m + n x  , rn , n étant deux constantes. Substituant donc 
dans cette équation les valeurs de.x, y ,  troavées ci-dessus en 
.valeurs de u et Y ,  on auroit 

rn n + n a  
tang. u tang, u = - tang. u - - tang.v = O; 

a a 

c'est-à-dire, que l'équation de la ligne droite rapportée à deux 
points- fixes quelconques pris dans le même plan, et prenant 
pour coordonnées, les angles formés entre la ligne qui joint ces 
deux points fixes et leurs distances au 'point décrivant, est en 
général de cette forme, tang. u tang. u+ A tang.u+ B tang. v = O ; 
A et B étant deux quantités constantes. 

4 1 9. On voit par cet exemple, que telle ligne, dont l'équa- 
tion est d'un certain degré en prenant tel ou te1 systhme de 
coordonnées, peut devenir d'un degr6 plus élevd , en la rappor- 
tant à tel ou tel autre systêie ; l'équation de la ligne droite n'est 
que du  premier degré, en la rapportant à deux axes fixes, par 
ses abscisses et ses appliquées ; elle devient du second, en la rap- 
portant à deux points fixes A B, et prenant pour systême de 

A A 
coordoiinées les angles MAB , MB.4; réciproquement, l'équa- 
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iion du cercle est du second degré, en la rapportant à deux axes 
fixes par ses abscisses et ses appliquées, et n'est plus que d u  
premier, cornnie on le vient de voir (4i6), en la rapportant a 
deux points iixes A ,  B , pris sur  sa circonférence, en prenant 

A A 
pour coordonnées les angles MAB, MBA. I l  en est de même de 
l'hyperbole dquilatère, comme on l'a v u  ci-dessus. Il en est d~ . 
même encore pour toutes les sections coniques, dont l'équation 
est du second degré, en les rapportant à deux axes fixes quelcon- 
ques, et qui n'est plus que.du premier, quand on les rapporte h 
leurs foyers, en prenant pour systême des coordonnées les dis- 
tances du point décrivant à ces deux points fixes ; ou lorsqu'on les 
rapporte à u n  de leur foyer et à leur directrice; en penan ipour  
coordonnées les distances du point décrivant à ce point, et à 
cette droite. I l  est une infinité d'autres cas semblables, tels que 
ceux de la conchoïde et de la cissoïd>e dont les équations sont du 
quatrième degré, en les rapportant à deux axes fixes, et ne sont 
pl us que du premier, en prenant pour coordonnées celles qu'on 
emploie ordinairement à leurs constructions. On n'a donc pas 
toujours l'équation d'une courbe dans sa plus grande simplicité, 
en la rapportant à deux axes fixes. Ce mode est, ce me semble, 
l e  meilleur terme de comparaison entre les courbes en gdnéral , 
mais non pas toujours lemoyen le plus facile de trouver les pro-, 
priétés de chacune d'elles en particulier. 

420. ZJéquation de ta courbe étant donnée entre les alroitek -- 
MA, MB ( fig. i6$, prises pour coordonnées, trouver l'équation - - 
de la même courbe entre Z'a6scisse A P et Z'applt'quée M P  prises 
pour nouvelles coordonnées. - -- 

Nommons u,  u , les coordonnées MA, ME, nous aurons par 
les formules, 2a  , a3, l 

Il n'y a donc qu'à substituer )es valeurs de u et u dans l'équation 
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donnée, pour obtenir celle qu'on cherche entre 10s nouvelles 
coordoni~ées a, y, Ce qu'il falloit trouver. 

Supposons, par exemple, que l'équation proposde entre les 
coordonnées u, v, soit u = mv, rn étant une constante quelcon- 
que, l'équation entre x , y, sera donc 

au  devant tout au carr6, 
xn+yO = m'(a - x)'+may", ou 

X'(L - mP) +y0 (1 - mm)+ a max - m'aa = o. 
Equation au cercle, 

P R O B L Ê M E  L X X L .  

4 2 1 .  L'équation de la courbe étant donnéeentre les  o ordonnées - 
A G , B G (fig. I 69) , trouver celle qui doit a v ~ i r  lieu entre 2, - 
M P  prises pour nouveZles coordonnées. -- 

Soient u, v ,  les coordonnées AH, BG, nous aurons par les 
24" e t  15" formules du tableau 

Il n'y a donc qu9à substituer ces-valeurs de P , v ,  dans l'équation 
proposée, pour avoir l'dquation cberehée +ntre les nouvelles 
co~rdonnées de x ,  y. Ce qu'il fdloit trouver. 

422. L'équation de la courbe étant donnée entre les aires 
-= 
A MK , B M K ( fig. I 69) , prises pour coordonnées, trouver celle -- 
gui doit woir lieu entre A P , M P , prises pour coordonnées 
aowelZes. -- 

Soient zc, u,  les coordenn6es AMK, BMK, nous aurons par 
les 49' et 5oe formules du tableau 

[ x y B - x  (a -x)  J 
u =  - 

SY 
8 

u = : a  (a-2).  
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Les derniers membres de ces deux équations sont donc led 

expressions qu'il faut substituer pour u, v ,  dans l'équation pro- 
pode entre ces deux variables, pour obtenir celle qui doit a ~ o i r  
lieu entre A: ,  y. Ce qu'il falloit trouver, 

423. L'épation de b courbe &nt donnée entre le8 coor- -- 
données M A ,  M E ,  trouver celle qui doit avoir Zieu entre Zes 

A h 

andes  MA B , M B  A, prispour ;aouveZZes coordonnées (fig. s 69). -- 
Nommons t, u , les coordonnées MA, MB; a ,  v ,  les nouvelles 

A A 

coordonnées MAB, MBA. 
Les formules aa , 23,6,9, donnent 

Y tang. V = -. 
a - x  

Blirniuant au moyen de ces dquations les variables x, y, on aura 
deux équations entre t, u, a ,  v ;  on en tirera les deux valeurs 
de t ,  &; ce seront celles qu'il faudra substituer dans l'équation 
donnée, entre ces deux variables, pour obtenir celle qu'on cher- 
che entre z ;  u. Cette opération donne 

a tang. Y. sdo. i a tang.a séc.9 
t s -  u=- 

tang. z + tang. v tang. r! + tang. u' 

Telles sont donc les quantités à snbstituer pour t, tc, dms 
l'équation proposée. Ce qu'il falloit trouver. 

P R O B L A M E  L X X I V .  

4 2 4. L9dquation de la courbe étant donnée entre Je e y o a  - - 
vecteur AM, et le rayon de courbure MR pris pour coordon- 
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.lir 

nées, trouver celle qui dqit avoir lieu entre Z'abscisse AP,  et 
I - 

J'appliquée M P ,  prises pour nouvelles coordonnkcs (fig. iGg). 
Soit t le rayon vecteur, et r le rayon de courbure, l'équation 

étant donc donnée entre t et r; il s'agit de la trouver entre x , y. 
O r  les formules aae et 4aedu tableau? donnent 

Il n'y a donc qu'à substituer, dans l'éqiiation donntlc , les 
valeurs de t , r , pour avoir l'équation cherchée entre x ,y, ou 
leurs différentielles. Ce qu'il falloit trouver. 

425. L'équation de la cour& étant domde entre les deux -- - 
produils AP . M B  , BP . M A c o ~ s ~ ~ ~ ~ ~ s  chacun comme rne seule 
variable et pris pour coordonnées, trouver Z'épuation de cette - 
courbe, en prenant pour nouvelles coordonneés , Z'abscisse AP 

et Popplipu& M P  (fig. 169). ---- 
Soient u, u les deux produits A P  .MB , B P + M A ,  pris pour 

coordo&es actuelles. Les formules I 6 , an,  17,23,  donnent 

Les seconds membres de ces équations sont dono les expressions -- --- 
qu'on doit substituer à u et u ,  ou AP.Ml3 , BP.MA dans 
l'équation proposée pour obtenir celles qu'on cherche entre 
;x: , y. Çe qu' i l  falloit trouver. 

4 2 6. Les exemples précédens suffisent pour faire juger que 
rien n'est plus important dans la théorie des courbes , que la 
transformation des coordonnées prise dans l'acception la plus 
génhrale; c'est-à-dire, en comprenant sous cette expression de 
coordonnées, non pas seulement deux droites mendes du point 
décrivant de la courbe parallélemerit a deux axes donnés; mais 

e i i  
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en g-JnZral, deux variables quelconques dépendantes de la posi- 
tion de ce même point. r 

' 

Cependant il est une observatiori eskntielle ; c'est que de 
quelque mnniSre qu'on transforme le systême des coordonnées, 
en rappdrtan t la courbe, soit A des points, soit à des axes 'fixes, 
on. fait nécessairement entrer dans l'équation, des considéra- 
tions qui sont étrangkres à la nature de cette courbe; car la 
nature de cette courbe consiste dans sa forme ou la position'res~ 
pective de ses points, et non dans leur position absolue it I)égard' 
des objets fixes de l'espace. Or  quand on rapporte' cette courbe 
A des axes fixes, les équations que l'on trouve donnent la posi-' 
tioe absolue, de ces points ; elles font donc entrer dans l'expres- 
sion des conditions ou des propriétés de la courbe, des arbitrai- 
res, et par consequent des considérations qui :ne tiennent pas 
essentiellement à sa nature ; et pour pouvoir ramener l'expres- 
sion de ces propriétés à cequ'elles sont eh elles-mdmes; il faudroit 
pouvoir en éliminer ces rapports superflus. Mais puisque la 
ligne droite est essentiellement le terme de comparaison auquel 
on est obligé de rapporter toutes ces courbes ; il est clair que 
parmi ces rapports, on ne peut chasser les unes sans en admettre 
d'autres successivement, et c'est précisément cette comparaison 
successive de la courbe à divers objets Axes qu'on nomme chan- 
gement des eoordonndes , @ gui const$ue ce qu'on noinme les 
propriétés de la courbe, 

427. On pei t  cependant dégager la courbe des objets fixes 
pris dans l'espace ; ?'est en 'considérant ces objets fixes coinme 
devenus eux-mêmes mobiles, et ne composant plus qu'un seul 
sysieme avec la courbe elle-même. Par exemple, lorsqu'une 
courbe est ra'ppo~tée'k deux axes fises pris dans l'espace, on 
peut supposer que ces axes devlep~ent inhbrens à la courbe et 
mobiles avec elle : mai4 dans çe cw, 18 première difficulté est 
remplacée par une aptre ; .c'est qu'h la vérité, le nouveau systhme 
est débarrassé de la considération des objets fixes qui determi- 
noient sa position dans l'espace absolu, mais que le nouveau- 
systême lui-&me est plus çompliqile que ne Yexige la pature 

6~ 
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de la question ; car le systême à considérer réellement, est la 
courbe seule isolée, et l'adjonction des deux axes inhérens en 
fait un systéme compleze, . *,  , 

, 428. Mieux on réussit à ddiager l'équation d'une courbe 
des arbitraires, qu'y fait entrer sa position à l'égard des axes 
fixes da.ns l'espace ou inhérens cette courbe,moins cette équa- 
tion.&t restreinte dans sa forme. Par exemple, la propriéte des 
cordes qyi se coupent dans le cercle, prdsente la nature de cette 
courbe sous un point de vue plus général, que son équation ir 
l'égard & deux axes fises pris arbitrairement dans le même plan; 
car les distances de ces axes au centre, devant entrer dans cette 
équation ,. les propriétés qu'elle exprime donnent bien le moyen 
de comparer cette çourbe suceessivernent à tous les axes possi- 
bles, en attribuant successivement à ces distances diverses, des 
valeurs arbitraires; mais non pas avec tous ces mêmes axes 
simul tanement; au lieu que la propriété des cordes est indépen- 
dante d'aucune position d'axe ou de point fixe, et se trouve même 
dégagée du q u i  est le rayon. 

4 2 9. Par la même raison , les propriétés connues (s7 6) des 
abscisses naturelles comparées a& appliquées correspondantes, 
sont plus gdnérales que celles des abscisses prises dans le sens 
ordinaire ; c'est-à-dire, à partir d'un point fixe , comparées à 
leurs appliquées ; car les premières sont dégagées de la considé- 
ration du point fixe, et par.conséquent, des arbitraires que cette 
eonsidératioii introduit dans l'équation, en prenant les abscisses 
dans le sens ordinaire. 

Mais quoiqus Ia position de l'origine des coordonnées n'entre 
pour. rien dans l'équation entre les abscisses naturelles et les 
appliquées-corresporydantes , la d i rect i~n de ces axes oesle 
toujours la marne; cd pap conséquent, il faut que l'équation 
rengerme encore quelque chose $arbitraire pour exprimer cette 
direction ; la forme de ces tquations n'est donc pas encore aussi 
Yt1dhpendan;te qil'clle pourrait 1'4 tre. 
- C'est pour faire disparoitre les arbitraires qu'entraîne cette 
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direction ou ce parallélisme constant des coordonnées, que 
j'ai établi les théorêmes ( 3 7 7 ,  s78 ). Ainsi ces propositions 
expriment les propriétés des Courbes d'une manière encore plus 
générale. . 

430. Les axes, les pointa, ou  sut res objets fixes, pris addi- 
tionnellernent au systême qu'on veut co&idérer, ne sont que 
des moyens auxiliaires, qu'on prend momentanément pour 
terme de comparaison, et qu'on doit éliminer ensuite pour avoir 
les rapports immédiats qu'on veut obtenir. Ces termes de corn- 
paraison servent a clécornposer les questions compliq,uées en  
questions simples, et leur emploi est souvent indispensable ; 
mais il nc faut pas oublier que ce ne  sont que des auxiliaires, et 
qu'il seroit toujuurs plus élégant, si on le pouvoit, d'opérer 
directement sur  les quantités meme qo'on veut comparer. 

431 .  Dans toute courbe, il existe pour chaque point iine 
certaine ligne qui ne  dépend d'aucune hypothèse particulière, 
d'aucun terme de comparaison pris dans l'espace absolu ; c'est le 
rayon de courbure, qui est uniquement détermin6 par la forme 
dela courbe. La soutangenfe, la normaIe, le rayon vecteur n'ont 
point cet avantage, puisqu'ils dépendent de la direction des 
axes et du point pris pour origine des coordonnées. 

S'il eristoit pour chaque point une seconde variable du rnêma' 
genre que le rayon de courbure ; c'est-à-dire, indépendante 
comme lai, d'aucun axe ou point fixe pris pour servir de terme 
de comparaison, on pourroit , ce semble, exprimer la nature 
de la courbe de la manière la plas générale, en prenant cette 
nouvelle variable et le rayon de  courbure pour coordonnées.' 
Le  périmktre de la courbe paroîtroit pouvoir remplir cet objet ; 
mais il laisse encore quelque chose de fixe, c'est le point duquel 
il faudroit commencer h compter ce périmètre. 

43 2. Je  crois cependant qu'il est pessiMe de trouver diver- 
ses variables qui auroient la condi t i~n demandée. Je proposerois, 
par exemple, l'angle que forme au point décrivant la tangente 
avec la droite qui partage en deux parties &des les sécantes 
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infiniment petites menées dans la courbe, parallèlement à cette 
tangente. 

Imaginons par le point décrivant M (fig. 172) une tangente - - 
M T ,  et une sécante mm' qui lui soit parallèle. Du  point My et 
par le point milieu n de cette sécante, imaginons la droite indé- - - 
finie M F  : concevons maintenant que mm' se rapproche conti- - 
nuellement de M T  et finisse par se confondre avec elle. Cela 

A 
posé, c'est la dernière valeur ou la limite de l'angle T M F  que je 
proposerois de prendre pour seconde coordonnée; en prenant 
pour première.le ray& de courbure. - . 

- I l  est clair que cet angle est indépendant de tout point ou axe 
fixe qui pourroit être pris dans le plan de la courbe; et que si 
l'on avoit l'équation qui doit exister entre ces deux coordon- 
nées, savoir cet angle et le rayon de courbure, la nature de la 
courbe seroit exprimée par cette équation d'une manière indé- 
pendante de toute hypothèse. On pourroit également prendre 

A - 
l'angle ICMF compris entre cette droite M F  et le rayon de cour- 
bure. De même, si de l'extrémitt5 K du rayon de courbure, on - - 
menoit K F  perpendiculaire B M F ;  on pourroit prendre pour -- 
coordonnées les droites MF,  K F  , perpendiculaires entre elles, 

-. - -C-  

ou MK,  M F ;  ou MK, K F ;  toutes ces quantités étant autant 
de variables uniquement dépendantes de la figure de la courbe, 
abstraciion faite de tout objet fixe. 

Soit r le rayon de courbure répondant an point rn; z l'angle 
A 

T M F ,  et supposons une équation quelconque entre r, z; ce 
seroit cette équation qui exprimeroit la nature de la courbe. 

Dans la parabole, par exemple, si l'on nomme p le paramétre, 
n la normale, on aura, comme l'on sait, - 

4n" r = -  
P' ' et cd .  r = - 9 l/ f , ou B cause de n = vi'++pa, 

P 
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Tirant de ces deux équations les valeurs de x ,y,  et substituant 
dans l'équation de la courbe yy = px, on aura l'équation cher- 
chée entre r et z , qui se trouve être r = : p .  coséc. z3. 

Si l'on avoit ainsi l'équation de chaque courbe, et qu'on 
voulût revenir à celle qui existe entre l'abscisse et l'appliquée, 11 
faudroit chercher les valeurs des coordonndes r ,  z en valeurs 
de x ,  y, et les  substituer dans l'équation donnée. On connoît 

déjà celle de r ,  qui est r = - dr . Il resteroit donc - d x  
da- 

)/d *' + +', 
à trouver celle de z 6galement en x,  y ,  ou leurs diff6rentielIes ; 
c'est ce que je me suis proposé dans le problême suivant. 

P R O B L E M E  L X X V I .  

433. Trouver l'on+ que forme la tangente d'une rourhe , 
avec la droite qui partant du  point &contingence, ditrise en 
deux parties égales ka corde inJiniment petite, menée paraddé- 
Zemnt à cette tangente ; trouver, dis-je , cet angle exprimé en 
valeurs de ZYa6scisse et de l'appliquée, supposées perpendicu- 
laires entre elles. - 

Soient mMm' (fig. 172) une portion infiniment petite de la 

courbe proposée ; M le point décrivant, TP l'axe des abscisses, - - - 
M P l'appliquée, M T  la tangente, mm' une corde infiniment - -  
petite parallèle à MT; M F  la droite qui divise cette corde 
- 
rn m' en deux parties dgales au point n ; O le point OU cette même --- 
corde est coupée par l'appliqude MP;  m p ,  m'p' les appliquées 

- -  
correspondantes aux points rn, m'j g , h ,  les points d'interseq- 

-7 

lion de ces appliquées avec la tangente M T  ; mrr" la droite - -- 
menée perpendiculairemeiit du point rn à MP, et à rn'p'; MT' la - - 
perpendiciilaire menée du point fi1 snr mp'; enfin MK le rayon 
de courbure. 
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Nous aurons évidemment, 
- - - - 
nzr=dx , Mr = dy , Mr' = dx.+ddx , .rlm'= dy.+dd3/, 

Cela posé, les triangles semblables m ro , M r h, donnent 
iL-i i  - -  c-- L-- - 
mr:ro::Mrt: r'h, o u m r :  ro::Mr'-mr: r 'h-ro,  

7 - 
.i)u 9. cause de rn'h = M o ,  

- - 
dx : dy -Mo :: ddx : ddy t z Mo. Donc 

NCgligeaiit le dernier terme comme infiniment petit par rapport 
dy ddx - dx ddy 

aux autres, nous aurons Mo = 
s dx (3 

-- 
Maintenant, je cherche ou 5mm1. Or dans le triangle 

rectangle mm'#, j'ai 

ou en ndgligeqnt les infiniment petits de yordre supérieur, 

I)e plus, le triangle rectangle m r o  donna 

-2 

Retranchons cette valeur de rno , de celle trouvée ci-dessus (B) 
-2 

pour mn , nous auroiis 

Mettant donc dans cette équation la valeur de trouvbe (A),  - - -  
nous aurons, ai cause de rnn 7 rno = no, - - -  GWX (dxl + dyl) 

(mn + mo) no = - 
dx 

T 
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Divisant par (G+ z) , qui  en ndgliligeant les infiniment pe- - - 

iits des ordreîsupérieurs , est évidemment 2 \/ch' + dya, on auri 
- ddx 

,;O O = - V d  xa + dy'. 
2 d x  

A présent que nous avons Z, nous ~arviendrons facilement 
n ' 

à la valeur de l'angle cherch6 T M  n. -- 
En effet, le triangle Mno donne 15/2p : no :: sin. Mno : sin. ~ M O ,  - - 

ou Mo : no :: sin. TMn : sin. (Tl& - TMo) , ou 
--  
Mo : no : : sin. TMrr : ( TMna cos. TMo) - sin. (TM0 cos. TMn) ; 
donc 

z . s i n . ~ ~ n  = Mo. sin.~M.n. c o s . ~ ~ o  --Mo. s i n . ~ ~ o  cos,TMn. 

cos.TMn . 
Divisant tout par sin.TMn,et observant que =cot.TMn, 

sin.TMn 
on aura 

- - - 
no = Mo. cos. TMo - Mo. sin. TMo. cot. TMn , - - - 

ou Mo.sin. TMo. cot. T M n  = Mo. cos. TMo - no 

no 
. ou cot,TMn = cof.TMo- 

E . s i n .  TM@ ' 
- - 

Mettant dans cette équation les valeurs de O ,  Mo trouvks 
dx 

ci-dessus, et observant que sin. TMo = .. * . . . . . .  
/dx'+ dj? 

COS ! TMo = &Y dy .. . . , cotTMo =- dx a on aura 
V d d f  rys 

Jy . ddx.(dxs+dy") 
ou cot. TMn = - + 

dx dxs (ds chiy - 9ty (El 
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434. Dam le cercle, par exemple, pour que mm' soit - 

parallèle, comme on le suppose à la tangente MT, il faut que -- 
les arcs mM, m'T soient égaux, ou que dds = o. 

DiEérentiant donc 17&quation ds' = dz' -C dy' , on aura 

ds dds F d x  ddx $ dy ddx. 
Donc puisque dds = O ,  on aura aussi, dx ddx + $y dcljr = a ; 

dx ddx 
ce qui donne &y =: - - 

d~ 
. Substituant cet te valeur de ddy 

dans la formule ( E ) , 9n aurq 

dy . ddx (dx'+ dy') 
cot TMn =s - + 

duc 'a?& ddd - dyn dz . (- 
dy 

dy dy (dxs +&') vu cot. TMn = - - 4.v dx (dr'+rlyE)' 

435. Quoique les v6rités mathhatiques soient toutes 
d'une certitude parfaite, elles n'ont pas toutes le même degr6 
d'évidence : ce sont sbr-tout les notions preinikies qu'il est difiEi- 
cile de porter au point de clarté desirable; mais on seroit arrêt6 
dans la carrière, dès les premiers pas, si parce que certains prin, 
cipes 'fondamentaux restent envelopp& de quelque obscurité, 
on refusoit d'aller plus avant. Ainsi les anciens , parce qu'ils 
n'avoient pu parvenir à éclaircir entibrement la théorie des 
paralleles, n'ont point et$ pour çelq retardés dans leurs recher- 
ches. c 

Ainsi, quoique la notion de l'infini prdsentât aux moderne8 
des difficultCs , ils n'ont pas laissé de donner à l'analyse infinite- 
sirnale tout le dtLveloppement qu'on pouvoit attendre de leur 
~agacitC. Ainsi, enfin yobscurité dam la~uelle est restée la nation 

dea 
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des qnantités négatives, .n'a nullement entravé la mirche des 
algébris tes. Aussi, disoit d'Alembert, à quelqu'un qui se plai- 
gnoit des nuages que certaines démonstrations avoient laissés 
dans son esprit : allez en avant j e t  ZaJoi vous viendra. Cela n'a 
pas empêché d'Alembert lui-même, de s'occuper plus peut-être 
qu'aucun autre géomètre de la métaphysique des sciences. Il a 
successivement travaillé particulièrement sur  les trois question3 
dont nous venons de parler; la théorie des parallèles, la notion 
de l'infini, et celle des quantités négatives ; et s'il n'a pas tou- 
jours rempli complètement son objet, il a au moins jeté par-tout 
des traits de lumière extrémement précieux. Ses réflexions ont 
excité l'esprit de recherche des Géomètres qui l 'oit suivi. 
Bertrand et Legendre ont donné, chacun a leur manière, une 
théorie lumineuse des parallèles (1). D'autres, et particulibre- 
ment Simon Lhuillier, ont éclairci la notion des quantités infi- 
nitésimales. Il restoit celle des quantités négatives, que peu de 
personnes ont essayé d'approfondir, et qui cependant le mérite, 
d'autant plus, qu'elle sert de base à toutes les opérations de l'al- 
gèbre, et que celles do ces notions qui sont admises ordinaire- 
ment sans examen, sont non- seulement obscures e n  elles-mêmes, 
mais fausses et capables d'induire en erreur. C'est donc ce point 
de doctrine que j'ai entrepris de discuter, et les idées qne cette 
discussion m'a fait naître ont prodhit , I;ar leur développement, 
l'ouvrage que je soumets au public. J'ai tâche d'y mettre dans 
tout son jour l'inutilité de ces fausses notions et de faire voir 

(1) La théorie des paralltles ticnt une notion première qui me paroît 6tre 
A-peu-prés du même ordre de clarté que celle de l'égalité parfaite au de 14 
siiperposition ; c'est la notion de similitude. Il me semble qu'on peut regarder 
comme un principe de première évidence, que ce qui existe en grand, comme 
une boure, une maison, un dessin, peut étre fait en petit et r&ciproc&crnent f 
que par conséquent. quelque figure qu'on veuille imaginer, il est p&iib!ô 
d'en imaginer d'autres de toutes grandeurs et semblables d la premibre , c'est-- 
M i r e  dont tontes les dimensions aient.entre elles les mêmeq propartions que 
celles de la première. Cette sotion nne fDis admise, 3 est facile J'itablix la 
théorie des parallèles, sans recourir A la notion de' l'infini. 

I 
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qu'en excluant cette mBtaphysique obscure dont on a coutirme 
de les étayer, toutes les difficultés s'évanouissent d'elles-mêmes, 
Bans que rien soit changé aiix pxocédds ordinaires du calcul. 

E n  donnant plus d'étendue à ces réflexions, et  cherchant à 
expliquer les propriétés de la mutation des signes + et - 
dans -les formules, j7ai vu  que leur véritable emploi, sous n> 

point de vue,  devoit être de rapporter k une même figure 
primordiale, sur laquelle on suppose que les  raisonnemens ont 
été établis et les brnmules trouvées, toutes les figures de même 
genre, c'est-à-dire, dont la construction est essentiellement la 
mêrne,et qui n'en diifèrent que par latransposition d'une ou plu- 
sieurs de leurs parties camesporidantes. C'est sur cela qu'est 
foriilé ce que j'ai nommé cornéZution ale3 Jigures, qui fait l'objet 
de l'essai que je publiai l'annde dernière sur cette matière. Celui- 
ci n'en est que l'extension : j'y ai non-seulement considéré les 
rapports des figures entre elles, mais encore les propriétés parti- 
culières de la figure primitive, ç'es t-à-dire , de celle qui es t prise 
pour servir de tesme de comparaison; et j'ai cherché à repré- 
senter ces propriétés par un tableau général qui les renfermât 
toutes implicitement, et qui modifié suivant les principes de la 
corrélation dont on vient de pa rbr  ,. fût successivement appli- 
cable à toutes les figures de méme genre. De tout cela enfin, j'ai 
formé, ou plutôt ébauché, un corps de dockrine que je nomme 
Géométrie de positiaq. 
, La géomét& de position ou par tableaux, proposée dans cet 
ouvrage, me paroît devoir être, 1orsq11'elle sera perfectionnée, 
u n  moy& fécond d'obtenir des résultats, l i s  uns curieux, les 
autres utiles; Chaqae ligne d'un tableau est, comme je l'ai déjà 
observé ailkurs: , un  théor8me tout rédigé eq formules ; ïl ne 
s'agit que de les or&nner de manière li pouvoir retrouver au 
besoin chacune d'elles. De ces f~rmules primitives, il est égnle- 
mentaisé d'en, tirer une quantité iuooipibrable , d'autres souvent 
très-simples, a ka-dombinrtnt. de miu1ièm :à ce qtm les quantites 
qui y entrent se dd~ruis'ent an ptrrtie ies'aries- par le$mh ; q é *  
pktioqs que le seif1 iaPprochemefit de'ds- form'ules ef leur dis-' 
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iribution en tableaux facilitent infininient,On a vu (1 28 et suiv.) 
quelques exemples de ce procédé, et les. applications peuvent en  
être multipliées autant qu'on le veut. Il seroit certainement 
impossible et inutile de comprendre toutes ces propositions. 
particulières- dans un cours de géométrie; encore moins d'en 
surcharger sa mémoire3 mais il ne pourroit être que trds-utile et 
très-agréable pour les élèves, de s'exercer à en trouver eux4 
mêmes un certain nombre, de former le tabkau aiialyiique d'une 
figure tracée par eux,  d'y rapporter les figures corrélatives, e t  
de comparer toutes ces formules pour en dêduire des consé: 
quences particulières, qui leur offriroient souvent des résultats 
extrêmement piquans dont ils seroient les créateurs. 

De ce genre, sont les propositions que les anciens appeloient 
porisrnes. Privés du secours de l'analyse, ils tiroien t un  grand 
avantage de'ces propositions qui souvent leur fournissoient des 
solutions aussi simples qu'éldgantes de problêmes très-difficiles 
pour ces temps-là, et qui le 'sont même encore aujourd'hui. 
Cette géométrie des anciens paroît être plus en faveur chez les 
Anglais que parmi nous; Robert Simson a démontré les p o i  
rismes recueillis par Pappus , et en a généralisé plusieurd 
. dans son livre intilulé Opera quœdam reZiqua, &c. Mathem 
Stewart en .a  inventé u n  grand nombre , la plupart tr&s- 
curieux, qu'il a publiés dans deux otivrages intitulés l'un, 
Propositiones geornetricœ more veterunt dernonstratœ. L'autre , 
Sone general theoreris of  considerabb use' in the higherparts o f  
mathernatics. Ces ouvrages, très-peu connus en  rance', et que- 
le hasard m'a fait tomber dernièrement dans les mains, nihrite- 
roient d'être soigneusement traduits, et même commentés, au 
moins le dernier; parce que I'auteur y a seulement énoncé ses 
propositions sans les démontrer. Les démonstrations de plusieurs 
d'entre elles en seroient en effet souvent fort longues et fort diffi- 
ciles, si l'on s'en tenoit aux principes de la géométrie ordinaire; 
mais en employant la thdorie des centres de moyennes distances 
ou de gravité, on en Jient facilement à bout. ce qui prouve, 

'A. 

ainsi que je l'ai dit, combien il est important de ramener.& la 
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ghmétrie cette branche de science qu'on a coutumède renvoyer 
à la mécanique. 

~aformat ion  des tableaux que j'ai proposde dans cet ouvrage, 
.donne un moyen extrêmement facile d'obtenir une infinité de 
ces porismes ; j'en ai 'donna un grand nombre, j'en ajouterai 
encore deux ici pour exemples, que je tirerai comme cas parti- 
culiers des principes énoncés ( a l  t? et 392). 

iere. Soit ABC un  triangle iiscrit au cercle ( f ig .  173)' et dont - -  
Zes cbtés AB,  A C ,  B C,probngés au besoin soient coupés respeo 
divernent aux points m , n, p , par une transyersale quelconcjue - 
mn p. Nommons m', ri', p', les tangentes qui seroient mendes des 
points m , n,  y ,  h Za circonférence ; j e  dis qu'on aura 

ne. Soit une circonprence AmB m' (fig. I 74)..Menons une corde - - 
A B ,  par ses extrémités -A , B , deux tangentes Ap , - 

Bq ; et enJin une transversale quelconque pqrnui' que je suppose - 
couper la circonférence en m , m', et la corde AB au point K : j e  

-2 -a - - - - 
dis qu'on aura n k : m'k :: mp . m p : m p ,  m'p. 

Si les pointsp, q se confondoient au point O où se coupent 
- 

les tangentes ; la proporiion précédente se réduiroit à 
A - -  

.mk : mtk::rno:  m'o, 

,qui est un des porismes démontrés par Robert Simson. 
. Je ne pense pas qu'il sok nécessaire de démontrer toutes les 

de celte classe à la maniére des anciens, Quelqnes- 
. uoee . sont susceptibles à la vérité d'ktre prouvées fort simple- 
menget même découvertes par la seule synthèse; mais puisqu'oii 
possède dans l'algèbre un moyen plus facile d'arriver aux mêmes 
résultats, il est convenable de s'en servir. Je crois qu'on ne doit 
point faire un étalage inutile d'analyse, qu'on ne doit employer 
le calcul qu'au besoin, et non pour démoutrer péniblement ce 
q u i  peut se Séduire f idenient  des premiers principes, parce que 
la syiithésc a toujours quelque chose de plus lumineux et de plus 
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satisfaisant qüe l'analyse, toutes choses égales d'ailleurs, Mais 
il ne faut pas se priver par une affectation diplacée, des secours 
bien supérieurs que fournit ordinairement la méthode analy- 
tique. 

Je ierminkrai cet ouvrage par quelques rdflexions, sur le 
mode que j'ai proposé dans la section seconde pour établir l a  
corrélation des figures. 

On sait combien il est plus facile, en général, de saisir une 
proposition un  peu compliquée, et de l'appliquer à chaque cas 
particulier, lorsqu'elle est rédigée en formule algébrique , que 
lorsqu'elle est seulement énoncée en langage ordinaire : cepen- 
dant les caractères algébriques ne répréseritent que les valeurs 
absolues des quanti tés ; et quant à ce qui regarde leurs positions 
respectives ou autres relations non susceptibles d'être directe- 
ment traduites par des équations, on y supplée par le langage 
ordinaire. Or  il me semble que de même qu'on exprime par la 
notation algébrique les rapports des valeurs absolues des quan- 
tités, on pourroit, par une autre notation, exprimer leurs rap- 
ports de position, et qu'il devroit en résulter un nouvel avan- 
tage, c'est-à-dire, une nouvelle facilité A saisir et appliquer les 
formules. C'est le but de la notation que j'ai proposée dans la 
seconde section et dont je me suis servi dans le reste de l'onvrage: 
cette notation pourroit être étendue davantage pour éviter 
encore ungrand nombre de circonlocutions ; mais j'ai cru devoir 
m'arrêter, quant B présent, à ce que j'en ai dit, parce que ces 
expressions n'htant pas familières, peuvent ne point obtenir 
l'assentiment des GComètres. Je me bornerai donc B quelques 
développemens sur ce que j'ai déjh dit à ce sujet. 

J'appelle forrn.de technique une expression quelconque sym- 
bolique, propre à exprimer l a  position respective de plusieurs 
quantites, tandis que les formules ol&riques expriment leurs 
rapports de grandeur. I .  i F 

Une formule peut exprimer tout à-la-fois les rapports Je 
grandeur et les rapports de position. Alors elle est en mêrnc 
iemps techniq;e et algébrique. Tellei sont celles que nous avoiis 
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données (a@. I l  seroit aisé ramener de mème toutes celles- 
gui  ont 6th trouvées dans les problêmes xvr , x v ~ r  , XVIII , &c. 
Pour  rendre techniques, par exemple, celles du problême xvr , 
il n'y auroit qu'A l'énoncer comme il suit, 

Soit un trimgGe pueEconque A B C ;  de chacun des angles 
soit abaissée une perpendiculaire sur de cdtéopposé; et supposons 

A A A 
BAC = A ,  ABC = B, ACB = C, b rayon du cerc2e circons- 
q i t  = R , le point de concours des trois perpendicuzaires + Di 

CF GH =/a n ,  on aura 
A 

I " , . ~ . . .  BAC = A 
A 

r r o , . . . . .  ABC = E 
&c., &c. 

C'est-à-dire les' i O I formules rapportCm à I'art. i 67. 
L'avantage de cette forme technique est que si je veux appli- 

quer ces 101 formules ou quelques-unes d'entre elles à un autre 
triangle quelconqiie, comme XYZ, il me sera facile de le faire; 
parce qu'il ne sera question que $établir la corréIation de cons- 
truction entre les deux figures; ou de reconnoîtreleurs points 
correspondans. Or  prenant par exemple, X pour correspondre 
i1 A,  Y pour correspondre h B, Z pour correspondre à C ; je 
trouverai tout de suite les points correspondans 8 D, H, G ,  F, 
L, &c. au moyen des équipollences contenues dans l'énoncé. 
Ainsi le point correspondant à D sera le point de concours des 
trois perpendiculaires abaissées des points X , Y, Z, sur les 
côtds opposés du  triangleXYZ. Nommons-le V, on aura pour 

-a- 

le point correspondant & LI, XV Y Z, pour le poiilt correspon- -.- 
dant à G, YV XZ, &c. Ainsi on aura bientôt la corrélation 
totale de construction, et l'application des formules sera pour 
lors sans difEcult.6. Or cette difliculté, quoique purement maté-. 
rielle, ne laisse pas d'être considérable dans les figures un peu 
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compliquées, pour peu que les positions respectives des points 
fondamentaux dans les deux figures comparées soient diffé- 
rentes ; tellement même, que les! deux figures, quoique essen- 
tiellement les m h e s ,  paroissent souvent n'avoir aucune liai- 
son; d'oh suit qu'on rapporte quelquefois à différens principes 
ce qui réellement ne dépend que d'un seul. C'est ce qu'on voit, 
par exemple, dans le cas fort simple des sécantes au cercle 
(fig. 6 et 7). Car les deax figures sont essentiellement les mêmes, 
et cependant elles paroissent si différentes au premier àspect, 
que l'usage est de diviser la proposition, c'est-à-dire, d'en faire 
deux propositions presque étrangères l'une à l'autre, 

L'usage des formules techniques n'empêche pas celui des for- 
mules algibriques ordinaires ; leur objet, au contraire, est de 
faciliter l'application de celles-ci aux cas particuliers qui en sont 
s~isceptibles. Car pour appliqver à une figure une formule trou- 
vée par des raisonnemens établis sur  une autre de même genre, 
mais qui en différe sensiblement par ses modifications, il faut 
commencer par reconnoître quelles sont les parties qui se corres- 
pondent dans l'une et dans l'autre, afin de leur appliquer les 
mêmes dénorninations.Or cette opération n'est pas toujours facile, 
et je crois que l'emploi des formules techniques peut souvent la 
rendre plus aisée. Le procédé consiste à subetit~aer d'abord dans 
ln formule algébrique au lieu des lettres qui représen- 
tent les quantités, les lettres qui déterminent ces quantités sur 
la figure elle-même. Ainsi, par exemple, les quatre côtés d'un 
<luatlrilatère ABD C étant exprimés dans la formule algébrique 
par m , n , p , p ,  . . et4esr tngksprr ,  s, t ,  u,onremettraaEeure 

- - - - .  A 
places les quantités géométriques AB, AC, DB , D C  , BAC,  
- 

A 
A ~ D ,  A ~ D ,  CDB,  qu'elles repr6s~ntent. Alors il sera facile 
d'appliquer la formule à tout autre quadrilathe , comme 
M N P Q  ; puisqu'il suffira d'établir 1; correspondance des poinls 
ou corrélation de canstruction comme iT suit :. 

A B D C  
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ou de toute autre manière, par exemple, 

A B C D  
N Q MP. 

Car cette corrélation Btablie, on reconnoît tout de suite les 
quantités correspoiîdarites, et qui par conséquent, dans Ic noii- 
veau sys t h e ;  doivent étre représentdes par les quan tilés algé- 
briques rn, n ,  p ,  p, r ,  s, t ,  u. 

On dira peut-être, qu'il est facile de faire cette application 
sans recourir i la corrélation des figures. J'en convieris p0U.r 
une figure aussi simple que le  quadrilatére ordinaire cornpar& à 
un autre quadrilatère ordinaire. Mais il n'en est pas ainsi, lors- 
que la figure est compliquée, et pour s'en convaincre, il n'y a 
seulement qu'a comparer ce quadrilatére ordinaire avec un qua- 
drilatère a angle rentrant, ou mieux encore, avec un quadrila- 
tère de la troisième espèce ; c'est-à-dire, composB de deux trian- 
gles opposds au sommet; on trouvera qu'il faut déjà de l'atten- 
tion pour ne pas se tromper, en cherchant à reconnoitre les 
parties correspondantes. Mais si on achbve ensuite de part et 
d'autre la construction pour rendre les quadrilatères complets, 
les deux figures, quoique composées alors seulement de sept 
lignes droites, fournissent chacune cidquante choses à consi- 
ddrer, et entre lesquelles, si l'on veut.se donner la peine d'exa- 
miner, on verra qu'il n'est point aisé d'appercevoir directement 
la correspondance; mais cette correspondance s'établira facile- 
ment, si l'on ramène tous les nouveaux points qui résultent du 
croisement des lignes dans les figures respectives aux points 
fondamentaux correspondans A ,  B , C , D, d'une part, et M, N, 
P, Q, de l'autre, au moyen des équipollences dont nous avons 
donné la notion, 

U n e  figura est souvent comparable avec elle-même, consi- 
dkrée sous un autre aspect ; alors pour peu que cette figure soit 
compliquée , il est très-difficile d'éviter la confusion, Iorsqu'on 
veut appliquer une formule donriée à tous les aspects de la même 
figure qui en sont susceptibles. Au lieu que par les formides 
techniques, l'opdration se rdduit ordinairement à un sin~ple 

changement 
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cliangeinent d'ordre dans les lettres qui désignent les points 
foiidainei~ lailx de la figure, ou les lignes fondamentales comme 
dans l'article 407, qui fournit un exemple sensible de la compli- 
cation où I'on toniberoit si l'on vouloit exprimer la proposition 
en 1 nga e ordinaire. 

û ) b g  
J e  n'étendrai pas davantage ces réflexions, dont l'habitude 

seule peut faire sentir l'utilité; j'observerai seulement, en finis- 
sant, qu'une même proposition peut s'exprimer de diverses 
manières par des formules techniques, et qu'elles sont suscepli- 
bles de transformations aussi bien que les formules algdbriques ; 
transformations qui leur sont propres et dont la recherche 
seroit assez curieuse. Ces transformations consistent dans des 
transpositions de lettres, qui, si les règles étoient une fois éta- 
blies, dcviendroient un pur  rnCcan.isme fort analogue à l'ana- 
lyse algébrique. E n  voici un exemple simple. Je  suppose que 
quatre droites a, 6, c ,  d, concourent en u n  même point, on 
aura par les règles de Ja notation proposée, section seconde, 

o' 6 + c.2 et ,  a'& 5.2 ; ces deux épuipollences disent la 
même chose quant au fond, savoir que a, 6 ,  c ,  d se croiserit 
toutes quatre en un même point. L'une est donc la condquence 
de l'autre, ou sa transformation ; c'est - à - dire , que si I'on -. - 
rencontre dans un calcul l'équipollenco a b + c' d , on en 

pourrdconclure celle-ci, i' o f. 5.2; donc on pourra établir ce 

principe. Si I'on a lJdquipolZence a'b + F'd, on pourra su6sti- 
tuer Za troisième lettre c ,  d Za seconde b , sans qua Z'équipot 
Zence cesse d'avoir dieu. On peut juger par-la quelle seroit la 
naiure d.rs règles de cette nouvelle espèce de mécanisme analy- 
tique, et comment on pourroit l'étendre aux autres branches des 
math6matiques.. 
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