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EXERCICES
DE

MATHÉMATIQUES.

SUR L’ ÉQUILIBRE
ET LE

MOUVEMENT D’UNE PLAQUE ÉLASTIQUE

DONT L’ÉLASTICITÉ N’EST PAS LA MÊME DANS TOUS LES SENS.

Nous avons donné, dans le troisième Volume Ags Exercices mathéma
tiques [p. 328 et suivantes (' )], les équations qui expriment l’équilibre 

ou le mouvement d’une plaque solide élastique ou non élastique, 

d’épaisseur constante, ou d’épaisseur variable, mais' en nous bornant à 

l’égard de la plaque élastique au cas où l’élasticité restait la même 

dans toutes les directions. Alors les projections algébriques sur les 

axes coordonnés des pressions p ' ,  p " , p ’" supportées en un point quel

conque ( x ,  y ,  z )  par trois plans perpendiculaires à ces mêmes axes, 

ou, en d’autres termes, les six quantités

(>) A, B, C, I), E, E

se trouvaient liées aux déplacements H, y), Ç du point dont il s’agit par 

les formules ( 58) de la page 339 ( 2). Considérons maintenant une 

plaque élastique dont l’élasticité ne soit pas la même dans tous les 

sens. On devra aux formules que nous venons de rappeler substituer

(«) Œ uvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 3 8 1 et suiv,
(!) Ibid., p. 394.

Œuvres de C . — S- 11, t. IX. %

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



10 SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

les équations ( 36), (37) des pages 226, 227 ( ') ,  dans lesquelles m dé

signe une molécule d’un corps élastique, a, b, c les coordonnées pri

mitives de cette molécule, c’est-à-dire celles qui se rapportent à l’état 

naturel du corps, r  le rayon vecteur mené primitivement de la molé

cule m à une molécule voisine, a, ¡3, y les angles formés par le rayon r 
avec les demi-axes des coordonnées positives, / ( r )  une fonction qui 

dépend de la loi de l’attraction, et p la densité du corps au point 

( x , y , z ) .  D’ailleurs, si, en supposant toujours que les déplacements 2j, 
Y], C restent très petits, on veut prendre pour variables indépendantes, 

au lieu des coordonnées primitives a, b, c, les coordonnées x ,  y , 5 

relatives à l’état d’équilibre ou de mouvement du corps élastique, il 

suffira, comme on l’a prouvé à la page 207 du troisième Volume ( 2), 

d’écrire partout x  au lieu de a, y  au lieu de b, z au lieu de c. Donc, si 

l’on fait, pour abréger,

(2) a =p ^'^cos^/(r)j,

( 3 )  d cos» p cos* y / (/ ·) ] »

I
u = P §  cos*“ cos p cosy/ ( t-)J,

u - pS [ t “ s* P“ 8* /(')]’

«'= p §  [ y  cos P cos»Y/(r)j,

b = p S [ t cosv^ (4

e =P§^COS*YCOS*a/(r)J,

V = P S cos3<3£ cosv
v' = P cos a cos* P cos y/(r)j,

v'=  p §  ^  cosa cos3y /(/·)j ,

c = p S [ t coŝ - M ’

f = p S [ T cos!acosîp/(,,)]:

w = p S [Tcos3a cos?/(,'>]’
w' = P §  cos a cos3 P /( r)J >

w'= P ¡N “7· cosacosp cos5y/(c)

les valeurs de A, B, C, D, E, F relatives à un corps élastique dont l’élas

ticité n’est pas la même dans tous les sens deviendront

(·) ÜElivres de Cauchy, S. H, T. VIII, p. 267. 
(*) Ibid., p. 240.
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D’UNE PLAQUE ÉLASTIQUE. 11

Lorsque le corps élastique est homogène, les quinze coefficients

se réduisent à des quantités constantes, et l’on peut en dire autant de 

la densité p, qui, pour de très petits déplacements des molécules, ne 

diffère pas sensiblement de la densité primitive. Alors les valeurs de 

A, B, C, D, E, F, fournies par les équations ( 5), (G), dépendent des 

six quantités '

qui varient seules dans ces mêjnes équations avec les ordonnées x , y ,
z. On peut remarquer que ces six quantités sont aussi les seules fonc

tions de x , y ,  z qui entrent dans la valeur générale de la dilatation ou 

condensation linéaire mesurée suivant une droite menée par le point 

(x , y ,  z )  de manière à former les angles a, ¡3, y avec les demi-axes 

des coordonnées positives. En effet, si l’on nomme i cette dilatation 

linéaire prise avec le signe -+- ou cette condensation linéaire prise avec 

le signe — , on aura, comme on l’a prouvé dans le deuxième Volume 

des Exercices (page GG) ( ') ,

[ àÇ . d-n dÇ 2

) dx dy r  ds ‘

I (  àv \ a (  d% de \ (' de, di) \
( + U- + àj') C0SP C0Sy + + t= ) C0Sy C0S* + \d ï + d ï) C0Sa ̂ i3·

Dans le cas particulier où le corps élastique offre trois axes d’élas-

(?) a, b, c, d, e, f, u, v, vv, u', v', w', u", v", w'

do OX f t  dç d? do
d s *  dy dx à z ’ dy d x ’

( l ) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 89.
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12 SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

ticité rectangulaires entre eux èt parallèles aux axes des x , y , z,  les

neuf coefficients

(10) U, v, w, u', v', w', u", v", •w·'

s’évanouissent, et les formules ( 5), (6), réduites aux suivantes

(«O
, dç . dn d£ 

A  =  a ^  + f - — h e - T - ,  
ôjc dy û z

B =  f i l
d-z

d-n
C’ dV

(12) J) =  cl do d£ 
d- d/

E =  e i l
d.£ d;

r / Ü  dn 
\d/ ‘ àx

5

coïncident avec les équations ( 63), (64) des pages 233, 234 du troi

sième Volume des Exercices ( ') .

Les formules ( 5) et (6) ou ( n )  et (12) étant une fois établies, il 

suffirait de les combiner avec les formules (2) ou ( 25) et (28) des 

pages 161 et 166 du troisième Volume ( 8), pour obtenir les équations 

générales de l’équilibre ou du mouvement d’un corps élastique, dont 

les molécules s’écartent très peu des positions qu’elles occupaient dans 

l’état naturel. Donc, si l ’on désigne par 9 la force accélératrice appli

quée au point (x , y ,  z )  de ce corps élastique, et par X, Y , Z les pro

jections algébriques de la force 9 sur les axes coordonnés, les équa

tions propres à déterminer le mouvement de ce même corps seront 

généralement

<>*| d*i] ,a2ï) „«)2ç
+ w T 7 +vv -r r  +  'v r r + v T i + v  r : - i - »  r i(i/2 Oz3 O x3 d j*  d z 2 O x3 0yl  Oz3

03$ 03% , £>2ï) d 3^ _ à 3*
- — “ — H W - — p  -H V -— - h U - — — ·+» f  3— t * *+
Oz O x d x  dy 0/ dz ô z O x  O x d j

f <>*? , a*7) , a*7) , a*?) , a*;;
1“  U v— r— ■ +* f  3— -T- -h  U -t— r~ . -f“ V —— :--- 1- W 3— 3-  -h (3 3 -1- W

àz o x  o x o j '  o f  o z  O z  Ox Ox dy ày dz

j x m oy* ozm

. d*ï) , à3Ç d3t \

'**1
dz*

'Ü^_ +  W'_^L
Oz O.r d x  Oj

,<>*? «>sri
+- V' ~  -+· U -r - j

Oz* dr*
ast

dfàz

asrj , a*7) .o1 m
U 3—ü H - U 3 —7  ■Ox3 Or*

àK

0 ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VIH, p. 274. 
(*) Ibid., p. 196, 202 et 2ol.
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13D’UNE PLAQUE ÉLASTIQUE.

Si le corps élastique offre trois axes d’élasticité rectangulaires et pa

rallèles aux axes des x , y ,  z , les coefficients U, y, w; u\ v\ w'; u", v", 

w" s’évanouiront, et les équations ( i 3), réduites aux suivantes

(«4 )
d*ri d!r¡ d2K,  | w  I, .  ^  l| |

f j ^ + b à ^ + d à P H~2d dj'àZ

dx2
td K

V
<H
dz*

2e d'I
d z  d x

ae

af

á d

àlK
dz dx

J 1 L
d x à y

à2 f]

d y d z

v _- -i- p X _ f)_ ,

, v  à2 T,
+  ^  = P d F ’

^  7 -  d
+  p¿ - P d ? »

coïncideront avec les formules (<38) de la page 235 du troisième Vo

lume ( ') .  Enfin, si des formules ( i 3) et ( i 4 ) on veut tirer celles qui 

expriment l’équilibre d’un corps élastique, il suffira d’annuler les trois
«k

expressions

(T 5) <pyi ; d2K 
d t * ’  d t * ’  dt*

Concevons à présent que le corps élastique se réduise à une plaque 

élastique naturellement plane et d’une épaisseur constante. Désignons 

par 2i l’épaisseur naturelle de la plaque, et prenons pour plan des x , 
y  celui qui divisait primitivement cette épaisseur en doux parties 

égales. La surface moyenne, après avoir coïncidé dans l’état naturel 

avec le plan des x , y ,  se courbera, en vertu du changement de forme 

de la plaque, mais son ordonnée restera très petite. Désignons par 

f ( x , y )  cette ordonnée, et faisons, de plus,

( 1 6 ) s =  s  — f ( x ,  y ) ,

s  étant l’ordonnée d’une molécule quelconque m prise au hasard dans 

l’épaisseur de la plaque. Enfin soient

(17) A =  A0 +  Ai« -t-... ,  F =  F0 F4s -K .. ,  B —B„+ B,s ,

(18) £ =  £0 +  £1 * + · . . ,  ï) =  Uo-t- m*· -K . .,  £ — Co +  CiS -K ..,

*(19). X =  X04- Xi* + .  · ·, Y — Yo+ Vis -t-. . . ,  Z — Z0-tr Z,.? Z2 — -t-. . .
2

(') OEuvres de Cauchy, S. II, T. VIH, p. 27f>.
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•14 SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

les développements de A, F, B; £, yj, Ç; X, Y, Z suivant les puissances 

ascendantes de s, dans le cas où l’on prend x , y  e t i  pour variables in

dépendantes. En supposant que la plaque élastique se meuve et soit 

extérieurement soumise à une pression normale désignée par P, on 

établira, comme nous l’avons fait dans le troisième Volume (pages 337 

et 338) ( ') ,  les trois équations

(ao )
dA0 dF0 , Y
dx ' ü p " 1' pA#

dF,
dx

dBo
ày ■ P Vo— p

d’ n» 
àt* ’

(21)
3V

d2A,
dx*

4- 2
d»Ft

d x  ày

Seulement, pour obtenir les valeurs des fonctions A0, F0, B„; A,, F,. 

B, exprimées à l’aide des dérivées paftielles de E0, Y]0, ‘(0, il faudra 

combiner les équations (9) de la page 33i ( 2), c’est-à-dire les trois 

formules

( 2 2 ) E — o, 1) =  o, C =  — P,

qui subsisteront encore pour s — — i et pour s =  i, non plus avec les 

équations ( 58) de la page 33g ( 3), mais avec les équations ( 5) et (6). 

On aura donc, pour s — — 1 et pour s =  i,

(23).

di ,dn

d x  dy

u 4  4- u' -j-d x  dy

d£
d x

drt
ày

ds

■ u"§ds

r. K  
' C Tz

■ W"
àt\

ds

dr)

âl
ày
~  H- e

*
ds ^  ày

di1 d£
àv

w"

d£ d\
d x  +  ds

àï
d x

ày
dx

ày
ds- 4  M- V

d;
à

d£ ^ do 
d y  ' dx
Ê l . à n

ày dx

d; do 
ày dx

0,

— o,

puis, en substituant les valeurs des fonctions

( 2 4 )

(*) Ibid., p. 385. 
(3) Ibid., p. 394.

à y , ^  
d x  d s ’

d? ,
d/ +

S. II, T. VIII, p. 3 9 3 .

do
d s ’

dÇ
ds '
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(27 )

(»8)

(29) *

(3 0) t 

(3.) f

D’UNE PLAQUE ÉLASTIQUE. 15

tirées des formules (2.3), dans celles des équations ( 5), (6) qui déter

minent les pressions A, F, B, on trouvera

(25)

dl
dx

K
dx

à
dx

+  f
dv
à f

dy

+ > p
dy

H- c

+  i> 

-t- c

dy
dri
dx

dy
dx

dv
dx

- P u ,

- p » ,

— Pui,

n, b, c, b, f, f, u, », tu désignant de nouveaux coefficients dont les va

leurs seront

„ v2(dc — u"2) +  u2(ec — v"2) +  e2(ed — w"2) -f- 2ue(v"w"— eu") +  2ev(u"w"— dv") -+- 2vu(u"v"— c\v")
' ede — eu"2 — dv"2 — cw"2 + 2 u ' v" w" ~ : ’

|. _ v'2(dc — u"2) h- u'2(oc — v"2) -t- d2(ed — w"2) h- 2u'd(v"w"— eu") -+- 2dv'(u"w"— dv") ·+- 2u'v'(u"v"— cw' )
ede — eu"2 — dv"2 — cw"2 2 u" v" w"

j. u2(dc—u"2)-+- v'2(ec —w"2)-+- w"2(ed — w"2) h- 2 v' w"(v" w"— eu")-4- aw"u(u"w"— dv")-h 2uv'(u"v" — cw" 1
ede — eu"2 — dv"2 — cw"2-+- 2u"v"w"

v'u(dc— u"2)H-u'v'(ec— v"2)-)-dw"(ed—w"2)-i-(u'w"-t-dv,)(v"w"—eu")-t-(du+v'w")fu"w"—dv")-H(v'2-Hin')(u*v"— cw")
ede — eu"2 — dv"2— cw"2 -+- 2 u" v" w"

w _u v (d c —  u"2)-t-v 'u (ec— v"2) - l- w " e ( e d — w " 2)- i- ( v 'e - f-w " u )( v " w " — e u ")-t-(w "v-)-u o )(u "w "— dv")-t-(“ 2-i- v v ') ( u " v " — cw ")

e d e  —  e u ' 2 — d v "2— c w " 2 - ) - 2 u” v " w "

f  _  y v '(d c — u"2)- i-u u '(e c — v "2)-i-ed (ed  — w " 2)-t- (u d H -e u ')(v " v v " — e u " )+ ( e v '- i-v d )( u " w " — d v " ) + ( v u '+ u v ') ( u " v " — c w ")
e d e  —  e u "2 —  d v "2 —  c w "2 -t- 2 u" v" w "

v(u"w" — dv") -)-u(v"w"— eu") +  e(ed — w"2) 
ede — eu" 2 — dv" 2 — cw" 2 -t- 2 u" v" w" ’

v'(u"w"— dv") -t- u'(v"w"— eu") -+-d(ed — w"2) 
ede — eu"2— dv"2— cw"2-h 2u"v"w" ’

u(u"w"— dv") 4- v'(v" w" — eu") -t- w"(ed — w"2) 
ede — eu"2 — dv"2 — cw"2 h- 2u"v" w"

Or, si, après avoir développé les deux membres des formules ( 25) sui

vant les puissances ascendantes de s, on pose successivement dans ces 

formules $ — — i, s =  i, on en conclura, en négligeant les termes pro-
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16 SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 

portionnels au carré de i,

(33)

(34)

* . = · £ + ' * ? - ·"X

B „= f ^  +  bp-°.d|»
à x ày

dlo

à/

d|o
ày

à̂ Q
¿ 7

()j5

do 0 
da;

<É]q
da)

- P » ,

- P » ,

— Pu);

. <9 £i , dru
A ,=  a-vJ +  i T i  +  c 

d x  dy

b ÿ i + i ,
¿ 7B,=<S

F .=  t ü i
da?

V dï] ,  , „• o  — - - - - - - h  c
dy

Êl
dy

dh
ày

d l
ày

à-n A. 
àx /
àfh\  

dx ) ’

d n ,\
dx J

D’autre part, si l’on nomme U, V, W des fonctions de x , y ,  z  propres 

à vérifier les formules

(35)

eü +  w, V +  vrW =  -
d% , d o 

V —  —  v ' - r ------- U
dx dy

w"U +  dV +  u" W =  — u -p. — u' — v'
o x dy

v"U +  u 'V + c W _  , à\ ,dr) .e ~  — d -T---- w'
àx ày

d| ,à_n\  

dy à x y

d|_ ào\  

ày h d x y

'd|
ày

do
àx - P ,

on aura, pour s =  — i et pour s — /, en vertu des équations ( 23)

c l  ( 3 5 ) ,

(36) i l
dz

puis on en conclura, en prenant pour variables indépendantes x , y ,  s 
au lieu de x , y ,  z,

( 37)
d| d Ç  ry ào d|
ds â x ~  ' *  ày

Cela posé, soient

(38) U„ V„ W„

les valeurs de U, V, W correspondantes i u  =  o. On tirera des for-
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17D’ UNE PLAQUE ÉLASTIQUE.

mules ( 35) et (37), en développant les deux membres de chacune 

d’elles suivant les puissances ascendantes de s,

(3g)

e t

(4°)

( eU04-w"V„+v"W0 =  -  vÿ?  -  v '~ °  -  u 
l à x  ày

w"U0+  dVo-t- u'W0= — — u ' ^  — vàx ày

( v"U0 +  a'T, +  cWD= - e | -  .d ^ - ° - w"

àl„ , à-n0\  
dy à x  ) ’

'd2 i  +  d~*±\ 
ày ~dx J
àL· àn0\  ' p
ày ^  à x  J ’

t — TT ,, -- Un d ?0

à x  ’
_ v Î 1 = W 0.

Par suite les équations ( 34) donneront

A i=  «

D,= f 

F, =  f

dü0
àx

dU.
àx

du,
àx

H- f 

·+■  b

dV,
ày

dV_o
ày

4 -b. àVo
ày

+  c

-f- & 

4 -f

'dû.

'd£0
ày

' d û ,

.dy

o v 0\  d 2; „  ¿ ‘ g ,  ■ ‘ d » ; ,  .

d x  /  d x 4 ày ~ àx à y  ’

d V 0\  d 4Ç0 d 2Co d « g ,

d x  J àx1 ày- àx ày ’

dVA d^„ _  £Ç» d2gp 
d x  /  d x ·4 d y 2 àx ày

Si maintenant on substitue, dans les formules(2o) et (21), les valeurs 

de A0, B0, Fn, A,, B,, F,, fournies par les équations (33) et (4 0 > 011 

t rouvera

à %  
à x 1

à2 rit, 
<)xs

+  2 c

4- 2 S

d%
à x à y
d2n0 

à x  ày

-+- c 0%  
ày8

+  f
d2Yi0
àx'2
d2£o
à x 2

H- ( f -4- r )

“t- (fH- 0

d2Yi0
+  » £ ? + p V

à x  ày

ày

(Ho
ày

à %  
? àt-

+  b + PY"— P
d 2-fi0

àt-

ri
e- r  à’-t,,
3 l dvC*

+  3 f ) .  ^

(43)

e  r dHJ, 
3 L" à x4

-t-f

d x ·3 ày 

° -H 3 c <,' U· 

d 3V

dx2 dy2 4 - AS
d x  ày2

d3U0

1 ** 4? 
dy4

/ «  d 3U 0 ‘ .

d ^  +  (2f +  i ) d ^ 5 ^  +  î,'dF

dx3
4-(.2c+  f)

d3 V„ , os d3V0
-4 - 3 S H-b d 3V „

àx2 ày àx ày * d y

+  P\
OEnvres de C. — S. II. t. ÏX.

’ [Z' + S
;2 '  dX, dYjVj
6 l Z2 +  3 ‘ d ^  + 2  d y  J ] '

-h p
~̂SQ
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18 SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

U0, V0, W 0 désignant des fonctions de x  et y  déterminées par les for

mules (39).

Les équations (42) et ( 43) sont les seules qui subsistent, pendant 

le mouvement d’une plaque élastique naturellement plane et d’une 

épaisseur constante, pour tous les points de la surface moyenne. Sup

posons d’ailleurs cette plaque terminée dans son état naturel par des 

plans perpendiculaires au plan des x , y  ou par une surface cylindrique 

dont les génératrices soient parallèles à l’axe des z. Si cette surface 

cylindrique est soumise à une pression normale $ différente de P, et si 

l ’on'désigne par
a , 7Ta, (3 et y — -

Ies angles que forme avec les demi-axes des x , y  et s positives la nor

male à la surface cylindrique, prolongée en dehors de la plaque, les 

conditions (34), ( 35) et ( 52) des pages 336 e t338 du IIIe Volume ( ') ,  

savoir

( 4 4 )

( 4 5 )

(46)

(A0+  (?) cos« - h  F„ cos|3 =  o, F0 cosa -+- (B0-+- <£) cos(3 =  o,
A! cosa - I -  Fi cos(3 =  o, F( cosa -1- B, cos(3 =  o,

'd\i i?F 1 v \ (dF,
^  +  + PX,J C0Sai+(^ F

d2n(

ày 
_ J d 2£,

i)B, -, \  „
cosP

dt'1 cosa ■ dl1-cos[3 ),

devront être remplies pour tous les points de la surface moyenne situés 

sur des portions libres du contour de la plaque. Au contraire, les for

mules ( 4o) et (4 i) des pages 336 et 3 3 ^ du même Volume ( 2), savoir 
»

(47)  £ 0 = 0 ,  Vo— O, Ço —  o ,

(4 8 ) £1 =  0, Yi, =  o

devront être vérifiées pour les points de la surface moyenne situés sur 

des portions fixes du contour de la plaque. Il est bon d’observer :

(*) OE livres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 3go et 3g3 . 
( 2) Ibid., p. 3gi et 3g4 .
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19D’UNE PLAQUE ÉLASTIQUE.

i° que, en vertu des équations (4o), les formules (46) et (48) pour

ront être réduites aux suivantes

(àA, dF, v \
( t e  + àF + r x - ) c°s‘

<?Fi
dx

cm,

ày

( =
d2U„

P I  ~ ^ r C0SC(·

p Y,  ) cos j3 d3Ç„ , à^ 0
cos a · '  --------

dx dt3 dy dtî

et

(5o) djo
dx

U„, K

ày
0 — v  ·—  V 0 ,

2° que des formules (43) et (49) combinées entre elles on conclura, 

en négligeant les termes proportionnels au carré de i,

¿F,

ày X,
dZ0 d2U„\l

------- r r  COS a  ■dx dt2 JJ
[dF, dBt / dZ0 d2V„\~|

cos

Il ne reste plus qu’à substituer, dans les formules (44), (43) et (49) 

ou ( 5 i), les valeurs de A0, F0, ,B0, A,, F,, B, fournies par les équa

tions ( 33) et (4i).

Si l’on voulait considérer une plaque élastique, non plus dans l’état 

de mouvement, mais dans l’état d’équilibre, il suffirait de supprimer, 

dans les équations (4 2), ( 43) et ( 49), tous les termes qui renferment 
des dérivées relatives à t.

Revenons au cas où la plaque élastique se meut. Alors les deux incon

nues Ç0, Y]0, qui mesurent les déplacements parallèles aux axes des x  

et y pour un point quelconque de la surface moyenne, pourront être 

déterminées à l’aide des équations (42) réunies aux conditions (44) 

ou aux deux premières des conditions (47); en sorte que les valeurs 

générales de ces inconnues seront indépendantes de la valeur initiale 

de Co, et par conséquent de la forme de la surface moyenne à l’origine 

du mouvement. De plus, après avoir déterminé et y]„, on déduira des 

formules (3g) les valeurs de U0, V0, et de l’équation (43), réunie aux 

conditions (45) et ( 5 i), ou à la dernière des conditions (47) et aux 

formules ( 5o), la valeur générale de (0. Si l ’on suppose en particulier 

que, pendant la durée du mouvement, les déplacements £0! vj0, mesu-
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20 SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 

rés parallèlement au plan des oc, y, restent très petits relativement à 

l’ordonnée Ç0 de la surface moyenne, ce qui exige que les valeurs ini

tiales de £,,, y]0 soient elles-mêmes très petites relativement à la valeur 

initiale de £0; alors, en négligeant tous les termes qui renferment £0 

ou ï]0, on tirera des formules ( 3g)

( 5 a )  U 0 = o ,  V 0 =  o .

Par suite, les équations ( 4 1), ( 43) deviendront respectivement

1 1 dx*

(53)

= f  d2Co  ̂

dy2 0x dy ’

F  -  ¿ » g ,  .

1 dx* dy2 dx dy ’

(54)

d%
5 [ft ̂  +  4 eÏÏTiTiT, +  (4 f +  ai) —17 Sodx3 dy 

s ( Z î + “ dx
_  r_ **/„ <?x, dY,
—  P I Zq +  77 ( Zj 4 - 2 —-----h 2

dx2 dy'

Y,
dy

, N d‘ Co , , d4C„l . à *ït 
2 1 4î,â ^ + b  +  P -J F

•t les équations ( 5o), ( 5 i) se réduiront aux suivantes

Les diverses formules que nous venons d’établir se simplifient, lors

qu’on suppose la plaque élastique extraite d’un corps solide qui offrait 

trois axes d’élasticité rectangulaires et parallèles aux axes des x, y, z. 

Alors les coefficients u, v, w, u', v', w', u", v", w" s’évanouissent, et les 

formules (âG), (27), (28), (29), ( 3o), ( 3 i), ( 3a) se réduisent à

(07) 0 =  a — — , 
J c

tlsl> =  b —  — , f  =  f ,  c

OIIt*OII
/Zi f = f - ^c

(58) e dU ,  V =  -  , 
C C

U) ~  0.
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21D’ UNE PLAQUE ÉLASTIQUE.

Alors aussi on tire des formules ( 39)

(5g) _ U0= o ,  V0= o ,  W0 =  - ^ J d rfrio _  P
c dy c;

Par suite, les valeurs de A0, B0, F0, A,, B,, F,, déterminées à l’aide 

des équations (33), ( 4 ')> deviennent

(60)

( 6 0

A0 == ê [ (aC- e2)
dx

( f c - d e ) | ? - P e

B0 =
= c1 [ ‘ te -

de) d lo ^ (bc — d2)^ ? - P d

J d l 0 , do 0'\
l’o == f -e- +  \ày . dx >■

Ai == -  i  [(ac— e
1 dx2

-t- (fc

lb == - s [ ( "
+  (bc

F, =- af * ' ·  ·
'  d x d y ’

et les formules (42), (43) donnent, pour un point quelconque de la 

plaque élastique,

(6a)

/ ac — e2 d2f0 f d*Ç0

] c dx2 dy*

I ,bc — d2 d*v„
l dx2 c dy*

afc — de d2v)„ v _  d% 
c dx dy P 0 ~~  ̂ dt2 ’

. afc ~ tle , v  —
c dx dy P 0  ̂ dt2 ’

(6 3 )

= ' [
0+ g I 2̂

2 ( 3 fc ■

dX,
2 dx

de) à''K o 
dx* dy'2

(bc — d2) d1^ '| d2;,,
d/ 4 J 9 dt'2

* f ) ] ·

Quant aux conditions qui devront être vérifiées, dans l’hypothèse ad

mise, pour les points situés sur le contour de la surface moyenne, on 

les obtiendra immédiatement, si les bords de la plaque sont libres, en 

substituant les valeurs de A0, B0, F0, A,, B(, F, dans les formules(44), 

(45), ( 5G), et elles coïncideront, si les bords de la plaque deviennent 

fixes» avec les formules (47) et ( 55).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



22 SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT ETC.

On peut encore remarquer la forme que prennent les équations (42)

pt ( 54) dans le cas où l’on suppose la force accélératrice 9 et les pres

sions P, <£ réduites à zéro. Alors ces équations deviennent respective

ment

(64)
d x 2
à2 Yi0

d x 2 - Q î>

d %  
d x  d y

à1 ri

4- cd %  d 2f]„
d y 2 d x 2 ■ (f+O

d x  d y  d y '
. d2n0 â2̂ 0 .

à1**
d x  d y

d %  
d x  d y

à2 ri0 _ d2£0
=  Pd y 2

' # =

d t 2 ’ 

d 2r io

à t 2 ’

-H 4 c dx3 dy (4c h-  2 f) <PC 0 
d.r2 dy* • 4 &

d'*gn 
dx dy3

<?»Co1 . .
d/4J P d*2 “

O11 voit par ce qui précède comment les variations de l’élasticité 

influent sur la forme des équations qui déterminent les mouvements 

d’une plaque élastique. Les formules qu’on avait obtenues en suppo

sant que l’élasticité restait la même dans tous les sens ne renfermaient 

qu’un seul coefficient dépendant de la nature de la plaque. Mais cette 

supposition ne s’accorde pas avec les phénomènes observés par les 

physiciens; et, pour obtenir des résultats comparables à l’expérience, 

il faudra généralement recourir aux formules (42), ( 54), (64). etc., 

après avoir déterminé les six coefficients qu’elles renferment, et qui 

tiennent la place des quinze coefficients compris dans les équations 

générales du mouvement d’un corps élastique.
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SUR L’EQUILIBRE
ET LE

EXTRAITE D’UN CORPS SOLIDE

DONT L’ÉLASTICITÉ N’EST PAS LA MÊME EN TOUS SENS.

Quand une plaque élastique naturellement plane, et semblable à 

celle que nous avons considérée dans l’article précédent, se trouve 

latéralement terminée par deux surfaces cylindriques très rapprochées 

l’une de l’autre, elle devient ce que nous nommons une verge rectan
gulaire. L’axe de cette verge, qui en général est une courbe plane, se 

réduira simplement à une droite, si les deux surfaces cylindriques se 

transforment en deux plans parallèles. Supposons d’ailleurs que l’on 

choisisse pour plan des ce, y  celui qui divise l’épaisseur de la plaque, 

prise dans l’état naturel, en deux parties égales, et pour axe des x  l ’axe 

de la verge. Ënfin soient 2 i l’épaisseur primitive de la plaque, et 2h la 

distance comprise entre les plans parallèles qui la terminent latérale

ment, c’est-à-dire l’épaisseur de la verge mesurée dans le plan des x , y .  
Les épaisseurs 2h, 2i seront précisément les deux côtés du rectangle 

qu’on obtiendra en coupant la verge par un plan perpendiculaire à son 

axe. D’autre part, si l’on adopte les notations et les principes exposés 

dans l’article précédent, les déplacements £0, y]„ relatifs à un point 

situé sur la surface moyenne de la plaque élastique, et mesurés paral

lèlement aux axes des x  et / ,  devront, pendant le mouvement de la
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±\ SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

plaque, acquérir des valeurs telles que les formules (20) de la page 14,

savoir

et les formules (44) de la page 18, savoir

(2) (A0+  li) cosa -i- F0 cos(3 =  o, F0 cosa -+- (B0+  $) cos|3 =  o,

soient vérifiées, les deux premières pour tous les points de la surface 

moyenne, et les deux dernières pour tous les points situés sur le con

tour de celte surface, A0, F0, B0 étant des fonctions de x , y  détermi

nées par les équations ( 33) de la page 16, c’est-à-dire par les sui

vantes :

Il est essentiel de rappeler que, dans les équations (1), (2), ( 3 ), p 

désigne la densité de la plaque, regardée comme constante; P, les 

pressions supportées : i° par les plans qui terminent la plaque du 

côté des z  positives et du côté des s  négatives,· 20 par les plans ou sur

faces cylindriques qui la terminent latéralement; X0, Y„ les projec

tions algébriques sur les axes des x  et y  de la force accélératrice 

appliquée à un point quelconque de la surface moyenne; et a, [3 les 

angles formés avec les demi-axes des x  et y  positives par la normale 

élevée dans le plan des x , y  sur le contour de cette surface.

Concevons maintenant que, la plaque élastique étant réduite à une 

verge rectangulaire, on désigne, comme dans l’article précédent, par 

£, y], t  les déplacements parallèles aux axes d’une molécule quel

conque m qui correspond, dans l’état de mouvement, aux coordon

nées x , y ,  s; par X, Y, Z les projections algébriques de la force accé

lératrice appliquée à cette molécule; et par A, F, E; F, B, D; E, D, C

( 3 )
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D’UNE VERGE RECTANGULAIRE. 25

les projections algébriques des pressions ou tensions exercées au 

point (x , y ,  z )  contre trois plans parallèles aux plans coordonnés. 

Soient de plus r, r' les distances comprises dans l’état de mouvement : 

i° entre l’axe de la verge et la droite menée par la molécule m  parallè

lement à Taxe des z; 20 entre la molécule m  et le point de la même 

droite qui se trouvait primitivement renfermé dans le plan des ce, y .  
Enfin, supposons que l’on développe les quantités rp Ç, X, Y, Z, A, 

B, C, D, E, F, considérées comme fonctions de x , r et r', suivant les 

puissances ascendantes de r, r'; et joignons en conséquence à la for

mule

(4) £ = £0,0 + £i,i>r ■+- £0,1 /',+ i($2,o,,24- 2̂ t]j rr’ -h £0i2 r'2) -|-...

toutes celles qu’on en déduit quand on y remplace la lettre \ par l’une 

des lettres yp ‘C, X, Y, Z, A, B, C, D, E, F. Les fonctions de x  et de y ,  
désignées dans les formules (1), (2), (3) par £0, yj0, X0, Y 0, A0, F0, B0 

se confondront avec les valeurs de ij, vj, X, Y, A, F, B correspondantes 

à r '=  0. Donc elles seront données par des équations de la forme

( 4 )  £ o =  £0,0+ ·  £ i,o/-+  £2,0 —  + ·  · ·> ^ 0=  Y ) o ,o - t - n i ,o r -H  Y)2,o·—  + - ·  · · ■

Remarquons d’ailleurs que les deux quantités désignées par £0)0, y]0)0 

dans les équations (4 ) et ( 5) sont précisément les valeurs de £ et de y) 

correspondantes à un point situé sur l’axe de la verge.

En résumé, l’on voit que, pendant le mouvement d’une verge droite 

et rectangulaire, les déplacements £0, y]0 d’une molécule primitivement 

renfermée dans le plan des x , y ,  et les déplacements Y]0,<> d’un 

po.int primitivement situé sur l’axe, se déduiront des formules (1),

(2), ( 3), ( 5), dont la première et les deux dernières devront être véri

fiées pour tous les points de la section faite dans la verge par le plan 

des x , y ,  tandis que la seconde devra être vérifiée pour tous les points 

situés sur le contour de cette même section. Or les formules (1), (2),

( 5 ) sont entièrement semblables aux formules (2), (4 ), (22) des

OEuvrca de C. —  S .  II, t. IX. 4
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26 SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

pages 246, 247, 25o du IIIe Volume ( ') ;  et, pour tirer les unes des

autres, il suffit de remplacer A, F, B, X, Y, Ç, rj par A„, F0, B0, X0, Y #,

&■
à 1 ·!) <I2Y)o v y Cpar enfin Ç0,Ho, V]0, P par *, œ -  ^  par ^  di*

]̂o* ¡̂2* · · · par 0̂,0» £2,0» · · * » l̂o,o> )̂i,o* 2̂,0* · · ■ * Cela pOSC,
on pourra immédiatement transformer les équations qui expriment le 

mouvement d’une lame élastique droite et d’épaisseur constante, c’est- 

à-dire les équations (46) de la page 255 du IIIe Volume ( 2), de manière 

à obtenir les équations du mouvement de la verge droite et rectangu

laire qui, étant coupée par le plan des x , y , offrirait la même section 

que la lame élastique. En effet, pour opérer la transformation dont il 

s’agit, il suffira, dans les équations (46) de la page 255 du IIIe Vo

lume ( 3), de substituer aux quantités

£lj X., Xi, "Oo* Y„ Y2* Vo, Vl

les quantités

Ço,0> £l,0> Xo.o, X.,0, *>0,0, *)2,0> Y.,0, Y,,„ Vo,o> Xl.OÎ

et alors, en réduisant le polynôme

_3_ d2Y)o,o 1 d2Ti2,0 d2̂ i,o
h2 dt2 2 d i d t ' 2

3 diYi
au seul terme ^  vis-à-vis duquel les deux autres peuvent être-

négligés, on trouvera

(6)
rfA0,0 

y d x -t- pXo.o— PÊ1ÏM
di2 ’

(7)·
W d2A,i0 
3 d x 2 Y2,o + =  P di 2

11 ne reste plus qu’à exprimer les quantités A0i0, A 1>0, produites par le 

développement de A0 suivant les puissances ascendantes de r, à l’aide

(1) OEuores'de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 290 et 2y4 -
(2) Ibid., p. 299.
(*) Ibid., p. 299.
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des dérivées partielles de £ 0 | 0 ,  y ) 0>0. Pour y  parvenir, on observera

d’abord que la section primitivement faite dans la verge par le plan 
des x ,  y  était comprise entre deux droites parallèles à l ’axe dos x  et 

représentée par les équations

( 8 )  y  — —  h ,  y  — h .

Or les deux courbes, dans lesquelles ces deux droites se transforment 

en vertu des déplacements infiniment petits dos molécules, diffèrent 

infiniment peu de ces mêmes droites. Donc, si l’on désigne par a, (3 
les angles que forme la trace du plan normal h l’une de ces courbes 

sur le plan des x ,  y  avec les demi-axes des.x  et y  positives, on 

aura sensiblement, c’est-à-dire en négligeant les quantités infiniment 

petites,

( 9 )  c o s a  =  o ,  c o s  |3  =  q p  1 ;

et les équations (2) donneront à très peu près, pour les points situés 

sur les courbes dont il s’agit,

(10) F0 — o, B0 =  - « .

De plus, comme une droite primitivement parallèle à l’axe des y ,  et 

propre à mesurer la demi-épaisseur h do la verge dans l’état naturel, 

changera très peu do longueur et de direction en raison des déplace

ments infiniment petits des molécules, il est clair que, pendant la 

durée du mouvement,· — h, -+- h seront à très peu près les valeurs de r 
correspondantes aux deux courbes déjà mentionnées. Donc, en vertu 

des formules (10) réunies aux équations (3 ), on aura, sans erreur sen

sible, pour r  =  — h et pour r =  h,

00 <

dn,
doc

d$>
à y

puis en substituant, dans la première des équations ( 3 ), les valeurs
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des fonctions

àriô  dc„ dv_
dy ’ dy dx

tirées des formules (i r), savoir,

dvo_(bu>— î>») P -4- ti'T i f— bc e?£0
ày +  dx bc — b2 +  lu- — b2 dx ’

• .
dWo _ (CD — bw)P — SCS ci — cf de0
dy br — b2 bc — b2 dx ’

et faisant, pour abréger,

0 4 )

0 5 )

06 )

bf — bc_, ' cb — c f_,
bc — b2 — ’ bc — b2 — ’

«bc — nb2— bc2 — cf2 h- 2 bef _
---------- b T r*---------- =P^-’

1® — (u +  k» +  lp)P =  n,

on trouvera

(17) A ,= Pa > |  +  ir.

Concevons à présent que, en ayant égard à la première des équa

tions ( 5) et à l’équation analogue

. ,.2

08) A0=  A0i0-t- A|)0r -+- A2,o — + · · · ,

on développe les deux membres de la formule (17) suivant les puis

sances ascendantes de /·. Si l’on y pose ensuite successivement r  =±= — h, 
r =  h, on en conclura, en négligeant les termes proportionnels au 

carré de h,

0 9 ) AM =,-p£22^ H - I I ,

(20) . All0 =  9 Q ^ .

D’autre part, en prenant x  et r pour variables indépendantes au lieu
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D’ UNE VERGE RECTANGULAIRE, 

de x , y ,  et faisant

( b w —  &t>) P  H- ù 0 ?  n i  (t» —  î>t»)P —  c(£

2̂1’ br — b2 — 1 ’ bc — b2 ~

on tirera des équations ( i 3) réunies aux formules (14)

$ !  =  Æ + n · ;
or dx

29

puis, en développant les deux membres suivant les puissances ascen

dantes de r, posant r =  ±  h, et négligeant les termes de l’ordre de h, 

on trouvera

(2 3 ) s , àrio,o 
' dx

k àÇo,o
dx

IT, — l i TT,
flM “ l " Â T + n

Par suite, l’équation (20) donnera

(24) ■4 i,o — P^2
f U o

dx2
d 2 TQo,o\

d x 2 )

Si maintenant on substitue dans les formules (G) et (7) les valeurs 

de A0>0, A l>0 fournies par les équations (19) et ( 24) ,  on obtiendra les 

suivantes :

( 2 5 ) &2<pgo,o 
dx2 ■ X.,«=

Ù%yO
dt*

(26) d4v)o,o_. (P^iA
d xk dxk J

d2Y)o.o
àt* Yo,0 +

A»
6 Y, 0 +  2 d X  ,.o\ 

dx J

Les équations ( 25) et (26) sont les seules qui, pendant le mouve

ment d’une verge élastique naturellement droite, subsistent, pour tous 

les points de l’axe, entre les variables indépendantes x , t, et les dépla

cements £0>0, v)0>0 mesurés parallèlement au plan des x , y .  Ajoutons 

que, les fonctions i*0|0, r)0(0 étant supposées connues, on déterminera 

sans peine les valeurs approchées des pressions A 0, F0, B0 et des dépla

cements £0, Y]0 relatifs à un point pris au hasard dans le plan des x , y . 
En effet, les équations

£0—  ?0,0 ■+· l l ,oC , *)o—  ï)o,0 +  ‘Ol,oC,

A0=  A0io +  Alj0r,

(27)
(28)
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réunies aux formules (19), (23) et (24), fourniront les valeurs de £0, 

7)„, A0, aux quantités près de l’ordre de h \  Quant aux valeurs appro

chées de F0, B0, elles seront déterminées par des équations semblables 

aux formules (47) de la page 255 du ÎIIe Volume ( ') ,  et que l’on dé

duira immédiatement de ces formules en écrivant

On trouvera ainsi, en négligeant les termes proportionnels au cube

II est maintenant facile d’établir les conditions particulières aux

quelles doivent satisfaire les deux fonctions £0i0, y]0 0 pour les points 

situés aux extrémités de l’axe de la verge. Effectivement, si l’on sup

pose la verge terminée du côté des x  positives et du côté des x  néga

tives par des plans perpendiculaires à l ’axe, et qui supportent en 

chacun de leurs points une nouvelle pression désignée par p ,  on aura, 

pour ces mêmes points,

(30) A = - p ,  F ~ o ;

puis, en posant dans les formules ( 3o) r' — o, on trouvera

(31) . A„ =  — p, F„r=o.

Enfin, apres avoir substitué dans ces dernières les valeurs de A F ' 

tirées des équations (28) et (29), on en conclura

au lieu de
F, B, Y) 1, X,, Yj, A, et P.

de h.

(29)

(3a)

( 3 3 )

(1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, t. VIII, p. 29g.
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ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (19), ( 23), (24),.

( 25) c t ( a 6),

(34)

(35)

d?0,0
dx

Il-t-f)

P
=  0,

<?-Ylo.o __ , d 2 £o,o

dx2 dx1 ’
<?3t)o,o y dYq,q . dX.0l0
da;3 1,0 dx dx

Les conditions ( 34) et ( 35) devront être remplies pour chacune des 

deux extrémités de la verge élastique, si ces deux extrémités sont 

libres. Au contraire, si ces extrémités deviennent fixes, ou plutôt, si, 

les extrémités de l’axe étant fixes, les points renfermés dans les plans 

qui terminent la verge du côté des x  positives ou négatives sont assu

jettis de manière à n’en point sortir, on aura, pour les abscisses cor

respondantes aux plans dont il s’agit, non seulement
«

(36) Ç«,. =  o,

(37) Y)0)„ = O ,

mais encore
£— £o,o-l-?j,or —H $o,i — °?

quelles que soient les valeurs de r, r', et par conséquent 

(38) ?,,,= o

ou, ce qui revient au même,

(39) —  k 4 -  II'.
O X  dx

Si la verge élastique offrait une extrémité libre et une extrémité fixe, 

les conditions ( 34), ( 35) devraient être vérifiées pour la première 

extrémité, et les conditions ( 36), (37), (39) pour la seconde.

Les équations et conditions ci-dessus établies suffisent à la détermi

nation complète des inconnues 0̂i„, y] 0i0  qui représentent, pour un 

point quelconque situé sur l’axe de la verge, les déplacements me

surés parallèlement au plan des x , y .  Si l ’on voulait déterminer en 

outre le déplacement ‘( 0)0 de ce point dans le sens de la coordonnée z,
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on y parviendrait sans peine en échangeant entre elles, dans les cal

culs qui précèdent, les quantités qui correspondent à l’axe des y  et à 

l ’axe des z. Alors on retrouverait toujours les équations (6), (19) et 

( 25), ainsi que les conditions ( 34), (36). Mais les équations (7), 

(20), (23), (24), (26) seraient remplacées par d’autres équations de 

la forme

(4o) i i d 2 A0,i
3 da;2 Zo,0 ·

y x  ».
d x ’ )]=■ dt2

(40

(4 2 )

* _ Q2 £̂<1,1

?0,1 + dCo.o - de,0, ----— m----dx
àh

dx +  IL, ç0tl —  -+- n 2,

(43) A0,i =  pi22 d2|o,o <PÇq.,\
dx* dx2 J

(44) £I2-3 (te4 ‘ da;4
d2?„

di2
=  Z0,0 ~I—g ( Zo,2'

dX,0,1
d x

M, jf , II,, n 2 désignant quatre nouveaux coefficients dont les valeurs 

seraient données par des formules semblables aux équations (14) ou

(21), et i l’épaisseur de la verge mesurée parallèlement à l’axe des z. 
Pareillement, à la place des conditions (35), (37), (3g) on trouverait 

celles-ci :

(45) d2?o,o_- d2£o.o
dx- dx'2 ’

n, d^o.o 
dx3

=  X0,1
dit» 0  ^ dX0t0 '

d x  d x  3

(46) £0,0 =  0,
d?o,o_ - d£o.o
dx dx ffi.

En résumé, pour obtenir la valeur de l’inconnue HC;0, il suffira d’in

tégrer l’équation (20) de manière à remplir, pour chaque extrémité 

libre de la verge, la condition ( 34), et pour chaque extrémité fixe la 

condition ( 36). De même, on obtiendra la valeur de l’inconnue y]0>0 à 

l’aide de l’équation (26) réunie aux conditions ( 35), ou bien aux con

ditions (37) et (39), et la valeur de l’inconnue ( 0 0 à l’aide de l’équa

tion ( 44) réunie aux conditions (45), ou aux conditions ( 46)· Ajou

tons que, les inconnues £0)0, y)0i0, £0/0 étant une fois déterminées, on
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pourra fixer la valeur approchée de \  à l’aide des formules ( 23) et

(42) réunies à la suivante

(4 7 ) £ — £0,0 ■+" ? l,o f +  £0,1

ou, ce qui revient au même, à l’aide de la formule

Effectivement, si l’on regarde les épaisseurs 2h et 2i comme des quan

tités infiniment petites du premier ordre, la valeur générale de £, ou le 

déplacement d’un point quelconque de la verge élastique, mesuré pa

rallèlement à l’axe des x ,  sera déterminé par l’équation (48) avec une 

approximation qui ne comportera qu’une erreur du second ordre seu

lement.

Si l’on voulait considérer une verge élastique, non plus dans l’état 

de mouvement, mais dans l’état d’équilibre, il suffirait de supprimer, 

dans les équations ( 25), (26), (44)* les dérivées relatives à /, savoir :

qui, en vertu de l’équation (26) ou (44). diffère très peu de l’expres
sion

Revenons au cas où la vei’ge élastique se meut. Si l’on suppose cette 

verge extraite d’un corps solide qui offrait trois axes d’élasticité rec

tangulaires et parallèles aux axes des x , y ,  z, les neuf coefficients dé
signés dans l’article précédent par

d2go,o à2y0'0 d-Ka

et dans la seconde des formules ( 35) ou ( 45), le terme

u, v, w, u', v', w', u\ v", w'
Œuvres de C, — S. II, t. IX.. D
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s’évanouiront, et les constantes a, b, î , b, e, f; u, t>, mi seront détermi

nées par les formules (Sy), ( 58) du même article. En conséquence, 

les formules ( i4 )> ( i 5), (16) et (21) donneront

(4 g) k =  o,
de — cf 
b c - d 2’

( 5 o) p£22 =
abc — ad2 — be2— cf2-l·- adef 

· b c - d 2

( 5 0

(5 a)

n — ^ df — be
P,

n '=  o,

bc — d2 " ' bc — d2

d _ c
ip bc — d2 bc — d2

On trouvera, de même, en substituant aux quantités k, 1; IT, II" les 

quantités M, n ,, II2, et en changeant entre elles : i° les deux let

tres b et c, 20 les deux lettres e et f, 3° les pressions P et <£,

(5 3 ) & —  0, £

( 5 4 ) n , — 0, n 2

df -  be 
bc — d2 ’

b
bc — d2

P.

Cela posé, dans l’hypothèse admise, les équations (26), (44)> qui 

fournissent les valeurs de Y]0)0, ‘(0i0 relatives à un point quelconque de 

l’axe de la verge, deviendront respectivement

(5 5 )

(5 6 )

r>2 /l2 , d2Y)0,o _v  , &  / v  ,
“  J  ~d. +  -6 ( Ï 2’0+

etx,„
dx

£2S t  . d2Co,0
3  dx* dt* ----  Zo .o  ■+■ ( ^ O . î  d ”  ^

■ d \
dx

tandis que l’on aura, pour une extrémité libre, 

d2n
(5 7 )

J0,0 _
dx* *

02  ̂ ^0,0 _ y. dYo,0
““ ' ■ ■ --Ai,o +

d 2 C o , o

dx*
£1 *

dx* “ 1,u ‘ d x

d3Cp,o_y  dX,
dx* — Ao,i

0,0 
dx  ’

(5 8 )
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et, pour une extrémité fixe,

(5 9 ) Yio.o^o, <D)o.o

dx
o,

( 6o ) £o,o —  O,
àKo, 0 
dx

=  o.

Au reste, il n’est pas nécessaire de recourir à l’hypothèse dont il s’agit 

pour obtenir les équations ( 55), ( 56) avec les conditions (57), ( 58),

(59), (60), et l ’on retrouvera encore ces diverses formules, si l’on 

suppose les valeurs de £0i0, X0>0 constamment nulles, pendant le mou

vement de la verge élastique, ainsi que les deux pressions extérieures 

P, <$.
Concevons à présent que la force accélératrice © devienne constante 

et constamment parallèle à elle-même. Admettons, en outre, que les 

trois pressions extérieures P, <£, 1) s’évanouissent. Alors on aura

X o (0~ X ,  X l , 0= O ,  X o . i — ■ O l Y o ,0 Y ,  Y i j O  05 — Z ,  Z 0(2̂ = : O .

Par suite, les équations ( 25), ( 55), ( 56) donneront

( 6 . )
n ,  d 2 £o,o v __ d - £ o ,  0

dx* + X ~  dt* ’

( 6 2 )
r > ,  A 2 c P * ) 0,o , d*v0,0 v

6 dx* dt* ~  ’

( 6 3 )
n ,  t* d*Ç 0, 0 , d 2 Ç0, o  rj 
“  3 dx* +  dt* - L'

Dans le même cas, les conditions ( 36), (59), (60) devront être rem

plies pour une extrémité fixe de la verge élastique. Mais les condi

tions ( 34), (57), ( 58), relatives à une extrémité libre, devront être 

remplacées par les formules

(64)

( 6 5 )

dl,0.0_
dx

dx2

¿«Co.o
dx2

d3v 0,0
—  0 , dx3 ~  ’

d3Ç0.o=  0 ,
dx3 ~. (66)
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Enfin, si l’on suppose que la force accélératrice <p s’évanouisse, les 

équations (61), (62), (63) deviendront respectivement

(67) 02 d 2£o.o <PÜ0,0 
dx* ~  dt* ’

(68) 02 /l2 (pY)„,o . d 2Y)n,o

“  3 do* +  ÔC

(69) 02 *'2 <^0,0 , d2?0,0 
“  3 da* +  ÓC

La constante Í2, comprise dans la plupart des formules que nous 

avons obtenues, représente évidemment la vitesse du son dans une 

verge élastique droite, d’une longueur indéfinie. C’est du moins ce que 

l’on prouvera sans peine, à l’aide de l’équation (67), en raisonnant 

comme nous l’avons fait à la page 269 du IIIe Volume ( 1). D’autre 

part, si l’on nomme e la dilatation linéaire de la verge élastique me

surée en un point quelconque x , y ,  z  suivant une droite parallèle à 

l ’axe des x ,  il suffira, pour déterminer e, de réduire, dans la for

mule (9) de l’article précédent, l’angle a à zéro, et chacun des angles ¡3, 

y à en sorte que l’on trouvera

(7 °)

Donc l’équation

(7 1) = p Q t è
n,

qui subsistera, en vertu de la formule (19)» pour chacune des extré

mités de l’axe de la verge élastique, pourra s’écrire comme il suit

(72) A =1 pÎ22e 4- II.

Ajoutons que les quantités Î2 et II, dont la première est déterminée 

par la formule ( i 5), pourront être facilement exprimées en fonction 

des pressions P, $, et des quinze coefficients a, b, c, d, e, f, u, v, w,

(*) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 3 i6 .
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u', v', w', u", v", w" renfermés dans les équations ( 5), (6) de l’article 

précédent. En effet, l ’équation (17) étant le résultat de l’élimination 

des expressions (12) entre les formules (3) et (10), et les formules (3 ) 

se confondant avec les formules ( 25) ou ( 33) de l’article précédent, 

c’est-à-dire avec celles que produit l’élimination des quantités

d£ de, dÇ do dK .
dx +  dz ’ dy +  dz ’ dz

entre les équations (5), (6) et (22) du même article, il est clair que 

l’équation (71) pourra être immédiatement fournie par l’élimination 

des cinq quantités

, , ,  dri dÇ dn dÇ dÇ d£ dç do
 ̂ dy’ dz’ dz dy’ dx d z’ dy "+~ dx

entre les formules ( 5), (6) des pages 10 et 11 et les suivantes

(74) C =  - P ,  D =  0, E =  0, F =  o.

Dans le cas particulier où les pressions P, <$ s’évanouissent, la for

mule (71), réduite à

( , 5 ) A = , 2 · ! ,

est celle que l’on trouve quand on élimine les expressions (73) entre 

les formules

(76) B =  o, C =  o, D =  o, E =  0, F =  o

et les équations ( 5), (6) de l’article précédent. Alors aussi on tire de 

la formule (72)

(77)

Donc, pour obtenir le carré de la vitesse du son dans une verge élas

tique qui a pour axe l’axe des æ, il suffit de chercher ce que deviennent 

la quantité A, c’est-à-dire la projection algébrique sur l’axe des a? de la 

pression ou tension p ' supportée par un plan perpendiculaire à cet
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axe, et la condensation ou dilatation z mesurée parallèlement au 

môme axe, tandis que les deux autres composantes de la pressionp ', 

et les pressions p", pm supportées par des plans perpendiculaires aux 

axes des y  et z s’évanouissent; puis de diviser la quantité A =  zp// par 

la condensation ou dilatation q= e et par la densité p. Cette proposition 

subsistant d’ailleurs, quel que soit l’axe des x ,  peut être remplacée 

par le théorème suivant :

_ T h é o r èm e . —  Une verge élastique étant extraite d ’un corps solide homo
gène qui n’offre pas la même élasticité dans tous les sens, pour obtenir le 
carré de la vitesse du son dans cette verge indéfiniment prolongée, il suffit 
de chercher ce que deviennent, en un point quelconque du corps solide, la 
dilatation ou condensation linéaire ±  z, mesurée parallèlement à l’axe 
de la verge, et la pression ou tension p' supportée par un plan perpendicu
laire à cet axe, tandis que les pressions ou tensions principales se réduisent 
l’une à p ', les deux autres à zéro, puis de diviser la dilatation ou condensa
tion ±  z par le facteur p ' et par la densité p.

Le rapport qui existe pour une verge élastique et rectangulaire, 

dont les faces latérales sont soumises à des pressions extérieures nulles, 

et dont l’épaisseur ouïes épaisseurs sont très petites, entre la pression 

ou tension supportée par un plan perpendiculaire k l’axe et la conden

sation ou dilatation mesurée suivant cet axe, est ce que nous nomme

rons désormais l’élasticité de la verge. Cela posé, il résulte du théorème 

précédent que, dans une verge élastique, extraite d’un corps homo

gène, et indéfiniment prolongée, la vitesse de propagation du son est 

proportionnelle k la racine carrée de l’élasticité.

Nous terminerons cet article en indiquant quelques applications des 

formules qu’il renferme.

Observons d’abord que, si la force accélératrice <p et les pressions 

extérieures P, <$, 11 s’évanouissent, les valeurs des inconnues £0>0, Y)0i0, 

Ç0)0, déterminées k l’aide des équations (67), (68), (69) et des condi

tions (36), (09), (60) ou ( 64), (65), (66), dépendront uniquement 

de la vitesse Î2, des trois dimensions de la verge élastique et de son

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D’ UNE VERGE RECTANGULAIRE. 39

état initial. Donc ces valeurs ne différeront pas de celles qu’on obtien

drait en considérant une verge élastique extraite d’un corps solide 

dont l’élasticité resterait la même dans tous les sens; et elles seront 

semblables [voir la p. 365 du IIIe Volume ( ')]  aux valeurs de lj0, yj0 

relatives à une lame élastique droite. On doit en conclure que les rela

tions trouvées dans le IIIe Volume [p. 270 et suivantes ( 2)] entre la 

vitesse O, la longueur ou l’épaisseur d’une lame élastique, et les sons 

produits par les vibrations longitudinales ou transversales de cette 

lame, continueront de subsister pour une verge élastique homogène, 

lors même que l’élasticité de cette verge deviendra variable avec la 

direction de son axe. Ainsi, par exemple, si l’on nomme a la longueur 

de la verge élastique, et N le plus petit nombre de vibrations longitu

dinales que cette verge, supposée libre, puisse exécuter pendant l’u

nité de temps, on aura

De plus, le nombre des vibrations transversales exécutées par la même 

verge parallèlement à l’axe d e s j, ou parallèlement à l’axe des z, sera 

l’une des valeurs de j  fournies par l’équation (124) [p. 270 du IIIe Vo

lume ( 3)] ou par celle qu’on en déduit, quand on substitue l’épaisseur 1 
à l’épaisseur h. Donc, si les deux épaisseurs h et i  deviennent égales, 

les vibrations transversales exécutées parallèlement aux axes des y  et z 
produiront toujours les mêmes sons. Il était important de voir si cette 

conclusion, qui peut paraître singulière quand on suppose la verge 

extraite d’un corps solide dont l’élasticité n’est pas la même dans tous 

les sens, serait confirmée par l’observation. Ayant consulté, à ce sujet, 

M. Savart, j ’ai eu la satisfaction d’apprendre que des expériences qu’il 

avait entreprises, sans connaître mes formules, l’avaient précisément 

conduit au même résultat.

(*) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 422. 
(*) Ibid., p. 316 et suiv.
(3) Ibid., p. 317.
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En considérant, dans cet article et dans le précédent, des plaques 

ou des verges élastiques extraites de corps solides qui n’offraient pas 

la même élasticité en tous sens, j ’ai supposé que ces plaques ou verges 

étaient naturellement planes ou naturellement droites et douées d’une 

épaisseur constante. Mais on pourrait, par des calculs du même genre, 

établir les équations d’équilibre ou de mouvement de plaques ou de 

verges naturellement courbes ou d’une épaisseflr variable, et l’on ob

tiendrait alors des formules analogues à celles que j ’ai données dans 

les derniers articles du IIIe Volume ( ') .

(') Œuvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 288 et suiv.
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SUPPORTÉES

EN UN POINT DONNÉ D’ UN CORPS SOLIDE

P A R  TR O IS  PLANS PER PEN D IC U LA IR ES EN TR E EU X .

>Qi

R a p p o r t o n s  la  p o s i t i o n  d ’ u n  c o r p s  s o l i d e  à t r o is  a x e s  r e c t a n g u l a i r e s  

d e s  x , y ,  z .  S o i t  O le  p o i n t  q u i  c o r r e s p o n d  a u x  c o o r d o n n é e s  { x , y ,  z ) .  

S u p p o s o n s  q u e  p a r  le  p o i n t  O o n  m è n e  : i °  t r o is  p la n s  p a r a l l è l e s  a u x  

p la n s  c o o r d o n n é s ;  2 0 t r o i s  a u t r e s  p l a n s  p e r p e n d i c u l a i r e s  e n t r e  e u x .  

S o i e n t  d ’a i l l e u r s  '

a J( (3( , y ,  ; a 2, [32, y 2 ; cc3, (33, y 3 le s  a n g le s  f o r m é s  a v e c  le s  d e m i- a x e s  

d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s  p a r  t r o is  a u t r e s  d e m i - a x e s  O L ,  O M , O N , 

p e r p e n d i c u l a i r e s  a u x  t r o is  d e r n i e r s  p l a n s ,  e t  p a r t a n t  d u  p o i n t  O ; 

p t, p 3, p 3 l e s  p r e s s io n s  o u  t e n s i o n s  s u p p o r t é e s  a u  p o i n t  O p a r  le s  fa c e s  

d e s  m ê m e s  p l a n s  q u i  r e g a r d e n t  le s  t r o i s  d e m i - a x e s  O L ,  O M , O N ;

1 , ,  p.( , v ( ; X2, [¿2, v 2 ; A 3, p.3, v 3 le s  a n g le s  f o r m é s  a v e c  le s  d e m i - a x e s  

d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s  p a r  l e s  p r e s s i o n s  o u  te n s io n s/ > ,,/ > 2,/?3 ; 

p ',  p ",  p'" l e s  p r e s s i o n s  o u  t e n s i o n s  s u p p o r t é e s  a u  p o i n t  O p a r  l e s  p la n s  

p e r p e n d i c u l a i r e s  a u x  a x e s  c o o r d o n n é s ;

A ,  F ,  E ;  F ,  B ,  D ;  E ,  D ,  C le s  p r o j e c t i o n s  a l g é b r i q u e s  d e s  p r e s s io n s  o u  

t e n s i o n s  p ',  p ", p ’"\

X ,  § ,  C; § ,  ad,, ffi ; C, (D, s  c e  q u e  d e v i e n n e n t  l e s  p r o j e c t i o n s  a l g é b r i q u e s  

d e s  f o r c e s  p , ,  p 2, p a, q u a n d  o n  p r e n d  p o u r  d e m i - a x e s  d e s  c o o r d o n 

n é e s  p o s i t i v e s  le s  t r o is  d e m i - a x e s  O L ,  O M , O N .

O Euvres d e  C. — S. II, t. IX. 6
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O n  a u r a ,  e n  v e r t u  d o s  f o r m u l e s  ( 3)  de  la  p a g e  1 6 2  d u  IIIe V o l u m e  ( ' ) ,

I
Pi cosX, =  A  c o s a ,  +  F  cosj3, +  E  c o s y „

P i cos(jl, =  F  co sa ! -1- B cos(3,-+- D co sy ,,

Pi  cosv ,  = E c o s a i - ( - D c o s p ,  +  G c o s y , ;

I P i  cosL, =  A c o s a 2-+- F  cos(32-+- E  cosy2,

P i cosp.2=  F  c o s a 2+  B cos(32-t- D co sy 2,

Pi co sv2 =  E  c o s a 2+  D c o s (32-f- C co sy 2;

! P i  c o s =  À c o s a 3-t- F  cos(33-+- E cosy3, 

p % cosfjt.3 =  F  c o s a 3-t- B cos(3, - h  D co sy 3, 

p % cosv3 := E  c o s a 3+  D cos¡33+  C co sy 3.

D e  p l u s ,  c o m m e  la  d i r e c t io n  d e  la  f o r c e  p ,  f o r m e r a  é v i d e m m e n t  a v e c  

l e s  d e m i - a x e s  O L ,  O M , O N  d e s  a n g le s  q u i  a u r o n t  p o u r  c o s i n u s  le s  t r o is  

e x p r e s s i o n s
cos A, c o s a , -h cosf¿! cos(3 ,-f- cosv, co sy ,, 

c o s l¡  c o s a 2-i- cosfi., cos{32-+- cosv, co sy2, 

cosX, c o s a 3-t- c o s p , cos(33+  cosv, co sy 3,

on  t r o u v e r a
oAo =  /?,(COsX, cos « 1  + COSfJt, cos (3, -t- cosv, cosy,),

( 4) $ =  /?,(cosX, cosa2 + cosp. cosß2 + COSV, cosy2),

C =  />,(cosi, cos OC 3 -h COS P i cosßa-l- cosv cosy3).

O n  t r o u v e r a do m ô m e

§ — ■ P i  ( COS^J cos COS P i cosß,H- cosv. cosy,),

( 5) tft> —  P i (  cosX2cos a 2 -+ - cospi cosß2 + cosv. cosy,),

© — P i ( cosX2cos ÔÎ3-H COS/JL2cosß3-i- cosv, cosy3)

et
c =  jo3(cosX3cos a i H “ cosp* cosß,-t- COSV3 cosy,),

( 6 ) © —  P i (  cosX3cos oc2 “Hcosp3cosß2 + cosv3cosy2),
C>O =  p ¡ (  cosX3cos oc 3 H- cosp* COS ß3 -f- COSV3 cosyä).

(') OElivres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 197.
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SU P P O R TÉ E S P A R  TR O IS PLAN S ETC. 13

S i  m a in t e n a n t  o n  s u b s t i t u e ,  d a n s  le s  é q u a t i o n s  ( 4) ,  ( 5) ,  ( 6 ) ,  le s  v a 

l e u r s  d e p , c o s X , , / ? ,cosfjt.,.......... t i r é e s  d e s  é q u a t i o n s  ( i ) ,  ( 2 ) ,  ( 3 ) ,  on

o b t i e n d r a  le s  s i x  f o r m u l e s

X  =  A cos2 oii H- B ços2 (3j 4 - C cos2 yt

-1- 2 D cos(3j cosyi 4- 2E cosyi cos ai 4 - 2 F cos a! cos ¡3̂

i)l> =  A cos2a24- B cos2 [324- C cos2y2

-+- 2D cos|3 2 cosy24- 2E cosy2 cosa24- 2F cosa2 cos(32,

G =  A cos2a34- B cos2(33H- C cos2y3
4-  2 D  c o s ( 3 3 c o s y 3 4 -  2 E  c o s y 3 c o s a 3 4 -  2 F  c o s a 3 c o s ( 3 3 ;

(û == A cos a2 cos «3 4- B cos (32 cos (33 4 - C cos y2 cos y3 

+  D(cos|3 2 cosy3 4 - cos(33cosy2 )

-l- E (cosy2 cosa3 -t- cosy3 cosa2)

-+- F (cosa2 cos(334- cosa3 cos(32),

C =  A cosa3 cosa!-i-B cos(33 cosPj-f-C cosy3 cosy!
4- D (cos(33 cosyi 4- cos(3, cosy3 )

- t - E ( c o s y 3 c o s a i 4 - c o s y !  c o s a 3)

+  F (cosa3 cosPt-t-cosat cos(33),

$ =  A cosai cos«24- B cos(3, cos(324- C cosyj cosy2 

4 - D (cos(3i cosy2 4- cos(32 cosyt )

4- E (cosyi cosa2 -h cosy2 cos ai)
4- F (cosa, cos|32 4- cosa2 cos (3,).

C e s  s i x  f o r m u l e s  f o u r n i s s e n t  le  m o y e n  d e  c a l c u l e r  l e s  p r o j e c t i o n s  a l g é 

b r i q u e s  d e s  p r e s s i o n s p {, p 2, p 3, s u p p o r t é e s  p a r  t r o i s  p la n s  p e r p e n d i 

c u l a i r e s  e n t r e  e u x ,  s u r  t r o is  d e m i - a x e s  p e r p e n d i c u l a i r e s  à c e s  m ê m e s  

p l a n s ,  q u a n d  o n  c o n n a î t  le s  p r o j e c t i o n s  a l g é b r i q u e s  d e s  p r e s s i o n s  s u p 

p o r t é e s  p a r  t r o is  p la n s  p a r a l l è l e s  a u x  p la n s  c o o r d o n n é s  s u r  le s  a x e s  d e s  

co, y ,  s .

O b s e r v o n s  e n c o r e  q u e ,  l e s  d e m i - a x e s  O L ,  O M , O N  é t a n t  p e r p e n d i c u 

l a i r e s  l ’ u n  à l ’a u t r e ,  o n  a u r a ,  en  v e r t u  d e  f o r m u l e s  c o n n u e s ,

1, cos (3, cosy, 4 - cos(32 cosy2 4 - cosp3 cosy3 .= o

1, cosyj cosa!4- cosy2 cosa24- cosy3 cosa3=  o

1, cosa, cos Pi 4 - cosa2 cos(32 4- cosa3 cos(33=  oI
c o s 2 a ,  4 -  c o s 2 a 2 4 -  c o s 2 a 3 =  

C O S 2 P i  4 -  C O S 2 p 2 4 -  C O S 2 p 3 =  

c o s 2 y t  4 -  c o s 2 y 2 4 -  c o s 2 y 3 =
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S U R  L E S  P R E S S I O N S  O U  T E N S IO N S44
P a r  s u i t e ,  o n  t i r e r a  d e s  é q u a t i o n s  ( 4) ,  ( 5) ,  ( 6 )

! X c o s a , 4- ; Î  c o s a 24- C  c o s a 3=: />,cos}ii =  A  cosa!  4-  F  co sp ,  4- E cosy ,,

§ cosa,4-iibcosa24- © cosa3 =  /?2cos 2̂ =  A cosa24- F cos(32-l·- E cosy2,

C  c o s a ,  4- © c o s a2-f- © c o s a 3 =  p 3c o s 3̂ =  A  c o s a 34- F  cos(33-+- E  c o s y 3;

I
X  cos Pi-t- §  cosp2-t- C cosp3n= p,cosf*,=i F cosa, -t- B cosp, 4- D cosy,,

§ cosp,-t- cosp2-t- © cosp3 =  y>2 cos [¿¡= F cosa24- Bcosp24- D cosy2,

C  c o s p ,4-  © cos(32-h © c o s p 3=  p 3c o s p 3=  F c o s a34- B co s|334- D c o s y 3;

X c o s y i - t - #  cosy24 -C  cosy3 =  /?,cosv, = E  c o s a ,4- D c o s p ,4 -  C c o s y „

( 1 2 ) -f c o s y ,4- altcosy2 4- ffi cosy3=  p 2cosv2 =  E  co sa24- D c o s p 2-t- C cosy2,

C cosy, 4- © cosy2 4- © cosy3 =  />3cosv3 —  E  co sa34- D cosP 34- G co sy3;

p u i s  o n  c o n c l u r a  d e s  f o r m u l e s  ( i o ) ,  ( n ) ,  ( 1 2 )

X  cos! a, 4 - 1)!> coss a 2 4 - S  cos2 a 3 

4-2©  c o sa 2 c o sa 34- 2 C  c o sa 3 c o s a ,4- 2 $ cosa, COSa¡¡,

X  cos2 P, 4 - lit cos2p24- © cossp3 

4 - 2 © COSPs cosp34- 2 £ cos P3 cos P, 4 - 2 §  cosp, cosp 2,

X  cos2y, 4-  D’o cos2y2 4 - © cos*y3

-4 2 © cosy2 cosy3 4- 2 C  cosy3 cosy, 4 - 2# cosy,  co sy2;

D =  X  c o sP ,  c o sy ,  4 - i)l> c o s P2 c o s y2 4- © c o s p3 c o s y3
4 - © (cosp 2 cosy 3 4 -c o s p 3 cosy2)

4- C  (cosp 3 c o s y , 4- cosp, cosy3)

4 - $  ( c o s p ,  c o s y24- c o s P 2 c o s y ,) ,
%

E =  X  cosy, c o s a , 4 - lit cosy2 c o s a 24- © cosy3 c o sa 3 

4- © (cosy2 c o s a 3-t- cosy3 c o s a 2)

4-  C  (cosy3 cosa, 4- cosy, co sa3) .

4 - Í  (cosy, co sa 24 - cosy2 cosa ,) ,

F =  X  cos a, cos p, 4- Ht cos a2 cos p2 4 - © cos a 3 cos ps 

4 - ff i(cosa2cosp34 - c o s a 3 cosp2)

4 - £ ( cos a 3 cos p, 4- cos a, cos p3 )

4 - #  (cosa, cosp 24 - c o s a 2 cosp,).

O n  pourrait, a u  r e s t e ,  d é d u i r e  le s  é q u a t i o n s  ( i 3)  e t  ( i 4)  d e s  é q u a -  ·
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t i o n s ( 7 )  e t  ( 8 )  à l ’ a id e  d ’ u n  é c h a n g e  o p é r é  e n t r e  le  s y s t è m e  d e s  d e m i-  

a x e s  d e s  x ,  y ,  z  p o s i t i v e s  e t  l e  s y s t è m e  d e s  d e m i - a x e s  O L ,  O M , O N .

C o n c e v o n s ,  à p r é s e n t ,  q u e  le s  p r e s s i o n s  o u  t e n s i o n s  p r i n c i p a l e s  

s o i e n t  p r é c i s é m e n t  c e l l e s  q u i  o n t  é t é  d é s i g n é e s  p a r  pif p2, p3, e t  q u e ,  

d e  ce£ t r o is  p r e s s i o n s  o u  t e n s i o n s ,  l e s  d e u x  d e r n i è r e s  s ’ é v a n o u i s s e n t .  

O n  a u r a

( i 5 )  t a l > = ± / > 1 ,  'Ut, =  o ,  ©  =  o ,  ( D  —  o ,  C  —  o ,  §  =  o .

P a r  s u i t e ,  le s  f o r m u l e s  ( i 3)  e t  ( i 4)  d o n n e r o n t

A =  oit, cos2«i, B =  Xcos2(31, C =  A> cos2y,,
D =  X cos^j cosyi, E =  <A> cosyi cosa,, F =  <A> cosa, cos(3,.

D e  m ê m e ,  s i ,  e n  a t t r i b u a n t  d e s  v a l e u r s  n u l l e s  à  d e u x  d e s  p r e s s i o n s  o u  

t e n s i o n s  p r i n c i p a l e s  q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u  p o i n t  ( x ,  y ,  z ) ,  o n  s u p p o 

s a i t  la  t r o i s i è m e  p r e s s io n  o u  t e n s i o n  p r i n c i p a l e  d i r i g é e  s u i v a n t  la  

d r o i t e  q u i  f o r m e  a v e c  le s  d e m i - a x e s  d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s ,  n o n  

p l u s  l e s  a n g le s  a , ,  (3, ,  y , ,  m a is  l e s  a n g le s  a ,  ¡3, y ,  on  t r o u v e r a i t ,  e n  d é 

s i g n a n t  p a r  <A> c e t t e  p r e s s io n  p r i s e  a v e c  l e  s i g n e  — , o u  c e t t e  te n s io n  

p r i s e  a v e c  le  s i g n e

A =  JC cos2 a ,. . B — cos2 (3, C =  cos2y,
D — JC cos (3 cos y, E =  <Jt> cos y cosa, F =  «A» cosa cos (3.

D ’ a u t r e  p a r t ,  s i  l ’o n  n o m m e  p la  d e n s i t é  n a t u r e l l e  d u  c o r p s  s o l id e  

s u p p o s é  é l a s t i q u e  e t  h o m o g è n e ,  s la  d i l a t a t i o n  l i n é a i r e  m e s u r é e  a u  

p o i n t  ( x , y ,  z )  s u i v a n t  l a  d r o i t e  d o n t  i l  s ’a g i t ,  e t  Î2 la  v i t e s s e  d e  p r o 

p a g a t i o n  d u  so n  d a n s  u n e  v e r g e  r e c t a n g u l a i r e  i n f i n i m e n t  m i n c e ,  q u i  

a u r a i t  p o u r  a x e  c e t t e  m ê m e  d r o i t e ,  o n  t r o u v e r a ,  e n  v e r t u  d e  la  f o r 

m u l e  ( 7 7 )  d e  l ’ a r t i c l e  p r é c é d e n t ,

(18) £22= - ·
P£

E n f i n ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  Ç,· Y), Ç l e s  d é p l a c e m e n t s  i n f i n i m e n t  p e t i t s  d u  

p o i n t  ( x , y ,  z )  m e s u r é s  p a r a l l è l e m e n t  a u x  a x e s  c o o r d o n n é s ,  o n  a u r a
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[ voir  la  f o r m u l e  ( 9 )  de  la  p a g e  1 1 ]

s =  ^ p c os 2a - h  ^ cos2 (3+ ^ - c o s 2y 
dx dy r  dz '

+  ( S  +  § ) cos(3 cosy +  ( ¡ ë  + § )  cosyc o s a + ( §  +  ê ) cosa cos^'

p u i s  o n  c o n c l u r a  d e s  é q u a t i o n s  ( 1 7 )  e t  ( 1 8 ) ,  c o m b i n é e s  a v e c  l e s  fo r -  · 

m u l e s  ( 5)  e t  ( 6 )  d e s  p a g e s  10  e t  1 1 ,

C e la  p o s é ,  l ’é l i m i n a t i o n  d e s  s i x  q u a n t i t é s

/ v dl df] dZ dv dZ dZ dl d£ dr\

d s c ’  d y ’ d z ’ dz dy’ d x ^  d z ’ dy dx

e n t r e  le s  é q u a t i o n s  ( 1 9 ) ,  ( 2 0 )  e t  ( 2 1 )  p r o d u i r a  é v i d e m m e n t  u n e  a u t r e  

k é q u a t i o n  d e  la  f o r m e

= 21 cos4 a -t- ô cos4 (3 h- € cos4y 
-+- 2D cos2(3 cos2y H- 2® cos2y cos2 a -+- 2£ cos2a cos2[3 

-I- 2Ht cos2« cos(3 cosy 4- 2V cos3« cosy -4- aD cos3a cos{3 

-+- aïl' cos3(3 cosy H- 2ÎJ' cosa cos2(3 cosy h- 2 W  cosa cos3(3 

-I- 2ïl"cos(3 cos’y + 21)"cosa cos3y -+- 2ÎU"cosa cos|3 cos2y,

Z , &, «r, D, «, £, V, w, r ,  tu', r ,  »», w d é s i g n a n t  d e  n o u v e l l e s
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c o n s t a n t e s  q u i  s e r o n t  e x p r i m é e s  à l ’ a i d e  d e s  q u i n z e  c o e f f i c i e n t s  a, b ,  

c ,  d ,  e ,  f ,  u ,  v ,  w ,  u \  v ' ,  w \  u " ,  v " ,  w " .  L ’ é q u a t i o n  ( 23)  .fa i t  v o i r  c o m 

m e n t  la  v i t e s s e  d e  p r o p a g a t io n  d u  s o n ,  d a n s  u n e  v e r g e  r e c t a n g u l a i r e  

i n f i n i m e n t  m i n c e ,  e x f r a i t e  d ’ u n  c o r p s 'é l a s t i q u e ,  v a r i e  a v e c  l é s ' a n g l e s  a ,  

P, y  q u i  d é t e r m i n e n t  la  d i r e c t io n  q u e  p r e n a i t  d a n s  c e  m ê m e  c o r p s  l ’ a xe  

d e  la  v e r g e .

C o n c e v o n s  m a i n t e n a n t  q u e ,  à p a r t i r  d u  p o i n t  ( x ,  y ,  z ) ,  o n  p o r t e  s u r  

la  d r o i t e  q u i  f o r m e  a v e c  le s  d e m i - a x e s  d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s  le s  

a n g le s  a ,  (3, y ,  u n e  l o n g u e u r  d o n t  le  c a r r é  r e p r é s e n t e  le  p r o d u i t  £2^p, 

e t  d é s i g n o n s  p a r  x  -f- x ,  y  +  y ,  z  +  z  l e s  c o o r d o n n é e s  d e  l ’ e x t r é m it é  

d e  c e t t e  l o n g u e u r .  O n  a u r a

(»4)
x _  y   z

cosa cos(3 cosy =  ± P i û * .

e t  l ’ o n  t i r e r a  d e  la  f o r m u l e  ( 23)

(25)

3lx4 +  J0y4 +  €z4 +  2$y2z2 +  2 <êz2x2 +  2l x 2y2 

+  2x2(ll[yz +  Dzx +  Dxy)
+  2y2(îll'yz +  U'zx +  IM'xy)
-h 2z2 (l!("yz +  D"zx +  l#)"xy) =T.

C e t t e  d e r n i è r e  é q u a t i o n  a p p a r t i e n t  à u n e  s u r f a c e  d u  q u a t r i è m e  d e g r é  q u i  

a p o u r  c e n t r e  le  p o i n t  ( x , y ,  z )  ; e t ,  c o m m e  le  r a y o n  v e c t e u r  m e n é  d e  ce 

c e n t r e  à u n  p o i n t  d e  la  s u r f a c e  e s t  d ’ a u t a n t  p l u s  g r a n d  q u e  la  v i t e s s e  £2 

e s t  p l u s  p e t i t e ,  o n  p e u t  a f f i r m e r  q u e  l a  v i t e s s e  £2 a c q u i e r t  u n e  v a l e u r  

m i n i m u m  q u a n d  c e  r a y o n  v e c t e u r  d e v i e n t  u n  m a x i m u m ,  e t  u n e  v a l e u r  

m a x i m u m  q u a n d  c e  r a y o n  v e c t e u r  d e v i e n t  u n  m i n i m u m .  D a n s  l ’ u n  e t  

l ’ a u t r e  c a s ,  l e s  c o o r d o n n é e s  x ,  y ,  z  d e  l ’ e x t r é m i t é  d u  r a y o n  v e c t e u r  

v é r i f i e n t  l a  f o r m u l e

3 xs +  iy î +  <Kz2+Wyz +  t>zx -|_H)Xy 4. JL

4 f x 2 ¡0 y 2 4 -  JDz2+  tlt'yz -I - U'zx H- t*)7Xy -+- 

< £ X 2 _1_  f  yü 4 - <£z2 +  w"yz +  î>"zx -+- D " x y  +

z
â y

X 
2 Z

(t®)X2-t- lfl'y2 + tll>"z2) -1-  ± (* x. + tll'y* +ÎI)'/z2) 

(Dix2 + îll'y2 + 11" z2) +  ^(Wx2H-B'y24-ÎU"z2) 

(tDx2 + t>'y2 + 1fl"z2) -t- — (Dix2 + m'y2 +1)1"z2).
v2Z
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48 S U R  L E S  P R E S S I O N S  O U  T E N S I O N S

D o n c  p a r  s u i t e ,  l o r s q u e  la  v i t e s s e  &  d e v i e n d r a  u n  m a x i m u m  o u  u n  

m i n i m u m ,  o n  a u r a

51 c o s 2 a  h -  1  C 0 S 2 (3 +  <Ê c o s 2 y  4 -  til  c o s p  c o s y  4 -  I f  c o s y  c o s  a  4 -  U )  c o s a  c o s  [3

cos (3 aao
+  c o s 2 «  ■ +· ^ " c o s 2y )  4 -----------L  ( î )  c o  S2 a  4 -  D ' c o s 2P  4 -  t l " c o s 2y )

z  c o s a  2  c o s a  *

=  1  c o s 2 a  4 -  13 c o s 2 j3  4 -  s  COS2y  4 -  U '  c o s f î  c o s y  4 -  î l '  c o s y  c o s a  - h  T O '  c o s  a  c o s P

+  2 *0 0 %  ( ^ c o s 2 g t  +  R '  c o s 2 (3 4 - m " c o s 2 y )  4 -  ^ j ^ ( T O  c o s 2 a  4 - Î 33' c o s 2 P  4 - T O " c o s 2 y )

. =  <Ê c o s 2 a  4 -  O  c o  s 2 P  4 -  ffl c o s 2 y  4 -  I f  c o s  P  c o s y  4 -  U "  c o s y  c o s a  4 -  T O "  c o s  a  c o s  P

C O S OC |3

+  ^ c d i ^ ^ c o s 2 a  +  r c o s 2 l3  4 - ï > " c o s 2y )  4 -  ( R  c o s 2 a  4 -  R '  c o s 2 P  4 -  K "  c o s 2 y )  

_  1

p£22

S i  le  c o r p s  s o l i d e  q u e  l ’on  c o n s id è r e  o f fr e  t r o is  a x e s  d ’ é l a s t i c i t é  r e c 

t a n g u l a i r e s  e n t r e  e u x  e t  p a r a l l è l e s  a u x  a x e s  d e s  ce, y ,  z ,  le s  n e u f  c o e f f i 

c ie n t s ·

u, v, w ,  u ' ,  v', w ',  u", v",. w" 

s ’ é v a n o u i r o n t ;  e t  le s  f o r m u l e s  ( 2 0 ) ,  r é d u i t e s  a u x  s u i v a n t e s

( 2 8 )

d o n n e r o n t

d\ df\ dï
4 - T  3 — I- e  - r -  =  p £ 2 2 £ c o s 2 a ,  

ôx oy a z  r

f i  +  b ® + t , S  =  Pa , ' “ s^

àl

ày

ày
1 + d r 4 - C j  =  p i 2 2£ c o s 2y ,  

ox oy oz r  '

àÇ
dx

drt

ày

- P i22£

: pi22£

(bc — d2) cos2a 4 -  (de — cf) cos2P 4 -  (fd —  bc) cos2y 
abc — ad2— be2— cP-t- 2clef 1

( d e  —  c f )  c o s 2 a  4 -  ( c a  —  e 2 )  c o s 2 p  4 -  ( e f  —  a d )  c o s 2 y  

a b c  —  ad2 — be 2 — d --h 2 del' ’

d £ _ _2 (fd —  b e )  c o s 2a  4 - ( e f  —  a d )  c o s 2 P  4 - ( a b  —  f2) c o s 2y  _

à z ~  P £ a b c  —  a d 2 —  b e 2 —  c f 2 4 -  2  d e f  ’

1

( 29 )
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ta n d is  q u e  l ’ on  t i r e r a  d e s  f o r m u l e s  ( 2 1 )

49

( 3o)

! àn- dt, c o s(3 cosy

! d? dX c o s y  cos «
\ 3— H- T" = p i 22£---- -------,
j d x d s  r e

F-df df] cos a cos (3
4 -  ~r~ — pQ?£------------7 ------- - ·' dy dx r f

P a r  s u i t e ,  l ’ é q u a t i o n  ( 2 3 )  d e v i e n d r a

( 3 , ) | =  A  cos4 ex 4- $ cos4 (3 4- € cos4 y
( 4- 2Ü> cos!(3 cos2y H- 2<Êcos2y cos2« H- 54?eos2a cos2(3,

les valeurs de 3, &, €, JD, <£, 4? étant respectivement

( 3 2 )

( 33)

bc —  d 2

a b c  — • a d - —  b e :2 _ c l ' 2 4 -  2  d e l '

c a  — e 2

a b c  — a d 2 —  b e :2_ c i ' 2 4 -  2  d e l '

a b  — ■ f2

a b c  — a d 2 —  b e 2 c l ' 2 4 -  2 d e f ;

e f - a d

a b c  — a d 2 —  b e 2 — cl*2 4 ~  2 d e l '

f d - b e

a b c  — a d 2 - b e 2 — c l ' 2 4 -  2  d e f

d e  — c f

a b c  — a d 2 -- b e 2 — c P - t -  2  d e f

e t  le s  d i v e r s e s  v a l e u r s  d u  p r o d u i t  £2 \fp a u r o n t  p o u r  m e s u r e  le s  d i v e r s  

r a y o n s  v e c t e u r s  m e n é s  d u  p o i n t  ( x , y ,  s )  à  la  s u r f a c e  r e p r é s e n t é e  p a r  

l ’éc ju at io n

(34) x4 4 - iüy'> 4 - (Ez4 +  2 Ü)y2z2 4- 2 <êz2x2 4- 2 4Tx2y 2—  1 .

A l o r s  a u s s i ,  en  d é s i g n a n t  p a r  £2', £2", £2"' e t  p a r  £2,, £2,, £23 le s  v a l e u r s  

de  £2 c o r r e s p o n d a n t e s  à d e s  v e r g e s  d o n t  le s  a x e s  s e r a ie n t  p a r a l l è l e s  a u x

OEiwres de C. — S. Il, t. IX. 7
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a x e s  c o o r d o n n é s ,  o u  d i v i s e r a i e n t  le s  a n g le s  f o r m é s  p a r  c e s  d e r n i e r s  

a x e s  en  p a r t ie s  é g a l e s ,  o n  t r o u v e r a i t  : i °

(35)
£2'* =  P*>

I
sF*

=  P«;

2°

(36)

/ I
'  „/

''U +  ®

W 2 Ms 2

1 I 1 ni 'Œ +  .a

£2| 2  ̂ ' 2

f 1 1 ni
1 S i 2  ̂\\ 2

H -B  ,·

A  l ’a id e  d e s  é q u a t i o n s  ( 35)  e t  ( 36) ,  o n  p e u t  f ix e r  le s  v a l e u r s  d e s  c o e f 

f i c ie n t s  %, &, ®, B, €, £, l o r s q u ’ o n  a d é d u i t  d e  l ’ e x p é r i e n c e  c e l l e s  d es  

v i t e s s e s  £2', £2", £2"', £2,, £22, £2,. A j o u t o n s  q u e ,  s i  l ’on  p o s e

cos« =  cos ¡3 =1 cosy = ±

la  f o r m u l e  ( 3i )  d o n n e r a

( 3 7 ) ¿ = ¿ ( 3l 4-fl-t-®-t-2í>H-3(É-t-aí), 
ii- 9

e t ,  p a r  c o n s é q u e n t ,

(38) J _  _  4  /  1 I I \  i /  t ___ I___ !___ I _ \
£2* — 9 \£2( +  £2* +  Ü¡ )  9 V£2'* £2"* £2*7

. T e l l e  e s t  la  r e la t io n  q u i  e x i s t e  e n t r e  le s  v i t e s s e s  £2', £2", £2'"; £2,, £22, £2;l 

' e t  la  v i t e s s e  £2 r e la t iv e  à u n e  v e r g e  d o n t  l ’ a x e  f o r m e  t r o i s  a n g le s  é g a u x  

a v e c  le s  t r o is  a x e s  d e s  x ,  y  e t  z .

S i  l ’ o n  s u p p o s e  le s  m o l é c u l e s  d u  c o r p s  é l a s t i q u e  p r i m i t i v e m e n t  d is -  

s t r i b u é e s  de  la  m ê m e  m a n i è r e  p a r  r a p p o r t  a u x  t r o is  p la n s  m e n é s  p a r  

l ’ u n e  d ’ e n t r e  e l l e s  e t  p a r a l l è l e s  a u x  p la n s  c o o r d o n n é s ,  on  a u r a

< 39 )

( 4 o )

a =  b =  c,
a -t- f

a*+ af— af2’

d  =  e  =  f ,

O =  (5 =  £ -  i-  
2 f

f
a4-baf·—af1’
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et  l ’ é q u a t i o n  (3 j ) ,  c o m b i n é e  a v e c  la  f o r m u l e c o n n u e

cos2a -4 - cos2(3 -+- cos2y =  i ,
d o n n e r a  ·

| r= 3 (cos4a h- cos4(3 -+- cos4y) +  2if(cos2(3 cos2y -4- cos2y cos2sc -+- cos2a cos2(3) 
( = £  +  (31 — £) (cos4a +  cos4(3 4- Cos4y).

A l o r s  a u s s i ,  en  c o m p a r a n t  la  p r e m i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( 2 )  e t  la  d e r n i è r e  

d e s  f o r m u l e s  ( 3)  d e  la  p a g e  xo à la  p r e m i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( 38)  e t  à la  

d e r n i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( 3g )  d e  la  p a g e  1 9 9  d u  I I Ie V o l u m e  d e s  E x e r 

cices (■ ), on  t r o u v e r a

(4a) a =  pL, ' f= pR ,

e t ,  p a r  s u i t e ,  on  t i r e r a  d e s  é q u a t i o n s  ( 4 0 ) ,

, ,„ x „ 1 L +  R 1 /  i- R \
( 4 - p L > + L R -2R! ’ p \ 2ll L2 -t- LR — 2 R2/

E n f in ,  s i  l ’ é la s t i c i t é  d u  c o r p s  e s t/ la  m ê m e  d a n s  to u s  le s  s e n s ,  la  c o n d i 

t io n  ( 45)  d e  la  p a g e  201 d u  IIIe V o l u m e  ( 2) ,  s a v o ir

(44) L =  3R,

s e r a  r e m p l i e , , e t  le s  f o r m u l e s  ( 43)  d o n n e r o n t

( 45) * = ■ *  =  -!- 4 ? =  e  i -o pit 5 f

C e la  p o s é ,  l ’é q u a t i o n  ( 4 1 )  p o u r r a  ê t r e  r é d u i t e  à 

( 46.) û * = * r  =  ®£,
2 2 p

C) Œ uvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 238 . 
(2) Ibid., p. 241·
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o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  à

1 !

C e tte  d e r n i è r e  f o r m u l e  c o ï n c i d e ,  c o m m e  on d e v a i t  s ’y  a t t e n d r e ,  a v e c  

l ’é q u a t io n  ( 53)  de  la  p a g e  365 d u  II Ie V o l u m e  d e s  Exercices  ( ' ) .

( 1 ) OEuvre.i de Cauchy, S. It, T. VIII, p. 4*3 .
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SUR LÀ RELATION

QUI EX ISTE

ENTRE LES PRESSIO N S OU TENSIONS

SUPPORTÉES f

PAR DEUX PLANS QUELCONQUES EN UN POINT DONNÉ 1)’UN CORPS SOLIDE.

N o u s  a v o n s  p r o u v é ,  d a n s  le  IIe V o l u m e  d e s  Exercices  ( p .  4 8 )  ( ' ) .  

q u e ,  s i  p a r  u n  p o i n t  d o n n é  d ’ u n  c o r p s  s o l i d e  o n  m è n e  d e u x  a x e s  q u i  se 

c o u p e n t  à a n g le s  d r o i t s ,  la  p r o j e c t i o n  s u r  le  p r e m i e r  a x e  de  la  p r e s s io n  

o u  t e n s i o n  s u p p o r t é e  p a r  u n  p la n  p e r p e n d i c u l a i r e  a u  s e c o n d  s e r a  é q u i 

v a le n t e  à la  p r o j e c t i o n  s u r  c e  s e c o n d  a x e  d e  la  p r e s s io n  o u  t e n s i o n  s u p 

p o r t é e  p a r  u n  p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  a u  p r e m i e r .  N o u s  a l lo n s  m a i n t e 

n a n t  f a i r e  v o i r  q u e  la  m ê m e  p r o p o s i t i o n  s ' é t e n d  a u  c a s  o ù  l e s  d e u x  

a x e s  f o r m e n t  e n t r e  e u x  u n  a n g le  q u e l c o n q u e .  E f f e c t i v e m e n t ,  s o ie n t  

O L ,  O M  d o u x  a x e s  o u  p l u t ô t  d e u x  d e m i - a x e s  m e n é s  a r b i t r a i r e m e n t  p a r  

u n  p o i n t  d o n n é  d ’u n  c o r p s  s o l i d e .  R a p p o r t o n s  d ’ a i l l e u r s  t o u s  le s  p o i n t s  

d u  c o r p s  à  t r o i s  a x e s  r e c t a n g u l a i r e s  d e s  x ,  y ,  z ;  e t  n p m m o n s

«1, p,, yi> «2, P2» 72

l e s  a n g le s  f o r m é s  p a r  l e s  d e m i - a x e s  O L ,  O M  a v e c  c e u x  d e s  c o o r d o n n é e s  

p o s i t i v e s .

S o i e n t  e n f in

p t, p.x l e s  p r e s s i o n s  o u  t e n s i o n s  s u p p o r t é e s  a u  p o i n t  O ,  e t  d u  c ô t é  d e s  

d e m i - a x e s  O L ,  O M , p a r  d e s  p l a n s  p e r p e n d i c u l a i r e s  à c e s  d e m i - a x e s  t

(*) OEuvre·; d e  C a u ch y , S. II, T. VII, p. 6 7 .
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1 ,, v,; X2, pu, v2 les angles formés avec les demi-axes des coordon
nées positives par les pressions ou tensionsp,, p3; 

nr, l’angle formé par la direction de la force pt avec le demi-axe OM;
l’angle formé par la direction de la force p., avec le demi-axe OL;

A, F, E; F, B, D; E, D, C les projections algébriques des pressions ou 
tensions supportées au point O, et du côté des coordonnées posi
tives par trois plans perpendiculaires aux axes des x , v, s.

*

On trouvera
/ pi cosX, =  A cos«! +  F cos Pi +  E cosy,,

(0 j /?, cosp., =  F c o s « , B  cosP,-t-D cosy,,
( fi  cosv! =  E cosa,-t- D cosP! -t- C cosy,,

(a) cossT] =  cosX) cosa2-+- cosp, cosp2-+- cosv, cosy2)

et, par suite,

y?,cosar,:= A cos«, cosa2+  B cosP, cosp2-t- C cosy, cosy2 

-t-1) (cosP, cosy2 -+- cosp2 cosy, )
4- E(cosy, cos«2+  cosy2 cos«,)
-I- F (cos a, cos P2 -H cos«j-COSp,).

Cela posé, concevons que l’on vienne à échanger entre eux les demi- 
axes OL, OM. En vertu de cet échange, le premier membre de l’équa
tion (3) se transformera dans le produit p2 cosct2, tandis que le second
membre restera invariable. On aura, en conséquence,

*
( 4 )  P i  cbsvsi =  p i  c o s c j , .

Or les produits />,cosgj,, / j2cosgt2 représenteront,, au signe près, les 
projections de la force p t sur la droite OM, et de la force p2 sur la 
droite OL. On pourra donc énoncer la proposition suivante :

T héorème. — Si, par un point donné d’un corps solide, on mène deux 

axes qui forment entre eux un angle quelconque, la projection sur le pre

mier axe de la pression ou tension supportée par un plan perpendiculaire
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au second sera équivalente à la projection sur ce second axe de la pression 

ou tension supportée par un plan perpendiculaire au premier.

II e s t  b o n  d ’ o b s e r v e r  q u e  d e  c e  t h é o r è m e ,  o u  de  l ’ é q u a t i o n  ( 3)  q u i  

le  r e n f e r m e ,  o n  p e u t  i m m é d i a t e m e n t  d é d u i r e  le s  f o r m u l e s  ( 7 ) ,  (H ) ,  

( r o ) ,  ( u ) ,  ( 1 2 ) ,  ( i 3)  et ( V | )  de  l ’ a r t i c l e  p r é c é d e n t .
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SUR LES VIBRATIONS LONGITUDINALES

d ’u n e

VERGE CYLINDRIQUE OU PRISMATIQUE

A BASE QUELCONQUE.

C o n s i d é r o n s  u n e  v e r g e  é l a s t i q u e  q u i  s e  c o n f o n d e ,  d a n s  l ’ é t a t  n a 

t u r e l ,  a v e c  u n  p r i s m e  o u  u n  c y l i n d r e  d r o i t ,  d o n t  la  b a s e ,  r e n f e r m é e  

d a n s  u n  c o n t o u r  d e  f o r m e  a r b i t r a i r e ,  o f fr e  d e s  d i m e n s i o n s  t r è s  p e t i t e s .  

R a p p o r t o n s  t o u s  le s  p o in t s  d e  l ’ e s p a c e  à t r o i s  a x e s  r e c t a n g u l a i r e s  d e s  

x , y ,  en  p r e n a n t  p o u r  a x e  d e s  x  u n e  d r o i t e  c o m p r i s e  d a n s  l ’é p a i s 

s e u r  d e  la  v e r g e  e t  p a r a l lè le  a u x  a r ê t e s  d u  p r i s m e  o u  a u x  g é n é r a t r i c e s  

d u  c y l i n d r e  d o n t  i l  s ’ a g i t .  S u p p o s o n s  d ’ a i l l e u r s  la  v e r g e  s o u m i s e  à u n e  

p r e s s i o n  e x t é r i e u r e ,  m a is  c o n s t a n t e ,  d é s i g n é e  p a r  P  ; e t  s o ie n t ,  p e n d a n t  

le  m o u v e m e n t  d e  la  v e r g e ,

(0 A , F, E ;  F, B , D ;  E , I), C

le s  p r o j e c t i o n s  a l g é b r i q u e s  d e s  p r e s s i o n s  o u  t e n s i o n s  q u e  le s  p l a n s ,  

m e n é s  p a r  le  p o i n t  ( x ,  y ,  s )  p a r a l l è l e m e n t  a u x  p l a n s  d e s  y ,  s ,  d e s ; ,  

x  e t  d e s  x ,  y ,  s u p p o r t e n t  d u  c ô t é  d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s .  S o i e n t  

e n f in  Q  et R  d e u x  p o i n t s  c o r r e s p o n d a n t s  à la  m ê m e  a b s c i s s e  x , e t  

s i t u é s ,  l ’ u n  s u r  l ’ a x e  d e s  x ,  l ’a u t r e  s u r  la  s u r f a c e  la t é r a le  du la  v e r g e  

é l a s t i q u e .  S i  l ’ on  n o m m e  a ,  [3, y  le s  a n g le s  f o r m é s  p a r  la  n o r m a le  à 

cette surface avec les demi-axes des coordonnées positives, on aura

cosse =  o, cos5¡3 h- cos2y =  i,(a)

e t ,  p a r  s u i t e ,

(3) cosy =  ±  sin (3;
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p u i s ,  e n  f a i s a n t  c o ï n c i d e r  le  p o i n t  {oc, y ,  z) a v e c  le  p o i n t  R ,  o n  t i r e r a ,  

d e s  f o r m u l e s  ( 4)  d e  la  p a g e  3 2 9  d u  I I Ie V o l u m e  ( ' ) ,

( Fcos(3 +  Ecosy =  0,
( 4 ) <( (B +  P) cos(3 +  D cosy = 0, D cos¡3 h- (C 4- P) cosy =  0.

I l  y  a p l u s ,  c o m m e  le s  v a l e u r s  d e  A ,  B ,  G, D ,  E ,  F  n e  v a r i e n t  p a s  s e n s i 

b l e m e n t  l o r s q u ’ o n  d é p la c e  le  p o i n t  (x, y, z) d ’ u n e  q u a n t i t é  t r è s  p e t i t e ,  

le s  f o r m u l e s  ( 4 )  s e r o n t  e n c o r e  à t r è s  p e u  p r è s  e x a c t e s ,  s i  l ’on  s u b s t i t u e  

a u  p o i n t  R le  p o i n t  Q .  A j o u t o n s  q u e  c e t t e  c o n c l u s i o n  r e s t e r a  v r a i e ,  

q u e l l e  q u e  s o i t  la  p o s i t i o n  d u  p o i n t  R  s u r  le  c o n t o u r  d e  la  s e c t io n  fa i te  

d a n s  l a  v e r g e  p a r  u n  p la n  p e r p e n d i c u l a i r e  à l ’a x e  d e s  x  e t  c o r r e s p o n 

d a n t  à l ’ a b s c i s s e  x .  D o n c ,  s i  c e  c o n t o u r  p r é s e n t e  u n e  c o u r b e  c o n t i n u e ,  

e t  d a n s  l a q u e l l e  la  d i r e c t io n  d e  la  n o r m a l e  v a r i e  d ’u n  p o i n t  à u n  a u t r e  

p a r  d e g r é s  i n s e n s i b l e s ,  on  p o u r r a  c o n s i d é r e r  le s  f o r m u l e s  ( 4 )  c o m m e  

d e v a n t  ê t r e  v é r i f i é e s ,  p o u r  u n  p o i n t  Q  c h o i s i  a r b i t r a i r e m e n t  s u r  l ’ a xe  

d e s  x ,  q u e l  q u e  s o i t  l ’ a n g le  [3, o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  q u e l  q u e  

s o i t  le  r a p p o r t  d e  c o s  ¡3 à c o s y .  O n  a u r a  d o n c  a lo r s ;  p o u r  t o u s  le s  p o in t s  

d e  la  v e r g e  s i t u é s  s u r  l ’ a x e  d e s  x,

’ (5) F =  o, E =  o, ■ B -t- P — o, D=±o, C +  P =  o ’ 

e t ,  p a r  c o n s é q u e n t ,

(6) B =  C =  — P, D — E r :F  =  o.

11 e s t  d ’a i l l e u r s  f a c i le  d e  s ’ a s s u r e r ,  a  posteriori, q u e  le s  v a l e u r s  d e  B ,  C, 

D ,  E ,  F ,  f o u r n i e s  p a r  l e s  é q u a t i o n s  ( 6 ) ,  v é r i f i e n t  le s  f o r m u l e s .  ( 4) ,  

q u e l s  q u e  s o i e n t  le s  a n g le s  ¡3 é t  y .

. S i  le  c o n t o u r  d e  la  s e c t io n  fa i te  d a n s  la  v e r g e  p a r  u n  p la n  p e r p e n d i 

culaire à l’axe des x  offrait un polygone rectiligne ou curviligne, alors 
a u x  d i v e r s e s  p o s i t i o n s ,  q u e  p o u r r a i t  p r e n d r e  le  p o i n t  R , c o r r e s p o n 

d r a i e n t  a u  m o i n s  d e u x  v a l e u r s  d i f f é r e n t e s  d u  r a p p o r t  £ £ î ê :  d ’ o ù  i l  e s tr r  cosy

(*) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 383.
OF.uvres de C .— S .  I I ,  t .  I X . 8
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58 SUR LES VIBRATIONS LONGITUDINALES

a is é  d e  c o n c l u r e  q u e  le s  f o r m u l e s  ( 4 )  e n t r a î n e r a i e n t  t o u jo u r s  le s  for· 

m u l e s  ( 6 ) .

S o i e n t  m a in t e n a n t

<p la  fo r c e  a c c é l é r a t r i c e  a p p l i q u é e  au  p o i n t  ( x ,  y ,  z )  ;

<; le  d é p la c e m e n t  d e  c e  p o i n t  d a n s  le  s e n s  d e s  x  p o s i t i v e s ;

X  la  p r o j e c t i o n  a l g é b r i q u e  d e  la  f o r c e  cp s u r  l ’ a x e  d e s  a b s c i s s e s ;  

p la  d e n s i t é  n a t u r e l l e  d e  la  v e r g e  é l a s t i q u e .  '·

O n  a u r a  \yoir l e s  f o r m u l e s  ( 25)  e t  ( 2 8 )  d e  la  p a g e  1 6 6  d u  IIIe V o 

l u m e  ('■ )]

( 7)
dk

d x

dV

ày

dE

ôz
■ p X - p

( H
àt'-‘

D ’a i l l e u r s ,  q u a n d  o n  r é d u i r a  le s  d e u x  c o o r d o n n é e s  y  e t  s  à z é r o ,  le s  

v a l e u r s  d e  B ,  C ,  D ,  E ,  F  s e r o n t  c e l l e s  q u e  d é t e r m i n e n t  le s  f o r m u l e s  ( 6 ) .  

D o n c  a lo r s  l ’ é q u a t i o n  ( 7 )  d o n n e r a

(8)
d x  P P dt2

D e  p l u s ,  c o m m e  le s  f o r m u l e s  (G) c o ï n c i d e n t  a v e c  l e s  f o r m u l e s  (74) d e 

la  p a g e  3 7 ,  q u a n d  o n  s u p p o s e  d a n s  c e s  d e r n i è r e s  $  =  P ,  l e s  é q u a 

t io n s  ( 5) ,  ( 6 )  d e s  p a g e s  10  e t  1 1 ,  r é u n i e s  a u x  f o r m u l e s  (G) d e  la 

p a g e  57, f o u r n i r o n t  u n e  v a l e u r  d e  A s e m b l a b l e  à c e l l e  q u e  n o u s  a v o n s  

p r é c é d e m m e n t  o b t e n u e  ( p .  36) ,  en  s o r te  q u ’ on  a u r a  e n c o r e

(9) A =  p Q * |U lL  ;

S e u l e m e n t  o n  d e v r a  r e m p l a c e r  9? p a r  P  d a n s  la  s e c o n d e  d e s  fo r 

m u l e s  ( i 5)  e t  ( 1 6 )  d e  l a  p a g e  2 8 ,  à l ’ a id e  d e s q u e l l e s  o n  p o u r r a  t o u 

j o u r s  d é t e r m i n e r  le s  d e u x  c o e f f i c i e n t s  Q  e t  IL  C e la  p o s é ,  on  t r o u v e r a ,  

p o u r  t o u s  le s  p o i n t s  d e  la  v e r g e  s i t u é s  s u r  l ’ a x c ' d c s  x ,

( 1 0 ) +  X  =
dt2 '

A j o u t o n s  q u e ,  s i  la  v e r g e  e s t  t e r m i n é e  p a r  d e u x  p la n s  p e r p e n d i c u l a i r e s

(*) O E uvrcs d e  C a u ch y , S. II, T. VIII, p. 202 et 2o3 .
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D’UNE VERGE CYLINDRIQUE OU PRISMATIQUE ETC: 59

à l ’a x e  d e s  x  e t  d o n t  c h a c u n  s u p p o r t e  u n e  p r e s s io n  e x t é r i e u r e  f l  d i f fé 

r e n t e  d e  P ,  o n  a u r a ,  p o u r  le s  d e u x  e x t r é m i t é s  d e  c e t t e  v e r g e ,  s u p p o 

s é e s  l i b r e s ,

( i l )  K - —  P ,

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

( 1 2 ) fí2 p -  -h 11 +  fl =  O.
o x  p

A u  c o n t r a i r e ,  s i  l ’ u n e  d es  e x t r é m i t é s  d e v i e n t  f ix e ,  i l  f a u d r a ,  p o u r  c e t te  

e x t r é m i t é ,  r e m p l a c e r  la  c o n d i t i o n  ( 1 2 )  p a r  la  s u i v a n t e

(i3) 5 =  o.

D a n s  le  c a s  p a r t i c u l i e r  o ù  la  fo r c e  a c c é l é r a t r i c e  ç  e t  le s  p r e s s io n s  e x t é 

r i e u r e s  P ,  f )  s ’ é v a n o u i s s e n t ,  l ’ é q u a t i o n  ( 1 0 )  se  r é d u i t  s i m p l e m e n t  à

04) W da>* ~  dt* ’

e t  la  c o n d i t i o n  ( 1 2 )  à 

* 05)

L ’ é q u a t i o n  ( 1 0 )  o u  ( i 4) ,  r é u n i e  a u x  c o n d i t i o n s  ( 1 2 ) ,  ( i 3)  o u  ( i 5), 

s u f f i t  é v i d e m m e n t  p o u r  d é t e r m i n e r  le  d é p l a c e m e n t  \ d ’u n  p o i n t  q u e l 

c o n q u e  d e  la  v e r g e  é l a s t i q u e  d a n s  le  s e n s  d e  l ’ a b s c i s s e  x ,  e t ,  p a r  c o n 

s é q u e n t ,  le s  v i b r a t i o n s  l o n g i t u d i n a l e s  d e  c e t t e  v e r g e .  O r  c e s  é q u a t i o n s  

e t  c o n d i t i o n s  s o n t  a b s o l u m e n t  i n d é p e n d a n t e s  d e  la  f o r m e  d e  la  s e c t io n  

fa i te  d a n s  la  v e r g e  é l a s t i q u e  par. u n  p la n  p e r p e n d i c u l a i r e  à l ’ a x e  d e s  x ,  

e t  e n t i è r e m e n t  s e m b l a b l e s  a u x  f o r m u l e s  q u i  d é t e r m i n e n t  l e s  v i b r a 

t io n s  l o n g i t u d i n a l e s  d ’ u n e  v e r g e  r e c t a n g u l a i r e ,  c ’ e s t - à - d ir e  a u x  f o r 

m u l e s  ( 2 5) ,  ( 6 7 ) ,  ( 34) ,  ( 36) ,  ( 6 4 )  d e s  p a g e s  2 9 ,  3i ,  35 e t  36. D o n c  

le s  v i b r a t i o n s  lo n g i t u d i n a l e s ·  d ’u n e  v e r g e  p r i s m a t i q u e  o u  c y l i n d r i q u e  à 

b a s e  q u e l c o n q u e  s e r o n t  le s  m ê m e s  q u e  c e l l e s  d ’ u n e  v e r g e  r e c t a n g u 

l a i r e .  A i n s i ,  en  d é s i g n a n t  p a r  a  la  l o n g u e u r  d ’ u n e  v e r g e  p r i s m a t i q u e
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o u  c y l i n d r i q u e ,  e t  p a r  N  le  p l u s  p e t i t  n o m b r e  d e  v i b r a t i o n s  l o n g i t u d i 

n a le s  q u e  c e t te  v e r g e ,  s u p p o s é e  l i b r e ,  p u i s s e  e x é c u t e r  p e n d a n t  l ’ u n i t é  

d e  t e m p s ,  on  a u r a  t o u j o u r s  [voir  la  f o r m u l e  ( 7 8 )  de  la  p a g e  3 9 ]

D e  p l u s ,  q u e l le  q u e  s o i t  la  f o r m e  d e  la  s e c t io n  t r a n s v e r s a l e ,  Q  r e p r é 

s e n t e r a  la  v i t e s s e  d e  p r o p a g a t io n  d u  s o n  d a n s  la  v e r g e  i n d é f i n i m e n t  

p r o l o n g é e ,  e t  p Q 2 le  r a p p o r t  q u i  e x i s t e  e n t r e  la  p r e s s io n  A  s u p p o r t é e

e d a n s  le  c a s  
ox

o ù  le s  p r e s s io n s  e x t é r i e u r e s  s ’ é v a n o u i s s e n t .  D o n c ,  en  p r e n a n t  c e  r a p 

p o r t  p o u r  m e s u r e  d e  l ’é l a s t i c i t é  d e  la  v e r g e ,  o n  p o u r r a  e n c o r e  a f f i r m e r  

q u e  la  v i t e s s e  d e  p r o p a g a t io n  d u  s o n  d a n s  la  v e r g e  e s t  p r o p o r t i o n n e l l e  

à la  r a c i n e  c a r r é e  d e  s o n  é l a s t i c i t é .

L e s  r é s u l t a t s  q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ e x p o s e r  s u b s i s t e n t ,  d e  q u e l q u e  m a 

n iè r e  q u e  l ’ é la s t i c i t é  du  c o r p s ,  d ’o ù  l ’o n  s u p p o s e  la  v e r g e  e x t r a i t e ,  

v a r ie  q u a n d  on p a s s e  d ’ u n e  d i r e c t io n  à u n e  a u t r e .  I l s  c o ï n c i d e n t  d ’ a i l 

l e u r s  a v e c  c e u x  q u e  M . P o is s o n  a o b t e n u s ,  en  c o n s id é r a n t  u n e  v e r g e  

e x t r a i t e  d ’ un  c o r p s  s o l i d e  d o n t  l ’ é la s t i c i t é  r e s te  la  m ê m e  en t o u s  s e n s .  

S e u l e m e n t ,  d a n s  c e  c a s  p a r t i c u l i e r ,  le  c o e f f i c i e n t  Q  d e v i e n t  i n d é p e n 

d a n t  d e  la  d i r e c t io n  q u e  p r é s e n t a i t ,  a v a n t  l ’ e x t r a c t i o n ,  l ’ a x e  d e  l a v c r g e  

é l a s t i q u e .

p a r  la  s e c t io n  t r a n s v e r s a le  e t  la  d i la t a t io n  l o n g i t u d i n a l
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SUR LA TORSION

ET LES

YIBRATIONS TOURNANTES D’UNE YERGE RECTANGULAIRE.

C o n s i d é r o n s ,  c o m m e  c i - d e s s u s  ( p .  23) ,  u n e  v e r g e  r e c t a n g u l a i r e  q u i ,

d a n s  l ’ é t a t  n a t u r e l ,  a i t  p o u r  a x e  l ’ a x e  d e s  x ,  p o u r  d e n s i t é  la  c o n s t a n t e  p,

e t  p o u r  s e c t i o n  t r a n s v e r s a l e  u n  r e c t a n g l e  d o n t  l e s  c ô t é s  2 A, 2.1 s o i e n t

r e s p e c t i v e m e n t  p a r a l l è l e s  a u x  a x e s  d e s  y  e t  z .  S u p p o s o n s  d ’ a i l l e u r s

q u e ,  q e tte  v e r g e  v e n a n t  à se  m o u v o i r ,  o n  d é s i g n e ,  a u  b o u t  d u  t e m p s  1,

p a r  x ,  y ,  z  l e s  c o o r d o n n é e s  d e  l ’ u n  d e  s e s  p o i n t s ,  p a r  X ,  Y ,  Z  le s

p r o j e c t i o n s  a l g é b r i q u e s  d e  la  f o r c e  a c c é l é r a t r i c e  a p p l i q u é e  a u  p o i n t

{æ, y ,  z ) ,  e t  p a r  A ,  F ,  E ;  F ,  B ,  D ;  E ,  D ,  C  le s  p r o j e c t i o n s  a l g é b r i q u e s

d e s  p r e s s io n s  q u e  s u p p o r t e n t  a u  m ê m e  p o i n t ,  d u  c ô t é  d e s  c o o r d o n n é e s
*

p o s i t i v e s ,  t r o is  p l a n s  p e r p e n d i c u l a i r e s  a u x  a x e s  d e s  œ, y ,  z .  S o i e n t  

e n c o r e  x  —  £, y  —  r¡, z  —  Ç le s  c o o r d o n n é e s  i n i t ia l e s  d u  p o i n t  { x ,  y ,  z ) ,  

e t  c o n c e v o n s  q u e  le s  f a c e s  l a t é r a l e s  d e  la  v e r g e ,  p r i m i t i v e m e n t  p a r a l 

l è l e s  a u x  p la n s  d e s  x ,  y  e t  d e s  x ,  z ,  s o i e n t  s o u m i s e s  a u x  p r e s s io n s  

e x t é r i e u r e s  e t  c o n s t a n t e s  P ,  E n f i n ,  d é s i g n o n s  p a r

* - ?o,o> "Oo.o) £0,0

le s  v a l e u r s  d e s  d é p la c e m e n t s  Sj, Y), Ç, r e l a t i v e s  a u  p o i n t  q u i ,  é t a n t  s i tu é  

s u r  l ’ a x e  de  la  v e r g e ,  c o r r e s p o n d  à l ’ a b s c i s s e  x ;  e t  p o s o n s  g é n é r a l e 

m e n t  '

( 1)  ' J  —  Y ) o , o + ,"> z  —  ? o , o + r ’ ·

S i  l ’ on  p r e n d  x ,  y ,  z  p o u r  v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s ,  l e s  f o r m u l e s  ( 8 ) .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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ot ( 9 )  d e  la  p a g e  33i  d u  I I I e V o l u m e  ( ' ) ,  s a v o ir

(a) 

et

(3) E =  o, D =  o, C =  — P,

dA

dx

d F

d x

\ dx

¿ F  i E

à f  dz
■ p X :

à2 4
P W2 ’

dB dl) v  d2n 
+  p Y  =  p d i î -

- U  . dC , »  _  d2K

- ' - à ï  +  T z + p/‘ - p dr-’

s u b s i s t e r o n t ,  le s  t r o is  p r e m i è r e s  p o u r  u n  p o i n t  q u e l c o n q u e  d e  la  v e r g e  

en  m o u v e m e n t ,  le s  t r o is  d e r n i è r e s  p o u r  / —  —  i, r '—  i, t a n d is  q u e  l ’ on 

a u r a ,  p o u r  r —  —  h  e t  p o u r  r  =  h,

(4) F  =  o, B  =  — D =  o.

Q u a n t  a u x  p r e s s io n s  A ,  B ,  C ,  D ,  E ,  F ,  e l l e s  s e r o n t  d é t e r m i n é e s  p a r  le s  

f o r m u l e s  ( 1 1 )  e t  ( 1 2 )  d e  la  p a g e  1 2 ,  s i  la  v e r g e  é l a s t i q u e  e s t  e x t r a i t e  

d ’ u n  c o r p s  s o l i d e  q u i  o f fr e  t r o i s  a x e s  d ’é la s t i c i t é  p a r a l l è l e s  a u x  a x e s  

c o o r d o n n é s ,  e t ,  d a n s  le  c a s  c o n t r a i r e ,  p a r  le s  f o r m u l e s  ( 5) ,  ( 6 )  d e s  

p a g e s  10  e t  1 1 .  D é p l u s ,  o n  p r o u v e r a ,  p a r  d e s  r a i s o n n e m e n t s  s e m b l a b l e s  

à c e u x  d o n t  n o u s  a v o n s  fa i t  u s a g e  à la  p a g e  24 8 d u  IIIe V o l u m e  ( - ) ,  q u e ,  

s i  l ’ o n  v e u t  p r e n d r e  p o u r  v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s  r  e t  r' à  la  p l a c e  d e s  

d e u x  c o o r d o n n é e s / ,  s ,  i l  s u f f i r a  d ’ é c r i r e  p a r t o u t  r  a u  l i e u  d e / ,  e t  r' au  

l i e u  d e  s ,  d a n s  le s  f o r m u l e s  d o n t  i l  s ’ a g i t  e t  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( 2 ) .  On 

a u r a  d o n c  a lo r s ,  p o u r  t o u s  le s  p o i n t s  d e  la  v e r g e  é l a s t i q u e ,

(5)

dA
dx

dF
dx

dE
dx

dF dE
px =

d ' I

dr d/·' 4-
= p W 2 ’

dB dD à 2 ri

dr
·+■ d/·' 4- p Y  =~ p d e 2

dD dC rf d2i
dr

4- d/·' 4- p Z  :
~ p à t 2

( ' )  OEuvres de Cauchy, S. I I ,  T .  V I I I ,  P · 385. 
( 2 )  Ibid., p .  2 9 2 .
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A j o u t o n s  q u e ,  p o u r  t o u t  p o i n t  s i t u é  s u r  l ’ a x e  d e  la  v e r g e ,  o n  a u r a  é v i 

d e m m e n t
y - - n  — y  —  -00,0=0, z —  K =  s —  ç0,o = o ,

et ,  p a r  s u i t e ,
=  o, /·' =  o.

C e la  p o s é ,  si l ’ on  d é v e l o p p e  le s  q u a n t i t é s

l ,  Y), Ç; x , Y, Z; A, B, C; D, E, F,

c o n s id é r é e s  c o m m e  f o n c t i o n s  de  x ,  r, r' e t  t, s u i v a n t  le s  p u i s s a n c e s  

a s c e n d a n t e s  d e r ^  r',  e t  s i  l ’on  j o i n t ,  en  c o n s é q u e n c e ,  à la  f o r m u l e

(6) ? =  Io,0+ £l,07' ■ +· £o,l i  t?!,»7-2 ■ +" 2Ç,,,rr'4- 0̂»2 ) + . . . ,

t o u te s  c e l l e s  q u ’ o n  en  t i r e  q u a n d  o n  y  r e m p l a c e  la  le t t r e  \ p a r  l ’ u n e  d e s  

le t t r e s  Y],· C; X» Y» Z ;  A ,  B ,  C ,  D ,  E ,  F ,  o n  d é d u i r a  s a n s  p e i n e  d e s  é q u a 

t io n s  ( 5) ,  r é u n i e s  a u x  c o n d i t i o n s  ( 3)  e t  ( 4) ,  c e l l e s  q u i  s e r v i r o n t  à d é 

t e r m i n e r ,  p e n d a n t  le  m o u v e m e n t  d e  la  v e r g e  é l a s t i q u e ,  le s  v a l e u r s  d es  

f o n c t io n s

£o,0» no,!), Ço,0>

c ’ e s t - à - d ir e  le s  d é p l a c e m e n t s  d ’ u n  p o i n t  d e  l ’ a x e  m e s u r é s  d a n s  le  se n s  

d e s  c o o r d o n n é e s  x ,  y ,  z .  E n  o p é r a n t  d e  c e t t e  m a n i è r e ,  on  s e  t r o u v e r a  

i m m é d i a t e m e n t  r a m e n é  a u x  f o r m u l e s  ( 25) ,  ( 2 6 )  e t  ( 4 4 )  d e s  p a g e s  29  

e t  32. D e  p l u s ,  l o r s q u ’ o n  c o n n a î t r a  le s  v a l e u r s  d e s  f o n c t i o n s  £„,<>- y]0i0, 

(o,o> o n  p o u r r a  f ix e r  le s  v a l e u r s  c o r r e s p o n d a n t e s  de

1,1.0) 0̂.1) "Ol.Oi Ço.l

à l ’a id e  d e s  f o r m u l e s  ( 2 3 )  e t  ( 4 2 )  d e s  p a g e s  2 9  e t  32, e t  la  v a l e u r  a p 

p r o c h é e  d e  \ à  l ’ a id e  d e  l ’ é q u a t i o n

( 7 ) X —  ?o ,o  +  X i , o f ' +  X o , \ r ' ·

Q u a n t  a u x  v a l e u r s  a p p r o c h é e s  d e s  d é p la c e m e n t s  rj, £, q u e  l ’ on  p e u t  

c o n s id é r e r  c o m m e  d e v a n t  ê t r e  f o u r n i e s  p a r  le s  é q u a t i o n s

Ç =  ?0,0 +  Cl,O7’ ■ +■  £0,17>’>(8) V  —  'Oo,o -+- n i , o  7‘ ·+■ Y lo .i , J t
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e l l e s  d é p e n d r o n t  n o n  s e u le m e n t  d e s  q u a n t i t é s  Y]0)0, Çm , y]m , Ç0|)...........

in a is  e n c o r e  d e s  s u i v a n t e s  :

( 9 )  'Oo.t) Ci,o·

I l  e s t  i m p o r t a n t  d ’ o b s e r v e r  q u e ,  s i ,  l e s  p r e s s io n s  P ,  <% é t a n t  n u l l e s ,  

la  v e r g e  é l a s t i q u e  se  m e u t  d e  m a n i è r e  q u e  c h a q u e  p o i n t  d e  son  a x e  

d e m e u r e  i m m o b i l e ,  l e s  t r o i s  f o n c t i o n s

£o,0 > ~̂0,0> £ 0,0

s ’ é v a n o u i r o n t ,  a in s i  q u e  le s  v a l e u r s  d e  £ ,i0, *)i.o* £0,0 £0,1 d é t e r m i n é e s  

p a r  l e s  f o r m u l e s  ( 23)  e t  ( 4 2 )  d e s  p a g e s  29  e t  32. A l o r s  le s  v i b r a t i o n s  

de  la  v e r g e  s e r o n t  d u  g e n r e  d e  c e l l e s  q u e  l ’ on n o m m e  tournantes;  e t  la 

v a l e u r  a p p r o c h é e  d e  \ s e r a  n u l l e ,  t a n d is  q u e  le s  v a l e u r s  a p p r o c h é e s  d e  

v], Ç, r é d u i t e s  à

(10) n = v hir',  Ç =  Ç,

d é p e n d r o n t  d e s  q u a n t i t é s  ( 9 ) .  II y  a p l u s ,  si l ’ on  d é s i g n e  g é n é r a l e m e n t  

p a r t ,  le  r a y o n  v e c t e u r  m e n é ,  a u  b o u t  d u  t e m p s  t, d u  p o i n t  (a?, y¡0)0, '(0)0)  

a u  p o i n t  (ce, y ,  z ) ,  e t  p a r  m l ’ a n g le  q u e  f o r m e  c e  r a y o n  v e c t e u r  a v e c  le  

d e m i - a x e  d e s  /  p o s i t i v e s ,  o n  a u r a

(11) /  — Yi0i0= r / - = ; t c o s n j ,  S — C0l0 = / · '= » ·  sinro;

t a n d i s  q u e ,  en  n o m m a n t  t  —  S la  p e r p e n d i c u l a i r e  p r i m i t i v e m e n t  a b a i s 

s é e  d u  p o i n t  (æ  —  y  —  Y], z  —  Ç) s u r  l ’ a x e  d e  la  v e r g e ,  e t  u  —  ^  l ’ un  

d e s  a n g l e s  f o r m é s  p a r  c e t t e  p e r p e n d i c u l a i r e  a v e c  l ’ a x e  d e s  / ,  on  t r o u 

v e r a

(1 2 ) /  — n — (t — § )  cos(cr — A), s  — Ç =  («- — à)  sin(ro — ip).

D ’ a i l l e u r s  on  t i r e r a ,  d e s  f o r m u l e s  ( 8 ) ,  ( n )  e t  ( 1 2 )  c o m b i n é e s  e n t r e  

e l l e s ,

!
( 1 ----- ) cos(cr  —  =  (1 —  y)i,o) cosnr —  n 0), sinnr,

v y

i l  —  -  J  s i n ( w  —  4 0  —  —  C i . o  c o s e m - ( i  —  ç 0, t )  s i n c c r ;
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p u i s ,  o n  en  c o n c l u r a ,  en  c o n s id é r a n t  le s  q u a n t i t é s  - ,  ^  c o m m e  in f in i 

m e n t  p e t i t e s  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  e t  n é g l i g e a n t  l e s  t e r m e s  d u  s e c o n d  

o r d r e ,

1 — cosct — (J, sincr =  ïîi.o coscr-H ï)o,i smoj,

( l4 )  U
I -  sincr -f- 4* coscr =  Çi,0 cosro +  Ç0,i sinro, 

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

(.5)

_ TQ 1,0 —1~ Co, 1 101,0 to,i
2 2

C i .o —  n o . i  , £ i .o  ~t~ iQo,i

COS 2  CT ■

COS 2  GJ ■

iQo.i +  C i,o  .
- S i n 2î5,

C o,i n i , o  .
Sin2 5 J,

Donc, lorsque la fonction £0,0 et, par suite, les quantités y),)0, £0)t s’éva
nouiront, on aura simplement

(16) -  — Y]°’t 1̂,° sin2ro,
t  2

+  ^ 0 + Y i°-1 CQS 2ro. 
T 2 * 2

Enfin, si S s’évanouit, les équations (1 6 ) donneront

(17) n 0, i -+-Ç,.o =  o 

et

(18) — ------------- ---$1,0--- — YÎQ,!·*

D ’ a u t r e  p a r t ,  i l  e s t  f a c i l e  do r e c o n n a î t r e  q u e ,  d a n s  le s  d i v e r s e s  fo r-  

m u l e s  q u i  p r é c è d e n t ,   ̂ e t  ^  r e p r é s e n t e n t  à t r è s  p e u  p r è s  la  d i la ta t io n  

l i n é a i r e  m e s u r é e  s u i v a n t  le  r a y o n  t ,  e t  l ’ a n g le  d e  t o r s i o n  d e  la  v e r g e  

é l a s t i q u e  a u t o u r  d u  p o i n t  s i t u é  s u r  l ’ a x e  d e s  x  à  la  d i s t a n c e  x  d e  l ’ o r i 

g i n e .  D o n c ,  p o u r  é v a l u e r  c e t  a n g l e ,  a in s i  q u e  p o u r  d é c o u v r i r  l e s  lo i s  

d e s  v i b r a t i o n s  t o u r n a n t e s ,  il e s t  n é c e s s a i r e  d e  f i x e r  le s  v a l e u r s  d e s  

q u a n t i t é s  y]0 i( , Çi>0 q u e  r e n f e r m e n t  l e s  f o r m u l e s  ( r o )  e t  ( 1 8 ) .  T e l  e s t  

l ’ o b j e t  d o n t  n o u s  a l lo n s  n o u s  o c c u p e r .

C o n s i d é r o n s  d ’ a b o r d  le  c a s  o ù  l ’ on  s u p p o s e  la  v e r g e  é l a s t i q u e  e x t r a i t e

OEuvres de C. — S. II, t. IX. 9
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d ’ u n  c o r p s  s o l id e  q u i  o ffre  t r o is  a x e s  d ’é la s t i c i t é  r e c t a n g u l a i r e s  e t  p a r a l 

lè le s  a u x  a x e s  d e s  x ,  y ,  s .  D a n s  c e  c a s  p a r t i c u l i e r ,  on t i r e r a  d e s  f o r 

m u l e s  ( n )  e t  ( 1 2 )  d e  la  p a g e  1 2 ,  e n  y  r e m p l a ç a n t  y ,  s  p a r  r, r ',  e t  en  

d é v e l o p p a n t  le s  q u a n t i t é s  £, y], Ç, A ,  B ,  C ,  D ,  E ,  F  s u i v a n t  le s  p u i s 

s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  r, r ’ , à  l ’ a id e  d ’ é q u a t i o n s  s e m b l a b l e s  à l ’ é q u a 

t io n  ( 6 ) ,

»-0,0 · a +  e£o,id x

Do,o—  d(Yj0,i+  Ci,0)1

Bo,o—  f  ■ +■  brji,o4- dÇ,dx

P _ (  dCo.Q ,
Fo,o —  e ( “düT +

■sO, 1 > Co,0 -

F o >

<Ko.
° -+- ClY)i,o -H cÇ0)i» 

d x  + H ;

dx

drio.o

Ao,t — a -J^· H- fvji.t -+- eÇo.s, B 0ll=  f -+- bni,i  H- dÇ0i2,

Do,i— d(io0)j-f- Çi,i), E0il— e ^

1 » y
Ai,o —  a - ^ -  +  fn s ,o +  e Ci,i>

M
B li0= f - J M  bna.o tlÇi,,,

C0ll —  e - -t- dYiitl -t- cÇ0,2>

Cr,o— e -+- dïis.o-i- c i i . i ,

Dli0 — cl(mi,t —l·- Çî .o),

D o n c  a lo r s ,  p a r m i  le s  f o n c t io n s

( 2 2 )

( 2 3 )

le s  ti

( 2 4 )  

( 3 5 )

Ao.o'j Bo.O, Co.o» Do,o, E „,„ Fo,o ;

Ai.o, Bl,0> Cl,., Dl,o; E,,„, F , , . ;

Ao,l> B , , „ Co.i » Do,i> Eo.l, F.,. ,

Do.o

/

=  d(ï) 0,1 ^

E v F o , l :
dïio.t
d x ■ +* 4 ^

s e r o n t  c e l le s  q u i  d é p e n d r o n t  d e s  q u a n t i t é s  ·
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D ’a i l l e u r s ,  s i  l ’ on  d é v e l o p p e ,  s u i v a n t  le s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  r, 

r ',  le s  d e u x  m e m b r e s  d e  c h a c u n e  d e s  f o r m u l e s  ( 3)  et  ( 4) ,  en  o b s e r v a n t  

q u e  le s  f o r m u l e s  ( 4)  s u b s i s t e n t  p o u r  r = ±  h,  e t  le s  f o r m u l e s  ( 3)  p o u r  

r ' =  ±  i, o n  t r o u v e r a  : i °  q u e l  q u e  s o i t  r ',

I ../2 /,2 / r'2 \
Fo.0 4- 0,1 ^ 4 -  F0lî — 4 - . . .  4- — ^F2)0 4- F2,i F2j2 —  + .  .. J 4 - . . .  =  o,

Vî A 2 / \
Bo,o 4- Bo,i /’,4- B0>2 — - t - . H----- ( B2)o H- B2>1 r ' B2i2 — 4-. . . )4 * .· . =  —

r's /¡2 [  r,% \
Do,o 4-Do,i7‘,4-D 0l2 —— h . · .  4- — ( D2>0H- D2)1 r '4 - D2>2 —— h ■ · . ) 4-. · . — O,

e t

I
' h?

Fj.o 4- Fj,i r ' 4 -............ . · · ■ ■ 4- g- ( F jl0 4- F3>i W-f-........................ ) -i-. . .  =  o,

' lî1
Bi.o 4- Bi,i /’'4 - .......................4- g- ( B3i0 4- B3i1 r ' + ........................) + . . .  =  O,

/j2 · -
Ui,o4-Di,ir '4~...... ............ · .4- -g ( D3l04- D3>1 /'f4 - ...................... ) 4 - . . . =  o;

2° q u e l  q u e  s o it  r,

(28)

Ëo.o 4- Ej.o r 4- E2)0 4 - ...  4- l-  ^E0>2 4- Ei>2 /· 4- E2)2 — 4-.. .  ̂ 4------- ° ’

Do,o 4 - Pi.o*· 4- D2>0^- 4-· · .4- l-  ^D0)2 4 -D ,l2r  4 -D 2i2 — 4 - . . . ^ 4 - . . .  =  o, 

Co,o 4 - Ci.o r 4 - C2)0 4-. - .4- ^ ( C 0,2 4- C1>2 r  4- C2,2 7  4-. · ■ )  4-. — P,

et

i Fo,. 4- E),i r  4- 

(29) ( Do.i 4~ 4-

4-* g- ( E0,3 4- E,l3 r  4 - ........................4- · · · =  o,

4- g- ( Do,3 4- Di,*/· 4 - ..........................4- . . . =  O,

4- g· ( Go,3 4" CM r 4- ....................... 4-.C... 4- C„i r  4- . . =  O.
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D o n c ,  p a r  s u i t e ,  e n  r e g a r d a n t  le s  é p a i s s e u r s  i h ,  2 i  c o m m e  d e s  q u a n 

t i t é s  t r è s  p e t i t e s  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  e t  n é g l i g e a n t ,  d a n s  le s  f o r 

m u l e s  ( 2 6 ) ,  ( 2 7 ) ,  ( 2 8 ) ,  ( 2 9 ) ,  le s  t e r m e s  d u  q u a t r i è m e  o r d r e ,  on  a u r a ,  

n o n  s e u le m e n t

( 3 o )
h* h2 A*1*0,0+  1* 2,0—  O, Bo,o“t-----B 2,0—  ®»‘ D 0,oH----- B 2)o —  o

E0,O +  ~  E0,2— O, Dq.oH----Do,2— O, U0,o + — Co,!   P,

( 3 i )
h2 h2 h2

E0,l +  — F2,l-- O, B0li +  — B2)i--O, D0>1 +  — D2li— O,

1-
E °’1 "ñ" E °'s— °» D0, , +  -^-Do.s— °> C 0,i +  - F  C0|3 —  o,

h2 h2

( 3 2 )  ,
Ei,o+— EIi2— o, D1)0-i-— Di,2 — o,

/*»,
E i, ° + " « ^ , 0 — o> B )>0+ - ^ - B 3)o— 0, D I>0+ - g D 3l0— o,

Ci,o +  ~  Cll2 — o,

m a is  e n c o r e

( 3 3 )  

et

( 34)

' l1,
Do,2H— — D2j2 =: O, Ds,0 H----D2i! — o,

h2 · i*
B|,i  +  -w ° ,  C1(1+  -^CU3= o ;

p u i s  ô n  t i r e r a  d e s  é q u a t i o n s  ( 3o )  e t  ( 33)

( 3 5 )
/,2 „ „

D0,o =  — - D 2io =  — - D 0)2=  ^ D2)2.
h1 i2.

O n  a u r a  d o n c ,  a u x  q u a n t i t é s  p r è s  d u  q u a t r i è m e  o r d r e ,

( 3 6 )  D „ , „  —  o ,

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  *

(37) n 0,i +  Ç i , o = ° ;  

p u i s ,  en  p o s a n t  c o m m e  c i- 'd e ssu s

( 3 8 )  ’j ' ^ — Ç i . o  —  V ) o , i ,
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o n  on c o n c l u r a

I l  r e s t e  à f o r m e r  d e u x  é q u a t i o n s  q u i  s o i e n t  p r o p r e s  à d é t e r m i n e r  les  

v a l e u r s  d e s  d e u x  i n c o n n u e s  ^  e t  o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  

le s  v a l e u r s  d e s  d e u x  f o n c t i o n s  E ))0, F 0j). O r  o n  a d é jà ,  en  v e r t u  d es  

f o r m u l e s  ( 3i )  e t  ( 32) ,

h} i1
( 4o )  F o ,l  = - - - ~ F 2lI,  U i,o  =  —  ~ E 1>2.

D e  p l u s ,  si l ’ on  d é v e l o p p e ,  s u i v a n t  le s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  r, r ' , 

l e s  p r e m i e r s  e t  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 5) ,  on  e n  t i r e r a

(40

( 4a )

( 43)

le s  v a l e u r s  d e

( 44)

rfA ,
d x

+ f 2j1: +  E 1>s +  p X i , i —
d ' t u x .

9 d e  ’

¿ F 0>1
d x

+  B , , 1 +  U 0)2 +  p Y o , i  =
d 2r)0l1 

9 d e  ’

c?F2)1
d x

+  b 3)1 + 1 * 2 , ? +  p Y » , i  =
n d 2vi2, i .
p d e  »

o fE 1)0
d x

+  D 2i, 0 +  C l , l +  p Z i .o  = d 2? M
p d e  ’

¿ E i , .
d x

+  d 2j2 +  C , . , +  p Z  i , j  = d * c . , 2 .
p ¿ ¿ 2 ’

1,1 » l(l e n t r e  c e s d e r n i è r e s ,  a p r è s  y

if C ï ,3» D 0,2, D 2,0, D 2l2, F 2, i , e i>2

d é d u i t e s  d e s  f o r m u l e s  ( 34) ,  ( 35)  e t  ( 4° ) *  on  t r o u v e r a

( 45)

46) 2 C?Fq,i
3 d x

d x

4 D q,o
3

F q, i
/t2

W d2n 2 A  
6 de- ) ’

2 c ( E ,)0 4 D 0,o , n
3 ~1d x ~  3 /i2 °

Z1,0
*'2 d2 Ç,,2\
6 d e  y( 47)
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Enfin, si l ’on néglige les termes du quatrième ordre par rapport aux 

épaisseurs 2h et : i° dans l’équation (4 5 ) multipliée par A V ; 

2 0 dans celle que produit l’élimination de D 0,0 entre les formules (46) 

et (47)» on obtiendra les deux suivantes :

(48) A2E 1)0 +  î'! F o,i —  °>

(49) 3 ------- S i ---------- + P(A -----------

Les équations (4 8 ) et (49), étant réunies aux formules ( 3 8 ) et ( 3g), 

fourniront évidemment le moyen de déterminer, avec la fonction de x  

désignée par £)i(, l’angle <p, et, par conséquent, les inconnues Y]M, Ç,i0. 

En effet, on tirera des formules (3 8 ), ( 3g) et (48)

A * Ç i , o —  (/i2 -t-

K ■ F0i,

/i2

(50)

( 5 1 )

( 5 a )  i

Donc l’équation (49) pourra être réduite à 

(53) I  7̂ 1 ?- S  +  p(*2z*.o- ^ o,,) =  p(A* +  i*) Ç l  ’

Ei,o Fo,. 2 à+
e f àx
t*
e

/l2
+  T

~  i* h2 ’ 
i  + T

E|,o FoA\ 4 AV
t'2 h \ / i2 A2 da;-_L_

3 1* h- dx*
ë  +  T

ou, ce qui revient au même, à 

(54)
3 ll  _i_ ^  dx* +  P \ i* /iS 

e ^  f

\ / 1  i \ c ? 2|

J = p \ ^  +  Â y ^ · ·

•Ajoutons que, après avoir fixé la valeur do  ̂ à l ’aide de l’équatioh ( 5 4 ), 

on conclura des formules (3g) et (48)

11  —  —e f dty

12 A2 da;
(55)
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C o n c e v o n s  à p r é s e n t  q u e  la  v e r g e  é l a s t i q u e  s o i t  e x t r a i t e  d ’u n  c o r p s  

s o l i d e  q u i  c e s s e  d ’ o f f r i r  t r o is  a x e s  d ’ é la s t i c i t é  r e c t a n g u l a i r e s  e t  p a r a l 

lè le s  a u x  a x e s  d e s  oc, y ,  z .  E n  r a i s o n n a n t  c o m m e  c i - d e s s u s ,  on  é t a b l ir a  

e n c o r e  le s  é q u a t i o n s  ( 36) ,  ( 48) ,  ( 49) ·  S e u l e m e n t  le s  v a l e u r s  d e  D 0>0. 

E )|0, F 0), n e  s e r o n t  p l u s  f o u r n i e s  p a r  le s  é q u a t i o n s  ( 2 4 )  e t  ( 25) ,  a u x 

q u e l le s  o n  d e v r a  s u b s t i t u e r  d e  n o u v e l l e s  f o r m u l e s  q u e  n o u s  a l lo n s  

i n d i q u e r .

S i ,  d a n s  le s  é q u a t i o n s  ( 3o )  e t  d a n s  c e l l e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 3i ) ,  ( 32) 

q u i  n e  r e n f e r m e n t  p a s  le s  f o n c t i o n s  E l)0, F 0i(, o n  n é g l i g e  le s  t e r m e s  

p r o p o r t i o n n e l s  a u  c a r r é  d e  h  o u  d e  i, on  o b t ie n d r a  n o n  s e u le m e n t  la 

f o r m u l e  ( 36) ,  m a is  e n c o r e  le s  s u i v a n t e s  :

( 5 6 ) B, C o . o - - —  P , E o . O  =  ° , ■ E 0 ) 0 =  0 ;

(57) ® 0 , 1  = 6 0 , 1 =  ° ) D o , i —  ° * E 0 , i  =  0 ;

(58) BM —  ° » 6 1 , 0  —  0 , D i , o =  ° > F 1 > 0  —  0 .

D e  p l u s ,  s i , . a p r è s  a v o ir  r e m p l a c é ,  d a n s  le s  f o r m u l e s  ( 5) ,  ( 6)  d e s  

p a g e s  10  e t  n ,  le s  v a r i a b l e s  y ,  z  p a r  r, r ',  on  y  d é v e lo p p e  le s  q u a n 

t i té s  Y], Ç, A ,  B ,  C ,  D ,  E ,  F  s u i v a n t  le s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  r  

et  r ',  o n  e n  c o n c l u r a

- à b ,
Ao,o— 9 · ^  t  fïh.o H- eÇo.i ■ +■  u (y)o,i +  Çi,o) +  v  ( +  ¿0,1 ) +  w  ( ■ +

dx

dri

dx

B » ,»— f ■+■ b»ii.o ■+■ dç.,i -4- u , (»io)i +  £1 ,0 ) +  v’ ( ■ + ■  £o,i w
, (  d»lo,o 

dx

Co,o —  e +  drii.o +  CÇ0,1 +  u"(»lo!i-4- ?i,o) +  +  ?o,i

_I_ . J -  1,"D0,o— u +  u'rii.o -4- u'Ç0pi +■  d(rjo.i ·+· £1,0) +  w,,( +  ?o,i ) +  v' ( — ■̂ ’” •-4-”(  d ô.o

E0,0— V +  v'ïli.o -t- v"Ç0)i -4- w"(»)o,i-4- Ci,o) +· e ( £0,1 ) -4- U ( — °’? -+-

dx

d̂ o.o
d x

d x  * 

do 0
dx
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A0,i =  a +  fril ,i + e ^°>2 +  u ( Ylo ,J+  £i,i) H- V +  w  ?»*>)>

B 0, i =  f  ~ d a ^  +  ^ Y)l’1 +  6£o,2 +  u , ( ïlo»2 +  £i>i) "+■ v ' “U £0,2^ +  W ' ( ~ J ^ T  +

C#-, =  e % î  +  d i n i ·1 + C ^0’2 +  U ', ( Yl o , S +  £ l , l )  +  V" +  £o,2^ +  4"  Zl.l'j’

®°,1— u +  u ' r i i , i  -t1 u"?o,2 +  d(ï]0l,4- £i,i) 4" +  £°>2) y l  ( ^ T  +

e « , , = v ~ h r + v ' Yl1’1 +  v" ç°·2 +  w "(Y1o-! + î i · * ) +  e ( ^ x  +  ^o,!!) + u

( ^ 4F , ,  — ^ “3 ^  4~ w 'Y )l,l+  w"Ço,2 +  V'(Ylo,*+ Ç),l) -t- u I - ¿ -  +  Ço,2 ) +  Ftf . ,1

A l *°—  3 “f e 2 fY3ï*° + e 1̂’1 +  U (Y1l . l ' f'^2,o) + V (~J^T +  ?1,1^ +  W +  £*.«)»

» . , . =  F +  F)ïim  +  dÇi.i 4 - u' (v)!,! -h- Çs,o) 4 - v' 4 -  Çi.i^ +  w , ( “^ 7  +  « 4

Ci,„ =  e —dïu
dx

4 - dv)2,o 4 - cÇi,i 4- u"(t)1[14- £2,0) 4- Vy 4- £i»i^ ~t~w"^" ^ .°  +  £2,0^1

Di,o— u +  u'Tflt,o4- u"Çi,j 4- d (*),,!4- Çj,o) +  +  v' ( j f a T  +  £2,0̂ »

"(*11,14-  £2,0) 4- e ( ^  +  ? i , i ) + U  ( % î  +  ?2,o),E 1(0 =  v - J L Î 4 - V,Y)2,0 4-v"Ç1)1 4-W

F,,0 =  w'YJa.oH- w"?1,* -4- v'(yi1,* H- ç2,°) -H u ■+' + f  ( ^ r  +  £m ) ·

C e la  p o s é ,  a d m e t t o n s  q u e  l ’ o n  s u b s t i t u e  l e s  v a l e u r s  d e s  f o n c t i o n s

( 6 2 ) , Bo,<» C„,o,. D0fc„, E 0,o, F m ,

t i r é e s  d e s  f o r m u l e s  ( 5g )  d a n s  le s  c i n q  é q u a t i o n s  ( 36)  e t  ( 56) .  O n  

p o u r r a  d e  c e s  c i n q  é q u a t i o n s  d é d u i r e  l e s  v a l e u r s  d e s  c i n q  q u a n t i t é s

y· ,* d £ o ,o  v ^ ^ lo ,0 y
*1|,0> S0,1> *lo,i4- Si,o> · 4- S0,1) --- 4 1̂,0,(63)

e x p r i m é e s  e n  f o n c t i o n  d e

(64)
d£o,o 
d x  ’

P  et 9 .
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En opérant de cette manière, on retrouvera nécessairement les for

mules (23) et (42) des pages 29 et 32 , savoir,

>· , dCo.o _1. d̂ o.o , xji _1 d£n,o , tï//

(66) ï 1 0̂,0 _ ~ àÎo,o . tt r _«.dHo.o tt .
■ °'i + ~daT ~  A x r  +  U‘> ç« . i - l - x r + ,1!Îd x d x

ir , IF, II,, n 2 étant des fonctions linéaires de P et de <£ déterminées 

par des équations semblables aux formules (21) de la page 29; et, 

pour fixer ensuite la valeur de

■ flo.l +  Çl.o,

il suffira de combiner les équations ( 65), (66) avec l’équation ( 36) 

présentée sous la forme

(67)
U "+ " U ,r ) ‘ >0 +  “ ' f . , .  +  d  (Wo,i +  £ 1,0 )

W ( d?o,o , r \  ( df)0,0 , r · \
V-3F  +  ’

en sorte qu’on aura

(68)
■flo.l-t- £1,0---■

u +  u 'l  +  u ' î  +  v'k +  v/"& dÇ0to 
d  d x

u'IF-t- u 'ir ,-!-  v'II'-t- w'IÏ!

L’équation (68) est celle qui, dans l’hypothèse admise, devra rem

placer le système des formules (24) et ( 3 6 ). D’autre part, si, après 

avoir substitué les valeurs de

( 69) B0tl, Co,i, Dm, E0>i

tirées des équations (60), dans les formules (57), on déduit de ces 

formules les valeurs de

(7°) î»0,2> l̂o.S+Çl.l, + £o,2>

pour les substituer à leur tour dans la dernière des équations (60), on
OEuures de C, — S. II, t. IX. 10
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obtiendra un résultat de la forme

( 7 0 F — ~ d£o,i 
lo'1- g d x

g, h désignant des coefficients qui dépendront des constantes a, b, c, 
d, e, f, u, v, w, u\ v', w', u", v", w". Pareillement les formules ( 5 8 ) 

et (61) donneront

(72)

j, i désignant de nouveaux coefficients analogues à ceux que renferme 

l’équation (71). Si maintenant on combine les formules (71), (72) 

avec les formules (48) et (49)* on trouvera successivement

E i , p  r M  j  d ç i , o  g  d £ o , i  d ( ^ i , o — · •Oq, i )

,  E 1>0 —  F 0. i _  i  h  i  d x  h  d x  d x
(73). -7*- — h T  — ¿i Â*

1 h  1 h

( 7 5 )

A 2E , , o  — f . F  -  2 k H * [ j  < & , . S  ^ 0,1 

h  d x  ^
d ( C i , o —  T l o . i ) !

l _ i  d x d x  J ’
■ i  H_ l i

4  h*i* P 2 ( Ç . , o - - O o , i ) . j g j + p ( / t ! Z 1>0 t 2 Y 0>1)
3  i* h*

— - h  T
|_ d x * i  d x * h  d x *

— p di2 ’

puis on en conclura, en ayant égard à la première des équations ( 65 ) 

et à la première des équations (66)

A’ «·* p*(gi,, — *!»..)
i* A* I d x *

( 7 6 )  1 h

d*(h*Ki,o— i2 v)0>1 )
=  P--------Âü---------

d3£o,o j d3Yi0,o
d a ;3 i  d . r 3

, g  d 3 C o ,0 

h  d « 3
Î * Y . , l )

Les formules (68) et (76) serviront à déterminer les deux inconnues 

r j o . , ,  Ç|,«> quand on aura fixé, à l’aide des méthodes exposées dans l’un
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des derniers articles, les valeurs de Y)0><n» C0.o* c’est-à-dire les dé

placements d’un point situé sur l’axe de la verge élastique. Ajoutons 

que l’on tirera des formules (48), (71) et (72)

( 7 7 ) I éhd
i dx

P ( duo.i g dS,.iYl
i V dos h dos J J ’

ou, ce qui revient au même,

£  / _  j i2/ d-n 0.1 _  g d2Z0,0\ / j A \  g £  \ d*g«,o
/ q\ j- h \ i / i \ (Le h <Lr2 / \ i h h i  / da;2
( 7 8 )  -̂ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - â t — ¿ i - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - >

et que l’équation (78), étant jointe aux formules (68), (76), fournira 

le moyen de déterminer l’inconnue 1;M.

Les formules (68), (76), (78) se simplifient lorsqu’on suppose 

chaque point de l’axe des a; immobile pendant la durée du mouve

ment, et les pressions P, 9  réduites à zéro. Alors, en effet, les quan

tités
£0,0, no,o> £o,o» H , H f IL» II2

étant nulles aussi bien que les pressions P, $, l ’équation (68) se ré

duira simplement à la formule (37); et, en posant de nouveau

+  —  C l ,0 =  —  ï ) o , i ,

on tirera : i° de la formule (76)

(79)
8 h2i2 d2ÿ 
3 i2 h2 âx2

------ h  t ™1 h

• p ( / i 2 Z 1>0 —  i'2 Y 0 . 1 )  = p ( / i 2 4 -  i 2 )
d2<j>
~dt*’

ou, ce qui revient au même,

8
3 i2 A2 àx2 +  8

li

1 \ d2̂ . 
Tî2) l ¥ ’

( 8 0 )
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2° de la formule (78)

(81)

1* _  A*
_ i h

^ ’1— ?  Â* d x '
-— H ~T~

Dans la même hypothèse, on aura encore

(82) £0,1= °> >0= °> 1̂,0— °, Co,i ^  ci-

Par suite, les formules (71), (72) donneront

et les formules (8) se réduiront aux formules (10).

Il est maintenant facile d’apprécier le motif qui nous a déterminés à 

conserver les termes proportionnels au carré de h ou de i, dans les for

mules (4o), c’est-à-dire dans celles des formules ( 3 i), ( 32) qui ren

ferment les fonctions E1>0, F0>t. Effectivement, si l ’on négligeait sans 

exception fous les termes dépendants de h et de ï dans les for

mules ( 3 i), ( 32), on en déduirait, non-seulement les équations (57),

( 58), mais encore les deux suivantes

F 0,1 —— °, EIi0=:o·;

et l’on conclurait de ces dernières, combinées avec les formules ( 83),

>·Çl>1 =  °, Tx =  o.

Or l’équation

d x ~ °

exprime que l’angle  ̂ est indépendant de l’abscisse x , et cette circon

stance ne peut s’accorder avec le mouvement d’une verge tordue, mais 

seulement avec le mouvement d’une verge qui tourne sur elle-même. 

Donc, pour découvrir, dans tous les cas, les phénomènes qui résultent 

de la torsion d’une verge*élastique, il est nécessaire de conserveries 

termes proportionnels au carré de h ou de i dans les formules (4o); cc
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qui revient à supposer que les fonctions

Fî,!* EIi2

acquièrent des valeurs numériques très considérables relativement à 

celles des quantités

?
dx

que renferment les fonctions FM, E)(0. '

Lorsque les forces accélératrices Y, Z deviennent constantes, les 

quantités Y 0>), Z,i0 s’évanouissent; et alors, en faisant, pour abréger,

on tire de la formule (80)

(85)
dx2 dt2

Dans le cas particulier où la verge est extraite d’un corps solide qui 

offre trois axes d’élasticité rectangulaires et parallèles aux axes des œ, 

y , s, les formules (71), (72) se réduisent aux formules ( 25), et l’on a,

i  =  e ,  h  =  f ,

_ L _ 3 /^ h*\ j_\
p£22 — 8\e +  f  /  [ i *  ^  h 1) ’

par suite,

(86)

(87)

Enfin, si l’élasticité du corps solide est la même dans tous les sens, on 

trouvera

( 8 8 )  e  =  f ,

et la formule (87) donnera simplement

(89)
I _  3 ( î2+ / i2)2 

p £ 2 2 —  8 f  î'2 /i 2

Les équations (68), (76), (80), etc., subsistent pour une valeur 

quelconque de l’abscisse oc. Mais, lorsqu’on veut effectuer la détermi-
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nation complète des inconnues v)0i,, ÇM, il faut à ces équations en 

joindre d’autres qui se rapportent aux deux extrémités de la verge 

élastique. Concevons, pour fixer les idées, cette verge terminée, dans 

son état naturel, par deux plans perpendiculaires à l’axe des x , et qui 

supportent en chacun de leurs points une nouvelle pression désignée 

par |»1. On aura, pour ces mêmes points,

(9°) A =  — F =  o, E =  o,

quelles que soient les valeurs de r, r'\ et, par suite,

(91) — °> E,>0— o;

puis on tirera des formules (91) combinées avec l’équation (74)

(92)
•I Êhl _  I  +  d(Ci,o — n0.i) 
i  d x  h  d x  d x

Ajoutons que, si, les pressions extérieures étant nullcs, l’axe de la 

verge reste immobile, la condition (92) pourra être, en vertu des for

mules (38) et (82), réduite à la condition plus simple

(93)
d x

— o.

Les formules (92) et (93) sont relatives au cas où l’on suppose libres 

les deux extrémités de la verge élastique. Si ces deux extrémités deve

naient fixes, ou plutôt si, les extrémités de l’axe étant fixes, chacun 

des points renfermés dans les plans qui terminent la verge était assu

jetti de manière à rester toujours placé sur une môme droite parallèle 

à l’axe, on aurait, pour les abscisses correspondantes aux plans dont il 

s’agit, non seulement

( 9 ^ )  £ 0, 0 — · O j  " f l o . o —  £ 0, 0 — ° )

mais encore

(9 5) n  =  o, ? =  0 ,

quelles que fussent les valeurs de r, r', et par conséquent

<9 6) *)o,i=o, Çt,o=Q.
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Donc, en supposant l’axe immobile et les pressions extérieures nulles, 

on trouverait, pour les deux extrémités de la verge,

(97)

Si l’on voulait découvrir les phénomènes produits par la torsion 

d’une verge élastique, non plus dans l’état de mouvement, mais dans 

l’état d’équilibre, il suffirait de supprimer les dérivées relatives à t, 

savoir

d t 2 d i % ’

dans les équations (76), (80), ( 85), dont la dernière se réduirait à

(98) o.

Nous ajouterons ici une remarque importante. Si, après avoir coupé 

la verge, prise dans l’état d’équilibre ou de mouvement, par un plan 

perpendiculaire à l ’axe des x, et correspondant à l’abscisse x , on con

sidère le système des pressions ou tensions supportées par les divers 

éléments de la section ainsi formée, à ce système correspondra une 

force principale dont les projections algébriques sur les axes des x , 

y, z seront évidemment représentées par les intégrales

(99) d r  d r '
I J j

F d r  d r ' E d r d r ' ,

et un moment linéaire principal dont la projection algébrique sur l’axe 

des x  sera exprimée par l’intégrale

( 1 0 0 ) (/•E —  r 'F)  d r d r ' ,

pourvu que l’on fasse coïncider le centre des moments avec le point où 

le plan sécant rencontrera l’axe de la verge. En d’autres termes, l’ex

pression (100) représentera, au signe près, ce qu’on peut nommer le 

moment du système des pressions ou tensions ci-dessus mentionnées 

par rapport à l’axe delà verge; le moment d’une force par rapport à un
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axe ( ')  n’étant autre chose que le produit de cette force projetée sur 

un plan perpendiculaire à l ’axe par la plus courte distance entre l’axe 

et la droite suivant laquelle elle agit. D’autre part, si, dans les inté

grales (99) et (100), on substitue, pour A, F, E, leurs valeurs appro

chées fournies par les équations

Í A =  A0)0-+- A | |0r  -H A0>i r ' ,

( 1 0 1 ) F =  F0|0 + F ll0r  +  F0li/·',

( E — EM -t— Ei>0 /* +  E0>1 r',

ces intégrales deviendront respectivement

( 1 0 2 ) 4 A 0>0Ai, 4Fo>ô 4 4 Eo(oAf

et

(103 ) f  J \ ( r * E U0-r '*F »<l)drdr'=z^(h>KU'l- P F <>,i)hi.

Donc, en vertu de la formule (74)» l’expression (100) pourra être rem 

placée par le produit

_/ |3  /3

, , . _3___  1" j d£l.O   g <̂ (C|,0— vio.,)1 ,
0 i2 A2 L i à x  h à x  à x  J

T +  ¥  ·

Dans le cas particulier où les déplacements des points situés sur l’axe 

de la verge sont nuis, ainsi que les pressions extérieures, le pro

duit ( io 4 ) se réduit à

(to5)
—  h% Vs 3 dty
i2 A2 dx

T +  h

Dans le même cas, si l’on applique à une extrémité libre de la verge 

une force dont la direction soit comprise dans un plan perpendiculaire

( ’ ) La définition de ce moment, placée au bas de la page 256 du IIIe Volume(a), convient 
seulement au cas où la force est comprise dans un plan perpendiculaire à l’axe.

( ° )  Œ u v re s  de Cauchyt S. Il,  T. VIII, p. 3oi.
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à l’axe, et dont le moment, par rapport à cet axe, soit désigné par ac, 

si d’ailleurs on suppose le point d’application de la force lié invaria

blement avec les autres points du plan, ou du moins avec ceux qui se 

trouvent placés sur la base de la verge élastique, on aura, pour l’extré

mité dont il s’agit,

(i°6)
— A3 i'3 
3 '

A2 dx
V- = 9C.

Pour montrer une application des formules précédentes, considé

rons d’abord l’équilibre d’une verge rectangulaire qui, dans l’état na

turel, ait pour axe l’axe des x, et qui offre une extrémité fixe, l’autre 

extrémité étant sollicitée, comme on vient de le dire, par une force 

comprise dans un plan perpendiculaire à l’axe! Si l’on suppose les 

pressions extérieures nulles, ainsi que la valeur de x  correspondante 

à l’extrémité fixe, et les déplacements d’un point quelconque de Taxe, 

si de plus on nomme a la longueur de cet axe, on devra intégrer l’é

quation (98) de manière à vérifier pour x  =  o la condition (97), et 

pour x  =  a la condition (106). Or on tirera de l’équation (98) réunie 

à la condition (106)

(107) — JL JOL (ll
dx 16  A3 î'3 l i h  /

et de l’équation (107) réunie à la condition (97)

(108) 3 OC
* 16 A31'3 V 1

A»
h x.

Il suit de cette dernière formule : i° que l’inconnue <J>, ou l ’angle de 

torsion de la verge rectangulaire, mesuré dans un plan quelconque 

perpendiculaire h l’axe, est en raison directe, non seulement de la dis

tance qui sépare ce plan de l’extrémité fixe, mais encore du moment 

de la force appliquée à l’extrémité libre; 20 que, si la section transver

sale de la verge varie en demeurant semblable à elle-même, l’angle  ̂

variera en raison inverse du carré de Taire de cette section, ou, ce qui

OEuvres de C. — S. II, t. IX. i l
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revient au même, en raison inverse de la quatrième puissance de l’é

paisseur 2h ou 2i. Ces résultats, semblables à ceux que M. Poisson a 

obtenus, en considérant la torsion d’une verge cylindrique à base cir

culaire, subsisteraient pareillement pour une verge cylindrique ou 

prismatique à base quelconque. Lorsque les épaisseurs 2A, 2 i de

viennent égales entre elles, la formule (108) se réduit à

(>09)
1
h

X.

Ajoutons que, si l ’épaisseur 2 i devient très petite relativement à l’é

paisseur 2A, on aura sensiblement

( 1 1 0 )
_3_ 9Ç

^  —  1 6  h  / 1 1*

Donc alors l’angle de torsion sera en raison inverse de la plus grande 

épaisseur et du cube de la plus petite.

Concevons à présent qu’aprés avoir tordu la verge élastique, en lais

sant à sa place chaque point de l’axe, on abandonne cette verge à elle- 

meme sans lui appliquer aucune force. Les variables Ç0,o* v]o,o> £o,o 

conserveront des valeurs nulles pendant toute la durée du mouvement, 

et la verge exécutera des vibrations tournantes dont les lois se trouve

ront exprimées par l’intégrale de l’équation ( 85). De plus, les vitesses 

initiales des différents points de la verge étant supposées nulles, les

valeurs de ~  et de tirées des formules (10) et ( 38), savoir

... rfY>0,l _  ,
dt ~  dt'

dÇ.,0
dt

devront s’évanouir à l’origine du mouvement, quels que soient r et r''.

Par conséquent, la valeur initiale de ^  devra se réduire à zéro. Soit

d’ailleurs i(x )  la valeur initiale de l’angle Si les deux extrémités de 

la verge élastique restent libres, l ’équation ( 85), intégrée de manière 

que la condition (93) soit remplie pour x  =  o et pour x  — a, donnera
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[voir, dans le IIIe Volume, la formule (i 18) de la page 268] ( 4)

(ni) cos ■
n n S l t  n % x

cos-

le signe §  s’étendant à toutes les valeurs entières positives, nulles ou 

négatives de n. Si, au contraire, les deux extrémités de la verge de

viennent fixes, il faudra substituer la condition (97) à la condition (93), 

et, par suite, la valeur générale de  ̂ sera semblable à la valeur de £0 

fournie par l’équation (114) de la page 268 du IIIe Volume ( 2), en 

sorte qu’on aura

. , n i l û t  . m zx  Ca . mzix..
(II2) * = « ! S cos- i r - sin- ^ j (  sin- i r f( ^ ·  ,

Il est facile d’assigner la nature de la fonction f( x)  qui réduit la 

valeur de  ̂ fournie par l’équation ( n i )  à un seul terme de la forme

( n 3 )
. G «7T£2i · n n xU/ =  — cos ------ cos ------ ,

a a  a

n désignant une valeur particulière de n, et G une quantité constante. 

En effet, pour y parvenir, il suffit de poser t =  o dans l ’équation (1 x3), 

qui donne alors

. . G n n x(114) f ( x ) =  — cos---- :
' ' '  a a

et l’on peut d’ailleurs s’assurer a posteriori que, si l ’on substitue dans 

l’équation (111) la valeur de f(p.) tirée de la formule ( i i 4)> savoir

G «7T«
—  C O S ---- L >
a a

on retrouvera précisément l’équation (113). Ajoutons que l’équa

tion (1 13) exprime un mouvement régulier de la verge élastique, dans 

lequel les mêmes vibrations tournantes se reproduisent périodique-

(<) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 3i5.
(2) Ibid., p. 3i.{.
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ment, la durée d’une vibration étant la valeur de t donnée par la for
mule

( u 5 )
ltTTÍií
------------- =  2  7t .a

Le son correspondant à un mouvement de cette espèce a pour mesure 

le nombre ut, des vibrations exécutées pendant l’unité de temps, ou, ce

qui revient au même, la valeur de déduite de la formule (i i5). Or

on tirera de cette formule, en écrivant n au lieu de u,

( 116) - =  —
t i a

Si l’on veut maintenant déterminer les nombres de vibrations tour

nantes correspondants aux sons les plus graves que la verge élastique 

puisse rendre, il suffira de prendre successivement n — i ,  n — 2, 

n =  3 , . . .  ; et l’on trouvera en conséquence

( I 1 H )  ----  ------j  ô ) ï>   —  > îDLj    3 · ·  ·  “
x '  '  2 ( 2  a  2 a

On arriverait encore aux mêmes résultats en partant de l’équation (112), 

c’est-à-dire en considérant les vibrations tournantes d’une verge dont 

les deux extrémités seraient fixes.

Si, dans la première des formules (117), on substitue la valeur de 

Î2 tirée de l’équation (84), on trouvera, pour le nombre des vibrations 

tournantes qui correspondent au son le plus grave,

l

Donc le son dont il s’agit est réciproquement proportionnel à la lon

gueur de la verge élastique, et il ne change pas, lorsque les épaisseurs 

2h, 2i croissent ou diminuent dans le même rapport, c’est-à-dire 

lorsque la section transversale de la verge varie en demeurant sem

blable à elle-même. Ces conclusions se trouvent confirmées par des

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D ’ UNE V E R G E  R E C T A N G U L A I R E . 80

expériences de M. Savart. Lorsque les épaisseurs 2h, 2r deviennent 

égales entre elles, la formule (118) se réduit à

(119) x =  l _ hl .....T l
L 3p ( h - M ) J  a

D’autre part, si l’on suppose la verge extraite d’un corps solide dont 

l’élasticité soit la même en tous sens, on aura

h =  i =  e =  f;

et par conséquent les formules (118), (x ig) donneront respective-

m e n t

/ a f N
1

(120) IIg

1 a\

(121) 3b — ( i
D’ailleurs, si, dans la même hypothèse, on fait vibrer la verge élastique 

longitudinalement, et de manière que le son produit soit le plus grave 

possible, le nombre N des vibrations longitudinales sera déterminé 

par la formule (78) de la page 52 et la formule (47) de la page 3g, 

c’est-à-dire que l’on aura

(122) N =
5f y  j_
2 p J 2 a

Donc, par suite, on trouvera, en prenant h =  i,

( 123)
_N _  1
X  2

\/75 =  i ,936/j.. ..

Enfin, si l ’épaisseur 2î devient très petite relativement à l’épaisseur 2 A, 

l’équation (1x8) donnera sensiblement (

(I2/i) X  =  ( ? p)

et l’on en conclura, en supposant que l’élasticité du corps reste la
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même en tous sens,

(1 2 5 )

Donc le son le plus grave produit par les vibrations tournantes d’une 

verge plate et rectangulaire, ou, en d’autres termes, d’une plaque dont 

la largeur est peu considérable, varie en raison directe de l’épaisseur 

de cette plaque, et en raison inverse du produit de deux autres dimen

sions, ou, ce qui revient au même, en raison inverse de la superficie 

de la plaque. La loi que nous venons d’énoncer est précisément celle 

que M. Savart a découverte, et à laquelle il a été conduit par l’expé

rience, ainsi qu’on peut le voir dans le tome XXV des Annales de Phy

sique et de Chimie.
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SUR LA

RÉSOLUTION DES ÉftUÂTIONS NUMÉRIQUES
ET SUR LA

THÉORIE DE L’ÉLIMINATION.

CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES.

On a beaucoup écrit sur la résolution des équations numériques et 

sur l’élimination. On sait en particulier que la première de ces deux 

questions est l ’objet spécial d’un Ouvrage de Lagrange, dans lequel 

cet illustre géomètre a présenté, pour la détermination des racines 

réelles d’une équation de degré quelconque, une méthode fondée sur 

la considération d’une équation auxiliaire, dont le degré est générale

ment plus élevé, et dont l’inconnue a pour valeurs les carrés des diffé

rences entre les diverses racines de la proposée. On se sert de cette 

équation auxiliaire pour calculer une limite inférieure à la plus petite 

différence entre deux racines réelles. J’ai fait voir dans Y Analyse 

algébrique [Note III ( ') ]  qu’on pouvait arriver au même but, en consi-, 

dérant seulement le produit de toutes les différences des racines. Mais, 

pour tirer un parti avantageux de cette remarque, il restait à indiquer 

un moyen facile de former le même produit. Au reste, dès que l’on 

connaît une limite inférieure à la plus petite différence entre deux 

racines réelles, on parvient sans peine, non seulement à calculer le 

nombre de ces racines, mais encore à en obtenir des valeurs de plus en 

plus approchées.

( l ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. III.
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Une autre méthode,· également applicable à l’évaluation des racines 

réelles et des racines imaginaires, a été donnée par M. Legendre, dans 

la seconde édition de la Théorie des nombres. En suivant cette dernière 

méthode, on réduit la recherche de l’une des racines de l’équation pro

posée à la résolution d’une équation binôme, résolution que l’on opère 

à l’aide des propriétés bien connues des fonctions trigonométriqucs. 

D’ailleurs, en s’appuyant sur la même méthode, on prouve directement 

que l’on peut satisfaire à une équation de degré quelconque par une 

valeur réelle ou imaginaire de la variable. A la vérité, la démonstration 

que M. Legendre a donnée de cette proposition, et qu’il considère 

comme s’étendant à toutes sortes d’équations algébriques ou transcen

dantes, paraît sujette à quelques difficultés; mais on peut les surmon

ter, lorsque l’équation est algébrique, dans tous les cas possibles, et, 

lorsqu’elle devient transcendante, en apportant quelques restrictions 

à la proposition dont il s’agit, comme je l’ai fait voir dans les Leçons 

sur le Calcul différentiel ( ') .

On pourrait citer encore diverses méthodes relatives à la résolution 

des équations numériques et développées ou seulement indiquées dans 

les Ouvrages de Newton, de Hallé, d’Euler, de Lagrange, de M. Budan, 

deM. Legendre, de M. Fourier, etc. Mais ces méthodes, dont quelques- 

unes supposent déjà connue la valeur approchée d’une racine de l’é

quation que l’on veut résoudre, ou sont appuyées sur des théories 

étrangères aux éléments d’Àlgèbre, par exemple, sur la considération 

des séries récurrentes, n’offrent pas de règles certaines pour la déter

mination a priori du nombre des racines réelles. On doit toutefois 

excepter les méthodes qui ont été annoncées par M. Fourier, dans le 

Tome YII des Mémoires de l ’Académie des Sciences, et que le nom de 

l’auteur recommande à l’attention des géomètres, mais dont on ne 

pourra se former une idée précise qu’au moment où il aura publié l’Ou

vrage qu’il prépare sur cette matière.

Quoi qu’il en soit, j ’ai pensé qu’il serait utile, pour ceux qui se pro-

( 1 ) Œ uvres de Cauchy, S. II, T. IV.
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posent de cultiver les sciences mathématiques, d’offrir ici des méthodes 

simples et générales, à l’aide desquelles on puisse déterminer le 

nombre des racines, soit réelles, soit imaginaires, d’une équation de 

degré quelconque, et les calculer approximativement, sans recourir à 

l’équation auxiliaire dont l’inconnue a pour valeurs les carrés des diffé

rences entre ces racines, et sans employer des notations étrangères à 

ceux qui ne possèdent que les premiers principes de l’Algèbre. Ces 

méthodes, qui seront développées dans les paragraphes suivants, four

niront en même temps les moyens de simplifier la théorie de l’élimi

nation, et de lever les difficultés qu’elle présente.

§ I. —  S u r  la  r é s o lu t io n  d e s  é q u a t io n s  d u  p r e m i e r  e t  d u  s e c o n d  d e g r é  
à  c o e f f i c i e n t s  r é e l s , e t  s u r  le s  e x p r e s s i o n s  i m a g i n a i r e s .

Considérons l’équation du premier degré

(1) a „ x  +  a t —  0 ,

dans laquelle aQ, ak désignent deux constantes réelles. Si l’on fait, pour 

abréger,

(2) A = 4 ' ,
d0

l’équation (r), divisée par a0, deviendra

(3) x - \ - k  —  o ,

et l’on en tirera

(4 ) X  — — A.

*
Considérons maintenant l’équation du second degré

(5) a ^ x ^ -h  a t x  -+- a 2—  o,

a0, aK, a2 désignant trois constantes réelles. Si l’on fait, pour abréger,

(6) B — « S

a0
OEuvres de C. — S. 11, t. IX. 12
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l’équation ( 5 ), divisée par a 0, deviendra

(7) ¿c2-t- k x  -i-B = 0 .

Avant de résoudre généralement cette dernière, examinons d’abord le 

cas particulier où l’on aurait

(8) A =  o.

Dans ce cas, l’équation (7), ou plutôt l’équation binôme

(9) æ:2 +  B =  O 

donnera

(10) —

et on la vérifiera, si B est négatif, en prenant

(11) x = ± \ f — B.

Donc alors l’équation (9) admettra deux racines réelles, savoir

(12) x — — \J—  B,

(13) x  — \J— B.

Ainsi, par exemple, l’équation binôme

(14) X* — 1 =  0

offrira les deux racines réelles

( ï 5) x = —  1,

(16) X  —  J.

Mais, si B devient positif, si l’on suppose, par exemple, B =  1, l’équa

tion (9), réduite à

(17) ¿e2-t-i =  o,

ne sera plus vérifiée par aucune valeur réelle de x , puisqu’une sem

blable valeur rendra toujours la somme x 2 4- 1 égale ou supérieure à 

l’unité, et par conséquent positive. Dans le même cas, les valeurs de x,
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données par les formules (12) et ( i 3 ), savoir

( 1 8 )  X  ~  y/ J ,

( 1 9 )  X  =  \ J ~ C ,

no seront plus que des expressions algébriques qui ne signifieront rien 

par elles-mêmes, et qui, pour cette raison, sembleraient devoir être 

exclues de l’Algèbre. Néanmoins, il peut être utile de les conserver 

dans le calcul. C’est en effet ce qui résulte des observations suivantes.

En Analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute com

binaison de signes algébriques qui ne signifie rien par elle-même, ou 

à laquelle on attribue une valeur différente de celle qu’elle doit natu

rellement avoir. On nomme de même ¿quations symboliques toutes celles 

qui, prises à la lettre et interprétées d’après les conventions générale

ment établies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais desquelles on 

peut déduire des résultats exacts en modifiant, et altérant, selon des 

règles fixes, ou ces équations elles-mêmes, ou les symboles qu’elles 

renferment. L’emploi de ces symboles ou de ces équations est souvent 

un moyen de simplifier les calculs, et d’écrire sous forme abrégée des 

résultats assez compliqués en apparence. Or, parmi les expressions ou 

équations symboliques dont la considération est de quelque impor

tance en Analyse, on doit surtout distinguer celles que l’on a nommées 

imaginaires. Nous allons montrer comment l’on peut être conduit à en 

faire usage.

Soient <x, cc', <x", ..., (3, (3', (3", . . .

plusieurs quantités réelles positives ou négatives. Si l’on multiplie les 

unes par les autres les expressions symboliques

( 2 0 )  a - f - . p y / —  1 ,  c i ' - f - ( 3V —  1 ,  a " + | 3 " v / — 7 ,  . . . ,

en opérant d’après les règles connues de la multiplication algébrique, 

comme si 1 était une quantité réelle dont le carré fût égal à — 1, 

le produit obtenu se composera de deux parties, l’une toute réelle,
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l’autre ayant pour coefficient \j— i, et restera le même, quel que soit 

l’ordre dans lequel on aura effectué les diverses multiplications. Or 

cette simple remarque peut être employée fort utilement dans la 

recherche des propriétés générales des nombres ou des quantités 

réelles, et fournit, par exemple, le moyen d’établir la proposition sui

vante :

Théorème I. — Si l’on multiplie l ’un par l ’autre deux nombres entiers 
dont chacun soit la somme de deux carrés, le produit sera encore la somme 
de deux carrés.

Démonstration. — Soient

(21) a2-H P2, y- -+- â"2

les deux nombres entiers dont il s’agit, a2, (32, y2, o2 désignant des 

carrés parfaits. Ces deux nombres pourront être considérés comme 

résultants, le premier de la multiplication des facteurs symboliques

(22) +  a — ¡3 y/—T,

le second de la multiplication des facteurs symboliques 

«( 2 3 ) y-b 5  y/—1, y — 1.

Donc le produit

(24) (a2+P2)(y2 + 82)

pourra être considéré comme résultant de la multiplication des quatre 

facteurs symboliques .

(2 5 ) a +  Py/^T, a — p^/—1, y-h-ô^-'L y — ô y/ — 1.

D’ailleurs, si l’on multiplie : i° le premier facteur par le troisième; 

20 le deuxième par le quatrième, les produits ainsi formés seront res

pectivement

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E T  S U R  L A  T H É O R I E  DE L ’É L I M I N A T I O N .  93

.puis, en multipliant l’une par l’autre les expressions (26), on trou

vera pour résultat définitif la quantité positive

( 0 7  —  (3$)2 -t- (ofô +  (3y)2.

On aura donc

( 2 7 ) (ay —  (3<5) 2 +  (aâ -+· [3y)2~  (a 2 4 - (3S) (y2 +  ô2).

Or cette dernière formule comprend évidemment le théorème I.

Corollaire I. — Si, dans la formule (27), on échange entre elles les 

lettres S et y, on en tirera

( 2 8 ) (ay +  (3â)2 + ( a ô - P y ) 2= ( a 2 + [ 3 2) ( y 2 + 5 ! ).

Il y a donc en général deux manières de décomposer en deux carrés le 

produit de deux nombres entiers dont chacun est la somme de deux 

carrés. Ainsi, par exemple, on tire des équations (27) et (28)

' ( 2 2 - h i ) ( 3 2 - + -  2 2 )  =  4 2 +  7 2 = i 2 h - 8 2 .

Corollaire IL — Les formules (27), (28) subsistent évidemment 

dans le cas même où les lettres a, ¡8, y, S cessent de représenter des 

nombres entiers, et désignent des quantités réelles quelconques, posi

tives ou négatives.

On voit, par ce qui précède, qu’il peut être utile, dans la recherche 

des propriétés générales des quantités réelles, de considérer des ex

pressions symboliques de la forme

( 2 9 ) a +  [3\/^*i. " '

Une semblable expression, dans laquelle a, [3 désignent deux quantités 

réelles, est ce qu’on nomme une expression imaginaire; et l’on dit que 

deux expressions imaginaires

a + (3y/— 1, y +

sont égales entre elles, lorsqu’il y a égalité de part et d’autre : i° entre 

les parties réelles a et y; 20 entre les coefficients de 1, savoir ¡3 et 8 .

L’égalité de deux expressions imaginaires s’indique comme celle de
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deux quantités réelles par le signe =  ; et il en résulte ce qu’on appelle 

une équation imaginaire. Cela posé, toute équation imaginaire n’est 

que la représentation symbolique de deux équations entre quantités 

réelles. Par exemple, l’équation symbolique

« +  ¡3 \j— i =  y +  S y/— î

équivaut seule aux deux équations réelles

a =  y, (3 =  5 .

Lorsque, dans l’expression imaginaire

a 4- ( 3  y/—T,

le coefficient ¡3 de \J— i s’évanouit, le terme [3y/— i est censé réduit à 

zéro, et l’expression elle-même à la quantité réelle a. En vertu de cette 

convention, les expressions imaginaires comprennent comme cas par

ticuliers les quantités réelles.

Les expressions imaginaires peuvent être soumises, aussi bien que 

les quantités réelles, aux diverses opérations de l’Algèbre. Si l’on 

effectue, en particulier, l’addition, la soustraction ou la multiplication 

de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, on obtiendra pour 

résultat une nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu’on appelle 

la somme, la différence, ou le produit des expressions données; et l’on 

se servira des notations ordinaires pour indiquer cette somme, cette 

différence ou ce produit. Par exemple, si l’on donne seulement deux 

expressions imaginaires

a-H (3 s/—7ï» y +  iy/7 7 !.
on trouvera

(3 o) (a 4 - (3 y/— i) +  (y -H 3  y/— i) — <x 4 - y +  ((3 4- 5 )y/— 1,

(3 1 ) (a  4 -(3 v/27! )  —  (y 4 - 3 y/—  0 =  « —  V 4-({3 —  '

( 3 2 ) ( a  4 - (3 V/i— 1) X  ( y 4 - ï )  =  a y —  (3 5 + ( a i  4- ¡3 y) y/—  1.

Diviser une première expression imaginaire par une deuxième, c’est 

trouver une troisième expression imaginaire qui, multipliée par la
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deuxième, reproduise la première. Le résultat de cette opération est le 

quotient des deux expressions données. On se sert, pour l’indiquer, du 

signe ordinaire de la division. Ainsi

oc +  ¡3 y/— i 

y -t- <3 y/— i

représente le quotient des deux expressions imaginaires

oc -t- (3 y/—  i,  y +  §  y/^7.

Élever une expression imaginaire à la puissance du degré m (m dé

signant un nombre entier), c’est former le produit de m facteurs égaux 

à cette expression. On indique \&puissance miéme de a-t-[3 sj— i par la 

notation
(oc (3 y/—  i ) m.

Ainsi, en particulier, la notation

(o c - t - |3 y /“ i ) 2

représente le produit de l’expression a +  ¡3 par elle-même.

On dit que deux expressions imaginaires sont conjuguées l’une 

à l’autre, lorsque ces deux expressions ne different entre elles que par 

le signe du coefficient de y/— i. La somme de deux semblables expres

sions est toujours réelle, ainsi que leur produit. En effet, les deux ex

pressions imaginaires conjuguées

( 2 2 ) a H - p y / —  1 , a  —  (3 y/—  1

donnent pour somme 20c, et pour produit a2-+- ¡3“. La racine carrée de 

ce produit, ou

(3 3 )  y +  .

est ce qu’on nomme le module de chacune des expressions (22). Pour 

que le module (33) s’évanouisse, il est nécessaire et il suffit que l’on 

ait en même temps a =  o, fî =  o, c’est-à-dire, en d’autres termes, que 

les expressions (22) se réduisent l’une et l ’autre à zéro.
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Remarquons encore que, en.vertu des principes ci-dessus établis, 

/’égalité de deux expressions imaginaires entraîne toujours l ’égalité de 

leurs modules.

Quelquefois on représente une expression imaginaire par une seule 

lettre. Cela posé, soit

(34) x = p - \ - q \ j —  i

une semblable expression, p  et q étant deux quantités réelles quel

conques. On pourra se proposer d’assigner à ces deux quantités des 

valeurs telles que la valeur correspondante de x  vérifie une équation 

donnée du second degré, par exemple, l’équation (7) ou (9). Alors 

la valeur de x  deviendra ce qu’on nomme une racine imaginaire de l’é

quation (7) ou (9). Ajoutons que cette racine imaginaire se transfor

mera en une racine réelle, dans les cas où la valeur de q sera nulle. Si 

l’on suppose en particulier l’équation (9) réduite à l’équation (14) 

ou (17), on la vérifiera évidemment en attribuant à x  l’une des va

leurs réelles ( i 5 ), (16), ou l’une des valeurs imaginaires (18), (19). 

Donc ces valeurs représentent des racines réelles de l’équation ( i4 ) et 

des racines imaginaires de l’équation (17).

Revenons maintenant à l’équation (9) ou (10). Pour la résoudre gé

néralement, c’est-à-dire pour trouver toutes les valeurs réelles ou 

imaginaires de x  qui peuvent la vérifier, posons comme ci-dessus 

x  =  />-+- q sj— 1. Elle donnera

(35) p - —  cp  -+- i p q  j —  1 =  —  B, 

et se partagera en deux équations réelles, savoir

(36) p *  —  q ° —  — B, -¿pq =  o .

Or on ne peut satisfaire aux équations ( 36), par des valeurs réelles de 

p et de q, qu’en supposant

(37 ) q  —  O, —  B

OU

(38) p  =  0. ?2= B .
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La première supposition n’est admissible que dans le cas où l’on a 

(3g) B c o ,

et l’on tire alors des formules (3^)

q — o ,  p = ± \ j — B ,

(4o) x = p - { - q \ ] —  i = ± \ j —  B.

Au contraire, la seconde supposition n’est admissible que dans le cas, 

où l’on a

(40  B >  o,

et l’on tire alors des formules ( 38)
1

P  —  O, q = ±  B%

(42) x — p  +  q y /~ i =  ±  B2 .

Donc, dans tous les cas possibles, l ’équation (io ) admettra seulement 

deux racines, savoir, deux racines réelles fournies par les formules (12) 

et ( i 3 ), si B est négatif, et deux racines imaginaires, mais conjuguées, 

fournies par les formules

(43) x  — — B* \/— ’ >

(44)

si B devient positif. Si la quantité B s’évanouissait, les deux racines de 

l’équation (10) seraient égales entre elles, et chacune des formules (12),

( i3 ), ( 43), (44) donnerait

(45) x — o. .

Passons maintenant à l’équation (7). Cette équation pouvant s’é

crire comme il suit

(46) ( , +  £ y  +  B - £  =  o, 

on en tirera

(47) ( * + ï ) ’ = T “ B·

t 3Œ uvres de C. — S. U, t. IX.
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Cette dernière, étant semblable à l’équation (io), se résoudra de la 

même manière; et d’abord, si l’on suppose

(48)

elle donnera

49)

et par conséquent

(5o)

A2 ou >  B,

- \ / r B,

* = - ï ± v /f - B·

Donc alors l’équation (7) admettra deux racines réelles, savoir

j k \ a  ras
(»■ )

<5a>

Si l’on suppose, au contraire,

B,

A2 B.

( 5 3 ) A2
<  B,

la formule (47) donnera
1

et par conséquent

(55) ^ - ^ ( » - i y v F 7·

Donc alors l’équation (7) admettra deux racines imaginaires, mais 

conjuguées l’une à l’autre, savoif

Nous terminerons ce paragraphe en indiquant quelques propriétés
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des expressions imaginaires. Ces propriétés sont comprises dans les 

théorèmes que nous allons énoncer.

Théorème II. — La somme de deux expressions imaginaires  ̂offre, 

ainsi que leur différence, un module compris entre la somme et la diffé

rence de leurs modules.

Démonstration. — En effet, soient

( 58) a +  P y/—  i, y-t-ây/—  i

les expressions imaginaires proposées. Leur somme et leur différence

(09) a. h-  y +  (P ô) y/—  u  —  y +  (p —  à) y/—  1

offriront pour modules les deux quantités

(60) [ a 2 +  (32-+- 2 (ay -4- (3â) -+- y2+  <52]% [ a 24-(32— 2 ( ocy -+- (3<5) 4- y2+  <52] 2.

Comme on aura d’ailleurs, en vertu de la formule (28),

(61) (ay H- (3â)2 =  ou ' <  (a 2-t- ¡32) (y2+  ô2),

il est clair que la valeur numérique de la somme

(62) ay +

sera inférieure ou tout au plus égale au produit

(a ! -+-(32-)2 (y2+<52)2. "

Donc cette somme sera renfermée entre les deux limites

(63) —  ( a s + ( 32)2 (y2+ ô ! )S  +  (a2+ ( 32)2 (y2+ ô 2)L

Donc, par suite, chacune des quantités (60) sera comprise entre les 

deux limites

I I
( a 2-S- j32 —  2 y/a2-f- (32y/y2-+- o2-t- y2-(- â2) 2 =  ±  (y/a2 -4- [32 —  ÿ/y2H- ô2),

,  -
( a 2+  |3 2 -t- 2y/a2+  (32 y/y2 +  <î2 +  y2-)- ô2) 2 =  y/a2 +  (32-+- y/y24- â2,
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c’est-à-dire entre la somme et la différence des modules des expres
sions ( 58).

Corollaire. — La somme de plusieurs expressions imaginaires offre 

un module inférieur à la somme de leurs modules. .

Théorème III. — Le produit de deux expressions imaginaires a pour 

module le produit de leurs modules.

Démonstration. — En effet, le produit des expressions imaginaires

(5 8 ) « + ¡ 3 /̂— i, y +  <5 \J— i

étant lui-même une expression imaginaire conjuguée à celle qui repré

sente le produit des deux suivantes

,(6 5 ) a — py/CTY, y — a\ /— i ,

chacun des produits en question aura pour module la racine carrée de 

la quantité
(a2 -i-|32) (y2-t-ô2),

qui résulte de la multiplication des quatre facteurs ( 58) et ( 65). Donc 

ce module sera équivalent à

(6 6 ) . (<x2-H |3 2)^(y2 -)-<52)2,

c’est-à-dire au produit des modules des expressions ( 58).

Corollaire I. — Le produit de plusieurs facteurs imaginaires
\

oc -t- ¡3 \/ — i ,  a'-K(3'v/— i » (3'V~ l > ··*

a pour module le produit de leurs modules.

Corollaire II. — Si, dans le corollaire qui précède, on suppose les 

divers facteurs imaginaires égaux entre eux, et leur nombre égal à m, 

on reconnaîtra que la mième puissance d’une expression imaginaire a 

pour module la /rciéme puissance de son module.

Corollaire III. — Comme le produit de plusieurs modules ne peut 

devenir nul, sans que l’un de ces modules s’évanouisse, et qu’une ex-
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pression imaginaire dont le module s’ évanouit se réduit nécessaire

ment à zéro, il est clair que le corollaire I entraînera encore la propo

sition suivante :

Théorème IV. — Le produit de plusieurs facteurs imaginaires ne peut 

s’évanouir avec son module qu autant que l ’un des facteurs se réduit à 

zéro.

On établit encore sans difficulté les théorèmes suivants :

Théorème Y. — Pour diviser une expression imaginaire par une quan

tité réelle, il suffit de diviser par cette quantité, dans Vexpression dont il 

s’agit, la partie réelle et le coefficient de \j— i .

Démonstration. — En effet, diviser l’expression imaginaire

par une quantité réelle y, c’est chercher une seconde expression ima

ginaire
x=zp +  qqf— ! ,

qui, étant multipliée par y, reproduise la première, en sorte que l’on 

ait

(67) y (p  +  q \ / ^ l )  —  (x-{-P\/— i .

Or l’équation symbolique (67) équivaut aux deux équations réelles

' y  p  = II

desquelles on tire
an —  — · ç  =  Ê

et, par suite,
p  y q  y

(68) x — p  +  q  \ j—  1
a  S ;—  

=  -  4- - V — I
y y

Donc, pour obtenir le quotient de l’expression imaginaire a +   ̂\J— 1 

par la quantité réelle y, il suffit, dans cette expression, de diviser par 

y la partie réelle et le coefficient de v/·—"î.
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Tiiéouème YI. — Pour diviser une expression imaginaire a -+- p s]— i 

par une expression semblable y -+- 5 \l — i , il suffit de multiplier la pre

mière par une troisième expression imaginaire y — § \J— i qui soit conju

guée à la seconde, et de diviser le produit obtenu par le carré du module 

de y +  S y — i.

Démonstration. — En effet, diviser a +  ^ - i  par y -4- S \j— i , 

c’est chercher une expression imaginaire '

x — p  +  q \ J — i

qui soit propre à vérifier la formule

(6 9 ) (y  -1- 0 1 / ^ 7 ) «  =  a +  ¡3 y/— 1 . '

D’ailleurs, si l’on multiplie par y — S\f— ï  les deux membres de 

l’équation (69), elle deviendra

( 7 0 ) ' (•/s - ( -â ! ).r  =  (<3t +  i3y'— 1 )  ( y  —

et l’on en tirera

(ot +  (3 y/H7 ) ( y _ g v/Zr7)
( 7 1) X :

Or cette dernière formule comprend évidemment le théorème Yl.

Scolie. — Si l’on développe le second membre de la formule (71), 

en ayant égard au théorème Y, on trouvera

( 7 2 )

(73)

y2-r  ô2 y2

’  N

Théorème VII. — Les deux polynômes

( a 0x ' l -h ax a„_! x  H- an,

| c0x n-i-c l x n- i - h . . . - h c n- 1x - i - c n,

dans lesquels a0, a,, ..., a„_,, a y, c0, c<, ..., ca_i , cn désignent des coeffi

cients réels ou imaginaires, ne peuvent rester égaux entre eux, quelle que 

soit la valeur réelle ou imaginaire de x , à moins que Von naît

(74) a a— Cn a i= c „ & n—1 — Cn—1> (Xn -- Cn
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Demonstration. — En effet, si deux polynômes (?3) restent égaux, 

quel que soit n, leur différence sera toujours nulle, et l’on aura con

stamment

0 5 )  («0  —  ( « 1  —  · .H- (î*a- i —  4 - a n—  c „  —  o.

Or on tirera de l’équation (75) : i° en posant x  — o,

d n - c n —  o, d lt —  c lt 5

20 en divisant le premier membre par x , et posant de nouveau x  =  o,

1 — 1 —— O, Æ/i— 1— I)

et ainsi de suite.

Nous remarquerons encore que, étant donnée l’équation algébrique

( 7 6 ) a 0x n + a l x n- l +  a î x ll- ' i +  . . .4- a n_ ^ x  4- a n =  0 ,

1
dans laquelle n désigne un. nombre entier quelconque, et an, a , , . .  ., 

an-n an des coefficients constants réels ou imaginaires, on peut tou

jours réduire à l’unité le coefficient du premier terme. En effet, si l ’on 

pose

( 77 ) — =  A,
«0

2! =  B,
«0

®n—t _t
■ ’ a0 ’ .

&/1 ____

a0 "

ou, ce qui revient au même,

(78) d ̂  ——  dÿ Bj t · ? 1 II » 0 HH dft-- &Q 1

l’équation (76) pourra s’écrire ainsi qu’il suit

( 7 9 ) a 0( x n +  K x n~'i -Jr  B x ” - 1 4 - . . .  +  l x  4- K)  =  o;

et, comme a0 diffère nécessairement de zéro, lorsque a0x n est le pre

mier terme de l’équation (76), on tirera de la formule (79), réunie 

au théorème IV,

( 8 0 ) x , l - h  A x n~ l 4- Ba?n_sH -. . . 4 -  l x  4- K  =  0 .

Dans le cas particulier où l’équation (76) est binôme ou du second
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degré, c’est-à-dire de l’une des formes

(8ï) a 0x ”  +  a n = o ,

( 8 2 ) a 0x^  +  a l x  +  a ^ ~  0 ,

aloi’s, après la réduction du coefficient de son premier terme à l’unité, 

elle devient

(83) ¿en-t-K =  o 

ou

(84) x -  4- k x  +  B =  o.

§ IL —  S u r  la  r é s o lu t io n  d e s  é q u a t io n s  d u  p r e m i e r  e t  d u  s e c o n d  d e g r é  

11  c o e f f i c i e n t s  q u e lc o n q u e s ,  r é e ls  o u  i m a g i n a i r e s .

Considérons d’abord une équation du premier degré à coefficients 

réels ou imaginaires. Si l’on réduit à l’unité le coefficient du premier 

terme, cette équation se présentera sous la forme

( 1) .-r -+- A =  o,

A désignant une constante réelle ou imaginaire, et l’on en tirera

( 2 ) X  —  —  A .  ■

Considérons maintenant une équation quelconque du second degré. 

Si l’on réduit à l’unité le coefficient du premier terme, cette équation 

se présentera sous la forme

(3) .r 5-i- A x  4 -  B =  o ,

A, B désignant deux constantes réelles ou imaginaires. Si, de plus, la 

constante A s’évanouit, l ’équation ( 3 ) deviendra

(4) xi1 +  B =  ° 

ou

(5) x - — —  IL

Donc alors, en écrivant, au lieu de — B, a -+- [3 et attribuant aux
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lettres a, (3 des valeurs réelles, on aura simplement à résoudre l’équa

tion binôme

(6) * =  a. ¡3 \J— i .

Or, on y parviendra sans peine, en opérant comme il suit.

Désignons par p, q deux quantités réelles tellement choisies que

il) x = P  +  9 V/— 1

soit une valeur de æ propre à vérifier l ’équation (6). Cette équation 

donnera

(8) p i — «y2-t- i p q  y/— i = a. -t- ¡3 y/— i 

et, par conséquent,

(9) p*— q*=«l
(10) 2pq—P-,

puis on tirera des formules (7) et (xo)

( 1 1 )  X  —  p  - t -  —  I2 p

ou, ce qui revient au même,

(1 2 ) æ —  —  4 - <7 v/— 1 .

D’ailleurs les formules (9) et (10) entraîneront la suivante 

( 13 ) ^ + ÿ 2= (« 2+ p 2)%

que l’on peut aussi déduire immédiatement de l’équation (6) jointe 

au corollaire II du théorème III. Enfin l’on conclura des formules (9)

et ( i 3 )

0 4 ) p *  =

(.5) t -
_  ( a 2 +  (3 2 ) 2  —  ce 

2
O Euvres d e  C . — S. H, t. IX. l4 '
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et, par suite,

(,6)

('7)

P= :

q — —

a2-l·- (32 -+- a.

y/a2H-(32-  a

puis, en substituant la valeur de p  dans la formule (i i), ou la valeur 

de q dans la formule (12), on trouvera

(l8 ) X —  ±  ------- r - : -t
(v/«2+ (3s+ a )

1 _r“ ____
22 2t (v/«S+ ( 3 2+ « )

ou, ce qui revient au même,

rS/:

(19) x =  -
L22 (y/a2-t- (3S — a)2 22 J

Donc l’équation (6) admettra deux racines dont les valeurs seront res

pectivement
I

_  (y/a2 +  |32+ « ) 2 (3
(20)

(21) X : (\/a2-H (32 +  a )2

22(y/ocs-t- (32-i- a )2

P
1 -b

22 ( oc2 — (32-+- aY

V - O

V — I,

ou, ce qui revient au même,

____ P(22)
22(y/a2 +  i32-·«)*

■ (23)

(y/ot2-!- (32— a)2

( v/oc2 P2— «)2 1.
22(Va! 4-[32- a ) 2 2S

Dans le cas où p s’évanouit, l’équation (6) se réduit à

(24) X 1 —  « .
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Dans le même cas, on tire de la formule (18), en supposant a positif,

( 2 5 )  ; r  =  ± a 2 ,

et de la formule (19), en supposant a négatif,

(26) x — ±  (— a ÿ 1 ,

Ces dernières s’accordent, comme on devait s’y attendre, avec les for

mules (4o) et (42) du § I.

Dans le cas où a s’évanouit, l’équation (6) se réduit à

(27) X 2 =  fV —

et l’on tire de la formule (18) ou (19) : i° en supposant ¡3 positif,

<*> • = ± [ ( S ) ‘ + ( ? ) H ·
■2° en supposant (3 négatif,

(29)

Ainsi, en particulier, les deux racines de l’équation

(30) , x*=\J— 1

seront données par la formule

(3i) 1 4 -  y  —  1
1/ 2· \]l sjl

et celles de l’équation

(32)

par la formule

=  — y — 1

(33) œ —± I — v/— I
v/2 W 2 \/2

Revenons maintenant à l’équation ( 3), et supposons que le coeffi-
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cient A cesse de s’évanouir. Cette équation pouvant s’écrire comme il 

suit

(34) ( * + ^ ) S +  B _ A ! = o,

on en tirera

V  A \ 2 A2 m 
(3°) \a!'+' 2/ ~  4 B‘

Or l’équation (35), étant de la même forme que l’équation (6), se 

résoudra de la même manière, et fournira pour x  +  -  des valeurs 

semblables aux valeurs de x  déterminées par la formule (18) ou (19).

Exemple. — Soit donnée l’équation du second degré 

(36) ¿e2—(5 -t- 4 v/— O·2·' +  6 +  8^— 1 =  0.

On en tirera

(37)

=  ( Ü - K 2 — ( 6 ï )  = — '-J -+- 2v/- r*·

D’ailleurs, si l’on remplace x  par x  — ^  +  2 l^ dans le premier

membre de la formule (18), et si l’on pose en outre a =  — (3 =  2,

on tirera de cette formule

(38) x - (Ü +  a ^ - I ) = ± ( i  +  2 y/— 1)

et, par suite,

(3g) # =  j| +  2VC- +  2/ ~  !)·

Donc, les deux racines de l’équation (36) seront respectivement
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§ I II .  — S u r  la  réso lu tio n  des équa tions b inôm es.

Considérons une équation binôme du degré n, la lettre n  désignant 

un nombre entier quelconque. Si l’on réduit le coefficient du premier 

terme à l’unité, cette équation se présentera sous la forme

(1) « re+ K  =  o,

K étant une constante réelle ou imaginaire, et l ’on en tirera

(2)  x n —  — K.

Donc, en écrivant, au lieu de — K , a 4- ¡3 y/— 1, et attribuant aux 

lettres a, [3 des valeurs réelles, on ramènera l’équation (1) à la forme

(3) xn — « 4- (3\/^7  .

Or on prouvera facilement que cette dernière peut toujours être résolue 

par des valeurs réelles ou imaginaires de la variable x .  C’est, en effet, 

ce qui résulte des principes que nous allons établir.

Supposons d’abord que le degré n se réduise à une puissance de 2,

c’est-à-dire à l’un des nombres 2, 4* 8, 1 6 ,__ Alors l’équation ( 3)

se trouvera réduite à l’une des suivantes :

(4) x i =  a. 4 - ¡3 y/—  1 >

(5) x* =a4-Pv^~^»

(6) x 8 =  a 4 - S y/— 1 ,

(7) x n — « 4 - (3 y'—  1 ,

Or l’équation ( 4 ) a déjà été résolue dans le paragraphe précédent, où

l’on a fait voir qu’elle admet deux racines de la forme p  4- q . De 

plus, il suffira de poser

x*= y, y î= z , z1— u,
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pour obtenir, à la place de la formule ( 5), le système des équations 

binômes

(8) x* =  y, y'i=a+Ç>\P^i·,

à la place de la formule (6), le système des trois équations binômes

(9) œ* =  y , =  ^= c(-h  (3 v/— I ;
\

à la place de la formule (7), le système des quatre équations binômes

( j o ) x 2= y ,  y 2 =  z ,  z 2= u ,  u 2 =  a  4 -  (3 y/—  1 ;

etc.
D’ailleurs, la dernière des formules (8) étant semblable à l’équa

tion (4), on en tirera deux valeurs réelles ou imaginaires do y ;  et, 

après avoir substitué successivement ces deux valeurs dans le second 

membre de l’équation x 2= y ,  on déduira de celle-ci quatre valeurs 

réelles ou imaginaires de x  qui seront propres à vérifier l’équa

tion ( 5). Pareillement, on tirera des formules (9) deux valeurs de z, 
quatre valeurs de y ,  et, en définitive, huit valeurs de x  propres à 

vérifier l’équation (6). De môme encore, on tirera des formules (10) 

seize valeurs de x  propres à vérifier l’équation (7), etc. Donc, cha

cune des équations (4 ), ( 5), (6), etc. offrira autant de racines que 

son degré renferme d’unités. On voit, en outre, que la détermination 

exacte de cos racines ne présentera aucune difficulté.

Supposons maintenant que le degré n soit un nombre impair. Dans 

cette hypothèse, l’équation ( 3 ) admettra certainement une ou plu

sieurs racines réelles ou imaginaires, si l ’une des quantités a, ¡3 s’éva

nouit. En effet, soit 2m ■+■ 1 une valeur impaire de n. On vérifiera évi

demment l’équation

( i l )  X n — <X

OU

(12) x - m + i—  a ,
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en prenant
1

(>3) ' x  — cêm+l

ou bien

0 4 )

suivant que a sera positif ou négatif; et l’équation

(.5) x n =  (3 \J—  i

OU ‘

(16) ■ x Un+l— ¡3 yCTi ,

en prenant •

(>7)

1

ou bien

08 )
1

X =  (— 1)'"+1 (— (3 ) 2 m + 1  ,

suivant que ¡3 sera positif ou négatif. J’ajoute que, si, n étant impair, 

les quantités a et [3 ne s’évanouissent ni l’une ni l’autre, on pourra 

encore trouver une valeur réelle ou imaginaire de x  propre à vérifier

l’équation ( 3 ) ou

(*9) ' x n — (« 4 - (3 v/~^) — °-

C’est ce que l’on démontrera sans peine en raisonnant comme il suit.

Représentons par p - \- q \] — i une valeur imaginaire quelconque 

attribuée à la variable x ;  par

(20) P  +  +  ~Ore— ( S£-+-PVf— *)

la valeur correspondante du binôme

(21) x n — (« h-  (3 v1—~î),
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et par r, p, R les modules des trois expressions imaginaires

p + q\f—~i > a +  lV — J> P h- Q v̂— 

en s o r t e  q u ’ on  a i t

(22) r=( p*  +  qt)*,

(23) p=(«» +  p*)*,

(24) R =  (P*4-Q*)*.

L e  m o d u l e  R  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 0 )  d e v i e n d r a ,  e n  v e r t u  d u  t h é o r è m e  II ,  

s u p é r i e u r  à la  d i f f é r e n c e

(25) rn — p,

s i  l ’ o n  s u p p o s e  7," > p ,  r ^ > p ” ; e t ,  p a r  c o n s é q u e n t ,  i l  s u r p a s s e r a  le  

m o d u l e  p, s i  l ’o n  a

1
(2 6 ) /’ >  (2 p)n.

A u  c o n t r a i r e ,  R  s e r a  é q u i v a l e n t  à la  v a l e u r  n u m é r i q u e  d e  p o u  d e  a  e t ,  

p a r  c o n s é q u e n t ,  i n f é r i e u r  à p, s i  l ’o n  s u p p o s e

(27) q~-0, xn=zpn~ a  .

o u  b ie n

( 2 8 ) p — o, æn= ( q \ J ^ Ï ) n— $ 'J ^ i.

D o n c ,  la  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  q u e  p u i s s e  a c q u é r i r  le  m o d u l e  R  de  l ’e x 

p r e s s io n  ( 2 0 )  o u  ( 2 1 ) ,  t a n d i s  q u e  x  v a r i e ,  e s t  i n f é r i e u r e  a u  m o d u l e  p

do a  +  p \J— 1 ,  e t  c o r r e s p o n d  à u n e  v a l e u r  d e  x  d i f f é r e n t e  d e  z é r o ,

i  ,
m a is  d o n t  le  m o d u l e  r  n e  s u r p a s s e  p a s  ( 2 p ) " .  D ’ a i l l e u r s ,  s i  l ’ on 

a t t r i b u e  à la  v a r i a b l e  x  u n e  v a l e u r  d i s t i n c t e  d e  p  -+- q \ j —  1 ,  e t  r e p r é 

s e n t é e  p a r

P +  q\/— i +  s,
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le binôme (21) se transformera en une fonction entière de z  du degré n, 
savoir

f (p  -+- q ■+■ «)" -  (« +  P v ^ )

(29) (,) I = P  +  Qy/z ^-+-«(/? +  5r/—î)'t_1-s+ .. .
\ H- n ( p  -+-q ^  — 1)  z"—1 z n.

Or, dans la formule (29), la somme des deux premiers termes du 

second membre s’évanouira si l’on prend

(30)

Mais si l’on prend

( 3 1 )

P +  Q v/~~~I 
n ( p - ^ q s / - ïy ~ l

Z  = —  £
P +  Qy/^t

z désignant une quantité positive très peu différente de zéro, ce second 

membre deviendra une fonction entière de z qui offrira pour premiers 

termes les deux expressions imaginaires

PH-Qy/—o — e(P +  Q\/~i).

Donc, si l’on divise cette fonction de z par P -t- Q y/ — 1, le quotient 

sera de la forme

(32) i - e - h  C 1 £t + C  2£3 - t - .  . . -+- C „ _ ] £ „ ,

( ’ ) L a  fo rm u le  ( 2 9 ) s e  d é d u it im m éd iatem en t d e  l ’éq u atio n  ( 2 0 ) jo in te  à c e lle  q u ’on 

o b tie n t en  re m p la ç a n t y  p a r  p  +  q v/ —  1 d an s l ’é q u atio n  co n n u e

(a) ( / + ! ) · = :  y n-+- nyn"iz nyz”̂ 1 -+- zn.

A u  r e s te ,  l ’em p lo i q u e  n o u s fa iso n s ic i d e  la  fo rm u le  ( 2 1 ) n ’e x ig e  p as q u e  l ’on d é te rm in e  

le s  c o e ffic ie n ts  d e  to u te s  le s  p u is s a n c e s  d e  z q u i e n tre n t d an s le  se co n d  m e m b re  d e  c e tte  

fo rm u le  ou  d e  la  fo rm u le  (a). O n p e u t m êm e, à  la  r ig u e u r ,  c a lc u le r  se u lem en t le  co e ffi

c ie n t  d e  z. O r , p o u r  s ’a s s u r e r  q u e  c e  co e ffic ie n t se  ré d u it, dan s la  fo rm u le  ( « ) ,  à 

i l  su ffit d ’o b s e r v e r  q u e  l ’on a g é n éra le m e n t

(b) ( y - h Z l ) ( y  +  Zi). . . ( y  - \-zn) =  7 » « * - + - .  , , +  z n)y n - 1  +  , . > +  Zlgt . , tZ/i 

e t ,  p a r  s u ite ,  e n  su p p o s a n t zt =  z% — ...  — zn =  z ,

(y -+- z)n = y n+ nyn-iz - l 2«.

Œ u v r e»  d e  C . —  S. H, t. IX. *
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e(, c2, cn_, désignant des coefficients réels ou imaginaires, et l’on 

trouvera, en supposant la variable z déterminée par l’équation ( 31),

(33) j (/> +  + P V ^ )
( = ( p  +  Q V̂—"Ï) ( i - s  +  ct£2 -t- c2£3-t-. . .+  c,M e'1).

Observons maintenant que, si R n’est pas nul, le second membre de 

l’équation (33) offrira, pour de très petites valeurs de z, un module 

inférieur à R. En effet, si l’on nomme

*1, · · · * 1

les modules des expressions imaginaires

Ci, c2, · · · » cn_i,

la somme des expressions

I —£, c,es, c2£3, . . . ,  Cb- jE»,

ou le polynôme (32), aura pour module (en vertu des théorèmes II, III 

et de leurs corollaires) un nombre 0 inférieur à la somme des quan

tités
I  — E, Z j £ 2, X2£3, . . . ,  Xb - i E'S

en sorte qu’on trouvera

( 3 4 )  0 < 1  —  E ( l  —  X j E  —  z 2 £ !  — . . . —  Z b - i E " - 1 ) .

D’ailleurs, pour de très petites valeurs de z, le polynôme

( 3 5 )  I  —  Z t £ —  X 2 £ !  —  . . . —  X b _ i £ " - 1

étant très peu différent de l’unité, on conclura de la formule ( 34)

( 3 6 )  0 < i ,

(37) 0R <  R.

Donc, lorsque R ne sera pas nul, on pourra choisir z de manière que 

le module ÔR de l’expression (33) devienne inférieur à R. Il suit évi

demment de cette remarque que le plus petit module de l’expres-
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sion (21) ne saurait différer de zéro. Donc, puisque ce plus petit

module correspond à une valeur de r  inférieure à (2 p)n, et que l’expres

sion (21) s’évanouit avec son module, l ’équation (19) ou ( 3) admet

une ou plusieurs racines dont les modules sont renfermés entre les 
1

limites o, ( 2p)n.
Les principes que nous venons d’exposer ne servent pas seulement 

à prouver que, dans le cas où n est impair, l ’équation ( 3) admet une 

ou plusieurs racines réelles ou imaginaires; ils fournissent encore le 

moyen de déterminer numériquement au moins l ’une de ces racines. 

En effet, supposons que, n étant égal à 2m + 1 ,  on désigne par x , la 

valeur de x  donnée par l’une des équations ( i 3), ( i4)> (17), (18). 

Après avoir calculé les valeurs correspondantes des nombres , x2, ..., 

y-n-t, on trouvera sans peine une valeur de e propre à rendre positive 

la quantité (35), c’est-à-dire à vérifier la condition

(38) x4£ 4- xse*4- . . .4- xn,-isn—l <  1.

Car il suffira, pour y parvenir, d’attribuer à e des valeurs décroissantes, 

par exemple
I I I

I, — ) --- > ---- > ···)io 100 1000

jusqu’à ce que le polynôme

(3g) Xi£ 4- x2£2-K . .+

qui décroît constamment et indéfiniment avec £, devienne inférieur à 

l’unité. Or, e étant choisi de manière à vérifier la condition (38), il 

suffira d’ajouter à x , le second membre de la formule (3 i), pour 

obtenir une nouvelle valeur de x ,  à laquelle réponde une valeur de R 

plus petite que le module de l’expression a?" 4- a 4- (3 \f— x. Soit x 2 
cette nouvelle valeur de x .  L’opération par laquelle on a déduit x 2 de 

x t , étant plusieurs fois répétée, fournira une suite de valeurs de x ,  
auxquelles correspondront des valeurs de plus en plus petites de la 

quantité positive R, qui représente le module de l’expression

x n +  « -t- (3 \j~— 1.
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Cela posé, soit

(4o) xi, x2, x „  xk, . ..

la suite des valeurs de x  dont il est ici question. Tandis que les mo

dules des expressions

(4 0  x nK-\-a. +  $\l— i, x\ 4-ot +  (3^—1> x\ i; i, ...

deviendront de plus en plus petits, les termes de la série (4o) conver

geront vers une certaine limite qui sera nécessairement une valeur 

de x  propre à vérifier l’équation (3).

II reste à examiner le cas où le degré n de l’équation ( 3) ne se ré

duit ni à un nombre impair ni à une puissance de 2. Soit, dans cette 

hypothèse, 21 la plus haute puissance de 2 qui puisse diviser le degré n. 
Ce degré sera le produit de 2*par un nombre impair 2m  4- 1, et l’équa

tion (3 ) ou

(42) U— K ·+· (3 (/— 1

pourra être remplacée par le système des deux formules

(43) x i l— y ,  jîm +i— a +  j3 \J— i .

Or la seconde des équations (43), étant semblable à l’équation (3), 

mais d’un degré impair, pourra toujours être vérifiée, d’après ce qu’on 

vient de dire, par des valeurs réelles ou imaginaires de y ,  et, pour 

chacune de ces valeurs de _y, l ’équation

dont le degré se réduit à une puissance du nombre 2, fournira autant

de valeurs de x  que son degré renferme d’unités.

On peut donc affirmer que, dans tous les cas, une équation binôme

admet des racines réelles ou imaginaires.

Au reste, on s’assurera facilement que le module de chacune des
1

racines de l’équation ( 3) se réduit toujours à p". Car, si l’on nomme r
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le module.d’une de ces racines, on aura, en vertu de ce qui a été dit 

ci-dessus (p. 96),

( 4 4 )  r n = p  

et, par suite,

(45) r =  p".

§ IV. —  S u r  la  résolution  des équations de d e g ré  quelconque  
à  coefficients réels.

Si, dans une équation du degré n, on réduit à l’unité le coefficient 

du premier terme, elle se présentera sous la forme

(1) xn +  A.xn~l +  B 2-1- . . . +  Ix +  K =  0.

Si d’ailleurs les coefficients A, B, I, K sont réels et donnés en 

nombres, on pourra, lorsque certaines conditions seront remplies, 

affirmer que l’équation (1) admet des racines réelles, et l’on établira 

sans peine les propositions suivantes :

Théorème VIII. — Si, en substituant l'une après l ’autre, dans le pre
mier membre de l’équation (1), deux valeurs réelles et finies de x , par 
exemple x  — a, x  =  b, on obtient deux résultats de signes contraires, on 
pourra en conclure que l ’équation admet au moins une racine réelle com
prise entre a et b.

Démonstration. — En effet, concevons que l’on fasse varier x  par 

degrés insensibles depuis la limite x  =  a jusqu’à la limite x  =  b. Le 

premier membre de l’équation (1), ou le polynôme

(2) xn-1- kxn~l +  B;rn-2-i-.. .-1- Ix -1- K

variera lui-même par degrés insensibles, en conservant une valeur 

finie, mais de manière à changer de signe; et il est clair qu’il s’éva

nouira au moment où il passera du positif au négatif, ou du négatif au 

positif.
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Corollaire I. — Il est bon d’observer que le polynôme (2) peut être 

considéré comme le produit des deux facteurs

(3) x n

et

(4)
A B I K

1 H---
x +  +  · · · +  x n—l +  æn

dont le second diffère très peu de l’unité, et par suite reste positif, 

quand on attribue à la variable x  une très grande valeur numérique. 

Cela posé, comme l’autre facteur æn change de signe avec x ,  dans le 

cas où le degré n est un nombre impair, il suffira évidemment, dans ce 

cas, d’attribuer à la variable x  deux valeurs de la forme

x  ~ — a, x  — a,

a désignant une quantité positive très considérable, pour que les va

leurs correspondantes du polynôme (2) soient affectées de signes con

traires. Donc alors l’équation (1) admettra au moins une racine réelle.

Corollaire II. — Si, le degré n étant un nombre pair, on désigne tou

jours par a une quantité positive très considérable, le polynôme (2), 

ou le produit des facteurs ( 3) et ( 4), sera évidemment positif pour 

x  =  — a. Si d’ailleurs la quantité K est négative, le polynôme (2) de

viendra positif pour x  — o. Donc alors ce polynôme changera de signe 

tandis que l’on fera varier x ,  soit entre les limites x  =  — à, x  — o, soit 

entre les limites x  — 0, x  =  a. Donc, par suite, l’équation (1) admettra 

au moins deux racines réelles, l’une positive, l’autre négative.

T héorème IX. — Supposons que, dans le polynôme ( 2 ) ,  le dernier 
terme étant négatif, les termes positifs, s’il en existe, suivent immédiate
ment le premier terme. L’équation (1) admettra une racine réelle et posi
tive, et n’en aura qu’une de cette espèce.

Démonstration. — Soient

pl> P2> · · · > P n —1> Pn
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les valeurs numériques des coefficients

A, B, . . . .  I, K.

En vertu de l’hypothèse admise, l’équation (i)  sera de la forme 

(5 ) x n+  p,a;»-‘ +  ptx n- * + . . .4- pmx * - ’*— pm+ix " - m~i— . . . — pn_lX — pn= o ,  

m étant un nombre entier inférieur à n. D’ailleurs le polynôme

(6) « » +  ptXn- l -b p1®»-*H-. . . 4 - p*®*-» — pm+lX ^ - i - .  . pn_l X -  p„

est le produit des deux facteurs

(7 ) X n - ' n }

(8) Xm-h pl Xm~i -h. . . +  pm — (  Ê2 ±! + . . . +  P»-1- 7 + - gs- ,\;v ' r ‘ r V -r* ‘ sy>n,—tn—1 spn—m />

et il est clair que, si l ’on fait croître x  par degrés insensibles, mais 

indéfiniment, à partir de x  =  o, l’expression

(9) X m - h p  i X ’» - i  +  . . . - i r p m  .

croîtra en passant de la limite pm à l’infini positif, tandis que l’ex

pression

(10)
0 m + l  n n
°------ H. . . 4 - -  P"-1__ h -  Pn

X  x n - m - l  n  x n - m

décroîtra en passant de l’infini -positif à zéro. Donc alors la diffé

rence (8) croîtra sans cesse, en passant de l’infini positif à l’infini 

négatif. Donc cette différence s’évanouira, mais une fois seulement, 

pour une valeur positive do x ,  et l’on pourra en dire autant du poly

nôme (6) qui forme le premier membre de l’équation (5 ).

Corollaire. — Lorsqu’on suppose m — o, l’équation (5) se réduit à

(n ) x n— pl x n- t— pi x n-* — . . .  — p„-1x  — pn=  o.

Donc cette dernière admet une racine réelle positive, et n’en a qu’une 
de cette espèce.

Lorsque les coefficients de l’équation ( 5) ou (11) sont donnés en
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nombres, on peut aisément déterminer la racine positive de cette équa

tion, avec une approximation aussi grande qu’on le juge convenable, à 

l’aide de procédés semblables à ceux auxquels on a recours dans l’ex

traction des racines carrées et cubiques. Il est d’ailleurs facile de 

trouver une limite supérieure à la racine dont il s’agit. On y parviendra 

en particulier pour l’équation ( n ) ,  en suivant l’une des méthodes que 

nous allons exposer.

Soient p le plus grand des coefficients p,, p2, . . . ,  p„_,, p„, et t  la 

racine positive de l’équation ( u ) .  On aura

( 1 2 )  t n  =  p i t ra- 1 +  p 2 v ' î - 2 +  . . . +  p „ _ 1 H - p s )

et, par suite,

t '! < p ( t n- 1 +  t re- 2 +  . . . +  £-1-1), t" < P ~ 7 7 J

ou, ce qui revient au même,

t ’1—  I

(13 ) t < p - + - i .

Donc la racine positive de l’équation (11) sera inférieure au plus grand 

des nombres

( 14  ) P1 +  1) P*+l ,  ■ ··, p«—i H— 1, p„-t-I.

De l’équation (12), présentée sous la forme

(i5)
t

Pi
,.2

P»-< , Pi
t » - l  "T " t n

on conclut encore que les rapports

(16) P· — ? Ps
2

Pn—1 P/i
‘ ’ t»-1 ’ t,11

doivent être ou égaux entre eux et à ou les uns supérieurs, les au

tres inférieurs à Donc, par suite, les rapports

07)
npn- 1 npn
tn—1 9

np2
V* 9 • · ·>
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doivent être, ou égaux, ou les uns supérieurs, les autres inférieurs à 

l’unité; et l’on pourra en dire autant des expressions

np i
Z

npa 2_  («P2)2
---- ------------- yt 1

1 1
n p r a - A '’ - 1 __ ( w p ^ - i ) " - 1 «p»Y

t

(ftp nŸ
Z

Or il en résulte évidemment que la racine t  sera comprise entre le plus 

petit et le plus grand des nombres

1 J_ î
( 1 8 ) «Pl> ( « P * ) 2» · · · ,  ( f t p r e - i ) " - 1 , ( r tp , , ) " .

Observons maintenant que, si, dans le premier membre de l’équa

tion (11), on attribue à la variable cc une valeur positive quelconque 

désignée par r, la valeur correspondante de ce premier membre sera

( ' 9 ) l 'n —  pi r n ~ i —  Pi r n- \ — . . .  —  p„_j  r  —  pn

ou, ce qui revient au même,

( 2 0 ) pl   p2   '  Pu—1   P*\
r ;-2 · ‘ · ,-n-l rnJ

Or le produit (20) est composé de deux facteurs qui, pour des valeurs 

croissantes de r, croissent l ’un et l’autre, et convergent, le premier 

vers la limite 00, le second vers la limite 1. Donc ce produit, qui s’éva

nouit pour r = t, deviendra positif dès que l’on aura par exemple,

lorsqu’on supposera r =  p +  1, ou lorsqu’on prendra pour r le plus 

grand des nombres (18); de plus, le produit dont il s’agit ou le poly

nôme (19) deviendra infini pour des valeurs infinies de r.

§ V. —  Sur la résolution des équations de degré quelconque 
à coefficients imaginaires.

Considérons, comme dans le § IV, une équation du degré n, mais à 

coefficients imaginaires. En réduisant le coefficient du premier terme

OEuvrcs de C. — S. II, t. IX. 16
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à l’unité, on ramènera encore cette équation à la forme

(i) x'l-\- kxn~l +  + . I x  -+- K =  o.

Seulement les constantes A, B, . I, K et les valeurs de x  propres à 

vérifier l ’équation (i)  pourront être imaginaires. D’ailleurs, si l’on dé

signe parp  -+-q\J— i une valeur imaginaire quelconque attribuée à la 

variable x ,  et par
pl> P2> · · ·>  P a—1> put r

les modules des expressions imaginaires

A, B, I, K, p +  q\/— i,

le module du polynôme

(2) kxn~l -h 'Bxn—t +  . ■. -H ïx +  K

sera (en vertu des théorèmes II et III) égal ou inférieur à la somme

( 3 ) pi r n~l -h p2 r't_s -+-... H- p„-i r -+- p„,

et, par suite, le module du polynôme

( 4 )  x n-+- k x n~l H- +  . . . -1-  I ¿ r  -t- K

{voir encore le théorème II) sera égal ou supérieur à la différence

(5) rn —  pj r ’1-1 p2r re—s — . . .  —  ,p«—1 r —  pn,

lorsqu’elle sera positive, c’est-à-dire lorsque le module r" de x n sur

passera celui du polynôme (2). Or l’expression ( 5) acquerra une va

leur positive et différente de zéro (voir le § IY), dès que le module r 
deviendra supérieur à la quantité positive 1 qui vérifie l’équation

(6 ) t'l = p , t re- l +  p21™-2-)-. . . +  p«_i* -+- pn,

par exemple, lorsqu’on prendra pour r ie  plus grand des nombres

(7) P l + I ,  Pj 4 - I ,  . . . ,  pn- 1 + 1 ,  Prç-M

ou le plus grand terme de la suite

i  _j_ 1
n p „  («p2)2, (/îp„_1)'1- 1, ( n p h ) \( S )
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Donc alors le module du polynôme (4 ), étant égal ou supérieur à l’ex

pression ( 5), acquerra lui-même une valeur différente de zéro. Donc 

l’équation (i)  ne peut être vérifiée par aucune valeur de x  dont le mo

dule surpasse la quantité t. Ajoutons que, si le module r, devenant su

périeur à t, croît au delà de toute limite, on pourra en dire autant de 

l’expression ( 5 ), et, à plus forte raison, du module du polynôme (4 ).

Concevons maintenant que l’on désigne par P -t- Q \J— i la valeur du 

polynôme (4 ) correspondante à x  =  p-+- q \j— i, et par R le module 

de l’expression imaginaire P +  Q \J— i . D’après ce qu’on'vient de 

dire, le module R croîtra indéfiniment avec r. Donc les plus petites va

leurs de ce module correspondront, non à des valeurs infinies, mais 

à des valeurs finies de r  et de x .  D’ailleurs, si l ’on attribue à la va

riable x  une valeur distincte dep  -t- qsj— i, et représentée par

P + 1  \/— 1 +  z>

le polynôme (4) se transformera en une fonction entière de z  du 

degré n , savoir

+  Ç \J— i -H .s) H- A ( p  -t- 11  \j— i -t- z )
I ■ __ __

+  R (p  q  y/—  i -|- z ')  + . . .  -l·- I (p -l- q i “U “i- E,

qui pourra être présentée sous la forme 

P +  Qv/— i +  (Pi+Q i\/— 0·®
(io) __

+  ( P a - t -  Q i  v / —  t ) · ® 2 -+■ · ·  · +  ( P . - ,  +  Q r e - 1  V*1—  l ) z n ~ ‘l - t -  z ' 1,

P,, P2, . . . ,  Pn_(; Qi, Q2, . . . ,  Q„_i désignant encore des quantités 

réelles. Cela posé, admettons d’abord que l’expression imaginaire 

P)-l-Q tv/— 1 ne soit pas nulle. Alors, dans le polynôme (io), la 

somme des deux premiers termes s’évanouira, si l’on prend

P +  Qï/^T 

Pi +  Qi v/— 1

z =
c P +  Qy/̂ TT

Pi+Q,s/=T’

00

Mais, si l’on prend 

(12)
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ε désignant une quantité positive très peu différente de zéro, la même 

expression deviendra une fonction entière de ε qui offrira pour pre

miers termes les deux expressions imaginaires

P^Q^/ZT, _ ε( Ρ +  0ν/ΙΓΤ).

Donc, si l ’on divise cette fonction de ε par P-t-Qy/— i, le quotient 

sera de la forme
I —  ε -+- c t s s -+- c 2 ε3 + . . .  -4- c n- x εΛ,

c , ,  c 2 ,  . . . ,  c a_ ,  désignant des coefficients réels ou imaginaires, et l’on 

trouvera, en supposant la variable 5 déterminée par la formule (12),

( p - h ç  \/—  I + s ) * + A ( / M - g r  y/— -' +  -+■  B  ( p  -+- Ç ¡/— ΐ  H- H - . · ·

-4- I ( / > — 1

=  (P-t-Q^—Ό ( Ι —  £ - t - c , 8 ! 4 - c . ^ 3 - + - . . .  +  (?„_ι ε'ί ) .

D’autre part, si l’on nomme

^2* · 4 * y 5t/i— t

les modules des expressions imaginaires

C\y ^2» · · · y Cri—1*

on prouvera, en raisonnant comme ci-dessus (p. 114)» que le module 0 
du polynôme

( ι 4 )  I —  ε +  ο 1 ε , 4 - ο , ε 3 - κ . .  +  ο Λ- ι ε '* '

est inférieur à la somme

1 —  ε +  κ , ε 2 -Η κ 2ε 3 4 - . . . +  * Β- | ΐ "  

et vérifie, en conséquence, la formule 

( ι 5 )  Θ <  1 —  ε ( ι  —  κ , ε  —  κ 2ε 2 — . .. — κ , , - ι ε ' 1 - 1 ) ,

dès que l’on suppose ε < ι .  Enfin la formule ( i 5 ) donnera évidem

ment, pour de très petites valeurs de ε,

06 )

0 7 )

6 < i,

SR <  R.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



125ET SUR^LA THÉORIE DE L’ÉLIMINATION.

Par conséquent, lorsque R ne sera pas nul, on pourra choisir z de ma

nière que le module 0R de l’expression ( i 3) demeure inférieur à R. 

Donc, si l’expression imaginaire Pl -l·Q ,\/— i ne s’évanouit pas, la 

plus petite valeur de R ou le plus petit module du polynôme ( 4 ) ne 

pourra différer de zéro.

Admettons à présent que P, +  Q, V— i s’évanouisse, et supposons 

que, parmi les expressions imaginaires

Pi -+- Q l 'J— 1, Qj — i , P«—i -+- Q»-i \/— i , P»+ Q«v/— I = I >

la première de celles qui ne sont pas nulles corresponde à l’indice m. 
Alors, dans le polynôme (io ) réduit à la forme

( P ■+■ Q \f—1 -+- (P ,»+ Qm.'J—1) 3'”
I j __ __ ·

1 +  (Pm+lH- Q»t+1 \/— l) s m+t +  . . .4- (P re—1 -I— Qra-1 y/— +

la somme des deux premiers termes s’évanouira, si l’on prend

(19) S =  Z>

'( désignant une valeur do s propre à vérifier l ’équation binôme

(20)

Mais, si l’on prend

(21)

P +  Q y/— 1
Pm+ Q/k \/— I

s =  et,

z étant une quantité positive différente de zéro, le polynôme (18) de

viendra une fonction entière de e, qui offrira pour premiers termes les 

deux expressions imaginaires

P +  Qv'—ï '  — em(p H- Q v/-—̂ )·

Donc, si l ’on divise cette fonction de z par P Qy/— 1, le quotient 

sera de la forme

(22) I _  £ / « C, Ém+1 -+- c2em+iH-...-(- c„_„, e",

c,, c.2J . . . .  désignant des coefficients réels ou imaginaires, et l’on
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trouvera, en supposant la variable z  déterminée par l’équation (21),

j (.P ~ — 1 +  z )n +  A (p H- q — x -4- z') -|-C(p +  r̂y/— i+ x ) "  2-h.. 

( 2^) |  +  I ( p  4-  q \J—  1 4-  z )  ■+■ K

(  = ( P  +  Q v , - i ) ( I “ £ " 1 + ( ! i £ ' " + 1  +  c s z m + -  +  ·  · .  4 -  c „ _ m Bn ) .

D’autre part, si l’on nomme

*1, *2* · · · 9 Kfi—m

les modules des expressions imaginaires

' CU C2, · · · « C/i — rn*
1

on s’assurera, en raisonnant comme à la page 114, que le module 0 

du polynôme

(24) I — £"*+ C1S",+1 +  C26"1+! +  . . . +  ■

vérifie la formule

(25) Ô < 1  — £"‘ (I — XtS — xses —

lorsqu’on suppose e < i ,  et devient par suite inférieur à l’unité, 

lorsque e différé très peu de zéro. Donc, si R n’est pas nul, le module 

OR de l’expression ( 23) sera, pour de très petites valeurs de e, infé

rieur à R. Par conséquent, dans l’hypothèse admise, la plus petite va

leur de R ou le plus petit module du polynôme ( 4) se réduira encore à 

zéro.

Il est donc prouvé que, dans tous les cas, les valeurs finies de r et 

de x ,  pour lesquelles le module R devient le plus petit possible, font 

évanouir ce module et, par suite, le polynôme ( 4). Donc il existe une 

ou plusieurs valeurs finies do x  propres à vérifier l’équation (1). En 

d’autres termes, cette équation admet nécessairement une ou plu

sieurs racines soit réelles, soit imaginaires.

La méthode par laquelle on vient d’établir l’existence des racines 

réelles ou imaginaires des équations de degré quelconque peut en

core servir au calcul numérique de ces racines. En effet, nommons
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x , ,  oc* les deux valeurs de oc ci-dessus désignées par p  H- q \J — i et 

P +  <7 V— 1 H-·-· Pour que le module du polynôme ( 4 ) diminue tandis 

que la variable x  passera de la valeur x  =  x { à la valeur x  =  x 2f il 

suffira de choisir le nombre z de manière que le second membre de la 

formule ( i 5) ou ( 25) devienne inférieur à l’unité, et par conséquent 

de manière que l’on ait

(26) X4£ -(- X2£2- t- .  . .-I-  <  I

OU

(27) X j  £ H -  X S S2 -+ -  .  .  .  - H  V - n - m  t ' l ~ m  <  l  ·

Or la condition (26) sera remplie, si l’on prend pour s un nombre in

férieur à la racine positive unique de l’équation

(28) Xt £ -t-  X2£2- | - .  . , - t -  Xn_ 1SB -1 =  I .

D’ailleurs cette équation, pouvant s’écrire comme il suit

fournira une valeur positive de i  inférieure au plus grand des nombres

X j  +  I ,  X 2 + I ,  X „ _ i - ) - I ,

ainsi qu’à la plus grande des quantités

(«— l)*l, [(« — ···> [(» —

{voir le §IY), et par conséquent une valeur positive de £ inférieure au 

plus petit des rapports

(3o)
I I

- > --- :—: >x« H- 1 X2 * -+-1

ainsi qu’à la plus petite des quantités
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Donc le plus petit terme de la suite ( 3o) ou ( 3 i), étant pris pour e, 

vérifiera la condition (26). De même, on vérifiera la condition (27) en 

prenant pour £ un nombre inférieur à la racine positive unique de l’é

quation binôme

(32) X iS - h * ! s '2~l· . . .  +  £ « - ' » =  i ,

ou le plus petit terme de l’une quelconque des deux suites

(33)

(34)

-H l
1

------------------------ ,

Xn—rn “t- *

I
(n — t»)*!*

1
1

(n — m )/„_,„

Ainsi, dans tous les cas, apres avoir choisi arbitrairement la valeur 

de x  ci-dessus représentée par x ,  ou p  +  q \j— 1, 011 pourra, de cette 

première valeur, en déduire une seconde x 2 qui fournisse un moindre 

module du polynôme ( 4 ). Cela posé, si l ’on répète plusieurs fois de 

suite l’opération par laquelle on déduit x., de x , ,  on obtiendra évi

demment une série de valeurs finies de x ,  auxquelles correspondront 

des modules de plus en plus petits du même polynôme, et, si l’on dé

signe ces valeurs par

(за) Xj, Xn 3̂, · · · ,

la limite vers laquelle elles convergeront, tandis que le polynôme (4) 

s’approchera indéfiniment de zéro, sera certainement une racine de 

l’équation (1).

Soit maintenant a une racine réelle ou imaginaire de l’équation (1). 

On aura identiquement

(зб) a" +  Aa"-I+ B a ' ,- ! +  .. .  +  Ia +  K =  o

ou, ce qui revient au même,

K =  — a’1 — Aan~l — Ban~- —.. .  — la
et, par suite,

( ¿î;'* h— A a?"-1 -4— B xtt~t -+·... + 1 x +  K
( — x n —  an -+- A( x n~l — a"-1) -+- B(ic't-S— ara-î) l ( x  — a).(37)
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Comme on a d’ailleurs, en désignant par m  un nombre entier quel

conque,

( 3 8 )  x m —  a"1—  (X —  a) (xm~l H- a x m~ ^ ~ K  . . +  am~*x -+- am~l ),

la formule (37) donnera évidemment

/ xn-\- Axn~i -t- Bxn~*-h.. .-t- Ix -+- K 
(3g) I =  (x — a) (a ■ +- À)xa-*+  (<z2-+- Aa -+- B)#'1-3-!-...

( +(fl',- 1+ A a '" !+ B a ',- ! +  . . . +  I)].

Donc le polynôme ( 4 ), qui est du degré n par rapport à x ,  peut tou

jours être décomposé en deux facteurs, dont l’un soit linéaire et de la 

forme

( 4 o )  x — a,

l’autre étant un nouveau polynôme du degré n — 1 et de la forme

| xn~l +  ( a +  A ) x 2 +  (a- -|- A a B ) x"—3 -+-...
( +(fl',"i +  Aa'l ' ! +  Ba'l- s +  . . .  +1).

De plus, en désignant par b une racine réelle ou imaginaire de l'é

quation

| xn- l+  (a -t- k)xn~2+  (a!+  Aa -+- B)#«-3-!-...
. * ( -t- ( a ,!-- 1 -t- A a ' l " 2 +  B an~3- h . . .H - I )  =  o ,

on prouvera encore que le polynôme (4 i) peut être décomposé en deux 

facteurs dont l’un soit x — b, l’autre étant un polynôme du degré 

n — 2 et de la forme

(43) •ic'l-s4- (b +  a +  A)«'*-3-!- [b1 ab a* +  k(b  +  a) +  ....

Donc le polynôme (4 ) sera le produit des facteurs linéaires x  — a, 
x  — b par un polynôme du degré n — 2. En continuant de la même 

manière, on prouvera définitivement que le polynôme (4) est le pro

duit de n facteurs linéaires et de la forme

(44) x  —  a, x — b, x — i, x  —  k

par un polynôme du degré zéro, c’est-à-dire par une constante; et,
OEuvres d e  C . — S. II, t. IX, I
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comme cette constante devra se réduire au coefficient de x n dans le 

polynôme (4). par conséquent à l’unité, on trouvera

(45) ir'i +  A^'l~1 +  Btfra_2 +  . . . +  I# +  K=: (x—a) (x—b) . . .(x — i) (x—k).

Donc l’équation (i)  pourra toujours être présentée sous la forme

(46) ( x — a) ( x  — b ) . . . ( x  — i) ( x  — k)  =  o,

a, b, . . . ,  i, k désignant n constantes réelles ou imaginaires. Mais on a 

démontré (voir le théorème IY) que le produit de plusieurs facteurs 

imaginaires ne peut s’évanouir qu’autant que l’un de ces facteurs se 

réduit à zéro. Donc toute valeur réelle ou imaginaire de x ,  propre à 

vérifier l’équation (46). coïncidera nécessairement avec l’une des va

leurs de x  déterminées par les formules

(47) x  — a — o, x  — b — o, . . . ,  x  — t =  o, x — k — o,

c’est-à-dire avec l’une des constantes a, b, . . . ,  i, k\ et, comme cha

cune de ces constantes est évidemment racine do l’équation (4G), on 

pourra énoncer la proposition suivante :

T héorème X. — Quelles que soient les valeurs réelles ou les valeurs 
imaginaires des coefficients A, B, . . . ,  I, K, l ’équation (i)  a toujours 
n racines réelles ou imaginaires, et n’en saurait avoir un plus grand 
nombre.

De plus, on déduira immédiatement de la formule ( 45) cet autre 

théorème :

T héorème XI. — Si l'on désigne par a, b, c, . . . ,  i, k les n racines de 
l ’équation ( i) , le premier membre de cette équation ou le polynôme (4) 

sera le produit des facteurs linéaires

( 48 ) x  — a,  x  — b, . . . ,  x  — i, x  — k.

Observons encore que, si l’on développe le second membre de l’é

quation ( 45), elle deviendra

( x n -+- Ax n~ l -h B x n~- -t-. . .  -+- I x  ■+■ K
| — x n— (a +  6 +  . . . - ) - i  +  k ) x n~l -H. . , ± a b . . . ik,

(49)
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et que l’on tirera de la formule (49)> en ayant égard au théorème VII,

I
a  -H b c . . .  -H i  -1- k  — — A, 

ab  -+- ac  4 - . . .  -4- a i  -+- a k  -+- bc -+-... -+- bi 4- bk  + . . .  -t- ik  — B,

.......................................................................; .................... »
abc.. .¿ +  abc.. .k + . . . +  bc.. .¿k— ẑ I,
a b c . . . ik  =  dz K.

Or ces dernières équations comprennent évidemment un théorème 

que l’on peut énoncer comme il suit :

T héorème XII. — Lorsque, dans une équation du degré n, le coefficient 
du premier terme est réduit à l ’unité, les coefficients du deuxième, du 
troisième, du quatrième, . . . ,  du dernier terme, étant pris alternativement 
avec le signe — et avec le signe + ,  sont respectivement égaux à la somme 
des racines, ou aux sommes des produits qu’on obtient en multipliant ces 
racines deux à deux, trois à trois, etc. , ou enfin au produit de toutes les 
racines.

Lorsque deux ou plusieurs des constantes a, b, c, . . .  sont égales 

entre elles, les facteurs linéaires correspondants deviennent égaux, et 

l’on dit que l’équation ( i)  a des racines égales.

Lorsque, dans le polynôme (4 ), les coefficients A, B,·. . . ,  I, K sont 

réels, alors, en substituant successivement dans ce polynôme deux 

valeurs de x  imaginaires, mais conjuguées l’une à l’autre, par exemple,

(5 i) x  = p  +  q f — i, x  — p — qsj— i,

on obtient évidemment pour résultats deux nouvelles expressions ima

ginaires, qui sont encore conjuguées l’une à l’autre ou de la forme

(52) P +  Qv / ^u P — Qv/— u

P, Q étant des quantités réelles. D’ailleurs, pour que chacune des ex

pressions (Ô2) s’évanouisse, il sera nécessaire et il suffira que l’on ail

( 5 3 ) P =  o ,  Q =  o .
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Donc ces deux expressions ne pourront s’évanouir l’une sans l’autre, 

et si l’équation ( i)  offre, dans l’hypothèse admise, une racine imagi

naire de la formep  -H q \f^~ i,  elle en offrira une seconde conjuguée à 

la première ou de la forme p — q <J— i .  Dans le même cas, ceux des 

facteurs linéaires.» — a, x  — b , . . . ,  qui correspondront à deux racines 

imaginaires conjuguées, seront eux-mêmes conjugués entre eux ou de 

la forme

(54) x —p — q j — i, x — p +  q j — i,

et donneront pour produit un facteur réel du second degré, savoir

(55) (x — p)*+ q*.

Ces remarques fournissent les propositions suivantes :

T héorème XIII. — Si, dans l’équation ( i) , les coefficients A, B, . . . ,

I, K sont tous réels, cette équation réadmettra qu’un nombre pair de' ra
cines imaginaires qui, prises deux à deux, seront conjuguées l ’une à 
l ’autre.

T héorème XIV. — Si, dans le polynôme ( 4 ), les coefficients A, B, . . . ,  

I, K sont tous réels, ce polynôme sera décomposai le en facteurs réels du 
premier ou du second degré.

Les deux théorèmes qui précèdent s’étendent évidemment à l’équa

tion (76) du § I et au polynôme qui forme le premier membre de cette 

équation, c’est-à-dire à tous les polynômes dont les coefficients sont 

réels, et aux équations qu’on obtient en égalant ces polynômes à 

zéro.
/

§ VI. — Sur la détermination des fondions symétriques des racines 
d’une équation donnée

( 1 )  æ "  +  A æ , ' 1 + B * ' ' ,  +  . . . +  D  +  K = o ,

dans laquelle A, B, . . . ,  I, K désignent des constantes réelles ou ima

ginaires. Si l’on nomme a, b, c, . . . ,  h, i, k les racines de cette équa-
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tion, l ’on aura, comme on l’a prouvé clans le § Y,

1« +  £- i- c +  . . . - i- î 4 - A = — A,
ab  H- ac  -+-. . .  +  a i  +  ak  bc + . . .  +  bi  4- bk  + . . .  +  ik  =  B,

.............................................................................................. »
I a b c . .  . i  a b c . . .  k  -+-.. . +  b c . . .  ik =  qz I,

\ a b c . . . i k  =  ±  K.

Soit maintenant U une fonction entière de chacune des racines a, b,
c........ i, k, qui, comme les premiers membres des équations (2), ne

change pas de valeur, quand on échange entre elles ces mômes racines. 

U sera ce qu’on appelle une fonction symétrique des racines de l’équa

tion (1), et l’on pourra, sans résoudre cette équation, déduire la valeur 

de U des valeurs supposées connues des coefficients A, B, C, . . . ,  I, K. 

On y parviendra en effet très aisément à l’aide de la proposition sui

vante :
»

T héorème XY. — Soient a, b, c, . . .  les racines supposées inégales de 
l ’équation (1). Concevons de plus que U représente une fonction symé
trique de ces racines, et que, par un moyen quelconque, on ait transformé 
U en une fonction entière de a, du degré m, savoir

(3 ) â"t+ 31Aa"‘-14-...H-3 «-t-G = U,

£, 311, . . . ,  S, G étant de nouveaux coefficients dont les valeurs se dé
duisent de celles des coefficients A, B, . . . .  I, K. Si l ’équation (3) subsiste 
tandis qu’on y  remplace la racine a par Vune quelconque des racines b, 
c, d, . . . ,  le polynôme

(4) £a",4- 31I'a"i-1-f-... + SaH-S,

divisé par la fonction

(5) an A a n~l -h B a*-2 -H... -+- l a  -+- K,

fournira un reste indépendant de a, et ce reste sera précisément la valeur 
de U. ' ,

Démonstration. — En effet, dans l’hypothèse admise, chacune des
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racines a, b, c, d, . . .  de l’équation (i)  vérifiera encore la formule
) I

(6) ^^",+  3]Iæ"î- 1 +  . ..  +  Sæ; +  G=:U.

D’ailleurs,,si l’on désigne par

(7 ) l x n~ l -+- p x H- - - h . . . +  ç x  4 - T

le reste de la division du premier membre de la formule (6) par le pre

mier membre de l’équation (1), la formule (6) se réduira simplement 

à la suivante

(8) l x n~l +  P#'1-2-)-. . . 4 - ç x  4 - r =  U.

Or cette dernière ne pourra être qu’une équation identique, en sorte 

qu’on aura nécessairement

(9) l  =  o, ¡J· — o, . . . ,  ç =  o

et ‘

(10) t =  U.

Car, s’il en était autrement, la formule (8) serait une équation d’un 

degré inférieur à n, et pourtant elle admettrait n  racines a, b, c, d, ..., 

ce qui serait contraire au théorème X. Donc, en divisant le premier 

membre de l’équation (6) par le premier membre de l’équation (1) 

et, par conséquent, le polynôme (4 ) par b  polynôme ( 5), on obtiendra 

un reste t indépendant de x  ou de a, et ce reste, en vertu de la for

mule (10), sera précisément la valeur de U.

Pour montrer le parti qu’on peut tirer du théorème XV, concevons 

d’abord que l’équation (x) soit du second degré, et se réduise à

(11) x'- A x +  B =  o.

Les deux racines a et b de cette équation vérifieront la formule

(12) a-h b =  — A;

. et, si l ’on désigne par U une fonction symétrique de ces racines, il

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ET  SU R  LA  T H É O R IE  DE L ’É L IM IN A T IO N . 135

suffira de substituer à la racine b sa valeur tirée de la formule (12), 

savoir

(13) b = — a — A,

pour changer U en une fonction entière de la seule racine a\ Soit

(3) .ra'»+Orüa''‘- 1-|-...-i-Sa-|-G =  U

la fonction entière dont il s’agit. L’équation ( 3 ) continuera évidem

ment de subsister, ainsi que la formule (12), tandis que l’on échan

gera entre elles les racines a et b. Donc, si ces racines sont inégales, 

lepolynôme (4), divisé par le trinôme

(14) a2-1- pa -h q,

fournira (en vertu du théorème XV) un reste indépendant de a, et ce 

reste sera précisément la valeur de U.

Il est bon d’observer que, en substituant dans U la valeur de b tirée 

de la formule (12), on obtient pour résultat le reste auquel on par

viendrait en divisant U considéré comme fonction.de b par le trinôme

( 15 ) . b -t- a -|— p .

Donc, pour calculer la valeur d’une fonction symétrique U des racines a, 
b de l’équation (11), supposées inégales, il suffit de diviser : i° U con

sidéré comme fonction de b par le trinôme (15) ; 20 le reste de la divi

sion considéré comme fonction de a par le trinôme ( i 4 )· Le nouveau 

reste, ainsi déterminé, sera précisément la valeur cherchée de U.

Concevons maintenant que l’équation (1), étant du troisième degré, 

se réduise à

(1 6 ) .r3 4 - A ¿c2-h R ~t-C =  o ;

et soient a, b, c les trois racines de cette équation supposées inégales 

entre elles. On aura identiquement

(17) ' + A a ! + B a + C  =  o

ou, ce qui revient au même,

a3—  A a2—  R a
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e f ,  p a r  s u i t e ,

;r3 +  A a;2 B æ· -(- C =  a·3 — a 3 -t- A(a ;2 — a 2) +  B (¿c — a)

— (as —  a)[ic2 -t-(a-i-A)a:-|-(a2 +  Aa +  B)].

D o n c ,  l ’é q u a t i o n  ( 1 6 )  p o u r r a  ê tr e  p r é s e n t é e  s o u s  la  f o r m e

(j8) (as —  a )[« 2+ ( a  +  A)«H-(iaf2+ A a  +  B)] =  o,

et c e l l e  q u ’ on  o b t i e n d r a  en  la  d iv i s a n t  p a r  cù —  a,  s a v o ir

(1 9 ) ¿cs+  (a +  A);r -4- (a2 +  Art -l- B) =  o,

a u r a  p o u r  r a c i n e s  b e t  c. C e la  p o s é ,  s o i t  U u n e  fo n c t io n  s y m é t r i q u e  

d e s  r a c i n e s  a, b, c d e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 6 ) .  P u i s q u e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 9 )  e s t  du  

s e c o n d  d e g r é  s e u l e m e n t ,  on  d é t e r m i n e r a  s a n s  p e i n e  la  v a l e u r  d e  U c o n 

s id é r é  c o m m e  f o n c t i o n  s y m é t r i q u e  d e s  r a c i n e s  b e t  c, p a r  la  m é t h o d e  

q u e  n o u s  a v o n s  a p p l i q u é e  à la  d é t e r m i n a t io n  d e s  f o n c t i o n s  s y m é t r i q u e s  

d e s  r a c i n e s  de  l ’é q u a t i o n  ( 1 1 ) .  O n  y  p a r v i e n d r a ,  en  e f fe t ,  en  d i v i s a n t  U 

c o n s id é r é  c o m m e  f o n c t io n  d e  c p a r  le  p o ly n ô m e

( 2 0 ) c -H b -H et A ,

p u i s  le  r e s t e  c o n s i d é r é  c o m m e  f o n c t i o n  de  b p a r  le  p o ly n ô m e

(21) 62+ ( a H - A ) i  +  «2 + A «  +  B.

L e  r e s te  d e  la  n o u v e l l e  d i v i s i o n  s e r a  u n e  f o n c t io n  e n t i è r e  d e  a, q u i ,  

d i v i s é e  e l l e - m ê m e  p a r  le  p o ly n ô m e

(22) a 5+ A a ! + B a  +  C,

f o u r n i r a  u n  t r o i s i è m e  r e s t e  i n d é p e n d a n t  d e  a ;  e t  ce  t r o i s i è m e  r e s te  

s e r a  la  v a l e u r  c h e r c h é e  d e  U.

I l  e s t  i m p o r t a n t  d ’o b s e r v e r  q u e ,  p o u r  o b t e n i r  le s  p o l y n ô m e s  ( 2 2 ) ,

( 2 1 ) ,  ( 2 0 ) ,  i l  s u f f i t  : x° d e  p o s e r  x  =  a  d a n s  le  p r e m i e r  m e m b r e  d e  

l ’é q u a t i o n  p r o p o s é e ,  c ’e s t - à - d i r e  d a n s  la  f o n c t io n

(23) ¿c3H-Aii32-l-Ba;-i-C;

2° d e  r e t r a n c h e r  le  r é s u l t a t  o u  le  p o l y n ô m e  ( 2 2 )  d e  la  f o n c t i o n  ( a 3 ) ,
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de diviser le reste par x  — a, et de remplacer, dans le quotient ainsi 

formé, savoir

(24) Æ! + ( a - t - A ) Æ  +  a ! + A a  +  B,

la variable x  par la lettre b-, 3° de retrancher le nouveau résultat ou le 

polynôme (21) de la fonction (24), de diviser le reste para? — b, et de 

remplacer, dans le quotient ainsi formé, savoir

(20) x  -¡f. b a -)- A,

la variable x  par la lettre c.

Concevons encore que l’équation (1), étant du quatrième degré, se 

réduise à

(26) x i -+- Aa;3 +  B a;2 h-  C x  -t- D =  o,

et soient a, b, c, d les quatre racines de cette équation, supposées iné

gales entre elles. On aura identiquement

(27) a ‘ + A « 3 +  B a ! + C a  +  D = o  

ou, ce qui revient au même,

D = — a 4— A  a 3— B a s — C a ,

et, par suite,

a;4 4- A x 3 +  B x* +  C x  +  D 

=  a?4 — a4 H- A ( x 3 —  a3) -+- B (x* — a 2) +  C { x  — a)

=  ( x  —  a) [ x 3-t- (a  +  A)a;2+  (a 2+ A a  +  B)a? +  (a 3H-A«2-+-B« +  C)].

Donc l’équation (26) pourra être présentée sous la forme

(28) { x  —  a) [« î + ( i !  +  A ) i ; , +  (a, +  A a  +  B ) ^ + ( a , +  A a ! +  B a  + C ) ]  =  0,

et celle qu’on obtiendra, en la divisant par x  — a, savoir

(29) Æ3+ ( a  +  A)Æs + ( a ! + A a  +  Bi ic  +  t ^ + A a ’ +  Bfl  +  f ^ o ,

aura pour racines b, c et d. Cela posé, soit U une fonction symétrique 

des racines a, b, c, d de l’équation (26). Puisque l’équation (29) est 

du troisième degré seulement, on déterminera sans peine les valeurs

OEuvrcs de C. — S. Il, t. IX. . l 8

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



138 S U R  L A  R É S O L U T I O N  D E S  É Q U A T I O N S  N U M É R I Q U E S

de U considéré comme fonction symétrique des racines b, c, d par la 

méthode que nous avons appliquée à la détermination des fonctions 

symétriques des racines de l’équation (16). On y parviendra, en effet, 

en divisant U considéré comme fonction de d par le polynôme

(30) ci -i- c  b ci -H A,

puis le reste considéré comme fonction de c par le polynôme

(31) +  A)c  +  A! +  «ii +  « * + A ( é  +  a) +  B,

puis le nouveau reste considéré comme fonction de b par le polynôme

(3a) i ! +  ( a  +  A ) i , +  (a ! + A a  +  B) fi  +  (a3 + A a 2 + B a + C ) .

Le troisième reste, que l’on trouvera en opérant comme on vient de le 

dire, sera une fonction entière de a, qui, divisée elle-même par le 

polynôme

(33) n4-f· A a 3 4- B a* +  C a  4 - D,

fournira un quatrième reste indépendant de a; et ce quatrième reste 

sera la valeur cherchée de U.

.11 est important d’observer que, pour obtenir les polynômes ( 33),

( 32)  , ( 3 1), ( 3o), il suffit : i° de poser x  =  a  dans le premier membre 

de l’équation proposée, c’est-à-dire dans l'a fonction

(34) 'cr4 +  \ x 3 +  B * ! +  C x  +  D;

2° de retrancher le résultat ou le polynôme ( 33) de la fonction ( 34), 

de diviser le reste par x  — a, et de remplacer, dans le quotient ainsi 

formé, savoir

( 3o ) x 3 -t- (n A) x 3 -H (æ2 -t- K  ci 4 - B ) a? -H (n3 -t- A ci2 -t- B æ G),

la variable x  par la lettre b; 3° de retrancher le nouveau résultat ou le 

polynôme ( 32) de la fonction ( 35), de diviser le reste par x  — b, et de 

remplacer dans le quotient ainsi formé, savoir

x"1 -t- { b  -h a  4- Â ) x  +  6 ! +  a 6  +  fl! +  A ( a - i - 6 ) +  B,(36)
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la variable x  par la lettre c·, 4U de retrancher le dernier résultat ou le 

polynôme ( 3 i) de la fonction (36), de diviser le reste par as — c, et de 

remplacer, dans le quotient ainsi formé, savoir

(37) x  -f- c -+- b -4- <z -H A,

la variable x  par la lettre d.

En continuant de la même manière, on parviendra généralement à 

déterminer les fonctions symétriques des racines d’une équation de 

degré quelconque, et l ’on établira sans pe-inc, à ce sujet, le théorème 

que nous allons énoncer :

T héorème XVI. — Soient a, b, c, d, . . . ,  h , i, k les racines de l ’équa

tion (1),

(38) P =  x n4- A«'1-1 -t- B xn~2-+-■ . ■ +  lx  4- K

le premier membre de celte équation, et U une fonction symétrique des 

racines a, b, c, . . . ,  h, i, k. Soient de plus

(39) ■ Jt, H5., ©, 5,  3, 3f.

les polynômes dans lesquels se transforment 

pose x  =  a; i° la fonction

(4o)

10 la fonction P quand on

quand on pose x  =  b ; 3° la fonction

(40 R =
Q — il!» 
x  — b

quand on pose x  =  c; 4° la fonction

(42) S =
R - a

X  — c

quand on pose x  — d, etc. Pour déterminer la valeur de la fonction symé

trique U, il suffira de diviser : i° U considéré comme fonction de k par le 

polynôme

(43) t)t — /c-+- i +h-h .  ., +  c + i + a  +  A;
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2° le reste considéré comme fonction de i par le polynôme

-h h b -4- hci -4- · · · -t- bu -H- A ( i -H h . . .  -f- b -4- o, ) -i- B ;

3° le nouveau reste considéré comme fonction de h par le polynôme

$ =  h* +  . . . ,

etc. Les différents restes ainsi obtenus seront indépendants, le premier de

là racine k, le second de la racine i, le troisième de la racine h, etc., et le 

dernier de tous sera précisément la valeur cherchée de U.

D’après ce qui a été dit ci-dessus, il semble, au premier abord, 

qu’on devrait restreindre le théorème XYI au cas où les racines de 

l’équation (x) sont inégales entre elles. Mais on doit obsci’ver que, on 

dernière analyse, la valeur de U, déduite de ce théorème, sera une 

fonction des coefficients A, B, . . . ,  I, K; et même une fonction entière, 

puisque, dans chacun des polynômes X, 3 , $, .. ·, le premier terme a 

pour coefficient l’unité. Désignons par o  cette fonction entière. La 

formule
U =  ü

subsistera lorsque les racines a, b, c, . . . ,  h, i, k seront inégales, 

quelque petites que soient d’ailleurs les différences de ces racines. 

D’autre part, on pourra faire varier les coefficients A, B, . . . ,  I, K par 

degrés insensibles, et de telle manière que deux ou plusieurs de ces 

différences s’approchent indéfiniment de la limite zéro; et, comme la 

formule U =  o  continuera de subsister dans cette hypothèse, il est 

clair qu’elle sera encore vraie au moment où les différences dont il 

s’agit s’évanouiront, c’est-à-dire au moment où des racines de l’équa

tion (i) deviendront égales entre elles. Donc le théorème XYI s’étend 

au cas même où cette équation offre des racines égales.

Il est bon d’observer encore que les polynômes 3C, 3 , . · . ,  ©,

ii'o, A sont précisément ce que deviennent les premiers membres des
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équations (2) présentées sous les formes

I
A H— a “1— b —{— c -4- · . « *4“ i k — o,
R — ab — ac —.. .  — ai — ak —- bc —. . .  — bi — bk —. . .  — ik — o,

............................................................; · · ................................. .
I ±  { a b c . .. i -4- a b c . .. k  -+*. . .  +  b c . .. i k ) —  o,

K qz abc. . .  ik =  o,

quand on substitue dans la seconde la valeur de k tirée de la première, 

dans la troisième les valeurs de k et de i tirées des deux premières, 

dans la quatrième les valeurs de k, i, h tirées des trois premières, etc. 

Ainsi, en particulier, si l ’on suppose x  =  l\, les équations (45) devien

dront
A -4- a -4- b H- c -4- d — 0,

R — {ab -4- ac H- ad H- bc -4- bd -4- cd) =  o,

C -4- abc +  abd +  acd -4- bed =  o,
C — abcd=  o;

et l’on tirera de ces équations, en opérant comme on vient de le dire,

A - 4- a - 4- ô - 4- C - t - < i  =  0,

B - l -A ( f l4 - i4 -c )4 - i ! ! 4 - i 1 4- c2-4- ab.-\- ac -\-bc — 0 ,

C -4-B(<3-4-&) +  A(a2- |-a 6 -t-ô2)-t-a 3+ a 2Z>-i- ab--1- b3 —  0,
D -t- G a -4- B a2 -4- A a? -4- a4 o.

Or les premiers membres des formules (47) se réduisent évidemment 

aux polynômes ( 3o), ( 3 i), ( 32) et ( 33). Ajoutons que, au lieu de di

viser successivement la fonction symétrique U par les polynômes

3 C, 3 , 5, . . . ,  ©, D!>, JU,

on peut éliminer l’une après l’autre les lettres k, i , h ........c, b, a de

cette môme fonction à l’aide des formules

(4 8 ) UC=:0, 3  =  0, <5 =  °> ■·■> ® =  0, ¿1., rz O,

ou, ce qui revient au même, à l’aide des formules (45).
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Pour montrer une application des principes que nous venons d’éta

blir, prenons

(49) U —  b"1 c  -+- b d 1· -+- c2 a -+- c a l  -t- «2 b  H- a b 1,

a, b, c étant les trois racines de l’équation (16) que nous réduirons à 

(,5o) x *  -I- B x  4- C —  o,

en supposant, pour abréger, A =  o. Alors, pour déterminer la valeur 

de la fonction symétrique U, il faudra diviser successivement le se

cond membre de l’équation (49) par les polynômes (20), (21), (22), 

ou plutôt par les suivants

(5 1) c - t - ô - t - a ,  6 2 -l·- a b  -4- a--\-  B,  a ! + B a  +  C,

considérés, le premier comme fonction de c, le second comme fonction 

de b, le troisième comme fonction de a. En d’autres termes, il faudra 

poser, dans l’équation (49) : i°

(52) c =  — b  —  a ;

2°

(53) Z>2+ « 6  = — a 2— B;

3° ‘ '

(54) aJ+ B a = -  C.

Or, en opérant de cette manière, on trouvera

(55) U  =  3 a b ( a - +  b ) = — 3 a ( a 1 + l i ) = 3 C .

On aura donc

(56) b 1 c  +  b c 1 +  c2a -4- c a ? -t- a 2b  +  a è 2 =  3C,

ce qui est exact.

Prenons encore

(57) U =  { a  4 - b )  ( a  -4- c ) . ( a  ■+■ d )  ( b  c )  ( b  -+- d )  ( c  4- d ) ,
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a, b, c, d étant les quatre racines de l’équation (2G) que nous rédui

rons à '

(58) ' cc'-h B æ! +  Cas 4- D =  o,

en supposant, pour abréger, A =  o. Alors, pour déterminer la valeur 

de la fonction symétrique U, il faudra diviser successivement le second 

membre de l’équation (57) par les polynômes ( 3o), ( 3 i), ( 32), ( 33), 

ou plutôt par les suivants

( r f+ c  +  4 +  a, c2-t- (b 4- a)c -t- ¿>2 +  ab H- a2 4- R,
(5g) .

( 63 -1- ab2 a-b 4- a3 4- B ( a 4- b ) -I- C, a4 4- B«2 4- Ca -1- ]),

considérés, le premier comme fonctio'n de d, le second comme fonction 

de c, le troisième comme fonction de b, le quatrième comme fonction 

de a. En d’autres termes, il faudra éliminer successivement de l’équa

tion (07) les quatre lettres d, c, b, a, à l’aide des formules

cl -H c  —l— b 4 - a zzz o, 

c2-t- ¿>2+  a2-|- bc 4- ca H- ab -t- B —  o,

(ÎH -a) (ô24 -a 24-B) 4-C =  o, 

a4 4- B et? 4- C ci 4- D — o.

Or, en opérant ainsi, on trouvera

(6 1) U =  — [(a -t- b) (a 4- c )  (b 4- c )]2 =  — [(a -h b) (a24- ¿>24- B)] ‘ =  -  C2. 

On aura donc

(62) (a -t- b) (a -h  c )  (a -f- d )  (b 4 - c) (b 4- d )  (c -H d )  = — C2;

ce qui est exact. Nous remarquerons que, dans cet exemple, l’opéra

tion se termine après la troisième division, en sorte qu’on est dispensé 

de recourir à la dernière des formules (60). Des simplifications du 

même genre se présentent dans un grand nombre de cas, et il peut 

même arriver que l’opération se termine après la première ou la 

seconde division. Ainsi, en particulier, si l’on suppose

U =  fl2 4- b14- c2 4- . . .  4- h14- i2 4- A·2,.(63)
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a, b, c, . h, i, k étant les racines do l’équation (i), il suffira de di-’ 

viser successivement U par les polynômes (43) et ( 44)* ou> co ffui 

revient au même, d’éliminer les deux lettres k et i de la fonction U à 

l’aide des deux formules

( 6 4 ) UC =  o, 3 =  o,

pour obtenir la valeur de cette fonction. On trouvera, en effet,

U =  a2 h -  ¿>2 4 -  c 2 4 - . . .  4 -  /¿2 - | -  i 2 +  (A 4 -  a 4 -  b  4 -  c  . . 4 -  h  4 -  i ) 2 

— A » + 2 ( 3 - B )  =  As - 2 B ,

et, par conséquent,

(6 5 ) a2 4 - b°- 4 - c24 - . . .  4 - A2 4-  î24 -  A'2 =  A2 — 2 B ; 

ce qui est exact.

Le produit des carrés des différences entre les racines de l’équa

tion (i), combinées deux à deux de toutes les manières possibles, est 

évidemment une fonction symétrique de ces racines. Or il est facile de 

déterminer la valeur de cette fonction par les méthodes ci-dessus déve

loppées. En effet, supposons d’abord n =  2, et

(66) · .U =  (a — ¿>)2,

a, b étant les deux racines de l’équation (11). Alors, pour déterminer 

U, il suffira d’éliminer successivement de la formule (66) les deux let

tres a et b à l’aide des deux équations

(67) ¿ > 4 - « 4 - A  =  o ,  a 2 4 - A as 4 - B =  0.

Or on trouvera ainsi

(68) . U =  ( 2 « 4 - A ) 2 =  A24- 4(«! +  Aa)=rA2— 4B.

On aura donc

( 6 9 )

ce qui est exact.

( a  — é)2=  A2—  4B;
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Supposons, en second lieu, n =  3 et

( 7 0 ) U =  ( a — b y  ( a  — e)2( ô —  c)2.

Comme b et c seront les deux racines de l’équation (19), on aura iden

tiquement

( 7 1 ) ( x  —  b) (¿c —  c) =  a;2 - ) - («- l -A) jJ- t -« 2 - t - Aa -( -B  

et, par suite,

( 7 2 ) ' (a  —  b )  ( a  —  c) =  3 a 2 + 2 A « - h B ;

puis on conclura de la formule (69), en y remplaçant : i° a et b par 

b et c ; 20 A et B par a 4- A et a- 4- k a  4- B,

( 7 3) ( 6  — c) 2= ( « - t - A ) 2— 4 ( « 2 + A r t  +  B) — A 2— 4B —  2 Art — 3rt2.

Cela posé, la formule (70) donnera

( 7 4) U =  (3rt2+ 2 A r t - f - B ) 2 (A2—  4B — 2 Art —  3«2).

Si, maintenant, on divise le second membre de l’équation (74) par le 

polynôme
rt3-t- Art2 -i- Brt +  C, ·

le reste sera indépendant de a et offrira la valeur cherchée de U. On 

peut aussi obtenir cette valeur, en éliminant la lettre a de la for

mule (74)» à l’aide de l’équation

( 1 7 ) rt3+ A r t 2 -i-Brt +  C =  o.

Or, en ayant égard à l’équation (17), on trouvera

(3rt2 -t- 2 A a  4 - B ) 2 =  (A 2 —  3 B ) a 2+  (AB — 9 C)rt +  B 2 —  3AC

et, par suite,

( 7 5) U =  [ B 2~  3 AC -t- (AB —  9 C)« -f- ( A 2 —  3 B ) a 2] ( A 2—  4B —  2 A a  —  3 rt2);

puis, en développant le second membre de la formule (75), et rempla

çant a 3 par — A a2 — Ba — C, a 4 par

— A a 3 — B « 2 — Crt =  (A 2 — B ) rt24- (AB —  C)a 4- AC

OEuvres d e  C . —.S. Il, t. IX. *9
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ou, ce qui revient au même, a4 par AC, a3 par — C, a2 et a par zéro, on 

aura

(76)
j U =  (B2—  3 AC) (A2—  4 B ) h— (AB —  9 C)3G —  AC (A2—  3 B) 

j = A 2B 2 — 4A3C — 4 B 3- 2 7 C s+ i 8ABC.

On trouvera donc définitivement

(77) {a —  b)* (a —  c)2 (b —  c)2 =  A 2B 2—  4A 3C —  4B 3 —  27C2H- 18ABC.

Dans le cas particulier où l’on a A =  o, l ’équation ( j 5 ) se réduit à 

Ur=(3Ba2 +  9C a - B 2)(3a2+ 4B);

puis on en tire, en développant le second membre, et remplaçant a3 par 

— C, a, a2 et ak par zéro,

(78) U =  — 4B3 — 27C2

ou, ce qui revient au même,

(79) (a -  Z>)! ( a -  c)2 (b -  c)2 =  —  4B 3-  27C2.

Cette dernière équation détermine le produit du carré des différences 

entre les racines de l’équation ( 5o). On peut d’ailleurs très aisément 

revenir de la formule (79) à la formule (77). En effet, si, dans l’équa

tion (16), on pose

(80) x = z · — ^,

elle deviendra 

(81) „  A 2\ _ BA
B 3 / + C  T

2 A3—  =  0. 
27

A A
Or, les racines de cette dernière étant évidemment a-h  ¿ 4 - g·»

c -1- le produit des carrés des différences entre ces racines sera 

toujours
( a — b y  (a —  c) 2(è —  c)2;

/
et, comme l’équation (81) est semblable ù l’équation (5o), on tirera
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de la formule (79), en remplaçant dans le second membre B b^1'
n A* ' P r RA , a A·B — y> et L par L ---- 3- +  — >

(82) (a _ ô )« (fl_ c)» (6_ c)* =  - 4 ( B - y J  - 27 ( C - T - +  —  J *

Il est d’ailleurs facile de s’assurer que les formules (77) et (82) sorti 

identiques.

Des calculs semblables à ceux qu’on vient de faire fourniraient géné

ralement la valeur de la fonction symétrique

(83) U — {a — b f  {a — c)\..{a — iy  { a - k f  {b — c)\..{b — iY { b - k y . . . { i - k f ,

c’est-à-dire le produit des carrés des différences entre les racines a, 

b, c , .... h, i, k de l’équation (1). On doit même remarquer que ce pro

duit pourra être immédiatement exprimé en fonction de a, si l’on sait 

déjà former le produit des carrés des différences entre les racines 

d’une équation du degré n — 1. En effet, comme, en divisant par a; —a 

l’équation (1) présentée sous la forme

(84) x 11— an-l·- A ( x n~t — an~l ) 4- B(ar't_2+  a™-2) 4- . . .  4- 1(# — a) =  o, 

on obtient la suivante

( 8 5 )
x n—l -\- (a _|_ A)a?n_2+  (a2+  A a 4 - B ) -H. · ·

4- an~14- A a" -2 +  B an~3-l· . . .  4- I =  o,

dont les racines sont 6, c, ..., i, k, on aura identiquement

( ( x — b) ( x — c ) . . .  ( x  — i) ( x — k)
(86) ■

( = x a- ,-h(a-h A )xn- 1-h (a24- A a 4- B) a:"-3 4 - . . .+  Aa" 24-Bfl'l' î ^ , , i i^_[

et, par suite,

(8 ) | (a — &)(a — c )...(a  — 0(0 — *)
( 7  | = n a n~1-h(n — i)Afl“- ’ 4 - ( » -  2)Ba't"34 - .. . 4- I.

D’autre part, si, étant donnée une équation du dcg'ré n — j, 0n sait 

calculer la fonction entière des coefficients qui représente le produit
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du carré des différences entre les racines, on aura encore

(88) (b - c ) \ . . ( b - i y ( b - k y . . . { i - k y  =  V ,

V désignant une fonction entière des coefficients que renferme l’équa

tion ( 85), et par conséquent une fonction entière de a. Cela posé, l’é

quation ( 83) donnera

(89) U ' =  V ( n  — i ) A a * " ! +  ( n  — 2 ) B a " " ’ +  . . .  -+- a l l a  -+-1 ]2.

S i  m a i n t e n a n t  o n  d iv i s e  le  s e c o n d  m e m b r e  d e  la  f o r m u l e  ( 8 9 )  p a r  le  

polynôme

(5) a n +  A a re-1 -i- B a 'I -2  +  . . . 4 - I I a 2 +  l a  +  K,

le reste sera indépendant de a et offrira la valeur cherchée de U. On 

peut aussi obtenir cette valeur en éliminant la lettre a de la for

mule (89) à l’aide de l’équation

(90) a '  +  A a * -1 +  B a " _! +  . . . +  I Ia ! +  l a  -+- K  =  o.

Il est bon d’observer que le produit des carrés des différences entre 

les racines de l’équation (1) ne peut s’évanouir à moins que cette équa

tion n’admette des racines égales. Dans le cas contraire, ce produit se 

réduira toujours à une fonction entière des coefficients A, B, C, . . . ,  

I, K; par conséquent, si ces coefficients offrent des valeurs numériques 

entières, celle du produit en question sera elle-même un nombre 

entier, et, si on la désigne par sz2, gz étant une quantité positive, on 

aura

(90  ^ 5 0

On peut encore, à l ’aide des principes que nous venons d’ex

poser, calculer aisément le premier membre d’une équation qui 

aurait pour racines les diverses valeurs d’une fonction entière des

racines a, b, c........ i, k de l’équation (1), puisque ce premier membre

sera toujours une fonction symétrique de a, J, c, i, k. Cela posé, 

si l’équation (1) est du troisième ou du quatrième degré, on ramènera 

facilement sa résolution, dans le premier cas, à celle d’une équation
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du troisième degré, dans le second cas, à la résolution d’une équation 

binôme du même degré. Supposons, par exemple, que l’équation (i), 

étant du quatrième degré, se réduise à la formule ( 58). Pour la ré

soudre, il suffira, comme l’on sait, de déterminer les trois valeurs que 

peut acquérir la fonction (a - h b  — c — d ) 2 lorsqu’on échange entre 

elles les quatre lettres a, b, c, d. Or ces trois valeurs, savoir

(92) ( a - h  b —c— d y ,  (a — b c — d)-, (a— b — c -h d y ,

seront les trois racines de l’équation auxiliaire

(93) [z —  (a -h b — c — d y ] [ s  — (a — b - h  c — d)2] [s— (a— b — c + 0?)2] = o,

qui offrira pour premier membre une fonction symétrique de a, b,  

c, d. Désignons par

(94) i 3+ U i! + V i  +  W

le polynôme que l’on obtient en développant ce premier membre. Le 

polynôme (94) et, par suite, ses trois coefficients U, Y, W seront dos 

fonctions symétriques de a, b, c, d. On trouvera d’ailleurs, en ayant 

égard aux formules (60),

/ -3H_xj-2 +  V s + W
(g5) ) - [ z  —  ( a - i r b  —  c —  d y ~ \ [ z — (a —  b +  c —  d y ~ \ [ z — (a —  b —  c +  d y \

I = [Æ- 4(a+ ft)2][3 _ 4(a +  c)2][S - 4(é +  c)s], 

puis on en conclura

■) U = -4  [(a + b y  H- (a  +  c)*+ ( b +  c)5]
( = — 8 (c2-|-è2+ a 2+ -+-c a -h  «£>)—  8B,

V =  i 6 j ( a - f - i ) s [(«-l-c)5H-(é-l- c)2] -+- [(« -t- c) (b -+- c)]2 J 

=  16 j — (a-l- ¿»)2 [(a -1- ¿>)2 H- 2 B ] H- ( -t- H- B )2 |

=  16 [B2 — 4aô(62+ a è  +  a2-t-B)]
=  16 [ B2 ■ +· 4 ( a4 +  B a 2 +  C a) ] =  16 (B2 -  4D ),

| W =  -6 4 [(a  +  ô)(a +  c)(6  +  c)]2 
( — — 64 [( a +  6) ( a2 -+- 62 -t- B )]2 — — 64C2*

Donc l’équation auxiliaire deviendra

(99) 53 +  8B 22-h i 6 ( B 2—  4D ) ü —  64C2= o.

(96)

(97)

(98)
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Supposons cotte dernière équation résolue, et désignons par z , , s 2, z 3 
ses trois racines. Soient de plus u, v, w trois expressions propres à 

vérifier, non seulement les formules

(ioo) U* = Ζ 4,

(ιοί) ‘ e! =Æ2,

(1 0 2 ) < ^ = - 3,

desquelles on tire u2v2w2 =  64C2, uvw =  ±  8 C, mais encore

la condition

(io3) u v w  —  8 C.

Alors, si l’on prend

( io4 )

(i°5)

a + b  —  c — d = u ,  

a  —  b  +  c  —  d  —  v,

on devra prendre aussi

(1 0 6 ) a  —  b  —  c  +  d — w,

attendu que l’on aura

( 1 0 7 )
( a  +  b  —  c  —  d )  ( a  —  b +  c  —  d )  ( a  —  b —  c  +  d )

—  8 ( a  +  b )  ( a  -h c )  ( b  +  c ) =  —  8 (â +  i ) ( a 2 + t ' s+ B )  —  8 C,

et, par conséquent,

( 1 0 8 ) ( a  +  b  —  c  —  d ) ( a  —  b +  c  —  d ) ( a  —  b  —  c  +  d )  —  u v w .

Si maintenant on combine les formules ( io 4 ), ( io 5 ), (106) avec la 

première des formules (Go), on en déduira

( I09) a  —
a  -h v -h w

c  =
v — w — a

4
y

Observons, au reste : i ô que des valeurs de u, v, w, tirées des équa

tions (100), (101) et ( io 3 ), satisferont toujours à l’équation (102); 

20 que ces quatre équations continueraient d’être vérifiées, si deux des 

valeurs dont il s’agit venaient à changer de signe. Mais alors les valeurs
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des racines a, b, c, d, déterminées par les formules (109), seraient 

simplement échangées entre elles.

§ VI L  —  S u r  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  r a c i n e s  r é e l l e s  d ’ u n e  é q u a t i o n  

d e  d e g r é  q u e l c o n q u e .

On a vu, dans le cinquième paragraphe, comment on pouvait consta

ter l’existence, et même déterminer les valeurs des racines réelles ou 

imaginaires d’une équation de degré quelconque. Toutefois, lorsqu’on 

calculera l’une après l’autre ces diverses racines, à l ’aide de la méthode 

indiquée dans le paragraphe dont il s’agit, il arrivera souvent que les 

racines imaginaires se présenteront les premières; et comme, dans 

beaucoup de questions, il importe surtout de connaître les racines 

réelles d’équations à coefficients réels, il ne sera pas inutile d’expo

ser ici une méthode simple à l ’aide de laquelle on puisse évaluer direc

tement ces mêmes racines. Tel est l ’objet dont nous allons maintenant 

nous occuper.

Soit toujours

( 1 ) x n +  K x n~ l -+- B x “" ’ -t-. . .  4- I x  -I- K  =  o

l’équation proposée du degré n, A, B, . . . ,  I, K désignant des coeffi

cients réels.

Soient encore a, b, c, . . . ,  h, i, k les racines de cette équation, et

pu p2> · ■ ·> P«—1> P«

les valeurs numériques des coefficients

A, B,  . . . ,  I, K.

D’après ce qui a été dit dans le § V, le module de chacune des 

racines a, b, c, . . . ,  h, i, k ne pourra surpasser la racine positive t de 

l’équation

(2) tra ~  pj tn—' -h  p2l re~24-. · ·+  Pb- i* +  Pn,

ni le plus grand des nombres

(3) Pi H- 1 , p2-t~I>* ···> P/1-1+1, P«+i ,
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ni le plus grand terme de la suite

( 4 )
1 _i_ L

n p\> (w p  2)*» · · · ,  i f l pn—i ) n *, ( f i p n ) n·

Il sera donc très facile de trouver un nombre supérieur aux modules 

de toutes les racines réelles de l’équation (1). Désignons par r ce 

même nombre. Le module de chacune des différences

(5) a — b,  a  —  c, a — i ,  a  —  k ,  b  —  c, . . . ,  b  —  i ,  b —  k ,  . . . ,  i — k

sera, ep vertu du théorème II, inférieur à 2r; et comme leur nombre 

est précisément égal au nombre de combinaisons que l’on peut former 

avec n lettres prises deux à deux, c’est-à-dire à

n(n — 1 )

si l’on met de côté l’une de ces différences, par exemple a — b, le 

produit de toutes les autres offrira, en vertu du théorème III (corol

laire I), un module inférieur à l’expression

(6) (2 r )
n  ( n  —  1 )

D’ailleurs, on pourra aisément déterminer, par les méthodes exposées 

dans le § YI, le produit des carrés de toutes les différences dont 

il s’agit. Soit la valeur numérique de ce produit, x  désignant 

une quantité positive. Cette quantité sera évidemment égale au produit 

des modules de toutes les différences; et par suite le module ou la 

valeur numérique d’une seule différence a — b surpassera le quotient 

qu’on obtient en divisant le nombre X  par l’expression (G). Donc, si 

l’on pose

(7) A = n \ n  —  1)

(2 r) *

A sera un nombre inférieur à la plus petite différence entre les racines 
réelles de l’équation (1).

Il est bon d observer que le nombre A, déterminé parla formule (7),
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ne pourrait s’évanouir que dans le cas où l’équation proposée admet

trait des racines égales. Nous exclurons dorénavant ce dernier cas; ce 

qui sera sans inconvénient, attendu qu’on peut toujours débarrasser 

une équation des racines égales qui la vérifient.

Lorsque les coefficients A, B, . . . ,  I, K de l’équation (i)  se réduisent 

à des nombres entiers, on a, comme nous l’avons déjà remarqué,

(8) ' 3Z = i,

et par conséquent la plus petite différence entre deux racines réelles 

est supérieure au nombre A déterminé par la formule

(9)  ̂ n 1 n  — 1 ) ’ ’
(a;·) *

Lorsque, à l ’aide de la formule (7) ou (9), on a calculé un nombre A 

inférieur à la plus petite différence entre deux quelconques des racines 

de l’équation (1), il devient facile de constater l’existence de toutes 

les racines de cette espece, et d’évaluer chacune d’elles avec une ap

proximation aussi grande qu’on le juge convenable. En effet, soit m le 

nombre entier immédiatement supérieur au rapport L. Il est clair que 

toutes les racines réelles de l’équation (1) seront renfermées entre les 

limites — mA, -1- mA, et que deux termes consécutifs de la progression 

arithmétique

( - m i ,  — (m — i)A, . . . ,  — 3A, — 2A, - A ,
(10)

( o, A, 2 À, 3A, . . . ,  (m — j)A, m A

11e comprendront jamais entre eux plus d’une racine réelle. D’ailleurs, 

lorsque, dans le polynôme

( i i ) x n -\- k x ' l~ l +  B # " - 2-)- . . .  +  \ x  -+- K,

on substitue successivement, à la place de x,  deux quantités entre les

quelles une seule racine réelle au plus se trouve renfermée, les résul

tats obtenus sont de même signe ou de signes contraires; pour parler 

autrement, la comparaison de ces deux résultats offre une permanence 

de signe ou une variation de signe, suivant qu’il n’existe pas de racine

OFuvres de C. — S. Il, t. IX. 20
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réelle ou qu’il en existe une entre les deux quantités dont il s’agit. Par 

conséquent, si l ’on prend les termes de la progression (io ) pour des 

valeurs successives de la variable x ,  et que l’on forme la suite des va

leurs correspondantes du polynôme ( n ) ,  cette nouvelle suite offrira 

précisément autant de variations de signe que l’équation (i)  a do 

racines réelles, et chacune de ces racines sera comprise entre deux 

valeurs consécutives de x  qui, substituées dans le polynôme (i i), don

neront des résultats de signes contraires. Soient x,  et #2 =  x,  -h A 

deux semblables valeurs, et supposons

(12) 5 =
¿Cf —j- 002 

2 — Xy +
I

A.2

La racine réelle comprise entre #, et #2 sera évidemment renfermée 

entre#, et!;, si la substitution de \ au lieu de#, dans le polynôme ( n ) ,  

fournit un résultat de même signe que la substitution de #2 ; mais elle 

sera renfermée entre !; et #2 dans le cas contraire. On pourra donc 

remplacer les limites #,, #,, qui diffèrent entre elles de la quantité A, 

par les limites #, et \ ou \ et #2, qui différeront entre elles de la 

quantité ^A. En continuant de la même manière, on finira par res

serrer une quelconque des racines réelles entre deux limites dont la 

différence, représentée par un terme de la progression géométrique

sera aussi petite qu’on le voudra; et par conséquent on pourra calculer 

cette racine avec une approximation aussi grande qu’on le jugera con

venable.

Il est bon d’observer que, dans la progression (io ), on pourrait sans 

inconvénient remplacer la valeur de A, tirée de la formule (7) ou (9), 

par une valeur plus petite.

Pour montrer une application de la méthode que nous venons d’ex

poser, considérons l’équation

0 4 ) x % —  i x  —  5 = 0 ,
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t r a i t é e  p a r  L a g r a n g e  e t  p l u s  a n c i e n n e m e n t  p a r  N e w t o n .  O n  a u r a ,  d a n s  

c e  c a s ,
n ( n  —  i) _  ,

n —  3. — ---------=
• 2

et l ’équation (2), réduite à

( i 5) v3— 2 t — 5 =  0,

Offrira une racine positive t  inférieure à \/5 , puisque, en supposant 

on trouverait

fc2 >  5 >  2 -4- 4= >  2 +  - ·
\J 5 *

Donc'chacune des racines de l’équation (14) aura pour module ou 

pour valeur numérique un nombre inférieur à

(16) ' r =  y/5 =  2 ,2 3 6 . . . .

D’autré part, si l’on désigne par U le produit des carrés des différences 

entre les racines de l’équation (14), et par x 2 la valeur numérique de 

ce produit, on aura, en vertu de la formule (78) du sixième para

graphe,

(17) U =  4.8 —  27.25 =  — 643,

(18) x 2 =  643.

Par suite, on tirera de l’équation (7), en prenant n =  3 et r =  \/5 ,

(19 )
* 1  s/643 

4-5

25
>  — > 1. 

20

Donc, si l ’équation ( i 4 ) a plusieurs racines réelles, la différence entre 

deux de ces racines ne pourra être inférieure à l’unité. D’ailleurs, si 

l ’on remplace A par l’unité, les différents termes de la progression (10) 

deviendront respectivement

( 2 0 ) .—  3, — 2 , 1 , 0 , 1 , 2 , 3$

et, comme les valeurs correspondantes du premier membre de l’équa

tion (14) seront

( 2 1 ) —  2 6 , - 9. — 4, — 5, — 6, — 1, +16,
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il est clair que l’équation (i4 ) offrira une seule racine réelle comprise 

entre les limites 2 et 3 . Ajoutons que, d’après ce qui a été dit plus 

haut, on peut, à la limite 3 , substituer le nombre 2 ,236—  Si mainte

nant orf resserre de plus en plus les limites entre lesquelles la racine 

réelle de l’équation (i4 ) est comprise, on trouvera

( 2 2 )  x  =  2 ,0 9 4 5 5 1 /4 ..........

Il ne sera pas inutile de remarquer que, dans beaucoup de cas, on 

peut, à l’aide de diverses considérations, faciliter la recherche des ra

cines réelles d’une équation donnée. Ainsi, en particulier, on conclut 

immédiatement des principes établis dans le paragraphe IV que l’équa

tion (14) admet une racine positive, mais une seule, inférieure à y/5 . 

D’ailleurs, en remplaçante par — x,  on tire de l’équation ( i 4 )

(2 3 ) x 3— 2X-+-5 — 0,

• et, comme les deux binômes

X 3—  2 X ,  5 —  2 X

sont toujours ppsitifs pour des valeurs positives de x,  savoir, le pre

mier tant que l’on a y/a > i ,4 i 4» et le second tant que l’on a 

e < 2 ,5 ,  il est clair que le premier membre de l’équation ( 23) ne 

pourra jamais devenir nul pour des valeurs positives de x.  Donc, par 

suite, l ’équation (14) n’admettra point de racines négatives et n’offrira 

qu’une seule racine réelle.

. . § VIII. —  S u r  l a  t h é o r i e  d e  l ’ é l i m i n a t i o n .

Soient

(1) x '1 -t- A x n~l -+- B x rl'~i -+-... H- I x  4- K  =  o 

et

(2) ¿c"t + Pd;"t-1+Qa;w-2 + ...-f-S.r4-T =0

deux équations algébriques, la première du degré n, la seconde du
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degré m. Si l’on élimine entre elles la variable x,  l’équation résultante 

de l’élimination exprimera la condition à laquelle les coefficients

(3) A, B,  I, K,  et P,  Q, . . . ,  S, T

doivent satisfaire, pour qu’une seule et même valeur de x  vérifie tout

à la fois les équations (i) et (2). Soient d’ailleurs 
«

( 4 ) ’ a ,  b ............. i ,  k

les valeurs distinctes de x  qui sont propres à vérifier l’équation (1). 

Soient, de même,

(5) p ,  q ,  s ,  t

les valeurs distinctes de x  qui sont propres à vérifier l’équation (2), et 

faisons

(U —  {a —  p ) ( a  —  q ) . .  .·(q — s ) (a  —  t ) x ( b — p ) ( b  —  q ) . .  . ( b  — s) (b —  t ) X  . . ,
(6) j ·

! x ( J c — p ) { k  —  q ) . . . ( k — s ) { k  —  t).

Pour que les équations (1) et (2) subsistent simultanément, il sera né

cessaire et il suffira que l’un des facteurs du produit U s’évanouisse, 

ou, en d’autres termes, que ce produit lui-même se réduise à zéro. 

Donc l’équation de condition

(7) ’ ‘ U =  o

pourra être substituée à celle que produirait l’élimination de x  entre 

les équations (1) et (2). J’ajoute que, si chacune de ces dernières offre 

seulement des racines inégales, il sera facile de transformer le produit 

U en une fonction entière des coefficients A, B, . . . ,  I, K; P, Q, . . . ,  S,

T. C’est ce que l’on démontrera sans peine a l ’aide des considérations 

suivantes.

Les racines de l’équation (2) étant inégales entre elles et représen

tées par p, q, s, t, on aura identiquement
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et, par suite,

¡{a — p )  (a — g ) .. . ( a  —  s) (a  —  t) =  a m 4- P a m-,4- Q a "I_2 . . 4- S a  4- T, 

(b — p )  (b —  q ) . .  .(¿> —  s ) ( b  —  t )  =  b m +  P b m~ i +  Q . . 4- S 6 4 -T ,

• · .................... ............................................................. »...............................................*

(k — p){k~q).. .{k — s)(k — t) =  km +  P /c",- 1+  Q A:"1-2 -4-... 4- S k -4- T.Cela posé, la formule (6) donnera

( am 4- P a'"-14- Q a"1-8 4-.... 4- S a 4- T )

X (¿>"‘4 - P è m- I4-Q&"I- s +  ..,. 4- S b 4- T)

X ( k"‘ -4- P km~l 4- Q A:"1-2 + . . .4- SA: 4- T).

D’ailleurs, les racines de l’équation (i) étant supposées inégales, le 

second membre de la formule (io ) sera évidemment une fonction 

symétrique de ces racines, qui pourra être transformée par la méthode 

exposée dans le paragraphe précédent en une fonction entière des 

coefficients A, B, . . . ,  I, K et P, Q, . . . ,  S, T.

On arriverait encore aux mêmes conclusions en observant que la 

valeur de U, donnée par l’équation (6), peut s’écrire comme il suit :

('0

U =  (—i )"m{p — a )  (p — b ) . . .{p — i) {p — k )  

x  {q — a) {q — b ) . . .{q — i) {q — k )

X ...........................................................

X ( i  —  a )  ( t  —  b ) . . . ( t  —  î' ) ( î —  k ) .

Or, si chacune des équations ( i)  et (2) n’offre que des racines iné

gales, on aura identiquement

(1 2 ) (æ —  a ) ( x — b). . . ( x  — i ) { x  — k) = . x n -\- \ x n~ l - h  B x n~ i +  . . . +  I x  -4- K,·

puis on en conclura

(p — a) (p — b) . . .(p — i) (p — k) = p n +  Apn~l+  +  ~ .4-1/?-4- K,
(q — a)(q — b). . . (q — i){q — k ) = q n +  k q ’l- 1+ B q n-* +  . . .  +  lq  +  K,

............................* ............................................... *........................... .

( t —  a) ( t  — b ) . . . ( t — i ) ( t  — k )  =  í n + A i « - t +  B e '1- 1 4 - . . . 4 - l £ - 4- K;

0 3 )
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et la valeur de U, réduite à

0 4)

U =  {— i)mn(pn +  Apn- l +  'Bpn~î +  . . .-f-I/H-K)

X { q n+  k q n~l -\-. Bf7'1-2 +  . ..-4- \ q +  K) 

X ...............................................................

x  (tn -+- Ai™-1 +  B¿«-2 +  .. , +  Ii +  K),

pourra être facilement transformée par la méthode ci-dessus mention

née en une fonction entière des coefficients A, B , . . . ,  I, K; P, Q, . . . ,  

S, T.

Si les équations (1) et (2) offraient des racines égales, il serait facile 

de les en débarrasser et de les remplacer par deux équations nouvelles, 

dont chacune aurait pour racines les valeurs distinctes de x  propres à 

vérifier l’équation (1) ou l’équation (2). Alors le premier membre de 

l’équation (7) pourrait être transformé en une fonction entière des 

coefficients renfermés dans les deux nouvelles équations. Ajoutons 

que, si, dans la même hypothèse, on désigne par a, b, . . . ,  i, k et par 

p, q, . . . ,  s, t, non plus les valeurs distinctes propres à vérifier l’équa

tion (1) ou l’équation (2), mais les racines égales ou inégales des 

équations (1) et (2), on pourra encore substituer l’équation (7) à celle 

que produirait l’élimination dq x  entre les deux premières, et trans

former le produit U en une fonction entière des coefficients A, B, . . . ,  

I ,K ;P ,  Q........S, T.

Considérons maintenant deux équations algébriques dont les pre

miers membres soient des fonctions entières des deux variables x  et y, 

et supposons que la somme des exposants de ces variables soit égale 

ou inférieure au nombre n dans chaque terme de la première fonction, 

au nombre m dans chaque terme de la seconde, n et m seront les 

degrés des deux fonctions, et si chacune d’elles renferme tous les 

termes qu’elle peut contenir, les équations proposées seront ce qu’on 

nomme des équations complètes du degré n et du degré m. Cela posé, si 

l’on divise la première équation par le coefficient constant de x n, et la 

seconde par le coefficient constant de x m, elles se présenteront sous
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les formes

(1) . x n 4- A x n~l 4 - +  . . . +  I x  -+- K =  o,

(2) x m4- V x m~i-!r Q;rm_!4 - ... 4- Sa; 4- T = 0,

A, B, . . . ,  I, K désignant des fonctions entières de y  dont les degrés

seront respectivement égaux aux nombres 1, 2........ rc — 1, n, et P,

Q, .. i , S, T d’autres fonctions entières d ey dont les degrés seront res

pectivement égaux aux nombres 1, 2, . . . ,  m — 1, m. Concevons à pré

sent que l’on cherche les divers systèmes de valeurs de x  et de y  

propres à vérifier simultanément les équations (1) et (2). 11 est clair 

que, dans chacun de ces systèmes, la valeur de y  sera nécessairement 

une racine de l’équation (7), U désignant une fonction entière des

coefficients A, B........ I, K; P, Q, . . . .  S, T, et par conséquent une

fonction entière d ey, savoir celle dans laquelle peut se transformer le 

second membre de la formule (10), quand on représente par a, b, 

i, k les racines égales ou inégales de l’équation (1). D’ailleurs, pour 

opérer la transformation dont il s’agit, il suffira, conformément au 

théorème XVI, de diviser successivement le second membre de la for

mule (10), considéré comme fonction de k, par le polynôme

k  H ~  ,ï  - f - . .  . - j -  b - + -  g - H  À  ^

p u i s  le r e s t e ,  c o n s i d é r é  c o m m e  f o n c t i o n  de i, p a r  le p o ly n ô m e

( h —1—. . . —1~ b —1— G ) 1 —I— Ji~ —l—... “4~ b̂  —f- g^

‘H- hb.-\-ha -K . .+  ba -h À(i H- h + . . ,-f- b -h a) +  B,

La fonction U étant ainsi déterminée, toutes les valeurs de y  qui per

mettront de vérifier simultanément les équations (1) et (2) devront 

satisfaire à l’équation (7).

Il est facile de s’assurer que la fonction entière de y ,  désignée par 

U, est d’un degré inférieur ou tout au plus égal à mn. En effet, comme 

les degrés des fonctions

A, B,  . . . ,  I, K ;  P ,  Q, S, T
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s o n t  r e p r é s e n t é s  p a r  l e s  n o m b r e s

i ,  2, n —  i ,  n ; i ,  2, m —  i,  m,

les valeurs des rapports

A B I K P Q— > y y l' > yn> — >
y — 9

J “
S T

resteront finies pour des valeurs infinies de y, et l’on pourra en dire 

autant des valeurs de s propres à vérifier les deux équations

05)
A „ , B I Rs ' 1 H---- z n~
y -1 +  —s s " - 2 -t-..

y 2
i * ■ |— ·· •■ t Z — ——

yn yn
(■ 6 )

P
z m-\- -  Z m- S T

. · 4 -  . z  +-y y y/ft—l fym

c’est-à-dire des rapports

( '7)
a  b
— > 7
y y

Donc le produit

i  k
> — > —:

y y
p  q  S t
—  j  — ,  .  .  — ,  —  ·

y y y y

a  t

y  ~  y,
x ( * _ £ V » _ î \ . . . ( * _ ' ' ) x

\y y) \y y J \y y)

x ( * _ £ y ( i _ £ y .
\y y) \y y J \y y J

q u i ,  en  v e r t u  d e  l a  f o r m u l e  ( 6 ) ,  s e r a  é q u i v a l e n t  a u  r a p p o r t

conservera lui-même une valeur finie pour des valeurs infinies de y; 

ce qui exige que le degré de la fonction de y, désignée par U, ne sur

passe pas mn. On se trouve ainsi ramené à un théorème connu, et que 

l’on peut énoncer comme il suit :

Théorème XYTI. — Étant données deux équations algébriques en x  et 

y, l ’une du degré n , l ’autre du degré m, on peut en déduire, par l ’élimi

nation de x , une équation en y  dont le degré soit tout au plus égal au 

produit mn.

OEuvres de C. — S. II, t. IX. 2)
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oc

DE MOUVEMENT POUR US SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS

SOLLICITÉS

P A R  D E S  F O R C E S  D’A T T R A C T IO N  O U  DE R É P U L S IO N  M U T U E L L E .

.J’ai fait voir, dans le troisième Volume des Exercices de Mathéma
tiques[p. x88 et suiv. ( ')], comment on pouvait établir les équations 

d’équilibre ou de mouvement d’un système de molécules qui s’attirent 

ou se repoussent, en supposant ces molécules très peu écartées des po

sitions qu’elles occupaient dans l’état naturel du système. Pour obtenir 

les équations dont il s’agit, il suffit de substituer, dans les formules (3a) 

ou (34) des pages 197 et 198 ( 2), les valeurs de 4T, 1), 3  déduites des 

formules ( 25), (26), (3o) et (3 i). Ces valeurs se simplifient et se ré

duisent aux quantités „T2, \ ) 2, 32 déterminées par les formules ( 3 i), 

toutes les fois que les seconds membres des équations (26) et ( 3o) 

s’évanouissent. C’est ce qui arrivera, par exemple, si les masses m, m', 
m", . . .  des diverses molécules· sont deux à deux égales entre elles, et 

distribuées symétriquement de part et d’autre d’une molécule quel

conque tu, sur des droites menées par le point avec lequel cette molé

cule coïncide. Cela posé, soient, dans l’état naturel du système,

a, b, c les coordonnées d’une molécule quelconque m, rapportées à 

trois axes rectangulaires des x , y ,  z- ;

( ' )  Œuvres de Cauchy, S .  II, T .  VIII, p. 227 et su iv .

( J) Ibid., p . 236  e t  237.
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• - r le rayon vecteur mené do cette molécule à une autre molécule m très

a, ¡3, y les angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-axes dos 

coordonnées positives;

f(r) la force accélératrice qui mesure l’action de m sur ut;

±  ntmf(r) la force motrice correspondante, prise avec le signe -+- ou 

le signe — , suivant que cette force est attractive ou répulsive;

/ (r )  une fonction de r, distincte de f(r), et déterminée par l’équation

( i )  / ( r ) = ± [ / Y ( r ) - f ( i · ) ] .

Soient de plus

(a) x — a-\-\, y — b +  r\, s =  c +  $

les coordonnées de la molécule m, relatives à un état d’équilibre ou de 

mouvement dans lequel on suppose appliquée à cette molécule une 

force accélératrice 9 dont les projections.algébriques sur les axes coor

donnés sont désignées par X, Y, Z. Les quantités y), Ç représenteront 

les déplacements très petits de la molécule m mesurés parallèlement 

aux axes des oc, y , z, et, si, en réduisant les valeurs de î), 3  à celles 

de X ,, lj)2, 3 2, on fait, pour abréger,

voisine
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(5)

(6)

(7)

S U R  L E S  É Q U A T I O N S  D I F F É R E N T I E L L E S

L = S  [ t  c°s‘ a / (r) ] ’

M=S[T'Cos‘(3/(r)],

N=S[?cos4y/(o];

P =  S cos2|3 cos2y /(>‘)J ,

Q = S Ĵ cos2ycos2a/(/’)J,
R =  J  ̂ cos2a c o s 2(3/(/’ )J;

U =  cos2acos(3 cosy/(^')J »

U' =  jŝ  cos3j3 cosy/(7-)J , 

U ' = S [ ^  cos(3 cos3y / ( / ’ ) J ,

V —  ^  ^ ^ - c o s 3« c o s y / ( / ' ) j >

/ V'  —  cos« cos2P co sy/ (^ )J  >

V" —  ^  c o sa c o s3y / ( r ) J ,

W  =  JJ ^ c o s 3«cos|3/(/-)J,

W ' =  §  ^ c o s « c o s 3i3 /·(/·)],

W"--Js|  ^  cos « cos |3 cos3 7  /('■ )!>
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on aura, en vertu de la formule (3 i) de la page 196 du troisième 

Volume ( ') ,

/ T - 5. Î S
d a 2 d b 2 d e 2 d b  d e

■ 2<& à2\
d e  d a

2  £
à2\

(8)

+ L P + R ^ + 0 2 i
àn? /)/j* ^ ()ç'id a 2 ' “  db* . W  —  4- W r —  -t-W" da2 ^  d62 ^  de*

d a  d b  

d 2r\ v  On _i_ v ? —  +  v" —
V da2 +  V db2 +  V de2

î(u - W J.W dir> -U
à2v

R
<>2 Yj

dbdc dcàa àadb dbdc dcàa dadb d b à c ^  deda dadb-W '4?£-+Q-â*Ç - u * U

Dans les équations (8), les coordonnées primitives a, b, c sont consi

dérées comme variables indépendantes. Si l’on voulait prendre pour 

variables indépendantes x,  y ,  z au lieu de a, b, c, il suffirait, comme 

on l’a prouvé à la page 207 du troisième Volume ( 2), d’écrire partout# 

au lieu de a, y  au lieu de b, z au lieu de c. On aurait donc alors

1 d x -  u/ 2 à z 2 d y  àz
■ 2  €

à2g
d z  d x

2S d'I
d x  d y

<9)1

, an  _i_ n an  . 0 an . w  an. +  y  a n  vv" +  v  ̂ n + y  an. v*
1 d x ' 1 à y ï ^  àz"1 d x ' 1 d y 2 à z 2 d x ' 1 d y 2 d z 1

d y à z
- V - ^ ^ - r W - ^ l r . + V ' - ^ + U ^ ^ - i - R  i ^ - + W  " - O n  + Q

d z à x d x à y  d y à z  d z à x  d x à y d y à z

à2Ç

M  , TT ¿ ‘ C \
d z à x  d x à y j

? =  .

3 =  .

En substituant ces dernières valeurs de 3 , 1), 3  dans les formules (34) 

de la page 198 ( 3), savoir

( 1 0 ) 3£ +  X  =
d2l

1 -h Y  =
à2 fi

à t 2 à t 2

on obtiendra les équations différentielles propres à représenter le

(*) OEuvres  d e  Cau ch y,  S. II, T. VIII, p. 235. 
(s) Ib i d . ,  p. 2 4 6 .
(3) Ib i d . ,  p. 2 3 7 .
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mouvement du système des molécules m, m!, m", . . . ,  et l’on trouvera

Y , 3,à-Ç d2Z ^d2? _ d2Z: X + ^ - m ^ + < ^ + 2î> — 2 <£
d*Z • 2-f ■

dx2 ' ~ dy2 1 ~ dz2 ' dydz dzdx ' dxdy

r ^ i R  ^ 2£ . n < K  , W  ^ 7 )  ■ W /  d 2'0 -yy,/ d 2vi y  d 2£ y  / d ·  Ç y „  d j »

L Â72 + R j p + Q dT2 + W d^ + w  +  "  d ? + v d^ +  v d^ +  v d̂ 2

+  2

dx2

d2Z v , d2n

d/2

f u - ^ - + v - ^ - + W ·  ,
\ d/Us dcdj? (Ledy dyds

d x 2

v 7r 7r  + R- ^ ~  -t-W* d-dx

d2Y)

d/2

d*î
dxdy  

d2v
dz dx  ' ~~ d# d/

d/d- -Q d2ç
U

d2Ç
d^d« dxdy

2-î, ,  ~ d 2 f i  . , d 2 Y) _ d 2 Y] _  d 2 n  -
Y H - - M - j - r  +  Üt t  +  aD-— r  -+- 2(Ê <Lc2 «f/2 <L;2 d/d^

+  w g + W ' P + W ' g + R g + M | i + p ^ H - U 0  +  ü ' P + B - g

+  2 V . U # + R · ^
dydz dzdx dxdy dydz

| y ' 2̂yi | yy' ^2yl

■y , -.d2? rtd2Ç „.d2? _ d2?
Z  -+- v l  -T--- - H -  U  ——;  - h  C  -J—1 H -  2  B  —---- y

dx2 ày2 dz2 dy dz
■ 2 <Ê

dzdx

d2K 2 $

dx dy dy dz

d2K

p « - + w Æ  +
dzdx T ^ h }

dz dx dx dy

d.»2 dy2 ds2 , d#2 c'y2 ds2 ^ d x 2 dy2 dz2 

à2 Z d2Z _j_u d2Zd2£ _ d
+  \ d y d z + ® d z d x  1 ~ d x d y  ' * d y d z

p  4 - W "  f * v  i V '  d îy i , U #  d 2C | y  y d 2Ç
dz dx dxdy dydz dzdx

-W7> d2C V 
dxdy)

Si le système n’était pas en mouvement, mais en équilibre, il faudrait 

réduire à zéro les premiers membres des formules (i i).

Soient maintenant

A la densité du système au point (a, b, c), dans l’état naturel; 

p la densité au point {oc,y, z),  dans l’état de mouvement; 

u la quantité positive ou négative qui mesure la dilatation ou la con

densation du volume autour de la molécule ut, dans le passage du 

premier état au second;

p',p",p"' les pressions ou tensions supportées au point (oc, y , - )  dans 

l’état de mouvement, et du côté des coordonnées positives, par trois 

plans perpendiculaires aux axes des oc, des y  et des s;

A, F, E; F, B, D; E, D, C les projections algébriques des pressions ou 

tensions p, p', p". On aura, en vertu des formules (17) et ( 5 g) des
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pages 219 et 233 du troisième Volume des Exercices ( ') ,

(12) p =  (1 — u)A,

( i 3 )
âS, de àZ
dx dy dz

1 6 7

Déplus, en prenant x , y , z pour variables indépendantes, et joignant 

les équations ( 25), (26), (27), (28), (29), ( 3o), des pages 222 et 

suivantes ( 2), aux formules (3 ), (4 ), (.5 ), (6), (7) du présent article, 

on trouvera

0 4 )

B

+  R ^  +  Q ^ + u f t i + ^ V v ^  +  $àf

= ' K

=e[>'£+a(— £
dl 

+  P

[
+ p [ o

rR ^i +  M ^ + p f  +  U ' ^  ■ dt:
L dx dy dz

dz ' dy

M
d sj

i _
dz ' '  dÿ

p | 2(Êâ  +  2B| ;  +  €i'I +  2^dx

àl
dx

î)]
P i r  +  N;r  +  U''(;r  +  ?(’y  dz \dz dy

dx dz

D = p ( JD H- <Ê
de
dx dy dz dx dy dz

+P [»S-
v dJ±.

dy
1« d? 

dz
P i ~  +  ^  + W "  ^Él.

dx

05 )(

lE =  p((Ê +  a | i  +  +
r V dx dy dz dx dy

àn . y»  àZ t /d e   ̂ à Z

'F

■ dl

- +  V'

■ o § - + a fdy dz dx

dz dy, 

de

+  p [ V E  ■ ' dy

r  \  dx dy dz dx . dy 

+ p [w § + W ' 0 + w | + v ' ( |  +  |

Q

(6de

(K
dx

de V  

dx )  _ ’

de
dx

àï
dz

+  W'i
dy dx ) _

âl
dz

■ v ( P + p
\ o /  dx

de \  

d x ) ] ’

(1 ) Œuvres de Cauchy, S .  1T, T .  VIII, p . 260 e t  273. 

( 2) Ibid., p. 263 e t  su iv .
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Enfin, si l’on substitue, dans les équations ( i4 ). la valeur de p tirée 

des formules (12) et ( i 3), savoir

(16)
p  =

à l _ à v _ d t
dx dy dz A,

on en tirera, en regardant les déplacements £, Y], Ç comme infiniment 

petits, et négligeant les infiniment petits du second ordre,

On peut, en supposant constantes la densité A relative à l’état naturel 

du système et les quantités

(1 9 ) 31,'«, «, B, «,  £ ,  L,  M, N, P ,  Q, R, U, V ,  W ,  U', V' , ,W' ,  U', V", W \
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revenir facilement des équations (17) et (18) aux formules (11). En 

effet, on tire des équations ( 25) et (28) de la page 166 du IIIe Vo

lume ( ')

u -0

dk dF àE
à t2 = 4-

dX :
j ----H
dy d z ’

dV dB dl)
= PY + dx ày~*~ d b ’

d2K _
-  pz

<?E dï) <?C.
ü t1

+
dx + dy + dz ’

p u i s  o n  en  c o n c l u t ,  en  d i v i s a n t  le s  d e u x  m e m b r e s  d e . c h a q u e  é q u a t io n  

p a r  p =  (1  —  u ) A ,

*
( H  _  x  I ( d k  AF dE \  

dt* -l” ( 1 — v ) A V d x  dy +  dz )  ’

^ 5 _ Y  _ | _ / 3F iB ¿D\
d l2 (1 — u)A\A» dy  +  d z )

d K  1 /<?E dD * <?Ç\
dt2 J ( 1 — u ) A \ d x  dy dz )

Or, si, dans les formules (19), on remplace les pressions A, B, C, D, 

E, F par leurs valeurs tirées des équations (17), (18), alors, en né

gligeant les infiniment petits du second ordre et réduisant en con

séquence le binôme 1 — u à l’unité, on retrouvera précisément les 

formules (x 1).

L o r s q u e , ‘ p a r m i  le s  s o m m e s  c o m p r i s e s  d a n s  le s  é q u a t i o n s  ( 3) ,  ( 4) ,

( 5) ,  ( 6 ) ,  ( 7 ) ,  c e l l e s  q u i  r e n f e r m e n t  d e s  p u i s s a n c e s  i m p a i r e s  d e  c o s a ,  

d e  c o s  P o u  d e  c o s y  s e  r é d u i s e n t  à z é r o ,  c ’ e s t - à - d i r e ,  en  d ’a u t r e s  

t e r m e s ,  l o r s q u e  le s  q u a n t i t é s

(21) », e, â, u, v ,  w ,  u', v',  w ' ,  u ff, y,  w"

s ’ é v a n o u i s s e n t ,  le  s y s t è m e  d e s  m o l é c u l e s  m , m ', m", . . .  p e u t  ê t r e  c o n 

s i d é r é  c o m m e  o f f r a n t  t r o is  a x e s  d ’ é l a s t i c i t é  r e c t a n g u l a i r e s  e t  p a r a l l è l e s  

a u x  a x e s  d e s  x, y, z .  S i ,  d a n s  le  m ê m e  c a s ,  o n  d é s i g n e  p a r  G ,  H, I le s

(!) OEtivres de Cauchy, S. II5 T. VIII, p. 202 et 203. 
Œ u v r e s  d e  C . — S. II, t. IX. 22
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valeurs des coefficients a, o, <£, en sorte qu’on ait identiquement

( 2 2 ) 3  =  G, é —  IL ® — L

les formules (11) coïncideront avec les équations (G8) de la page 208 

du IIIe Volume ( ') ,  et deviendront respectivement

f ( L + G ) dx2 4- (R 4- i i ) i p + ( Q + i ) y 4- 2 R
d2n 

dx dy
t- 2 Q d»Ç

dz dx +  x  =
d2Î
dt2 ’

(R +  G)
d2ri 
dxs 4 - (¡VI4- • 4“ 2 P

d'-K 
dy dz

+-2 R
dx dy +  Y =

d2w
~dW'

[(Q +  G) d2Z 
dx2

4 -(P 4- /V'
H)dÿ? + ( N 4 ' l ) d ?

4- 2 Q'
d'-l n 

A À ■ *" 2 P dz dx
d2-r\

dydz
+  z =

d2K 
dt2 ‘

Alors aussi les formules ( 1 7 ) ,  ( 1 8 )
•

s’accorderont avec les équa-

tions ( 4 9 )» <(5o) de la page 23o du IIIe1 Volume ( 2), et se réduiront à

_ ( A == [(L + G é + <R - G> | . +  ( Q - _ G ) i
4- G

1 *·

.(2 4) B == [ ( R - " ) â + ( M + u ) | +  ( P - 4 -H
h

( C =
= [ < « -

+  (N4- I , g 4- I
b

| D 5= [(P +
h

(25) / E == [(Q + G ) ë + ( Q +  1 } è .

( F == [(» + H) 0 + ( R  +  G > ë ’]*■

D a n s  le  c a s  p a r t i c u l i e r  o ù  l ’ é l a s t i c i t é  d u  s y s t è m e  q u e  l ’ on  c o n s i d è r e  

r e s t e  la  m ê m e  e n  t o u s  s e n s  a u t o u r  d e  c h a q u e  p o i n t ,  le s  c o n d i t i o n s  ( 4 i )  

e t  ( 45)  d e s  p a g e s  1 9 9  e t  20 1 d u  IIIe V o l u m e  ( 3)  se  t r o u v e n t  r e m p l i e s ,  

en  s o r te  q u ’ o n  a

(26) G =  H=:I, L =  M =  N =  3R, P =  Q =  R;

(*) OEuvre-t de Cauchy, S. 11, t. VIII, p. 247.
(2) Ibid., p. 271.
(3) Ibid., p. 239 et 241.
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et les formules ( 2 3 ) ,  (24), ( 2 0 )  donnent

171

dx dt2

(27)

( 2 8 )

/r> , r , d 2n  d 2Y) \ 'du v  d'-n

(K +  G> [îF-  +  H f  +  +  +  Y =  s ? ’

^  ^  d2£\ „ d .  _ d2Ç
(R + G )^  +  ^  +  d ? j + 2 1 l^ + z = ^  .

A = [a (R  +  G) j |  + ( R _ G ) u +  g] a,

B = [a (R  +  G ) ^  + ( R - G ) u +  g] a,

C =  |̂ 2(R -f-G )^  h- (R —>G)y +  G J A ;

D =  <R +  fl) ( 5 Î  +  | ) i - 

E = < R + G > ( s  +  § ) i -

F =  (R +  G ) ( |  +  g ) 4 .

Enfin, si le système est constitue de manière que l’élasticité reste la 

même en tous sens autour d’une droite parallèle k l’axe des z, on aura 

simplement

( 3 o)  G =  H,  L =  M =  3 R,  P  =  Q,

et les formules ( 23), (24), (20) donneront

( 2 9 )

‘ 3B +  G> S  +  <R +  G ) p - M Q  +  i ) g + » R3Î | ;d j2

d2n

î)2ï
•2Q-37-7- + Xi/v ôcc

æ i
(3„ { ( R + G ) g  +  (3R +  G ) p  +  (U +  I ) ^  +  » Q ^ | ;  +  , I ( 3f | ; +  Y

d2Ç . _ ^ (  dl\
« 5 + G > ( S + P ) + <N + i > S + a Q

___  d2n \ ■ <n_.
dz dæ ^  d yd z)  J <)c* 2
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( 3 2 ) , / + ( Q - G ) ^ + g] a ,

(33)

SUR LES ÉQUATIO.NS DIFFÉRENTIELLES 

i A = [ ( 3 R  +  G ) |^  + ( R - G ) 0  +  ( Q - G ) | j  + g] a,

B = [ ( R - G ) §  +  (SR +  f i ) ^

( C =  [ ( Q - I ) ( ^  + ç ) +  (» +  !) 5J + l ] 4 i

D =  [ ( Q + I ) ^ + ( Q  +  G ) 0 ] i ,

E = [(Q + G ) g  +  « J + I ) | ] A ,

F =  (R + G ) ( |  +  g ) A .

Lorsque, dans les équations ( 1 7 ), ( 18 ), on pose, pour abréger,

(34) ^A =  a,

(33)

fl A = 1>, II DA =  >, II J-»

I L Airr a, M A = b , N A=  C,

l P A= d, QA = e, R A=  f,

| U A u, V A = v, W A=  W,

1 U'A r r u ', V'A = v', W'A =  v ,

\ U"A = U", V"A = v", W'A = w ' \

elles deviennent respectivement

. (  dï àn K )  t d[
A =  X  +  ~  dÿ ~  à J  +  dv

A

dE edn
-t- a -3— -H f -j— *

d x  d y

A  +  2 f  Tdy d-

ràn ■ dt /du ± dÇ\ /dç r_ + e_ + u ^ _  +

d n  , /  dE dn àÇ\ . àn

+  Æ  +  b j ! +  d S
dx dy A”

dx dz J \ < ) j  dx J

d:: 2f—■d: ^„„dÇ
dx dy

dz

, /dn
~ U  \dz

^ + v ' ( ^ 4 U v 3 .ày) +  dz) W
d«N 
dx )

à!j dy | dÇ 
uj  \  d x  dy  d z ,

d \  . d n d C  . ( d u  d ? \  . / d C  d ? \  . / d ?  M

+ e ^ + d ^ + c d i * t ' u  U + ^ J + v  U ; + ^ ; + v ' W  àx)
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. i dc,\ dn dX J î  dn

, dn „dX , (  dn 
u -r^· -t- u ’ -5— -+- u " -T— -t- d ( -v— 

dx dy dz \dz

E =  . | + , | . . -j- +  ‘ -5---1- r-j*dy J dy dz

dX
dy

a *
dx

dX
Vr + V , r  +  V’ T + W ' l ;r  + j  dx dy dz \dz dy

dz dz ( - % > ·

dn
di

dJL +  bñ-
dx dy

.dn „ àX .(dn 
+  w -t  +  w ’ t -  +  w ” +  y' 1 —

de
dx ■ ày dz

- _H —
dz dy

w"
dX
dx

dX
dx

dç
d -+- v'

<a
dz

dX
dx dz

,(d±
dy

à'i

dn
dx

ây
dn\ 
dx ) ’

dn
dx

S i  l ’ o n  a d m e t  q u e ,  d a n s  l ’ é t a t  n a t u r e l  d u  s y s t è m e  d e s  m o l é c u l e s  m ,

m', m"...........l e s  p r e s s i o n s p ',p " , p'" e t ,  p a r  s u i t e ,  l e u r s  c o m p o s a n t e s  o u

le s  s i x  f o n c t i o n s  A ,  B ,  C ,  D ,  E ,  F  s ’ é v a n o u i s s e n t ,  l e s  c o e f f ic ie n t s  d é s i 

g n é s  p a r  l e s  l e t t r e s
2 , ¡0, <£, B, (£, £

d a n s  le s  f o r m u l e s  ( 1 1 ) ,  ( 1 7 ) ,  ( 1 8 ) ,  o u  p a r  le s  le t t r e s  G , H , I d a n s  les  

é q u a t i o n s  ( 2 3 ) ,  ( 2 4 ) ,  ( 2 5 ) ,  s e  r é d u i r o n t  à z é r o ,  a in s i  q u e  les  c o n 

s t a n t e s  r e p r é s e n t é e s  p a r

o, b,  e, b, r, f

d a n s  le s  f o r m u l e s  ( 3 6 ) ,  ( 3 7 ) .  A l o r s  l e s  é q u a t i o n s  ( 2 4 ) ,  ( 2 5 )  e t  ( 2 3 )  

c o ï n c i d e r o n t  a v e c  l e s  é q u a t i o n s  ( 6 3 ) ,  ( 6 4 )  e t  ( 6 8 )  d e s  p a g e s  2 3 3 , 2 3 4  

e t  2 3 5  d u  I I I e V o l u m e  d e s  Exercices ( ' ) ;  t a n d is  q u e  le s  fo r m u le s  ( 3 6 ) ,

( 3 7 )  r e p r o d u i r o n t  le s  v a l e u r s  d e  A ,  B ,  C ,  D ,  E ,  F  q u e  n o u s  a v o n s  p r é 

c é d e m m e n t  o b t e n u e s  à la  p a g e  2.

C  ) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VIIÍ, p. 274 et 275.
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SUR L ’ÉQUATION

A L’AIDE DE LAQUELLE ON DÉTERMINE LES INÉGALITÉS SÉCULAIRES

DES MOUVEMENTS DES PLANÈTES.
*

Soit

(1) t s — f ( x ,  y, z ,  . . . )

une fonction réelle homogène et du second degré. Soient de plus

(2) y(x,  y,  z, . . . ) ,  x(w, y,a,  . . . ) ,  +(0-, 7 ,  . . .

les dérivées partielles de f ( x ,  y , - , . . . )  prises par rapport aux va

riables x ,  y ,  z .........Si l’on assujettit ces variables à l’équation de

condition

(  3  )  x *  +  y 2 - t -  ; 2 H - . . .  =  1 ,

les maxima et minima de la fonction s seront déterminés (voir les 

Leçons sur le Calcul infinitésimal, p. 252) par la formule

, , ) ■ 9 (^ ,7 .  - . · · · )  _  x(^> · · · )  _  ,r> · · · )  _
x  «■  y  z

D’ailleurs, les diverses fractions que renferme la formule (Zj), étant 

égales entre elles, seront égales au rapport

x y { x , y , z ,  . . . ) + , r x ( Æ , j , j ,  . ■ .) +  s ty(x,  y, s, . . . )

qui, en vertu de la condition ( 3) et du théorème des fonctions homo

gènes, se réduira simplement à

2/(^>7> -» ...)  =  2.ï.
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On aura donc encore

(5) ?(#, r, s, · · ·) _  %(&·, y, g, ·. ·) _  y, z, . ■ ■) _  =_i>g
x  —  y  z  ■

ou, ce qui revient au même,

(6) 9̂ ( x , y , z ,  . . . ) = s x ,  ^ x ( x , y , z , . . . ) z = s f ,  ^ ( x , y ,  z ,.. . ) -= s z,  . . . .

Soit maintenant

(7) . S =  o

l’équation que fournira l’élimination des variables x ,  y ,  z ,  . . .  entre les 

formules (6). Les maxima  et les minima de la fonction

s =  / ( x , y , z , . . . . )

ne pourront être que des racines de l’équation (7). D’ailleurs cette 

équation sera semblable à celle que l’on rencontre dans la théorie des 

inégalités séculaires des mouvements des planètes, et dont les racines, 

toutes réelles, jouissent de propriétés dignes de remarque. Quelques- 

unes de ces propriétés étaient déjà connues : nous allons les rappeler 

ici, et en indiquer de nouvelles.

Soit n le nombre des variables x ,  y ,  z, . . . .  Désignons d’ailleurs, 

pour plus de commodité, par

Â a:, Ayy, A;-, · · ·

les coefficients des carrés

x \  y S -%

dans la fonction homogène s =  f ( x ,  J , ■ · ·)> e1 Par

A a : y  —  A A —  A z x *  ■  * * ’  A y „  A „ y ,

les coefficients des doubles produits

■ xxy, 2 x z ,  ■ ■ ·, 2 y  z, ···>'

en sorte qu’on ait

(8) s ~ K xxx^H- \ yyy ^ k zzZ--^... + ,i ^ x ï X y ^ ^ ^ X Z Jr . . .+  ̂ ^ yzyz+. . . .
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Les équations (6) deviendront

Ax x x  4- AXy) '  4 - A xzz  4 - . . .  =  s x ,

A x y X  +  A y y f  +  AyZZ + . . . =  S f ,

A xZ X -H Ayzy  4- À;. S 4- . . .  =  S Z,

et pourront s’écrire comme il suit :

(A**— s ) x  4-  Axr / 4 - Axss 4 - . .  . =  o, 

A xyx  4- (A y ï — s ) y  4-  A yzz  +  . . .  =  o r 

Axz x 4 -  A yzy 4 - ( A - ·  — s) î + , . . =  o ,

Cela posé, il résulte des principes établis dans le Chapitre III de V A n a 

ly se  a lg é b r iq u e  (§ 2) ( ')  que le premier membre de l’équation (8), 

ou S, sera une fonction alternée des quantités comprises dans le Ta

bleau :
A XX---- S, A xy, A xz, * *· ,

A xy, Ayy S, A  yZ,' · · · ,

A XZ, Ayz, A -- S, . · · ,

• ·  · ,  ·  ·  ·  » ......................y · · · y

savoir celle dont les différents termes sont représentés, aux signes 

près, par les produits qu’on obtient, lorsqu’on multiplie ces quantités, 

n  à n ,  de toutes les manières possibles, en ayant soin de faire entrer 

dans chaque produit un facteur pris dans chacune des lignes horizon

tales du Tableau et un facteur pris dans chacune des lignes verticales. 

En opérant ainsi, on trouvera, par exemple, pour n  =  2,

(12) S =  (A** S) (Ayy  s)  A%y\

pour /? =  3 ,

\ S — (Axa; s) [Ayy  s) (A; ;  S)

\ — A *s ( A X X  — Í ) — A’ . ( Ayy — S ) — A ( A -  — s ) 4 - 2 Axy A rz Ayz ;

(') Œuvres de Cauchy, S. II, T. III.
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pour n =  4,

(•4)

S --  (Axa; S) {A y y--  S) ( Azz— s) {A uu s)

_i" A!„ (Ax x — s)  (Ar y — s ) 4- AyU( k xx — s) ( A-- — s) ■+· AyZ{Axx
L H- A%u(A yy— s) (A-s — s) -4- A%z (Ayy — s ) (Aa„— s) -t- A%y{Azz 

^  I" A y z A y u  A z u { A x x  S )  +  A x z A x u A z u ( A y y  S )~ l 

L  A "  ^ X y ^ X U ^ y u i - ^ Z Z  i )  "I-  A x y A x z  A y z (  A ua  s )  J

“t* AXy A zu -f- A xzAyU AxuAyZ 2 [ AXy AxzAyU A^-t-A#y AXn AyZAzu

— s) (A„„—5)1
— s) (A„„— 5)J

H-Â jÂ ttAysAyn];

et, généralement, on obtiendra pour S une fonction de s, qui sera 

entière et du degré n.
Concevons à présent que l’on désigne par

(i5) 5,, 52, . . ., Sn

les n  racines réelles ou imaginaires de l’équation (7). Soient, de plus,

y t* «tî *̂ 2, y %7 ¿2! ··■ ? yti7 zn

des systèmes de valeurs d eæ ,y ,  z , . . .  correspondants à ces mêmes va

leurs de s, et choisis de manière à vérifier les formules ( 3 ) et (10). La 

première des formules (ro) donnera

et
(&XX Si)xi -(- Axyy i 4- Axz3 i + . .  —  0 

( A-xx 52 ) A Xy y z -H A xzz z -+-.. · — o;

puis l’on en conclura, en éliminant le coefficient A**,

( 1 7 )  ( 5 j  —  i l ) X i X 2 +  A x y ( ^ 2  J i  — i T i / s )  + A x z ( x î 2 i — X i Z 2 ) - t - .  · .  =  0 .

En raisonnant de la même manière, on tirera de la deuxième des for

mules (10)

( 1 8 )  A Xy { y t X i  —  7 1 ^ 2 ) - H ( * 2  —  ¿ 1 ) 7 1  J 2 + - A y 5 ( y 2 s ,  —  y ^ )  +  . .  . =  0 ,

de la troisième

( 1 9 )  A æ 3 ( . S j & l  ----- -I -  A ; y ( 2 2 / l  ---  Z l J 2 )  ·■ +■  ( 'Ç2 ---  S l ) S l S i H -  . . , --- O,

etc. Enfin, si l’on ajoute membre à membre les équations (17), ( t8),
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(19) , etc., on trouvera

( 2 0 )  +  y s + ■ = ! * » - + · · . — i l )  = 0 .

Donc, toutes les fois que les racines 5,, s2 seront inégales entre elles, 

on aura

( 21 )  x lx t +  y i y i + z ls1+ . . .  =  o;

et, si l’équation (7) n’offre pas de racines égales, les valeurs de x ,  y ,  
z, . . .  correspondantes à ces racines vérifieront toutes les formules 

comprises dans le Tableau suivant :

+  JKÎ +  +■ ··— r» XiXs-hyiy 1 + SiZ2-+-...=ZO, ..., XtXa+ y i y n-hZlZ„ +
a;2a;i +  7 27 ,H -s2s I+ . . . = o ,  x\ +  y\4- £ * + . . . =  1,

.........................* .......................................... .. ...................................................... 9  · · · *  .......................................................

Xnx l~̂~ •3»'5l +  "” =  0, XnXz-i- y ny i-hZnZî+... =  O, ..., Xn -H y\-\- -5,,+

Soit maintenant R ce que devient la fonction S, lorsque, dans’le Ta

bleau (11), on supprime tous les termes appartenant à la première 

colonne horizontale, ainsi qu’à la première colonne verticale; et Q ce 

que devient la même fonction, quand on supprime, en outre, les 

termes renfermés dans les deuxièmes colonnes horizontale et verti

cale. Enfin, désignons par P„„ ce que devient S, lorsqu’on supprime 

dans le Tableau (11) les termes qui appartiennent à la même colonne 

horizontale que le binôme Auu— s, avec ceux qui appartiennent à la 

même colonne verticale que Aw— s, ou bien encore les termes com

pris dans la môme colonne verticale que k ml — s, et ceux qui sont ren

fermés dans Ta même colonne horizontale que A„„— s. Les polynômes 

R, Q; P**, P^, Pxz, · · ·; Prr, ........P^ seront, ainsi que S, des fonc

tions entières de s. De plus, on aura évidemment

( 2 3 )  * R =  P „ ,

et l’on conclura des équations (10), en faisant abstraction de la pre

mière,

(24)
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Posons d’ailleurs, pour abréger,

(25) X =  P * ,=  R, Y =  - P ^ ,  Z =  ~ P * 3, ..

La formule ( 24), combinée avec la formule (3 ), donnera

(26)
X

X
Z — f -
Y “ Z ~ ’ v/Xî + Ÿ ’ +  Z'-k ..

et, si l’on désigne par

(27) Xj, Y1( Z„ X2, Y2, Z2, X«, Y «, Z,t,

l e s  s y s t è m e s  d e  v a l e u r s  d e  X ,  Y ,  Z ,  . . .  c o r r e s p o n d a n t s  a u x  r a c in e s  î ( , 

s2, . . . ,  sn d e  l ’ é q u a t i o n  ( 7 ) ,  on  t i r e r a  d e  la  f o r m u l e  ( 2 6 )

(28)

v/x? +  Y2 +  Z2 +  .’. . ’

-h — 1 — ,
v/Xf+Y? +  Z2H-..,.

^X* +  Y* +  Z*-t-...'

L e s  v a l e u r s  d e  a?,, s , ,  . . .  s e r o n t  c o m p l è t e m e n t  d é t e r m in é e s ,  a u x

s i g n e s  p r è s ,  p a r  la  p r e m i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( 2 8 ) ,  à m o in s  q u e  la  s u p p o 

s i t i o n  s —  s t n e  fa s s e  é v a n o u i r  s i m u l t a n é m e n t  les  f o n c t io n s  X =  R, Y ,  

Z , . . . ;  e t ,  c o m m e  on p e u t  f a i r e  u n  s e m b l a b l e  r a i s o n n e m e n t  à l ’é g a r d  de  

# 2 * 7 2 *  s 2> · · · ;  · · · ;  a7B, y nt s a, . . . ,  il e s L c l a i r  q u e  le s  e x p r e s s i o n s  ( 1 6 )  

s e r o n t ,  a u x  s i g n e s  p r è s ,  c o m p l è t e m e n t  d é t e r m i n é e s  p a r  le s  f o r 

m u l e s  ( 2 8 ) ,  à m o i n s  q u e  d e s  r a c i n e s  d e  l ’é q u a t i o n  ( 7 )  n e  v é r i f i e n t  en  

m ê m e  t e m p s  la  f o r m u l e

(29) R =  o.

A j o u t o n s  q u e ,  s i  le s  r a c i n e s  s lf s.2 s o n t  i n é g a l e s ,  o n  t i r e r a  d e  la  f o r 

m u l e  ( 2 1 ) ,  c o m b i n é e  a v e c  le s  d e u x  p r e m i è r e s  d e s  f o r m u l e s  ( 2 8 ) ,

(30) X,X,-i-Y1Y,-)-Z1Z!-h. . .  =  o.

E n  p a r t a n t  de  la  f o r m u l e  ( 3o ) ,  o n  p r o u v e  f a c i l e m e n t  q u e  l ’ é q u a -
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tion (7) ne saurait admettre de racines imaginaires, tant que les coef

ficients Axx, AXJ, Aæz, Ayy, Ayz, . . . ;  Azz, . . .  restent réels. En 

effet, si l’équation (7) offrait alors une racine imaginaire de la forme 

\  -+- p. y/ — 1, elle en admettrait une seconde conjuguée à la première 

ou de la forme A — p. \/— 1 ; et, en prenant ces racines pour s, et s2, on 

obtiendrait pour X, et X2 des valeurs de la forme

(3i) X, =  01TL H-3T, vZ—ï» X ,=  3IL — aüy/—"«*

3lt, X  étant des quantités réelles. Par suite, le produit

(3a) X,X2 =  3TL2-+- X 2

serait nécessairement positif ou nul; et, comme on pourrait en dire 

autant des produits Y ,Y 2, Z,Z2, . . . ,  il est clair que la condition ( 3o) 

ne saurait être remplie, excepté dans le cas où l’on aurait

(33) X, =  X2= o , Y, =  Y2 =  o, ¿1 — Z2=  o,

c’est-à-dire dans le cas où chacune des racines î ,, s 2 vérifierait les 

équations

(34) U xx — 0, P*r =  o, P*! — o, . . . .

Donc, si l ’équation (7), du degré «, admettait des racines imagi

naires, ces racines seraient propres à vérifier en même temps l’équa

tion P.TiB=  o, ou

(29) R =  o,

qui est de même forme, mais du degré n — 1. En raisonnant de la 

même manière, on fera voir que, si l’équation (29) admet des racines 

imaginaires, ces racines seront propres à vérifier en même temps 

l’équation

(35) Q — °,

qui est de même forme, mais du degré n — 2; et ainsi de suite. Donc, 

si l’équation (7) offrait des racines imaginaires, ces racines devraient
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satisfaire à chacune des équations de la forme

(36) S =  o, R =  o, Q =  o, ... .

D’ailleurs, en prolongeant la série des équations ( 36), on parvient 

facilement à une équation du premier degré, qui coïncide avec la der

nière des suivantes

( 3 7 ) . A x x  -  S   O ,  Ay  y  S   O ,  A ZZ S   O ,  · - · y

et cette équation du premier degré n’admet pas de racines imagi

naires, mais une seule racine réelle. Donc l’équation (7) n’a pas de 

racines imaginaires.

Concevons à présent que l’on combine la première des équations (10) 

avec la formule (24). On obtiendra la suivante

( 38) ( AÆ# s) AXy Pxy~~ A.xz Pxz — · · « — o,

qui devra coïncider avec l’équation (7); et, en effet, il suffit d’observer 

de quelle manière les polynômes S, Væx, Pxy, PM, . . .  se forment à l’aide 

des quantités renfermées dans le Tableau (11), pour reconnaître que 

l’on a identiquement, c’est-à-dire quel que soit s,

( 3 g )  (&xx s ) P xx A ^ y  P * y  A x- P a ;S · · · —  S .

Ajoutons que, en combinant la seconde, la troisième, etc. des équa

tions (10) avec la formule (24), on obtiendra encore des équations 

identiques, savoir :

(  A x y  P X X  ‘ (  A y y  )  P X y  A y -  P X Z  · ■  · —  O ,

(4°) A „P * I - A yaP*y - ( A „ - i ) P « - . - . =  o,

Cela posé, imaginons que l’on prenne pour s une quelconque des 

racines de l’équation Pœa!= o ,  ou

(29) R — o.
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Les formules (39) et (4o) donneront alors

(4 0

Axy Pxy H- AXZ Px~ ~f- ...   S,

(A yy  5) P Xy -+- A y- P H~ . . . 5= O,

A y -  Pa-y H -  ( A-;   s) Px; H- . .  .  —  O ,

Le nombre des formules ( 4 i) étant égal à n, si l’on efface l’une de 

celles qui offrent zéro pour second membre, les autres suffiront pour 

déterminer, dans l’hypothèse admise, les valeurs des n — 1 quantités

• x y > Pa:i> · · ·

en fonction de S et des coefficients AÆr, k xz, . . . ,  Ayy— s, AyZ, . . . .  

Azz — s , __ Si, pour fixer les idées, on supprime la seconde des for

mules (4i), la valeur de P^, tirée des autres, deviendra, eu égard aux
»

notations adoptées,

p — — .r xy— p
*  x y

Donc, pour chacune des valeurs de s propres à vérifier l ’équation (29), 

on aura

(4 0 Q S = - P ’ = - Y 2,

et, par conséquent, les quantités Q, S seront affectées de signes con

traires, si l’une et l’autre diffèrent de zéro. Cette remarque fournit une 

nouvelle démonstration de la réalité des racines de l’équation (7), et 

permet, en outre, de fixer des limites entre lesquelles ces racines se 

trouvent comprises, ainsi qu’on va le faire voir.

Supposons d’abord, pour plus de simplicité, que le nombre des 

variables x ,  y ,  z-, . . .  soit égal à 3 . Les équations (10) deviendront

{kx x —  s)x  -+- k xyy  -+- Axz z =  0,

A XyX  -l·- ( Ayy S) y  -t- ky-  5 =  0,

k xzx  + k yzy  -+- (kzz —  s)z  =  o;

(43)
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et l’on tirera des deux dernières

/  / /  \  „  x x  _____  R x y  P x z
(44) * — -g—’. y —---- S~’ ■“— s~’

les valeurs de Vxx ou R, P ^ , Pæz et S étant respectivement

(45)

(46)

R =  (A „ - s )  ( A „ -  s) -  A*„

Pay— Aa;y(A zz- s) A x z  A y Z,

P  X Z    Aa;- (A yy i) A Xy A y Zy

S   (Aa;a; s) ( A y y  s) ( A zz S )
A y z  (A X X  s) A % .  (A y  y  S ) A Xy ( A ZZ 5 ) “ f "  2 A x y  A xz  A  yZ,

Cela posé, on aura identiquement

I
( ̂ -xx s) R ■- AXy Pa:y — Axz Pa,3:== S,
Aary R ( A yy  .5 ) Pa;y — Ayj Pa;S =  O,

Á-XZ R  A  y Z P Xy ( A -2    S ) Pa; S =  O j
et, si l’on prend pour s une quelconque des racines de l’équation ( 29), 
les formules ( 48) donneront

( 4 g )

Aary P#y H-  Ax z  Pa,. — S,

( A y y  *0 Pa?y “f“ Ay . P x z  ~  O,

A yz Pa:y +  ( A2- S)  P  xz O.

Enfin, si l’on combine la première des formules ( 49) avec la troisième, 
on en tirera

(5o) . x y — (A zz— *)8
Ax y { A zz s )  A x z Ay

(Azz— s)S
xy

ou, ce qui revient au même,

Q S = r - P J y,

la valeur de Q étant

(5i) Q — Azz s.·

Donc, à chacune des racines de l’équation ( 7 ) correspondront des
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valeurs de Q et de S propres à vérifier la formule (42) et, par consé

quent, affectées de signes contraires. En résumé, les valeurs des poly

nômes

(52) Azz— s

et

( 5 3 )
j (AXX s') (Ayy s) (AZZ s)

( A y Z ( A x x  s)  AJ-(A yy s) — AJr (A; 5) — 2 A xy A xz Ay-,

correspondantes à l’une quelconque des racines de l’équation

( 5 4 ) (Ayy— s)(Azz — s) — Aiyz =  o,

seront affectées, si elles ne s’évanouissent ni l’une ni l’autre, de signes 

différents.

Soient maintenant s', s" les deux racines réelles de l’équation (54), 

rangées dans leur ordre de grandeur, en sorte qu’on ait

( 5 5 ) s'<s".

Ces racines, qui sont toutes deux réelles, puisqu’elles se réduisent aux 

deux valeurs de s données par la formule

vérifieront la condition

(57) sr h— —Ayy-\- Azz,

de laquelle on tirera, en ayant égard à l’équation (54),

ou, ce qui revient au même,

( 5 8 ) (AM- 0 ( A „ - 0 = - A * a.

Donc les deux valeurs du binôme Azz— s, correspondantes aux deux 

racines de l’équation ( 54), seront affectées de signes différents, si
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aucune d’elles ne s’évanouit; et, par suite, la racine unique Azz de 
l’équation

(ü9) ■ A- —5 =  O

OU

(60) Q — o , ,

sera renfermée entre les deux racines de l’équation (54) ou 

(29) . R =  0,

à moins qu’elle ne se réduise à l’une d’entre elles. Donc, attendu que 
la condition (55) entraîne la suivante

( 6 1 )  A - - —  5 ' > A ; j   S " ,

on aura

(62) A~ — s'̂ .o et A.. — s"=o.

Cela posé, soient S', S"„les deux valeurs du polynôme (53) ou de S 
correspondantes aux valeurs s', s" de là variable s. Si aucune des deux 
racines s', s" ne vérifie l’équation ( 60) ou l’équation ( 7 ), S' sera 
une quantité affectée d’un signe contraire à celui de Azz — s', et S" une 
quantité affectée d’un signe contraire à celui de Azz — s". On aura donc

(63) S'< o, S"=o.

D’autre part, le polynôme (53) ou S se réduit pour s — — 00 à l’infini 
positif, et pour s =  00 à l’infini négatif. Donc, si dans ce polynôme on 
substitue successivement, au lieu de s, les quatre valeurs

(64) ' S  — —00, 5 =  5', S  — s", . 5 =  00,'

les résultats des substitutions seront généralement affectés des signes

(65) + , —, -+-, — ; 

et, par conséquent, l’équation ( 7) ou

( ( A * *  ·*) {Ayy S) (Azz S)'
(66) )

( A * a ( Ax x   5) -  A\Z(A yy s) AXy(A zz  i )  +  2 Axy A x. A y z ~ 0
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admettra trois racines réelles, savoir une racine inférieure à / ,  une 
autre comprise entre les limites s', s", et une troisième supérieure à s".

Supposons maintenant que la fonction ( i)  renferme quatre va
riables x, y, s, u. Dans ce cas, la fonction S sera déterminée par la 
formule ( 14)» et les fonctions R, Q par les deux suivantes :

R =— ( A yy S ) ( A~ ; S ) (A H K S ) ^
l̂«-( Ayy Aj;i ( As; s) ' A y- (A„„ 5) -t" 2 A y Z Ayy, A SM,

(68) Q =  (A;- —s) (A„„—i) — A

D’ailleurs, les fonctions ( 67) et (G8) étant semblables, la première à 
la fonction (53), la seconde à la fonction (45), on prouvera, en raison
nant comme dans le cas précédent, que l’équation R =  o a générale
ment trois racines réelles, dont l’une est comprise entre les valeurs 
réelles de s propres à vérifier l’équation du second degré

(69) (A„—s) (Aau — s) — A|„— o,

tandis que les deux autres racines sont l’une inférieure et l’autre supé
rieure aux valeurs dont il s’agit. Cela posé, soient s\ s", sm les trois 
racines de l’équation

(7°)
(Ayy S) S) (Awu i).

-- A|„ ( A yy  S ) — Ay„ ( A;;  s) AyZ(Aun s) 2 A y- Ayu A ZU— O,

rangées par ordre de grandeur, et désignons par

Q', Q", Q'"; S', S', S '

les valeurs de Q et de S correspondantes à ces mêmes racines. Q sera 
une quantité affectée du même signe que la valeur de Q correspon
dante à s =  — ao, c’est-à-dire une quantité positive, et l’on aura, par 
suite,

(70. Q '>o, Q"<o, Q'"> o.

Donc, en ayant égard à la formule ( 42). on trouvera généralement 

(72) ' S '<  o, S" >  o, S'"< o.
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D’autre part, le polynôme (i/j) se réduit, pour s =  — oo, ainsi que pour 
s =  oo, à l’infini positif. Donc, si dans ce polynôme on substitue suc
cessivement, au lieu de s, les cinq valeurs

(j 3 ) 6 = — OO, s — s', s — s"', s =  s"r, ' S =  00,

les résultats des substitutions seront généralement affectés des signes

(7é) + , —, + , —, + .

Donc l’équation ( 7 ), dans le cas dont il s’agit, admettra quatre racines 
réelles respectivement comprises entre les limites

( 7 ^ )  — 00, s’, s", S", +00.

Les mêmes raisonnements, successivement étendus au cas où la 
fonction s renfermerait cinq, six, . . .  variables, fourniront évidem
ment la proposition suivante :

Théorème I. — Quel que soit le nombre n des variables x, y , z, ■ ■ ·, 

l’équation

(7) S =  °

et les équations de même forme

(76) R — o, Q — o,

auront toutes leurs racines réelles. De plus, si l’on nomme

( 77) s", s'", . . . ,  «(«-») 

les racines de l ’équation

(29) R =  o

rangées par ordre de grandeur, les racines réelles de l’équation (y) seront 

respectivement comprises entre les limites

(78) —°o, s’, s", s1", . . . ,  sin~l\ 00.

D’après ce qui a été dit ci-dessus, il ne peut rester de doutes sur 
l’exactitude du théorème I, si ce n’est dans le cas où quelques valeurs 
de s vérifieraient à la fois deux des équations

R =  o, Q =  o,( 3 6 ) S =  o, * » >
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prises consécutivement. Observôns d’ailleurs que, si l’on nomme 

( 79·) S', S', S', . . . .  S«»-*)

les valeurs du polynôme S correspondantes aux racines s', s", s’", . . . ,  

s("_,) dc l’équation ( 29), et

(80) K =  S'S"...S<«-1>

le produit de toutes ces valeurs, K sera une fonction symétrique des 
racines sf, s", s'", . . . ,  s{n~ '\  qui pourra être transformée en une fonc
tion entière des coefficients kxæ, k xy, kxz, ...»  kyy, kyz, . ..,  k zz, . . . ,  
et s’évanouira toutes les fois que les équations ( 7 ) et ( 29) auront des 
racines communes.

Il est facile de vérifier le théorème I dans le cas où les quantités k xxt 

kxy, A*,*, . . . ,  kyyt kyz, . ..,  k zz, . . .  s’évanouissent toutes à l’exception 
de celles qui, dans le second membre de la formule.( 8), sont multi
pliées par la variable x  ou par le carré de l’une des variables x, y, 

z , ___Alors, en effet, l’équation ( 29), réduite à

(81) (A yy s) (As; s) (A.uu s ) . . .  —  o ,

aura pour racines kyy, k zz, kmi, . . . .  Donc, si, pour fixer les idées, on 
suppose

(82) Ayy <C A--<C Afl,(, ··*, 

on pourra prendre

(83) S'~ kyy, S"— kZZ, S"=:A,)M, . . . .

D’un autre côté, comme, dans l’iiypothèsc admise, le Tableau ( 11) se 
réduira au suivant

■A X X  S y A xy> Ax„ Âxnt · * * >

■A xyy A yy S, 0, 0,

O, AZ3 — s, 0,

AX U 9 O, «V ^ U H  S) · · * J

y .......... ..........y ...........y * » y
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on aura évidemment '

j S =  ( Ayy-  s). ( A„ -  s) ( Aml-  s) ... (hxæ -  s -  j ^ ~ s -  ~  ÀBB-  î “

(85) I = ( A x x - s ) ( A yy- s ) ( A :z- s ) { A ua- ' s ) . . . '
I —A%y(AZz— s) (A„„— s). . .— A*..(Ayy— s) (Aua— s).. A*a(Ayy— s) (Aaz—s)

puis on en conclura, en désignant par S', S", S'", . . .  les valeurs de S 

correspondantes aux valeurs s' =  Ayy, s"= Azz, s'"= Auu de la variable s,

S' ~ -- AXy(Azz Ayy)(Au,i Ayy)...<0, ,

S" =  H- A* . ( Az: -  Ayy) ( A„b -  Aa ) . · . >  O,

S' =  -  A*b(Abb-  Ayy) ( ABB-  A„) · . .<  o,

Enfin, il est clair que S se réduira, pour s =  — oo, à l’infini positif, et 
pour s =  c q ,  à ( — i)”. Donc, si dans le polynôme S on substitue suc
cessivement, au lieu de s, les n -+-1 valeurs

(87) — OO, .l'=Ayy, S’=  A i'= ,A„„, . . · ,  , +00,

les résultats des substitutions seront alternativement positifs et néga
tifs. Donc l’équation ( 7 ) offrira, dans l’hypothèse admise, n racines 
réelles qui, prises consécutivement et deux à deux, renfermeront entre 
elles les racines de l’équation ( 29).

Dans le cas que nous venons de considérer, les quantités S', S", 
S'", . . .  ne s’évanouiront jamais et, par conséquent, une même valeur 
de s ne pourra vérifier simultanément les équations ( 7 ) et ( 81), à 
moins que l’un des coefficients Axy, Axz, Aæu, . . .  ne se réduise à zéro. 
Donc la fonction entière de ces coefficients, désignée par K et déter
minée par l’équation ( 80), offrira ordinairement, dans le cas dont il 
s’agit, une valeur distincte de zéro. Il en serait de même, à plus forte 
raison, si aucun des coefficients A ^ , Axy, Axz, . . . ,  Ayï, Ayz, . . . ,  
A„, . . .  ne s’évanouissait. En résumé, la quantité K ne peut être iden
tiquement nulle, et vérifier l’équation

(88) K =  o,
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quelles que soient les valeurs attribuées aux coefficients A**, A*,., 
A A A  A· · * * ^yy* ■**·yz* · · · » · · · ·

Il est maintenant facile d’étendre le théorème I au cas où quelques 
valeurs de la variable s vérifieraient à la fois deux des équations (36) 
prises consécutivement. Admettons, pour fixer les idées, que, parmi 
ces équations, les deux premières, savoir S =  o, R =  o, soient les 
seules qui offrent des racines communes. La condition ( 88) sera rem
plie; mais elle cessera de l’être généralement si l’on attribue à l’un 
des coefficients renfermés dans la fonction K un accroissement infini
ment petit e. Soient AS, AR les accroissements correspondants des 
fonctions S et R. Les équations

(89) S +  AS =  o,

( 9 0 )  R  h-  A R  =  o

n’offriront pas de racines communes, et les racines de la dernière, 
rangées par ordre de grandeur, seront de la forme

( 9 1 )  s ' 4 - A s ' ,  s ' - i -  A s " ,  s w4 -  A s '" , s (w_1) +  A s </î-1),

As', As", As1", Aic'i—°  désignant des quantités infiniment petites qui
s’évanouiront avec 1 . D’ailleurs, on conclura du théorème I que l’équa
tion ( 89) admet n racines réelles, respectivement comprises entre les 

limites

( 9 2 )  — 00, s ' + A s ' ,  s " + A s " ,  s w+ A s ' " ,  . . . ,  $(»-*)4. A s (" - , ) , 00;

et cette conclusion subsistera pour des valeurs de s aussi rapprochées 
de zéro qu’on le jugera convenable. Donc elle subsistera encore pour 
z — o, c’est-à-dire que les n racines de l’équation ( 7 ) seront réelles, et 
renfermées entre les limites ( 78). Seulement, dans le cas particulier 
dont il s’agit, quelques-unes des racines de l’équation ( 7 ) pourront se 
réduire à quelques-unes des quantités s', s", sm, . . . ,  s{n~{), qui généra
lement leur servent de limites.

On pourrait raisonner de la même manière, quelles que fussent, 
parmi les équations (36), celles qui, prises consécutivement, offri-
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raient des racines communes; car cela ne peut arriver que dans le cas 
où les coefficients Aæx, Axy, Axz, ...; Ayy, Ayz, ...; Azz, ... vérifient 
une ou plusieurs des conditions

(93) K =  o, L =  o, M =  o,

L, M, . . .  désignant les polynômes dans lesquels se transforme K, 
lorsque, du système des variables x, y, z, . . . ,  on retranche la variable 
x, ou les deux variables x, y, ou les trois variables x, y, z, etc. 
Or, pour que les conditions (ç)3) cessent d’être vérifiées, il suffira 
d’attribuer à un ou à plusieurs des coefficients qu’elles renferment des 
accroissements infiniment petits s, z', z", —  Soient ÀR, AS, AQ, . . .  
les accroissements correspondants et infiniment petits des fonctions 
S, R, Q, . . . .  Le théorème I subsistera pour les équations

(94 ) S +  AS=:0

et

( 9 0 )  R -+- AR — o, Q +  AQ =. o, . . . ,

tandis que z, z', z", ... s’approcheront indéfiniment de zéro; et, par 
conséquent, il continuera de subsister pour les équations ( 7 ) et ( 76), 
au moment où e, z', z", ... s’évanouiront. Seulement alors deux des 
équations (36), prises consécutivement, pourront avoir des racines 
communes.

Si, comme on l’a déjà fait, on nomme

(i5) sit s.2, · · · ,  Su—i, Su

les racines de l’équation ( 7 ), et si on les suppose rangées par ordre de 
grandeur, deux de ces racines, prises consécutivement, par exemple 
sm et sm+l, ne pourront devenir égales entre elles sans coïncider avec la 
racine s(m) de l’cquation R =  o ou P * j;= o . Donc, si l’équation ( 7 ) 
admet des racines égales, chacune d’elles vérifiera encore la formule 
Pira. =  o que l’on obtient à la place de l’équation ( 7 ), lorsque du sys
tème des variables x,y,z-, ... on retranche la variable æ?. Pareillement,
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chacune des racines égales vérifiera les formules 

Eyy— °> P;;= 0 > ’' · · · >

que l’on obtient en retranchant du système oc, y ,  z , . . .  la variable y ,  
ou la variable s, etc. En général, si deux, trois, quatre, etc. racines de 
l’équation ( 7 ) deviennent égales entre elles, chacune deuces racines 
fournira évidemment une valeur de s propre à vérifier, non seulement 
l’équation ( 7 ), mais encore toutes celles qu’on en déduit, lorsque du 
système æ, y ,  z, . . .  on retranche une, deux, trois, etc. variables arbi
trairement choisies. Alors aussi les coefficients Aæx, Axy, Axz, . . . ;  A^, 

Ayz, ...·, Azz, ... satisferont à une ou à plusieurs des conditions ( 93). 
Mais ces conditions cesseront d’être vérifiées et, par conséquent, les 
racines de l’équation (7) deviendront toutes inégales, si l’on attri
bue aux coefficients renfermés dans les premiers membres des for
mules ( 93) des accroissements infiniment petits.

Soient encore

(16) x̂ , y,, ^1, >>*! ^ 2, y%> •s2> ···$ ···!  oc n, y n, zn, ...

des systèmes de valeurs de x ,  y ,  z, . . .  correspondants aux valeurs s,, 
ss, .·.., ûn de la variable s, et choisis de manière à vérifier les for
mules (3 ) et ( 10), en sorte qu’on ait

(Axx— ■+· Ax ï y{ -t- A^Si =  0,

A x y X  1 4 ~  (Ay y —  S i ) , X l  “H A y s S i  4 - . . .  —  o ,

A  a■z OC\ - I -  A y a J K i  4 ~  (A — —  i l ) - !  + . . . =  0 ,

(Ax x —  S^X^ 4 -  hxyYi  4-  A  ars-Sj 4 ~ .  . . —  O,

A x y X %  4 -  ( A yy  53) 2̂ 4 -  Ayz 4~ .  . . =  O ,

AXZ 4  ̂AyZ) \  4- ( A-z  Î2) -®2 4- . . . =  O,

( Axx sn*)xn 4- AXy y  n 4“ Axz *>n 4 - . . .  —  o, 

A x y X  n  4 -  (A y y  ^ t l ) y fl 4 “  A X Z Z n  - j -  , . , 2 Z  O , 

A y j / n - l -  (A-z  —  sn) s « 4 - . . . —  o,

(96)

(96)

(96)
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et, de plus,
/ xl +  y] +  z\ +  . ..=  1,

(97)
x\+yl +  z\ +  .

( a?» +  9/» +  Æ» +  ·

Si la fonction de Axæ, AXÏ, Axz, . . . ;  An , Ayz, . Azz, . . . ,  ci-dessus
désignée par K, ne se réduit pas à zéro, des racines de l’équation ( 7 )
ne pourront être, ni égales entre elles, ni propres à vérifier l’équa
tion ( 29); et les quantités ( 16), ainsi que nous l’avons fait voir, se 
trouveront, aux signes près, complètement déterminées par les for
mules ( 28). Ajoutons que ces quantités satisferont à toutes les équa
tions comprises dans le Tableau ( 22). Cela posé, si, en désignant par

X, -n, ç ,  . . .

de nouvelles variables dont le nombre soit n, on attribue à æ, y, z, ... 

les valeurs que déterminent les formules

& —  ^iX ■ +■  H- Ç 4 -  . . . ,  .

y  =  y i X + y i - n - + y » K  +  ···,

z  —  " i  X z^t]  H -  £3 Ç - + - . . . ,

............* ....................................... >

on aura, en vertu des équations ( 22),

( 9 9 )  æ* +  y 2+ z -  +  . .  . =  £ - +  -r\-H -  Ç2 +  . .  . ;

puis, en vertu des équations ( 96), respectivement multipliées par lj, 
les autres par yj, les autres par £, . . . ,  et ajoutées entre elles,

k x x SC +  A æ yy  +  k x z Z  + . . .  —  - t - 5 2 ^ 2 Y i  ■ + - · . ■ ,

kxyx +  kyyy +  kÏZs +  . . .Z=slyl\ +  ŝ ŷ c] +  43/ 3Ç +  . . . ,
A x z sc - l -  k y Z y  - 1 -  kz z  -3 H -  . .  · —  S i Z\X  - f -  4*2 z g Y) - ) -  s 3 Z 3Ç +  .  .  . ,

Enfin, en ayant égard aux formules ( 22), on tirera : i° des for
mules ( 98) respectivement multipliées par cc{, y t, - )f . . .  t ou par

O Euvrcs d e  C . —  S. II, t. IX. 25
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y 2, z2, . . . ,  ou par x 3, y 3, z3, . . . ,  et ajoutées entre elles,

(loi)

Z =  æl ai-i-yl y  +  3ls - h . . . ,  

r) =  x 2x  + y i y  +  stz +  . .

X> =  xa & ~+- y 3 y  z3·3 +  ·  · · ,

2° des équations (ioo) respectivement multipliées pour x, y, s, . . . ,  et 
ajoutées entre elles,

( Arr/ !-t- A3-s!+ . . .+  ikxy-xy-y 2 kx:xz + .. .+  2 Ayzyz + ...
(102)

( =: +  5jV)2 +  Î3ÇS +  . . ..

Il suffira donc généralement de lier les variables x, y, s, . . .  aux va
riables 7], Ç, . . .  par les formules (98), pour que les équations (99) 

et ( 102) soient simultanément vérifiées. Cette remarque entraîne évi
demment la proposition suivante, que j ’ai donnée dans le dernier Vo
lume des Mémoires de VAcadémie des Sciences ( ' ).

I
Théorème II. — Etant donnée une fonction homogène et du second 

degré de plusieurs variables x, y, z, ...,  on peut toujours leur substituer 

d’autres variables r¡, l, ... liées à x, y, s, . . .  par des équations 

linéaires tellement choisies que la somme des carrés de x, y, z, ... soit 

équivalente à la somme des carrés de%,r¡,Z,..., et que la fonction donnée 

de x, y, z, ... se transforme en une fonction de Y], . . .  homogène et

du second degré, mais qui renferme seulement les carrés de y¡, ___

La démonstration du théorème II, ci-dessus indiquée, suppose à la 
vérité que, dans la fonction donnée, les coefficients

AXX, Axy, Axz, · · · î Ayy, Ay-, · · · j Aj;,

ne satisfont pas à.la condition ( 88). Mais, si cette condition était vé
rifiée, il suffirait, pour qu’elle cessât de l’être, d’attribuer à l’un des 
coefficients dont il s’agit un accroissement infiniment petit z; et, 
comme on pourrait faire converger £ vers la limite zéro, sans que le

( ')  Œuvres de Cauchy, S. I, T. II.
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théorème II cessât de subsister, il est clair qu’il subsisterait encore au 
moment où t s’évanouirait.

Dans le cas particulier où les variables x, y, z sont au nombre de 
trois seulement, l’équation ( 7 ) se réduit à celle qui se représente dans 
diverses questions de Géométrie et de Mécanique, par exemple, dans 
la théorie des moments d’inertie; et le théorème I fournit les règles 
que j ’ai données dans le IIIe Volume des Exercices ( ' )  comme propres 
à déterminer les limites des racines de cette équation. Alors aussi les 
équations ( 22) sont semblables à celles qui existent entre les cosinus 
des angles que forment trois axes rectangulaires quelconques avec les 
axes coordonnés, supposés eux-mêmes rectangulaires, et le théo
rème II correspond à une proposition de Géométrie, savoir que, par le 
centre d’une surface du second degré, on peut mener trois plans per
pendiculaires l’un à l’autre, et dont chacun la divise en. deux parties 
symétriques.

J’observerai, en terminant cet article, que, au moment où je n’en 
avais encore écrit qu’une partie, M. Sturm m’a dit être parvenu à dé
montrer fort simplement les théorèmes I et II. II se propose de publier 
incessamment le Mémoire qu’il a composé à ce sujet, et qui a été offert 
à l’Académie des Sciences le même jour que le présent article.

(*) Œ uvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. io3 et suiv.
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SUR LA

DÉTERMINATION DU RÉSIDU INTÉGRAL
D E

Q U E L Q U E S  F O N C T I O N S .

Soit f ( z )  une fonction qui s’évanouisse, lorsqu’on attribue à la va
riable z des valeurs infinies réelles ou imaginaires. On pourra, dans 
un grand nombre de cas, déterminer le résidu intégral

(O ¿ ((/(s))),

ou plutôt la valeur principale de ce résidu, à l’aide des théorèmes I, 
II, III, IY des pages 2.55, 258, 274 et 276 du IIe Volume ( ') .  Toutefois, 
les démonstrations que nous avons données de ces théorèmes suppo
sent implicitement que, parmi les racines de l’équation

celles dont les modules ne surpassent pas un nombre donné R sont 
en nombre fini [woi> les pages 247 et 248 du IIe Volume ( 2)J. Or cette 
condition n’est pas toujours satisfaite, et il peut arriver, par exemple, 
que l’équation ( 2) offre une infinité de racines très peu différentes de 
zéro. Nous allons maintenant nous occuper d’étendre les théorèmes ci- 
dessus mentionnés au cas dont il s’agit.

Concevons que l’équation ( 2) offre, non seulement une infinité de

(') OEuvre.f de Cauchy, S. II, T. VII, p. 3o2, 3 o5 , 3 2 0 , 3 2 2 . 
(*) Ibid., p. 294, 295.
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racines dont les modules soient très considérables, mais encore une 
infinité de racines dont les modules soient très petits. Supposons 
d’ailleurs que, en attribuant au module r de la variable

(3) z =  r(cosp + \/— x sinp) 

des valeurs infiniment petites

(4) p> pi> p2> · · ·>

on puisse les choisir de manière que le produit

(5) s/(z) .

devienne sensiblement égal à zéro, quel que soit d’ailleurs l’angle p, 

ou du moins de manière que ce produit reste toujours fini ou infini
ment petit, et ne cesse d’ctre infiniment petit, en demeurant fini, que 
dans le voisinage de certaines valeurs particulières de p. La somme 
des résidus de / ( s )  correspondants à celles des racines de l’équa
tion ( 2) qui offriront des modules renfermés entre deux nombres finis 
/*„, R se trouvera représentée par la notation

(6)
(R) (ic> 

1t) ((/(-))).

et pourra converger vers une limite déterminée, tandis que ces deux 
nombres s’approcheront sans cesse, le premier de zéro, le second de 
l’infini positif. Or cette limite sera, dans l’hypothèse admise, ce que 
nous appellerons la valeur principale du résidu intégral ¿ ( ( / ( ^ ) ) ) ·  
D’autre part, la formule ( 6 4 )  de la page 212 du IerVolume( ' )  donnera

((/(■ =) )) =  ^  f *  ReP / ( R e P ^ )  d p f  f ( r 0e » ^ )

Si, dans cette dernière équation, on prend successivement pour r 0 les 
différents termes de la série ( 4 ). l’intégrale

(8) f  ner'F'  / { r . e P ^ d p

( 1 ) OEuvrcs de Cauchy, S. II, T. VI, p. a6 5 .
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convergera évidemment vers une limite nulle, et l’expression ( 6) vers 
une limite correspondante, déterminée par la formule

(R) „n tt  i z*11 ___ , ____
(9) L  ( ( / ( * » ) = — / K e » ^ f ( R e P ^ ) d p ,

qui est semblable à l’équation ( 16) de la page 2^9 du IIe Volume ( ') .  
Cela posé, il ne restera plus qu’à faire converger R vers là limite ao 
pour obtenir, dans l’hypothèse admise, le théorème I de la page 255 
du IIe Volume (*).

Supposons maintenant

Co) /(«) =  ^  +  z à ï + - - -  +  % i +®C0.

et admettons que, en attribuant au module r de la variable s les va
leurs infiniment petites

( 4 ) P> Pi> p>, · · ·,

on puisse les choisir de manière que le produit

(11) zrz(z)

devienne sensiblement égal à zéro, quel que soit d’ailleurs le rap

port y  ou du moins de manière que le produit reste toujours fini om 

infiniment petit, et ne cesse d’être infiniment petit, en demeurant fini, 

que dans le voisinage de certaines valeurs particulières du rapport y  

Alors, au lieu de la formule ( 9), on obtiendra la suivante

(12) 1 V  1 ((5j(s)))_=-|- f  ReP^rzi^eP^dp-,

puis, en substituant à la fonction nr(s) sa valeur tirée de l’équa
tion ( 10), et raisonnant comme on l’a fait à la page 25o du IIe Vo
lume ( 3), on retrouvera encore la formule ( 9) et le théorème ci-dessus

(*) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 296.
(2) Ibid., p .  3 o 2 .

(3) Ibid., p .  2 9 7 .
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mentionné. Seulement le résidu de / ( s ) ,  relatif à s  =  o, devra être 
considéré comme faisant partie de la somme désignée par la notation 
¿ , ( ( / ( - ) ) ) ,  et comme équivalent à la constante Am_(, dans le cas 
même où la fonction v s ( z )  deviendrait infinie pour une valeur nulle 
de z .  Par conséquent, dans l’hypothèse admise, il faudra, pour obtenir 
la valeur principale du résidu intégral ¿ ( ( /( • s ) ) )»  ajouter la constante 
Am_, à la limite vers laquelle convergera l’expression ( 6 ), tandis que 
les nombres r0, R s’approcheront indéfiniment, le premier de zéro, le 
second de l’infini positif.

On étendrait avec la même facilité les théorèmes II, III, IV des 
pages ?.58, 274 et 276 du IIe Volume ( ' )  au cas où, la fonction /(s)  

étant déterminée par la formule ( 10), le produit s g j ( s )  remplit, pour 
des valeurs infiniment petites do la variable z ,  les conditions précé
demment énoncées.

Pour vérifier sur une valeur particulière de la fonction / ( s )  les 
remarques que l’on vie'nt de faire, supposons

(i3) m =
eaz — e~az
( , a z  _|_ g — a.z

. b
sin -

cos -
\

a et b désignant deux constantes. L’équation ( 2) aura pour racines les 
valeurs de z comprises dans les deux séries

04)

(i5)

n /—  
—  V — 1 >

371 ,---±  —  V — —f~57T /---
— v — J>

2 a ' 2 a 2 a

2 b . 2 h 2 b

7T ’ ,ÓTZ ± : 57t’

De plus, le produit (5 ), ou

( 1 6 )  z f { z )

. b„ sin —
e a z — . ç - a z  z

Q(XZ __j_ ç-a* fo
cos-

z

deviendra infiniment petit : i° pour les valeurs infiniment grandes

( ' )  Œuvres de Cauchy-, S . II, T . V II, p . 3o 5 , 320 , 322 .
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de z ,  dont les modules différeront sensiblement de ceux des expres
sions ( i 4); 2° pour des valeurs infiniment petites de z , .  choisies de 
manière que les modules correspondants de ^ different sensiblement 

de ceux des expressions ( i5 ) . Cela posé, il suit de ce qu’on a dit plus 
haut que le théorème I de. la page 255 ou plutôt le théorème II de la 
page 258 du IIe Volume ( ' )  subsistera pour la fonction ( i3 ) . On aura 
donc

(*7) f
b

i eaz — e 
z  eaz -f- e

„„ sin -■az ~

bcos -

pourvu que l’on considère le résidu intégral

f eaz — e~az
e ciz g —a z

comme représentant la limite vers laquelle converge l’expression

( I i )  (TU) 

<>·„

I e a~ —  e -
. b sin -

e - a z  b
cos -

tandis que les nombres r,,, R s’approchent, le premier de zéro, le 
second de l’infini positif. Il est d’ailleurs facile de constater l’exacti
tude de la formule ( 17); car on a

(18)
sin -P ___ z  ea~ — e~

i s  b ((z ( e az +  e '  cos -

„ 2 nh 2ab

U
1 e 11 T- e TC

71 \ 2 nb 2 nb

\ e  n -+- e TC

2 ft b
e 3 7 t  -----  g

îtrb  
’3 TC

^  î r t i  i u b
~ a tc

09)
p eaz— e~az

O  z (g U Z  _ (_  g - a z }

. bsin -

bcos -

2 n b 2 rtb
g  %  -----  g  1C

2 ab  2 itb

e 11 - 4 -  e %

2 rtb

1 e 3,t — e 
3 *,th !

e 31C _|_ g

et, en combinant entre elles par voie d’addition les deux équations 
qui précèdent, on reproduit évidemment la formule ( 17).

( ’) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p .  3 o î  et 3 o 5 .
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Supposons maintenant

(20) /(*·) =
eaz—  e~az 

eaz-t- e~az

. b
Slll -

V
cos -

Le produit, 

(21) /(■ =)
ç a z __ç —az

eaz 4- e~az

. b 
z  sin -

b
cos-

z

201

sera encore infiniment petit pour des valeurs infiniment petites de s, 

choisies de manière que les modules correspondants de  ̂ diffèrent 

sensiblement de ceux des expressions ( 15 )'. Mais ce même produit 

cessera de s’évanouir et deviendra généralement égal à ±  b pour des 

valeurs infiniment grandes de z, savoir à -+- b, si la partie réelle de 

l’exposant az est positive, et à — b, si la partie réelle de l’exposant az 

est négative. Ajoutons que le produit

(22) ,/(.£)_- / < - « )
• . 2

se réduira évidemment à zéro. Gela posé, le théorème 111 de la page 274 

du IIe Volume ( ')  donnera

( 23) r
eaz —  e~az
e “~ _|_ e - a z

. b 
sin -

z
b

cos -

Pour constater l’exactitude de cette dernière formule, il suffit d’obser

ver que les résidus partiels compris dans le résidu intégral

sont, deux à deux, égaux, mais affectés de signes contraires.

(1) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 320. 

OEueres de C. — S. II, t. IX. 26
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Supposons enfin

( 2 5 ) /(=) =
i e a z— e ~ az 
z  e a: -+- e ~ az

b
cos -

. b
sin -

L’équation (2) aura pour racines les valeurs de z  comprises dans la 

série (i4 ) et dans la suivante :

( 2 6 )
b
n

De plus, le produit 

( 2 7 )  * / ( = )
e az—  e ~ az
e a z _ g — a z

b
cos -

. b 
sin -

deviendra infiniment petit : i° pour les valeurs infiniment grandes 

de z dont les modules différeront sensiblement de ceux des expres

sions (14); 20 pour des valeurs infiniment petites de z, choisies de 

manière que les modules de -  diffèrent sensiblement de ceux des ex- 

pressions (26). Cela posé, le théorème II de la page 208 du IIe Vo

lume ( ')  subsistera pour la fonction ( 25), en sorte qu’on aura

et, par suite,

(29)

ah

1 e™ —  e
2 ab

e™

ah

1 e21t—  e  
+  7

ah  
’ 27z

ah

+  e  * e S7t +  e

/  2 ah 2 ab

1 e  ™ - 4 -  e 7Z 71
[ 2 ab 2 ab 2  a b
\ e  *  —  e %

i e*
ab ' A ab ah

~~~~  ̂ “  _ 2TC

ab
~ 37T

a b ab  ‘

g 3 1 ï _ | _  g 3 7t

/ 2 ah 2 ab
e 3 « - + -  e 3 7t

2 ah la h

, e 3TC —  e  3 71

f  2 ab 2 ab
g S T t -4- e 87T

2 ab 2 ah
v e ‘ * —  e 571

3 7T

571
•¡.ab

(!) Œ u v r e s  d e  C a u ch y , S. II, T. VII, p. 3o5.
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Si, pour abréger, on fait lab  =  n x, la formule (29) deviendra simple

ment .

En remplaçant dans cetto dernière x  par x  sj — 1 , on en tirera

( 3 tansf + 3 ,al>sf + ■H···

Il est boqd’observer que, pour établir directement la formule ( 3 i), 

il suffirait de prendre

(3a-)

7T X
. C O S

j., \_ 1 S1 n 5 / 2/ ( Z ) — - ----
^ Z C O S . S  \  . T IX  7TX

s i n 24
ou bien encore

(33) f(s) =
s i n  ( z ) 2 

cos(z)2IC/VJO ----Y
(s)2

. jKXsin -—j- 
<*)*(z)~ désignant l’une quelconque des deux valeurs de t propres à vé

rifier l’équation

(34) t* — z =  o.

En effet, dans l’un et l ’autre cas, le théorème II de la page 208 du 

IIe Volume ( ')  entraînera la formule

(35) ¿((/(^ ))) =  o,

(i) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 3o5.
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201 SUR LA DÉTERMINATION DU RÉSIDU INTÉGRAL

qui sc réduira simplement à l’équation ( 3 i). Remarquons d’ailleurs 

que, dans le cas où la fonction f(z)  est déterminée par la formule ( 33), 

cette fonction devient généralement infinie pour une valeur nulle de z. 

Mais comme, dans le même cas, le produit z f ( z )  s’évanouit avec z, la 

constante précédemment désignée par Am_, et, par suite, le résidu de 

/(z),  relatif à s =  o, doivent être censés nuis.

On pourrait faire beaucoup d’autres applications des principes ci- 

dessus exposés. Si, pour fixer les idées, on prenait successivement

(36)

(37)

/(*) =
f(s) sinas 
F (z) cosaz

. b sin -

6*cos -

/(-) =
f(s) cosas 
F (s) sin as

bcos -

~~b’ sm -

f(s)
f(s), F (s) désignant deux fonctions entières de s, et la fraction 

étant irréductible, on trouverait : i° en supposant le degré de f(s)  in

férieur au degré de F(s), et la fonction F (s) non divisible, ou divi

sible une fois seulement par s,.

(38) r f(s) sinas 
F (s) cosas

. bsm -
Z

bcos -
=  o;

2° en supposant le degré du produit s 2 f(z) inférieur au degré de F (5), 

et la fonction f(s )  divisible par z,

(3g) F f(s) cosas 
F (s) sinas

b\cos -
. bsm -

=  o.

On trouverait de même : i° en supposant le degré du produit sf(z)
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. inférieur au degré de F(s), et la fonction F(s) non divisible par z,

, p / / f  (z) I \ \
(4o) ^  F(s) b\ V cos as  cos -

2° en supposant le degré du produit s 2 f(s) inférieur à celui de F(s), 

et la fonction f(s) divisible par z,

(40 ’f(a) *
°  I ( F(a) . b

\ \ sinas sm -

On obtient des résultats dignes de remarque en développant les for

mules ( 38), ( 3g), ( 4o), ( 4 i). Si, pour plus de simplicité, on prend

(42) f ( s )  _ f ( ~ 2 )

V ( z ) ~  z ’

f(s2) désignant une fonction rationnelle de s , les formules dont il

s’agit deviendront

(43) r ,
• t  '

sin as  Sln s ¡’(s*)
cosa.s b 

cos -
i =  o,·

(44)

(45)

(46)

F ,

¿ 1

¿ 1

cosag C°S 5 f(^2) \ \ _  0>
sincrs . b z '

sin -

cosa-s cos

. b
sin a s  sin -

fO =  o,

f £ ) \ \ = O f

et, en les développant, on trouvera

(47) <

 ̂ V 4 « V   ̂ \ 7i2 / . 2ab
— - —  - - - - - - - - - - - - - - - t a n g - - - - - - - - h

971“ 
4 a%

,(W
9 K‘ 2ab 1 \ 4 à

7T p  . O
r  tan gaz  tang -

71  3

b ( ( f ( g * ) ) )

tang-3-  +

2 D 7 T 2

- f
4&2

2 0 7 1 s
tang

2 ab
—-- - “f·.·.D7T5
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fl,«2 Tr2 /  a b

m
COt---- h  ̂ \ 4ttV  , ab-------COl----2 2 n

g H £ ) COt
a b
3 7 7

TT r  ■ . .& (UC®')))= - - - - - - )  c o t a s  c o t -  — -— ,
2  C /  z  Z

7T
4Ö2 ri

(49)
, 2aZ> \4a

séc----------71
il /.«2 ; *\g7ra/ nAn 2ab

sec ~ ~
ot:

'\ ! \ a i )  \25 7T2/ , 2ah
—---- — ï—  ------- sec —

O 0 7 7

77 p , b  ((f(s2)))7 ) secassec- —— >
4  z  z

C\ n-i ) l\ 2̂

(5o)
, a bcosec------

77

9E 
a b  1 V a2cosec---- 1-
2 7 7

cosec a  b 

377

77 p , b  ((|’(s2)))
-  > cosecas cosec- ■ -̂Li— -— ■2

Si l’on pose dans les formules (47)» (49) a =  b =  — , et dans les 

formules (48), ( 5o·) a =  b =  tra?, ces quatre formules donneront

(50
f(^2) - r  [-* 77 ¿P2

77 ¿PS , 
2

K Î M J

TTf (iiifü)),
25 5

l a n g 

erx
7T#a 1 V 2 5

lang
10

(5 2 )

f’(^2) — f
-COt777Ps-t-

J  4
.¿P2/ 7 7 Æ:--cot----2

ï ( ^1 \ x- . 77 a;2
C O t  - - - - - H .

-  f  C O t 71 ¿ P S  C O t  2 ^
7 7 ¿P (( |’(s2) ))

(53)
, 77 ¿P2-sec·

J  9
, ¿ p 2 /  ,  n x 1 ■ \ 2 o  , ■ sec · -x— 4- 

6

'25  
1 f 1 ~ziX* J  ,  7 7¿P2sec ■

10

77 P , 7 7 7PS , 7 7 X (( f(s2) ))=  - 7  J sec---- sec— - 1 - ,4 2 2 S 5

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DE QUELQUES FONCTIONS. 207

(54)

i’(^2) — f
cosecnx*

X
*4 / ¿»V ' , kx*

cosec----2

=  — - f" cosécîrxz  coséc 2
7T.3? ((f(s2)))

f<7 cosec■
nx*

Il importe d’observer que, dans les formules (44 )» (45), (46)» et par 

conséquent dans les formules ( 48), (49), ( 5o), ( 52), ( 53), ( 54), la 

fonction rationnelle et paire f(s2) doit être divisible p ars2. Ajoutons 

que les seconds membres des équations (47)» (48), (49), ( 5o), ( 5 i),

( 52), ( 53), ( 54) s’exprimeront en termes finis. Donc les séries que 

renferment les premiers membres de ces. diverses équations pourront 

toujours être sommées à l ’aide du calcul des résidus.

Pour appliquer la formule ( 5 i) à des valeurs particulières de la 

fonction f(s2), faisons successivement

( 55 )

On trouvera, dans le premier cas, 

19-1-a;2î -t- x ‘ 
1 — x 2

TT X *
tang— -  +  3 7t — z i  lanS -¿r3 g  —  x 2 

et, dans le second cas,

TTX~ I 2 .5  

6 '
sc2 nx2 

5 25 -  s e 2 t a n g  4 4 "

l —  X * t TZ X(06) ----- slang—  , „
i - \ - x *  °  2  3 9  4 -  x %

1 9 —  x* n x -  r 2 5  — sc2. Ttx
lang +  h —  r~3i tang

n . , n x
■ •••=ï,a” 8 r

5 25 H - s c 2 1 0

Au reste, on déduirait immédiatement la formule ( 56) de la for

mule ( 55) en substituant à la variable x. le produit x\J— 1. Ajoutons 

que, si, dans ces formules, on pose x  =  1 ou x  =  i, on en tirera

(57)
I I 4 TT 1 1 2  7T 1 2 4 .  7T

+  3 5 t a n g  6  +  5 T 3 t a n g  14 +  7  5 5 t a n g  74 +  ·77

( 58 )
5 n
3 tang g

1
3 35

3 7  7T
langer

1 0 1  7t I 197* 77

W-tangr o + 7 Ï i? tan856 4 ’

2
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7T 1 35  ̂ 7Ï I QQ . TT 1 I0 5 . 7T— _J_ _  __  f o n rr__  _L_ _ tam »  ___ _i_ _ & a n rr  __(59) § tang^ +  3 ^ ta n g ^  +  

Supposons encore

P. *
? ----tang 7— i-------— tang ^  4 - . . .  =  T ■ —-----5 loi ° 4o 7 197 56 4 \ î

\e4 4- e

ir / e*— e

| W

On conclura des formules ( 5 i), ( 52), ( 53), ( 54)

7Ca* TCx·_ 7CX\ 2

(60)
X*

! lailS a '+--5—— lang-7— a?2 9 0 6 +--T—XS 25
X2 9 25 a?2

A 7CXÀ
lang------H...:

TT I / e * — e
16 TC X TtX

2 >
— tang2

71X

\e * -h e

(61)

(62)

cot7ia;2 +
2

cot
71 ¿r2---- _!_

2
3

l ¿»2 4 ¿T2 9
X2 4 X2 9 X2

I I
, 7ra?2

s e c---- —
2

3
séc

TiX1 5
I à?2 9 6  + a?2 25

¿p2 9 25 ¿e2

cot
TZX1

- ![ ■
COt27liZ —

qTZX I g^TZX 

gTîiC __ q—-TXX
n

séc _ 71
7 1X TtX — sec2

. 71X

, e ' 4- e

(6 3 ) -coséc7ra?2-
, ■ 7w 2 3 , 7TÎK2

cosec —v
æ2

— 7- cosec ■ -r «4 2 £P2 9
4 X'2 9 X2

—  • = l [ ( e ̂ - e- ^ ) - cosécî^ ] ·

Si, dans ces dernières équations, on remplace a?2 par a?2 y/—T, on ob

tiendra les suivantes :

TT a?* 1C a*1

TT.r* TT Jtfa
·»-+ - i  e 2 4- e

I TC r* TC X* 1 TC.r* TC.r*
3 e 6 — e 6 5 e 10 — e 10

¿T2 9 tc a·* 7C X* 1 a?2 25 7CX·* TCX*
— 4- e ° 4- e 6 4- — e 10 4- e 10
9 ¿T- 2d X2

(64)

71

( 7CX1 7CjT \ 2
e ^ - e  — 4 sur —

s/â
7TX* 2
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(65)

Tt·*'*
g7ta?». j g-rca:8 

Tta:2_ />—7ta;s

2 ^  “ 2 X2
|  ---  g +

0
Tt 7t.r*

3 _J_ & 3

x 2 4 î£! _ü£! «2
— l·- -  » I   f, 2 —
4 e e 9

7t (e«»V2— e~n xf î y — 4 sin2(iro;y/2)

4 [e1T;<:V2 + e -11*^2 — 2cos(7ra?\/a)]2

7ta·2 TtJr8
3

X2

(66)

a;2 +
9 7t.*8 7t.»·8

 ̂ _ k a
X* 9

(
T t.r  7t X \

e ^ - e  ^ j Bin^£
___________ Va_

/ / 7î  x  1t.r
1 ~ÿn “ V? k00eV2-t-e *2 2  cos ——

7T

(/a

â?2 25
a5 a;2

7t.r8
10

(6 7 )
^2+  A; 6

Tta;4_ p—Tue* X À A Tt.r* 7t.r*
~ é? 2 — <?* 2X

_Tt 2 — e-1“ ^ ) cos^icy/â)

2 Je«*y/î_|_ e-Kxfjt— 2 cos (nx v ^ )]2

^  ^  _**·
---- H —, e 3 — e 3
9 x

Lorsque dans l’équation (67) on écrit \fs au lieu de x , on retrouve la 

formule (17) de la page 273 du second Volume ( ’ ). Par conséquent, 

cette formule, que nous avions établie par un calcul contre lequel on 

aurait pu élever quelques objections, est parfaitement exacte; et il ne 

doit rester là-dessus aucun doute.

(1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 3ig.

OF.uvres de C. —  S. II, t. IX . 27
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USAGE DU CALCUL DES RÉSIDUS
POUR

L’ÉVALUATION OU LA TRANSFORMATION DES PRODUITS

COMPOSÉS

D’UN NOMBRE FINI OU INFINI DE FACTEURS. ■

Désignons par f(s)  une fonction entière de la variable s, et par

(1) a, ¡3, y, . . .

les racines réelles ou imaginaires de l’équation

(2) f(s) =  0.

La fonction f(,s) pourra être présentée sous la forme

(3) f(a) =  *(s - a ) ( a - p ) ( 3 - y ) . . . .

Soit d’ailleurs x  une seconde variable distincte do s. Si, dans l’équa

tion ( 3 ), on pose successivement z =  o, z — x , on en tirera

(4 ) f(o) =  *(—«)(—f3 )(—y)...,
(5 ) {(x)~k{x — cx)(x — |3 )(a: — y)...;
puis, en divisant la formule ( 5) par la formule (4 ), et admettant 

qu’aucune des racines oc, [3, y, . . .  ne soit égale à zéro, on trouvera

(6)
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Soient maintenant F (s) une nouvelle fonction entière de s, et

( 7) y-> v, · · ·

les racines de l’équation

(8) , F (* )  =  o.

En supposant qu’aucune de ces racines ne s’évanouisse, on trouvera 

encore

11 y a plus : si, dans la formule (6), on remplace successivement la va-
cc OC 00

riable x  par les rapports p  -  >- >···> 011 en tirera

et, par suite,

De même, si, dans la formule (9), on remplace successivement la va-
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riable x  par les rapports j j ’ · * · > on en tirera

et, par suite,

Donc, attendu que les seconds membres des formules ( n )  et ( r 3 ) sont 

composés des mêmes facteurs, on aura définitivement

V f(o) f(0) f(o) “  F(o) F(O) F(o)

Cette dernière formule, de laquelle il résulte que les deux produits

1(0 ). f(o) f(o) F(o) F(o) F(o)

peuvent être transformés l’un dans l’autre, se déduit aisément du calcul 

des résidus, ainsi que nous allons le faire voir.

Supposons d’abord, pour plus de commodité, qu’aucune des équa-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



U S A G E  DU C A L C U L  D E S  R É S I D U S  E T C .

tions (2) et (8) n’offre de racines égales. Faisons d’ailleurs

213

(15)

et

(16)

« : ? f s f ?

O:

f(0) f(0) f(0)

F U )  F \ (3 ' F ‘

F(o) F(o) F(o)

Si la valeur de x  est assez rapprochée de zéro pour que la partie réelle 

de chacun des rapports

î )  K?)
f(o) f(o) f(0)

reste positive, et que les coefficients de \J— i, dans les logarithmes de 

ces rapports, fournissent une somme renfermée entre les limites —

-t-- ,  on tirera de la formule ( i 5 )

f

(17)

X f ( £

1(P )_ 1 f(o ) + 1 f(0)

f

1-vf(o)

Ajoutons que, dans tous les cas possibles, on trouvera 

(18) 1( ± P )  =  1Ml-hS-'l·»· ·-■·- -
le double signe ±  devant être rédüit, dans chaque logarithme, au 

signe -H ou au signe — suivant que la fonction, placée à la suite de ce 

double signe, offrira pour partie réelle une quantité positive ou néga

tive, et =h i désignant une quantité entière convenablement choisie. Si 

maintenant on différentie, par rapport à x , les deux membres de la

(*) On établit sans peine la formule (1 8 ) à l’aide des principes exposés dans X A nalyse  
a lg éb riq u e, Chap. IX ( a ).

( * )  Œ uvres de Cauchy, S. U ,  T .  III.
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formule (17) ou (18), on en conclura

(19) i  —
P  d x

+

On trouvera de même

(20) 1 d Q  

Q d x

D’ailleurs le second membre de la formule (19) peut être représenté 

par l’une quelconque des deux expressions équivalentes

( 2 1 )
° *  t fZ 'j  ((*> )))’

r I r(a) 
f(s)

( « ; ) ) ) '
dont on obtient la dernière en remplaçant dans la première s par § ,

d iX )
et multipliant la fonction sous le signe ¿ p a r  ^  ■ = — confor

mément aux règles tracées dans le premier Volume (p. 167 et suiv.) ( ·)  

pour le changement de variable indépendante dans le calcul des résidus. 

De même, le second membre de la formule (20) peut être représenté 

par l’une quelconque des deux expressions équivalentes

(22) r I  F'(*)
i - ' z  F (s)

Cela posé, on tirera des formules (19) et (20)

(2 3 ) l  ^
P d x

j d Q _p i

Q d x  ¿ ' s
1 W  J E i i L  +  r 1
f / f\

( ’ ) Œ u v r e s  d e  C a u ch y , S. IT, T. VI, p. 2 1 0  et suiv.
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ou, plus simplement,

I rfP  i __ p

P dx (J ù

attendu que la fraction

(2 5 ) f,( l ) F'<s)
=f ( î W )

ne deviendra pas infinie pour une valeur nulle de z. Effectivement, si 
l’on nomme m le degré de la fonction entière f(s), la fraction ( 25) 

pourra être considérée comme le produit des deux rapports

(26)
I î'fa)

f ( ?

F'Cs)
F(*)’

qui, pour des valeurs nulles de z, ou des valeurs infinies de se ré

duiront, le premier à ^  =  m, le second à la constante finie 

D’un autre côté, comme des valeurs infinies de z réduiront le rapport

(27)
f *

à la constante finie et les expressions (26) ainsi que le produit

(28) F '(*) 
F (*)

de la fonction ( 25) et de la variable s à zéro, on aura, en vertu de la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



216 USAGE DU CALCUL DES RÉSIDUS ETC. 

formule (64) de la page 2.3 du Ier Volume ( ') ,

( 2 9) =  o,

et, par suite, l ’équation (24) donnera

(3o)
1 d P  1 d Q   

P dx Q dx """°’

Jt
Or cette dernière, multipliée par ^ dx , devient

( 31 ) ■

puis, en l’intégrant à partir de x  =  0, et observant que chacune des 

fonctions P, Q se réduit à l ’unité pour une valeur nulle de x ,  on 

trouve

(32) £ - 1  =  0, P =  Q

ou, ce qui revient au même,

0 4 ) ________________K ! ) . . . .
H») l (o )  f(o)  E(o)  F (o )  F(o)
f î  f f

La formule ( i 4 ) ainsi établie, dans le cas où les racines 

a, (3, y, 1 , p, v, . . .

sont toutes distinctes les unes des autres, subsistera évidemment 

quelque petites que soient les différences de ces mêmes racines, et 

par conséquent elle continuera de subsister dans le cas même ou plu

sieurs de ces racines deviendraient égales entre elles.

Si l ’on désignait par Ç une valeur particulière de la variable x ,  on

( ')  Œ u v r e s  d e  C a u ch y , S. II, T. VI, p. 36.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



USAGE DU CALCUL DES RÉSIDUS ETC. 

.tirerait de la formule ( 14)» en posant x  —

217

( 3 3 )
f|u  '(!) f(! _ F( ! ) F( i M
f(o) f(o) f(o) F(o) F(oJ F(o) ’ 

puis, en divisant la formule ( i 4 ) par la formule ( 33), on trouverait

(34)
f ( -  ) .f[£ )  i<x

Fí a) V  F/

i M S M D  ~ F( ! M f F ( -

Concevons à présent que les fonctions f(s ). F(.s) cessent d’être 

entières. Mais admettons qu’elles restent finies et continues, ainsi que 

leurs dérivées des divers ordres pour toutes les valeurs finies de s. 

Supposons d’ailleurs : i° que, pour chacune des deux équations

( 3 5 )

( 3 6 )

f(-) =  o, 

F(s).= o,

les racines différentes de zéro soient inégales entre elles; 2° que, 

parmi les mêmes racines, celles qui offrent des modules inférieurs à 

une limite finie R soient en nombre fini, et représentées, pour l’équa

tion ( 35), par \

( 3 7 )

pour l’équation ( 36), par

( 3 8 )

Si l ’on prend

f'(
( 3 g )  9 (¿i?)  =  — v

1 î
f'( -  

\P

P, y,

h ¡¿, v>

f l · -

•< î)

F'I -
—

a F Í?  
V et

F'( — F 'f ?

[3 F X

,F(Î
la fonction ©(a?) restera évidemment finie et continue pour toutes les 

valeurs réelles ou imaginaires de x  qui offriront des modules infé-
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rieurs à R. En effet, parmi ces valeurs de x , cellès que renferme la

suite
/ x  r =  a À , oc = OC =  « V ,

r<CCL¡155 x  =  S>u, x  —  3v,
(4o

| x  =  y l , x  =  y p , x  =  yv,

seront les seules qui puissent rendre infinies quelques-unes des frac

tions comprises dans le second membre de la formule ( 3c)), en faisant 

évanouir leurs dénominateurs. D’ailleurs, pour chacune de cos va

leurs, deux fractions deviendront infinies simultanément, mais leur 

différence restera finie. Ainsi, par exemple, pour x  — oCk, les deux 

fractions

(40

deviendront infinies en même temps. Mais leur différence ou le rap

port

conservera une valeur finie, qui, en vertu d’un théorème connu de 

Calcul infinitésimal, sera la même que celle du rapport

et, par conséquent, égale à

(44)
1 r ,  f " .( « )  _  I F " ( X )1
2 Là !''(«) « F'(À)J

Cela posé, faisons

y =  ty(x) =  e
r

9 ( x  ) dx

y(45)
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\ désignant une valeur particulière de la variable x . La fonction ^(a?), 

ainsi que <p(a?), restera finie et continue pour toutes les valeurs de x  

dont le module sera inférieur à l’unité; et l’on aura, pour x  =

m  .r =  <!'(£)·

De plus, la formule ( 45) donnera généralement

(47)
dy
dx

s ;
9(a: ) dx

=  ya>(x)

ou, ce qui revient au même,

Ainsi, la fonction de a;, représentée par y  ou,^ (x), devra remplir la 

double condition de se réduire à l’unité pour x  — Ç, et de vérifier, quel 

que soit a;, l’équation différentielle linéaire (47) ou (48)· Or, cette 

équation n’admettant pas d’intégrale singulière, la double condition 

dont il s’agit sera remplie tant que les modules de \ et de x  resteront 

inférieurs à R. Donc, puisqu’on vérifie encore cette double condition 

en prenant

les valeurs de y , fournies par les équations (45) et (49), seront néces

sairement identiques, en sorte qu’on aura, pour toutes les valeurs de 

x  et de \ dont le module ne surpassera pas R,
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ou, ce qui revient au même,

è K f )  f(I)
Si, dans la dernière formule, on pose ïj o, elle donnera

(5 2 )
f' i )  fd M ?
f(o) l'(o) f(o) !ÎÜ !ÎÉ ) l i i ) .E(o) F(o) F(o)

Désignons maintenant par f ( z )  une fonction semblable à celle qui 

est renfermée sous le signe £  dans la formule (29), en sorte que l’on 

ait

(53) /(*) =
f ' (* )F '( s )

Supposons, de plus, que la fonction ( 53) ou / ( s )  puisse être décom

posée en deux parties, dont la première soit la somme de plusieurs 

termes réciproquement proportionnels à des puissances entières de .s, 

et dont la seconde, multipliée par s, fournisse un produit qui s’éva

nouisse pour certaines valeurs infiniment petites de s. Si, en attri

buant au module r de la variable .s des valeurs infiniment grandes, on 

peut les choisir de manière que l’une des fonctions

devienne sensiblement égale à une expression déterminée S, quel que 

soit d’ailleurs le rapport y  ou du moins de manière que l’une des dif-
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fércnces

( 5 6 )

2

reste toujours finie ou infiniment petite, et ne cesse d’être infiniment 

petite, en demeurant finie, que dans le voisinage de certaines valeurs

page 274 du IIe Volume ( 1), et des principes établis dans l’article pré

pourvu que l’on réduise le résidu intégral compris dans l’équa

tion ( 58) ou (59) à sa valeur principale. Si d’ailleurs on attribue au 

nombre ci-dessus désigné par R une valeur infinie, les séries (37) et

( 38) renfermeront toutes les racines des équations (35), ( 36), ou du 

moins toutes celles qui ne se réduiront pas à zéro. Alors, en supposant 

ces mêmes racines rangées d’après l’ordre de grandeur de leurs mo

dules, et désignant par

particulières du rapport y, alors, en vertu du théorème énoncé à la

cèdent, on aura

( 5 8 ) £  ((/(*))) =  #

ou, ce qui revient au même,

( 6 0 )

le résidu partiel de / ( s )  relatif à 2 =  o, en sorte que \  représente le

(*) Œ u v r e s  d e  C a u ch y , S. 1I: T. VIL p. 820.
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terme réciproquement proportionnel à z dans la fonction / ( z ) ,  on 

trouvera

ou, ce qui revient au même,

(62) L

f ' ( j ) F ' ( s ) N
=  x  +  <p(*0;

puis, en combinant l’équation (62) avec les formules ( 5g) et ( 5o), on 

en conclura

Donc, si, dans le produit

on fait entrer toutes les fractions de la forme

et correspondantes à celles des racines a, p, y, . . . ,  X, p., v, . . .  qui
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offrent des modules inférieurs au nombre R, il suffira d’attribuer à R 

des valeurs de plus en plus grandes,‘pour que le produit (65) con

verge vers une limite finie équivalente à l’expression

(66)
i :

{§-\)dx

et l’on obtiendra la formule (64), en considérant le premier membre 

de cette formule comme composé d’une infinité de facteurs. On aura 

par suite

(67)
« î  M 5 M ? F l î W p F l - Jf

f ( A) f
F·/ \ v

F ( i
«y F Vp

F

Jusqu’ici nous avons supposé que, pour chacune des équations ( 35), 

( 36 ), les racines différentes de'zéro étaient inégales entre elles. Mais 

la démonstration que nous avons donnée de la formule (64) ou (67) 

peut être facilement étendue au cas même où les équations dont il 

s’agit offriraient des racines égales qui ne seraient pas nulles. Suppo

sons, par exemple, que n racines de l’équation ( 36) deviennent égales 

à X, en sorte qu’on ait, non seulement

(68) FW  =  o,

mais encore

(69) F'(X) =  o, F,,(Il) =  o, Ff™-1) (A) =  0.

La somme des fractions correspondantes à ces racines dans le second 

membre de la formule ( 3g) sera

(70) ' / \ *

K î )
et la somme des termes qui, dans ce second membre, deviendront
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infinis pour x  — ock se réduira simplement à

( 7  O

D’ailleurs, si l ’on pose

( 7 2 ) x  =r a l  4- £,

s désignant une variable infiniment petite, et si l’on développe les deux 

expressions

( 7 3 )

F 'U

suivant les puissances ascendantes de z, en ayant égard aux équa

tions (68), (69), il suffira de négliger dans les développements 

obtenus les termes infiniment petits pour réduire ces développements 

aux deux binômes

n . n  f"(«) n  n  F (,>+1)(^)

£ +  i .q ' s + n(/i +  i) a F (,i)()i)

Donc, pour z =  o, ou, ce qui revient au même, pour x  =  aX, l’expres

sion (71) sera équivalente à la différence des binômes (74). c’est- 

à-dire à

( 7 5 )
1 f(oQ_____ 1__  _

i . a X f ' ( a )  n ( n  1) a  F (n)(},)J

Il est aisé d’en conclure que la fonction y (x), déterminée par la for

mule (39), restera encore finie et continue pour toutes les valeurs réelles 

ou imaginaires de x  qui offriront des modules inférieurs à R. D’un 

autre côté, il suit des principes établis à la page 34o du Ier Volume ( ')

(*) Œ u v r e s  d e  C a u ch y , S. Il, T. VI, p. 4cn.
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que, dans le cas où n racines de l’équation ( 36) deviennent égales à X, 

le résidu partiel de la fonction

(76)
f' ( ? ) F'(s)

correspondant à la valeur X de z, est précisément l’expression (70). 

Donc l’équation (61), ou plutôt celle qui la remplacera, se réduira 

encore à l’équation (62), et, en la combinant avec les formules ( 5o), 

( 5 g), (62), on retrouvera les équations (63), (64), (67). Seulement, 

dans le premier membre de l’équation (64) ou (67), n fractions égales 

correspondront aux racines dont X désignera la valeur commune, et le 

produit de ces n fractions sera

(77)

En résumé, l’on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Soient f(s ) , F (s) deux fonctions de z qui restent finies 

et continues, ainsi que leurs dérivées des divers ordres, pour toutes les 

valeurs finies de z. Supposons d ’ailleurs que l ’on ail

(35) f(s) =0,

(36) F(s) =  o,

et que celles de ces racines qui diffèrent de zéro, étant rangées d’après 

l ’ordre de grandeur de leurs modules, soient représentées par

(37) a, (3, y ,  . ..  

pour l ’équation ( 3 5 ), par

(38) 1, [x, v, ...

pour l ’équation ( 36). Admettons encore que, parmi les mêmes racines, 

celles dont le module reste inférieur à une limite finie R soient en nombre

OEuvres de C. — S. II, t. IX. 29
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fini. Enfin, désignons par x  une nouvelle variable distincte de z.. Si, en 

attribuant au module r de la variable z des valeurs infiniment grandes, 

on peut les choisir de manière que l ’une des expressions

devienne sensiblement égale à une expression déterminée §, quel que soit 

le rapport -, ou du moins de manière que l ’une des différences

reste toujours finie ou infiniment petite, et ne cesse d ’être infiniment petite 

en demeurant finie que dans le voisinage de certaines valeurs particulières

du rapport j  ; si, de plus, la fonction

r ( ? ) F '( ,)
(53) /(:.) =  ------

peut se décomposer en deux parties dont l ’une soit la somme de plusieurs 

termes réciproquement proportionnels à des puissances entières de z, et 

dont l ’autre s ’évanouisse pour certaines valeurs infiniment petites de r. ; 

alors, en désignant par X le résidu de f ( z )  relatif à z — o, en sorte
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qu’on ait 

(60) x  =  .r ,
l-S  . /  X

f ' ( r  )F 'U )

f t  FU) ((■ =))’

et par \ une valeur particulière de x , on trouvera

pourvu que l ’on considère chacun des produits que renferme l ’équa

tion (G7) comme composé d ’une infinité de facteurs.

Corollaire I. — Si, dans la formule (67), on prend \ — o, elle don

nera simplement

(78) f(o). f(0) f(o) F(o) F(o) F(o)

Corollaire II. — Si § et X s’évanouissent, les formules (67) et (78) 

deviendront respectivement

Si, de plus, f(o ) et F(o) se réduisent à l’unité, on aura simplement

(81) «? n i  m ?>· • =  F , f ) F ( f  1 F ( -

Observons, d’ailleurs, que X devra être censé réduit à zéro, toutes les
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fois que l’expression ( 54) s’évanouira pour certaines valeurs infini

ment petites de la variable s.

L’un des produits compris dans les deux membres de la formule (67) 

cesse de renfermer une infinité de facteurs, dès que l’une des fonc

tions f(s), F (s) devient entière. Supposons, pour fixer les idées, que 

la fonction f(s) soit, non seulement entière, mais du premier degré et 

de la forme

(8 2 ) f ( s ) = r i  —

Alors les racines a, ¡3, y, . . .  se réduiront à une seule, savoir a =  1. De 

plus, les fonctions ( 54), ( 55) deviendront respectivement

et si elles conservent des valeurs finies, s étant infinie, ces valeurs 

seront les mêmes que celles des fonctions suivantes :

(85)

(86)
1
2

_  F'(-s) 

F(z)’

Donc l’expression, représentée par $ dans le théorème I, sera de la

forme

(87)

vT1II*v̂

ou

(88) J =  — tu— x 3 u

désignant la limite vers laquelle convergera la fonction

F'(-s)
F(s)(89)
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0U i
, , i m s )  , F'(— j )~|
(9 } a U (» ) F ( - s ) J ’

tandis que s  deviendra infinie, et § K désignant la limite de la fonction 

, s I TF'(-) F '( - s )1
(91) . aaU(-») F(— £ ) J "

Enfin, dans la formule (60), la fonction sous le signe ¿se ra

F'(s)
(92) 1 ’( x - z ) F , ( z ) ’

et ne deviendra infinie, pour des valeurs infiniment petites de z, que 

dans le cas où la fonction F (s) s’évanouira pour 5 =  0. Mais, dans ce 

dernier cas, si l’on désigne par n le nombre des racines de l’équa

tion ( 36) qui se réduiront à zéro, on aura, pour des valeurs infiniment 

petites de z [voir les Leçons sur le Calcul infinitésimal, p. 55 ( 1 )],

( 9 3 )
sF'f-s)
F(-s)

=  n.

Donc la formule (60) donnera

( 9 4 )
Y  „  p  z F '(z) ï _n

— F(æ) ( { z ) ) ~ ~ x ’

et l ’on aura

(95)

OU

(96)

puis on en conclura

(97)

X - Î =  -  +  &
X

X — .7 =  — H- cf 0 +  x  $1 »ce

Jt =  j )

( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. IV.
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ou

(98)

f i  (X — É ) d x

e '

Cela posé, on obtiendra évidemment, à la place du théorème I, Tune 

des propositions que je vais énoncer.

Théorème II. — Soit F (z) une fonction de z qui. reste finie et con

tinue, ainsi que ses dérivées des divers ordres, pour toutes les valeurs finies 

de z. Supposons d ’ailleurs que l ’on ail résolu l ’équation

(36) F (z) =  o,

et que ses racines, rangées d ’après l ’ordre de grandeur de leurs modules, 

soient représentées par

(38) 1, y., v..........

Soit enfin x  une nouvelle variable distincte de z. Si, en attribuant au 

module r de la variable z des valeurs infiniment grandes, on peut les 

choisir de manière que l ’expression

(89) F((f)
F(~)

devienne sensiblement égale à une constante déterminée #0, quel que soit 

le t apport f i  ou du moins de manière que la différence

(99) F'(s) f
Tï*~)~ °

reste toujours finie ou infiniment petite, et ne cesse d ’être infiniment petite, 

en demeurant finie, que dans le voisinage de certaines valeurs particu

lières du rapport fi, alors, en désignant par n le nombre des racines de 

l ’équation ( 36) qui se réduiront à zéro, on trouvera

F( j?) _
x

1 x r-
X----I —
V-

X

V
• ( xFU) ~ , 5 A  y i U

1  1 P V

(100) el-*·— 5)
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Corollaire I. — Si, après avoir multiplié par F(<j) les deux membres 

de la formule (ioo), on suppose \ infiniment petit, on aura sensible

ment, dans le second membre,

(»01)
F(£)_ Fw (o)

\ n 1 . 2 . 3 . . . «

Par suite, en prenant \ =  o, on tirera de la formule (ioo)

(»02)
F(«)(0 ) 

1.2.3 . . .  «

Si n se réduit à zéro ou à l’unité, l’équation (102) donnera simplement

(103) F(a-) =  ^i— f ) ( » — ^ ) ( i — f ) “ ‘ eX̂ ^ i 0) 

ou

( 1 0 4 ) F ( * )  =  x ( i -  f )  ( 1 -  ï )  ( 1 -  . . .  e * Û F ' ( 0 ).

Corollaire II. — Si s’évanouit, les formules (100), (102), ( io 3 ) 

et (io4) donneront respectivement

(ioo)

(106)

(107)

(108)

F ( x ) _ / x \ n X — x  p  — x  v — x
F ( i ) _ u y  ? r “^ · · · ’l p- — i '> — 1

X'

P/

F (* )=  ■

F(ar) ~ x [ i

x \  (  x

f*) \ v
1 F (o),

■ · F'(o).

Théorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 11, 

si l ’on peut attribuer au module r de la variable z des valeurs infiniment 

grandes, choisies de manière que les expressions

(90)

(9»)

2 l_F(*) +  F ( - a ) J ’

TFÇs) _  F '(— g)~] 
2^Lf ( )̂ F(— 5 )J
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deviennent sensiblement égales à des constantes déterminées quel que

soit le rapport ~ > ou du moins de manière que les différences

(109)

(no)

1 f F'(j)
â LF(^)

1 fF '(j) 
2̂  LF(s)

-h *■ (— -) J

restent toujours finies ou infiniment petites, et ne cessent d ’être infiniment 

petites, en demeurant finies, que dans le voisinage de certaines valeurs par

ticulières du rapport p  alors, en désignant par n le nombre des racines de 

l ’équation (36) qui se réduiront à zéro, on trouvera

(III)

X X X
F(a?) _  1 1 1 p. 1 y
W ) ~  i \ ' l 'I— -  I— -- I— -

A p. V

Corollaire I. — Si, après avoir multiplié par F(£) les deux membres 

de la formule ( m ) ,  011 attribue à \ une valeur infiniment petite, on 

trouvera

(112) F(a?)=:
_  F(ra)(o)

1.2 .3. . .  n
x n x

Lorsque n se réduit à zéro ou à l’unité, c’est-à-dire lorsque l’équa

tion (36) n’admet pas de racines nulles, ou en admet une seulement, 

on tire de l’équation (112)

( n 3 )  . F ( * )  =  ( i - f ) ( i - 2 ) ( i -  j ) . . . e* £ +t * < F ( o )

OU

(Ii4) F(Æ) =  a;^i— ^  ^I— ex$t+\œ'3 i F'(o).

Corollaire II. — Si et §t s’évanouissent, les équations ( m ) ,  

(112), (x i3 ), ( 114-) se réduiront aux formules ( io 5 ), (106), (107), 

(108).
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. A p p l i q u o n s  m a i n t e n a n t  l e s  d i v e r s e s  f o r m u l e s  c i - d e s s u s  é t a b l ie s  a 

q u e l q u e s  e x e m p l e s .

E x em p le  I .  —  S u p p o s o n s  d ’a b o r d  

( n 5) F(^ )  =  sin^.

A l o r s  l ’ é q u a t i o n  ( 36) ,  o u

(116) sin.s =  o,

o f f r i r a  u n e  s e u l e  r a c i n e  n u l l e  e t  u n e  i n f in i t é  d e  r a c i n e s  r é e l l e s ,  le s  u n e s  

p o s i t i v e s ,  le s  a u t r e s  n é g a t i v e s ,  s a v o i r

(” 7)

tl II il z  =  2 n , ta II oo

ta II 1
.i

l Z — —  2 7 T, Z  =  --  3 7T;

m a is  e l l e  n ’ a d m e t t r a  p o i n t  d e  ra c in e s ,  i m a g i n a i r e s  \voir l e  1er V o 

l u m e ,  p .  2 9 7  ( ' ) ] .  D e  p l u s ,  l ’ e x p r e s s i o n  ( 9 0 )  s ’ é v a n o u i r a ,  e t  l ’ e x p r e s 

s io n  ( 9 1 ) ,  r é d u i t e  à

d e v i e n d r a  i n f i n i m e n t  p e t i t e ,  s i  l ’ o n  a t t r i b u e  a u  m o d u l e  r d c  la  v a r i a b l e  z 

d e s  v a l e u r s  d e  la  f o r m e

(119)
' (2 n -h 1)7T 

2 5

n  d é s i g n a n t  u n  n o m b r e  e n t i e r  i n f i n i m e n t  g r a n d .  C e la  p o s é ,  le  t h é o 

r è m e  III  s e r a  é v i d e m m e n t  a p p l i c a b l e  à la  f o n c t io n  F ( s )  =  s i n s ;  e t  la  

f o r m u l e  ( 1 1 4 ) .  r é d u i t e  à l ’ é q u a t i o n  ( 1 0 8 ) ,  a t te n d u  q u e  le s  c o n s t a n t e s  

§ K s ’ é v a n o u i r o n t ,  d o n n e r a

(120) sin# =  x
x

l - n J V 2̂ ,
x
2 7t

X

3tt
X

+  3~7T

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

(121) s\nx =  x

(l ) Œuvres de Cauchy9 S. II, T. VI, p* 3 5 4 · 

Œ u v r e s  d e  C , — S. II, t. IX. 3o
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Il e s t  b o n  d ’ o b s e r v e r  q u e  l ’on  p o u r r a i t  e n c o r e  d é d u i r e  la  f o r m u l e  ( 1 2 0 )

si n 5
ou ( 1 2 1 )  d u  t h é o r è m e  II e t  d e  l ’ é q u a t io n  ( 1 0 7 ) ,  en  p r e n a n t  F ( s )  =  

Exemple II. —  S u p p o s o n s  en  s e c o n d  l ie u

(122) F ( 3 ) = coss.

A l o r s  l ’ é q u a t io n  ( 36) ,  ou

(1 2 3 ) coss =  o,

a d m e t t r a  u n e  in f in i t é  d e  r a c i n e s  t o u t e s  r é e l l e s  e t  d i f f é r e n t e s  d e  z é r o ,  

le s  u n e s  p o s i t i v e s ,  l e s  a u t r e s  n é g a t i v e s ,  s a v o ir

3 7T 5 tcn
— 9 2

(124) 7T 
— 9 2

3 TT—  5
2

O 7t

D e p l u s ,  l ’ e x p r e s s i o n  ( 9 0 )  s ’ é v a n o u i r a ,  e t  l ’ e x p r e s s i o n  ( 9 1 ) ,  r é d u i t e  h 

(1 2 5 )
si ns

-----------------,

S CO s s

d e v i e n d r a  i n f i n i m e n t  p e t i t e ,  s i  l ’ on  a t t r i b u e  a u  m o d u l e  r d e  la  v a r i a b l e  s 

d e s  v a l e u r s  d e  la  f o r m e

(126) r=zn tt,

n d é s i g n a n t  u n  n o m b r e  e n t i e r  i n f i n i m e n t  g r a n d .  C e la  p o s é ,  le  t h é o 

r è m e  III s e r a  é v i d e m m e n t  a p p l i c a b l e  à la  f o n c t io n  F ( s )  =  c o s : ; ;  e t  la 

f o r m u l e  ( n 3) ,  r é d u i t e  à l ’é q u a t i o n  ( 1 0 7 ) ,  a t t e n d u  q u e  le s  c o n s t a n t e s  

,f0, § { s ’ é v a n o u i r o n t ,  d o n n e r a

(127) cosæ; =
2,r'' 
7T j

‘Z X \ (  ‘i x

7W \  37T
2x \  f  î x \  !  I X

37i ) ( 1 571/ \I+  5n

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

(128) 4^2 \__
2D 7T2/
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On peut, au reste, déduire la formule (127) ou (128) de la for

mule (120) ou ([2 i), en remplaçant x  par  ̂ — x.

Exemple III. — Soit

( 1 2 9 )  ' F ( s )  =  s i n s —  s i n a ,

a désignant une constante arbitrairement choisie. L’équation (36), ou

(130) s i n s  =  s i n a ,  

admettra une infinité de racines réelles, savoir

(
.z  =  a , 3 — — «m - h , z  —  s  =  —  « 4 - 3 7 7 ,

■

s  —  — a  —  7T, z  — a — 2 71, s  — a  —  3 tt, . . . .

De plus, si l’on attribue au module r de la variable s des valeurs infi

niment grandes, mais sensiblement distinctes de celles qui corres

pondent aux racines dont il s’agit, les'expressions (90), (gr), ou
, „ . s i n a c o s s  ■
( l 3 a )  ----;------------- ;-------------;--------------;------- ,

(sms — siii«) (suis h- sms)

( . 3 3 )  ______________ s i n J C 0 S S ______________ ,
s ( s i n s  —  s i n a )  ( s i n s  -4-  s i n a )

resteront toujours finies ou infiniment petites, et la première ne ces

sera d’être infiniment petite, en demeurant finie, que dans le cas où 

le coefficient de y/— 1 dans z  sera sensiblement nul, et le rap

port^ sensiblement égal à ± 1 .  Cela posé, le théorème III sera évi

demment applicable à la fonction F (s) =  sins — sina; et la for

mule (ii3), réduite à l’équation (107), attendu que les constantes &0, 
s’évanouiront, donnera

ou, ce qui revient au même,

( 1 3 5 )
sin a— sina? 

sina
a —  çc 7T2 — ( #  H- a ) 2 —  a ) *  97T2 —  ( x  -+- a ) 2

a  a 2. * — a* 9 712 —

x
37t—a
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236 USAGE DU CALCUL DES RÉSIDUS ETC.

Gomme on aura d’ailleurs, en vertu de la formule (121),

0 3 6 )
. ir2—a2 4^2—a2 Q7T2—a 2

sina.=: a ---- ;------ — —  -------:------->
7I2 97t2

on tirera des équations ( 135) et ( 136), multipliées l’une par l’autre,

sina- — sina _  7t2— (x  -4- a)2 4rc*— (¿c — «)2 grc2 — (a? +  a)2 ^57r2—( x — a)2 
'  x  —  a  7 1 2 4 h2 97t2 257i2

On pourrait, au reste, déduire la formule (137) des équations (121) et 

(127) réunies à la suivante:.

0  38)
. x  —  a  x  ~\~ a  sina; — sina =  2 sm -------cos------- ·

Exemple IV. —  Soit encore

( 13g ) F ( s )  =  C0S3 —  cosa.
«

L’équation (36), ou

(i4o) coss =  cosa,

admettra une infinité de racines, savoir

040

z  —  a  4 - 2 TT,. 

z  =  a  —  2 7r,

=  — a -+- 27T,

\ — a - 1- 4 tt» z  —  a - \ - 6 n ,

; =  a — 4tt> z =  a — 677, 

; = — a - H  4 tc, s  = — «  +  6 7 7 ,

: —  CL— 2 TT, Z — — a  —  4 tT) :— a — 671,

De plus, l’expression (90) s’évanouira, et l’expression (91), réduite à

, . . sins
~(coss — cosa)

deviendra infiniment petite, si l ’on attribue au module r  de la va

riable z  des valeurs infiniment grandes, mais sensiblement distinctes 

de celles qui correspondent aux racines de l’équation (i^o). Cela 

posé, le théorème III sera évidemment applicable à la fonction 

F (s) =  coss — cosa; et la formule ( i i 3), réduite à l’équation (107),
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attendu que les constantes ^0» s’évanouiront, donnera

cosa — cosa:_/ ¿r! \ f  x % ~j P ____ x 1 I f  . a;2 ~1 f~ a?2 T
cosa — i \ a2/ ^  (27c— a)2J L* (2 tc-b a)2 J (4ir — a)2J L*. (47T4-a)2J

ou, ce qui revient au même,

cosa: — cosa _  a2— a:2 ( 2 7 1  — a)2— a?2 ( 2 7 1  +  a)2— a:2 (4tt — a)2 — a:2 (471 +  a)2— x 2 

2 sin2a — a2 (271 — a)2 ( 2 7 1 +  a ) 2 (4Tr — a)2 ' (4Tr +  a)2

Comme on aura d’ailleurs, en vertu de la formule (120),

(x45)
. a

sin -  =
2

a 2  7c — a 2 7 H - a 4  ̂— a 4it -H a
2 271 27C 4tc 4^

• >

on tirera des équations (i44) et ( i 45)

cosa: — cosa =
a2— a;2 (2 7: — a)2— x 2 ( 2 7 1  +  a)2— x 2 (4tc — a)2—.a:2 (4^-1-a)2

( 2 7 1 ) 2 (27r)2 (4 )̂2 ( 4 tt)2

On pourrait, au reste, déduire la formule (146) de l’équation (121) 

réunie à la suivante :

. , . . x  — a  . x  +  a
( i 47) cos a — cosa: =  2  sin-------sin ---------
'  '  '  0 0

Les formules (120), (127), (137), (146) subsistent pour des valeurs 

quelconques réelles ou imaginaires de la variable x  et de la con

stante a.

Si, dans l’équation (121), on pose successivement x  =  x = 1~ ,

on obtiendra les deux formules

048)

(»49)

7T _  2 . 2  4 - 4  6.6 8.8 10.10 12.12
2  1.3 3 . 5  5 .7  7.9 9.11 11 .13

71 _ 4-4 8.8 12.12
2^/2 3 7 5  ^ 9  i t . i 3 “ · ’

dont la première a été donnée par Wallis, et l ’on en conclura
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Si, dans les formules (121), (128), (146), on remplace x  par x \J — 1, 

on en tirera

( ï 5 i )

( i 5 a )

e x — e_ x =  2 x |  r-H ^  I ( 1+ -T -z  I I 1 +
7T- 477

e x  +  e ~æ—  2 i —4 (  ,xX‘
7l2 y v 1 97Î2

* \ / jr2 
97rs

4a?2
2 5  772

( 1 53 ) e* —  2 cos a -+- e- * =  («2+  a;2 )
(271 —  a Y ~ b x -  (2 77 -t-«)2-f-a?2 (477 — «)2-4-a?2 (4t7 a ) 2 4- a?2

( 2  7 7 ) 2 (  2  7t ) 2 (4îr) 2 (4 t t ; 2

Si, dans l’équation (120), on remplace la lettre x :  i° par x - b y \ f ^ i ;

20 par x  — y  \] — 1, y  désignant une nouvelle variable indépendante 

de x ,  les deux formules qu’on obtiendra, étant multipliées l’une par 

l’autre, donneront

e i y —  2 c o s 2 a " - t - e -2 ^ , ,  sN (71 —  a?~)2+  y 2 (77-t-a?)2-!- r 2 (271 —  a?)2 -+- j 2 (2 7M -a ? )2 -t- J 2

4 — K * - * - y )  ~ t  1 : ( ï ï i ) *  ( 2 7 t ) 2

En opérant de la même manière, on tirera de l’équation (127) 

e 2r + 2 C O S 2 a ? - f - e - 23r  ( 77  —  2 a?)2 - ! - ( 2 j · ) 2 (7 7 H -2 a ;)2+ ( 2 y ) 2 ( 3 tt —  2 a?)2+ ( 2 j ) 2 (37 7-1- 2 a?)2-+- ( 2 y ) 2
( 7 5 5 )

(37 7)2 (37 7)2

Au reste, les formules ( i 54) et ( i 55) peuvent être aisément déduites 

de l’équation ( i 53).

Si, dans l’équation (137), on remplace : i° x  par x  -\-y\[^~i  et a 
par a - y b \ J — 1 ; 20 x  par x  — y  \j— 1 et a par a — b<J— i ,  les deux 

formules qu’on obtiendra, étant multipliées l’une par l’autre, donne

ront

( i 5 6 ) 1

/ [ ( e r e ~ ? )  sina; —  ( e b -b  e ~ b ) s in « ] 2 -f- [(e^—  e ~ r )  cosa? —  ( e b —  e ~ b ) cos« ] 2

(i57)

4 [(a? — « ) 2H -( j  — t/ ) ] 2

(77 — a? — a Y - b {  y - b b y  ( n - b x - b a Y - b i  y - b b Y  ( ' ¿ n - x - b a y + i y — b y  (277- b x  — a y - h ( y — b)2
772 772 ( 2 77 )2 ( 2 77 )2

En opérant de la même manière, on tirera de l’équation (146)

[(e-’' +  e~y)  cosa? — ( eh-b e~b) c o s « ] 2-i- [ (e ^ — e~?) sina? — (eb— e~b) s i n a ] 2 
[ ( x  — « ) 2-t- ( y  è ) 2] [(a; -f- a ) 2 +  ( y  -h  ¿ ) 2]

__(277-1- x  — a . y - b ( y — b)2 (277·—a?-t-a)2-i- ( r - t - ^ ) 2 (2 tt — x + a Y - b ( y — b y  (2 7r +  a ;H -« )2-+- ( y - b  b)*
( 277)2 ( 2 77 )2 ( 2 77 )2 ( 2 77 )2( 2  77 ) 2
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Dans les applications que nous venons de faire des théorèmes II et III, 

les constantes, précédemment désignées par ¿f0, s’évanouissent, et 

les racines de l’équation ( 36) sont inégales entre elles. Ces mêmes ra

cines deviendraient égales deux à deux, do manière à coïncider avec 

l’une des valeurs de z  comprises dans les séries

(i58) =  o, : 2  7T, C =  471,
' \ Z 2 TT, Z — 4 TT,

si l ’ on  s u p p o s a i t

(159) F(s)  =  1 —  cose;

e t  a lo r s  o n  t i r e r a i t  d e  la  f o r m u l e  ( 1 0 6 )

; — 677,

; =  —  6 k ,

(1 6 0 )  i —  cos.ee =  —  ( 1 ---------
2 V 2 7 T

ou, ce qui revient au même,

X  \  2 /  X

1 h  2 7 î )  \  4 î T

X
w - T

(161)
x ‘

1 — c o s a ;  =  —  l i - r j 
2 V 4 ft

x 1·

1 6  7V!

Au reste, on déduit immédiatement l’équation (161) de la for

mule (146) en faisant évanouir la constante a.
Si l’on prenait

( 1 6 2 )  . F(z )  =  ez— 1 ,

l ’équation ( 36), réduite à 

( 1 63  ) ez— \ o u  s  =  I ( i ) ,

offrirait pour racines les divers logarithmes népériens de l’unité, sa

voir

- — 6ttv/^T, . . . ,

z = — Ô7T y/— 1..........
(.64)

I  3 —  O ,  3  —  2  7T — I ,  Z  =  4 7 l \ / — I ,

( S = — 2 K\/— l,  S — —  4 î t v/— ï ,

A l o r s  a u s s i  l ’ e x p r e s s i o n  ( 9 0 )  d e v i e n d r a i t

(i65)
2 \ e -  —  1 e~
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et, pour faire évanouir l’expression (91), ou

(,66) ± ( - * ------- r î S )  =  ± L ± ^ : ,
2 z  Ve1 —  1 e —  —  1 / 2 z  1 —  e ~ z

il suffirait d’attribuer au module r  de la variable s des valeurs de la 

forme

( 1 6 7 ) r — (2/1 +  l)TC
---------------------------- y

2

n  étant un nombre entier infiniment grand. On trouverait donc, par 

suite,

( 1 6 8 ) î t  — b  î l 

ot l ’on tirerait de la formule ( 114)

(i69) ■z=x[  1 +
X*

I +
x ‘

l67T
xï \ 

1 36tt2/

Au reste, on déduit immédiatement l’équation (169) do la for

mule (15 1 ), en remplaçant a? par \ x .
Si l’on prenait

( 1 7 0 ) F ( z )  =  e (z-ha.1 ,—  e (z- a>’ ,

a désignant une constante réelle, l’équation ( 36), réduite à

( 1 7 1 )  e ( : + a ) '— e ( i ~ a ) » = 0 j

serait vérifiée toutes les fois que l’on poserait

( î  +  f l ) ! = ( 3 —  « ) 2 ±  2 W K ^ —  1

ou, ce qui revient au même,

n étant un nombre entier quelconque. Par conséquent, cette équation 

offrirait une racine nulle et une infinité do racines imaginaires coin-
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p r is e s  clans le s  s é r i e s

TV /------
z =  — ÿ — 1,

___ 2 tv ,— 3 7T ,------
3 =  — V — 1 »’¿ a v 2 a *  ’ 2 a

________  TV ,— -

2 a '  ’

^ __ 2 tv j------

~ 2 « '  ’

___ 37T ,— -

2 a  v

D e  p l u s ,  l ’e x p r e s s i o n  ( 9 0 )  s ’ é v a n o u i r a i t ,  e t  l ’ e x p r e s s i o n  ( 9 1 ) ,  ou

('73)
2 ( î + s ) c |,m|' — (s —  a)e(z~a>’
Z  g l z + a ) * — q — ( s —a)*

i  -t- e~kaz 
I _  Q -k a z  ’

s e  r é d u i r a i t  s e n s i b l e m e n t  à 2 p o u r  le s  v a l e u r s  d e  z  d o n t  le s  m o d u le s  

s e r a i e n t  d e  la  f o r m e

074)
(2  72 +  l )  7T

4a J

n  d é s i g n a n t  u n  n o m b r e  e n t i e r  i n f i n i m e n t  g r a n d .  O n  t r o u v e r a i t ,  p a r  

s u i t e ,

( 175 ) # 0= 0, 3 ,  =  2,

e t  l ’ o n  t i r e r a i t  d e  la  f o r m u l e  ( 1 1 4 )

( 1 7 6 )  <?(·*+«)*—  e { x - a ) ' —  [^a x
2 a x 2 a x  

tv \ / —  1

2 a x  

2 t z \ J — 1

la x

ITV \j-

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

(177) e(a:+<*)s— e (x-aY·—  [̂ a x I 4 a *  ¿c2

7T2
4 a 2a;2\  (  4  « * # ’ \  _i+ a i

” 4^ )  ( 9*2

I l  s u f f i t ,  a u  r e s t e ,  p o u r  o b t e n i r  l ’ é q u a t i o n  ( 1 7 7 ) ,  d e  r e m p l a c e r ,  d a n s  

la  f o r m u l e  ( i 5 i ) ,  a; p a r  2 a x ,  e t  d e  m u l t i p l i e r  e n s u i t e  le s  d e u x  m e m b r e s  

de  c e t t e  f o r m u l e  p a r  ex'+a'.

L e s  d i v e r s e s  f o r m u l e s  q u e  n o u s  a v o n s  t i r é e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 1 0 0 )  e t  

s u i v a n t e s  c o ï n c i d e n t  a v e c  d e s  f o r m u l e s  d é jà  c o n n u e s ,  o u  s ’ e n  d é d u i 

s e n t  f a c i l e m e n t .  P o u r  o b t e n i r  d e s  f o r m u l e s  n o u v e l l e s ,  s u p p o s o n s  

m a i n t e n a n t

( 1 7 8 )  ' F ( s )  =  s i n s  —  az  c o s . s ,

O Euvres d e  C . — S. Il, t. IX. 3l
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a désignant uno constante réelle. L’équation (36), réduite à

(«79)

offrira une racine nulle et une infinité do racines réelles, deux à 

deux égales, mais affectées de signes contraires ( voir le Ier Volume, 

p. 3oo) ( ') .  De plus, l’expression (90) s’évanouira, et, pour faire 

évanouir l’expression (91), ou

1 (1 — a) coss 4- «ssins(180)
sms — az coss

il suffira d’attribuer au module r de la variable z  des valeurs infiniment 

grandes, mais sensiblement distinctes de celles qui correspondent aux 

racines de l’équation (179). Cela posé, si l’on désigne par ±  A, rfc p., 

±  v , . . .  les racines de cette équation, on aura, en vertu du théorème III 

et de la formule (108),

(181) sina:-«a;cos« =  ( i - a )  (1 -  — J ·)  · · · ·

Supposons encore

(182) F (s) =  (s5-f- b) sins — az coss,

a , b désignant deux constantes positives, et ces constantes étant choi

sies de manière que l’on ait

( 183 ) b<.a . .

L’équation ( 36), réduite à

( • 8 4 )  l a n s -  =  ^ q r A >

offrira une racine nulle et une infinité de racines réelles, deux à 

deux égales, mais affectées de signes contraires (voir le Ier Volume, 

p. 3o6 ) ( 2). De plus, l’expression (90) s’évanouira, et, pour faire 

évanouir l’expression (91), ou

1 (a +  2):· s in --+- (s2-h b — a)coss , ,
(•85) (s2-t- b) sins — az coss

( 1 ) Œ u v re a  d e  C a u ch y , S. II, T. VI, p. 358. 
(2) Ib id .,  p. 364.
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i l  s u f f i r a  d ’a t t r i b u e r  a u  m o d u l e  r  de  la  v a r i a b l e  z  d e s  v a l e u r s  in f i n i m e n t  

g r a n d e s ,  m a is  s e n s i b l e m e n t  d is t i n c t e s  d e  c e l le s  q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  

r a c i n e s  d e  l ’é q u a t i o n  ( 1 8 4 ) .  C e la  p o s é ,  s i  l ’ on  d é s i g n e  p a r  ±  X, ±  p., 

±  v ,  . . .  l e s  r a c i n e s  d e  c e t t e  é q u a t i o n ,  l ’ o n  a u r a ,  e n  v e r t u  d u  t h é o 

r è m e  III  e t  d e  la  f o r m u l e  ( 1 0 8 ) ,

( 1 8 6 )  (x* +  b) sinx — ax cosx =  (b —  a)x(  ̂1 —  1̂ —

S u p p o s o n s  en f in

( 1 8 7 )  F ( s )  —  (ez +  e~z) c o s s  —  2.

L ’ é q u a t i o n  ( 3G ),  r é d u i t e  à

( r 8 8 )  (ez +  e~z) c o s s  2 ,

o f f r i r a  q u a t r e  r a c i n e s  n u l l e s .  D e  p l u s ,  c o m m e  o n  t i r e r a  de  c e t t e  é q u a 

t io n

( 1 8 9 )
, Z  
t a n g -

I —  c o s s

1 - h  C O S - X
e2-h e

2

2

e l le  a d m e t t r a  e n c o r e ,  e n  v e r t u  d e s  p r i n c i p e s  é t a b l is  d a n s  le  Ier V o lu m 'e  

( p .  3 0 9  e t  3i o )  ( * ) ,  u n e  in f i n i t é  d e  r a c i n e s  r é e l l e s  q u i ,  p r i s e s  q u a t r e  

à q u a t r e ,  s e r o n t  d e  la  f o r m e

(190) z =  K, K, s =  Çv/—ï .  - = —?v/—

‘C d é s i g n a n t  u n e  q u a n t i t é  r é e l l e .  D ’ a u t r e  p a r t ,  l ’ e x p r e s s i o n  ( 9 0 )  s ’ é v a 

n o u i r a ,  e t ,  p o u r  f a i r e  é v a n o u i r  l ’ e x p r e s s i o n  ( 9 1 ) ,  o u

('90 1 ( e - — e~z) c o s s —  (ez +  e~z) s i n s  

s  (ez— e~z) c o s s  —  2

i l  s u f f i r a  d ’ a t t r i b u e r  a u  m o d u l e  r  d e  la  v a r i a b l e  5 d e s  v a l e u r s  i n f i n i m e n t  

g r a n d e s ,  m a is  s e n s i b l e m e n t  d i s t i n c t e s  d e  c e l l e s  q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  

r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 8 8 ) .  C e la  p o s é ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  ±  A, ±  p., . . .  

le s  r a c i n e s  r é e l l e s  d e  c e t t e  é q u a t i o n ,  o n  c o n c l u r a  d e  la  f o r m u l e  ( 1 0 6 ) ,

( * )  (Œuvres de Cauchy, S .  II, T .  VI ,  p .  367,  368 .
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en posant n — 4,

(192) 2 — (e*4 - er*) cosa; =  y  (> + fr) (> + ^  ) (> + · · · ■

Revenons maintenant à la formule (67), et prenons pour f(s) une 

fonction entière du degré m, qui ne s’évanouisse pas avec la variable .s; 

en sorte qu’on ait

( 19 3 ) f ( s )  --=a0z m- h a l z m- i +  ai z»>-i +  . . .  +  am- i z 4 -  am,

«0» ai ........ am~t> am désignant des coefficients dont le premier et le

dernier diffèrent de zéro. On trouvera

f (£

(>94) f ( f

_m a s,æm- i s  4- (m — i ) a xx m- %z'1 + . . . 4-  2a„,_¡ J,;",~1 4- a m- i ·
a0x m+ aiXm-^z 4-.. .4- am_¡jczm~l+ amzm

l m— I / 2 a?I -f- 2 -------  — i 4 -  ■
a;

puis on en conclura, en attribuant à z  des valeurs très considérables, 

(>95)
f  ( -

f ' j  ~~ û/» am S

Cela posé, les fonctions ( 54), ( 55) deviendront respectivement

<>96)

(*97)

I / Æ/m —1
2 V

&m—1 2 dgj — 9 <27 \ F (̂ )
«#« - "  / F ^ ) ’

rF'(s) , F'(— s)-|'

Lf (-) ■ *’ (— =)J
, \  *[¥'(*)  F '( - S)-|.

7 * L f (î ) f ( - S)J ’
 ̂&ni—2 —

2

et, si elles conservent dos valeurs finies, s  étant infini, ces valeurs 

seront les mêmes que celles des fonctions suivantes : .

( • 9 8 )
a,n * (5)

ttnn\ , F' ( - 5)1 , 2 am_,am~aJn_i [F'(z) F ' ( - 3)1
2am L.F( s ) + F ( = 7 )J + ------ Î5Ï 5 I W j  - F p i ) J * ·  ■
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Donc l’expression, représentée par § dans le théorème I, sera de la

forme

(87) Î - - Î ,

ou

(88) Il I «a
,

O

1 s

désignant la limite vers laquelle convergera généralement la fonc-

tion '

(2 0 0 )
Æ/tt—1 F'(s)

F (z )a ,n

ou

( 2 0 1 )
a m- i  r F '( z ) , F'(-
2 a m |_F(z) F (■

tandis que z  deviendra infini, et ^  désignant la limite de la fonction

( 2 0 2 ) G-m— 1 1" F ( ̂  )'
* a h z  L f (î )

f '(— *n
F ( - * ) J ’

Enfin, dans la formule (62), la fonction sous le signe £  deviendra

(203)
1 +

I
m

(X\ Z— — -h . . .
a 0 x

a Q x

m  F f(s) 

x  F ( z ) ’

et ne pourra s’évanouir, pour z  =  o, qu’autant que la fonction F(s) 

s’évanouira elle-même. Mais, dans ce dernier cas, si l’on désigne par 

n le nombre des racines de l’équation ( 36) qui se réduiront à zéro, on 

aura, pour des valeurs infiniment petites de z,

(93)
s F'(z)
" F (z )

n .

Donc, la formule (61) donnera

(204)
m
x £ 0  ·+·· · 0

z F '( z )  
F (z)

_1̂ _mn
((z)) “  x  ;
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et l’on aura

(205) X _<f= ™ + # 0
X

ou

(2 0 6 ) X_5?— — +5? 
X

puis on en conclura

(2 0 7 )

■vgxxf·1£'"i>II
i151

H

ou

J ( X· $ ) dx / « 1 
f  x \ mn T

=  W  e
(2 0 8 ) e

Si, pour des valeurs infiniment grandes, mais convenablement choi

sies, du module r de la variable z, les expressions

( 9 0 )
i r F ' ( « )  F'(—

* U ( * )  F (—

( 9 0
• I r F ' ( i )  F '(—  

2 S L F ( * )  F (—

s ’ é v a n o u i s s e n t ,  o n  p o u r r a  en  d i r e  a u t a n t  d e s  e x p r e s s i o n s  ( 2 0 1 ) ,  ( 2 0 2 ) .  

A l o r s ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  ^  é t a n t  r é d u i t s  à z é r o ,  o n  t i r e r a  d e  la  fo r 

m u l e  ( 2 0 8 )

f  ( X - g ) d x  ,  v 
J% ( x \ mn(209) e =  ( t  ) >

et  l ’é q u a t i o n  ( 6 7 )  d o n n e r a

(210)
e\ , nf( *  ) f 

f*

. F (  -  1 F'(f) FG

Si maintenant on attribue à Ç une valeur infiniment petité, on aura
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. s e n s i b le m e n t

. ( 2 I 0

F(!) I F(re)(o)
S " a "  1 . 2. 3 . . . n  ’

f (!)f (!)f(:»■ 1 [  F(,1)(°) T “.
V21  z ) £/n u ( a ( 3 y .  . . ) “  [_i . 2 . 3 .  . . n j  *

e t ,  p a r  s u i t e ,  l ’ é q u a t i o n  ( 2 1 0 )  d e v i e n d r a

( 2 l 3 ) < ! ) < ! ) < ! )  r r .
f(0) f(0) f(0)

f i . 2.3. , . n T "p /æ\
L F«»)(o) J Av « / ,P

F( -

L o r s q u e  la  f o n c t i o n  F ( s )  n e  s ’ é v a n o u i t  p a s  a v e c  s ,  la  f o r m u l e  ( G i )  

d o n n e  s i m p l e m e n t  X  =  o ,  e t  l ’ é q u a t i o n  ( 2 x 3 )  d o i t  ê t r e  r e m p l a c é e  p a r  

la  s u i v a n t e  :

( 2 1 4 )
" Ï  V  s  H ? r' i ) n i ' F
f(o) f(o) f(o) F(o) F(o) F(o)

S i ,  a u  c o n t r a i r e ,  la  f o n c t i o n  F ( s )  s ’ é v a n o u i t  a v e c  s ,  m a is  de m a n i è r e  

q u e  l ’ é q u a t i o n  ( 36)  o f fr e  u n e  s e u le  r a c i n e  é g a le  à z é r o ,  la  f o r m u le  ( 2 1 3) 

d o n n e r a

( 2 l 5 ) f(o) f(o) f(o)
«Py···

x m F'(o) F'(o) F'(o)

L e s  d iv e i 's e s  f o r m u l e s  q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ o b t e n i r  s u p p o s e n t  q u e  la  

f o n c t i o n  e n t i è r e  f ( s )  n e  d e v i e n t  p a s  n u l l e  p o u r  z  =  o ,  c ’ e s t - à - d ir e ,  e n  

d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  q u e  la  c o n s t a n t e

(216) f(o) =  am

d i f f è r e  de  z é r o .  S i  c e t t e  c o n s t a n t e  s ’ é v a n o u i s s a i t ,  le s  e x p i a s s i o n s  (2 0 0 )  

( 2 0 1 ) ,  ( ¿ 0 2 )  d e v i e n d r a i e n t  in f i n i e s ,  a in s i  q u e  le s  c o e f f i c i e n t s  ¿?0, § t e t  

le s  f r a c t i o n s  c o m p r i s e s  d a n s  le s  p r e m i e r s  m e m b r e s  d e s  f o r m u l e s  (2i3), 

( 2 1 4 ) ,  ( a i 5) .  O b s e r v o n s  d ’a i l l e u r s  q u e ,  a ,  ¡3, y ,  . . .  é t a n t  le s  r a c in e s
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de l’équation ( 35), on tirera de la formule ( ig 3)

(2I7)

et, par conséquent,

Pour montrer une application des formules qui précèdent, prenons 

( u 5 )  F ( s )  =  sins.

Alors, ainsi qu’on l’a déjà remarqué, l’expression (90) s’évanouira, 

et l ’expression (91) deviendra infiniment petite, si l’on attribue au 

module r  de la variable s  des valeurs de la forme r =  n-K, n  dési

gnant un nombre entier infiniment grand. Cela posé, on tirera de la 

formule (2 15)

(219)
f( ~ ) f f i  —  J { ( -  —.271/ \ 277
1 (o) f(o) f(o) f(o) 

ou, ce qui revient au même,

a S y . . .  . x  . x  . x
—  sin — sin -=· sm — · 

x m a p y

Au reste, on peut encore déduire la formule (220) : i° de l’équa

tion (214), en prenant F (s) =  20 de l’équation (120) combinée

avec la formule (217).

Dans le cas particulier où la fonction entière f(.s) a pour dernier 

terme l’unité, on trouve

(221) f(o )= i,

et la formule (220) donne simplement

( 2 2 3 ) s in — 
7 a

. x  . x
sin -=■  sm —P  y
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Si, dans les formules (220) et (223), on remplace x  par t.x , on en 

tirera

(324) f t ^ )  f(— x )  \  2 /  \  2 /  \  3 /  (  3 )  a |3y... . TT x  . Tt.r . t:x
[ l (o ) j2 |_l(o)]2 [ i ( ° ) ] ‘ %m x ,n et (3 y

et

<2, 5)

( 2 2 8 )

3 J \ 3 J  T.mx m a

Si, pour fixer les idées, on suppose

( 2 2 6 )  f ( x ) = X t ---  2 . T C O S 0 + I ,

on pourra prendre

(2 2 7 ) a =  cosÔ4-V—isin 0, (3 =  cos0 — \J— i sinS,

et l’équation ( 2 2 5 ) donnera

| ( i— 2 Æ'2C O S 2  0 +  ,Z'4) £ l  —  2  COS 2  0 +  J  — 2  COS 20 +  j-

e 2rors in0—  2  c o s  ( 2  7TÆ! COS 0 ) +  e" 

4 7T2x '2
27TiCsin6

Supposons encore

(229) F(s) =  coss.

Alors on tirera de la formule (214)

( 2 3 o ) f(o) f(o) . f(o)
f

IX
3 n

f ( o )

x x x
COS —COS.-â cos------« P y

Si l’on a, en particulier, f(o) =  1, on conclura de l’équation ( 23o), en 

y remplaçant x  par

( 2 3 i ) î ( x ) î ( - ^ x ) [
T Î X  7I X

• · · =  COS----COS —77 cos
2« 2 p

7T.r
2}/

Ainsi» par exemple, si la fonction f(a?) est déterminée par la for-

O Euvres d e  C . — S. II, t. IX* ^2
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mule (226), on aura

(232)
( I - ix"·· cosafl +  a:*) cos 2 9 + I —

e7t*sin0_|_ 2 cos(7ra;cos9 ) H- e-1“ 81"0

4 ~

I cos 2 9 +

Supposons encore 

(233) F(, ) = ! M i r = I .
1.2.3 1.2.3.4.5

--( z ) '  désignant une quelconque des deux valeurs de t propres à vérifie! 

la formule

( 2 3 4 )  i ! - î = 0 .

Les racines p., v, . . .  de l’équation ( 36).seront évidemment

(235) s — tx2, z — 4tc2. •s =  9,tc2> 5 — 25h!, . . . ,

et, par suite, la formule (214) donnera

t_ 1  I

Si, dans cette dernière, on remplace x  par t? x ,

1

(237) f(o) f(o) f(0)

on en tirera

Si d’ailleurs f(o) se réduit à l’unité, on aura simplement

1

(238) f ( * ) f m f i î
B i u * ( f )  8 i n * ( ! )  Bin« '*

_ _

7T

.y
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(239)

•Ainsi, par exemple, en prenant successivement

i ( x )  — 1 4 - x ,  f ( x )  +  x 1,

on trouvera

( , + * ) ( . + ! ) ( , + ! ) . . . = sin* w i '/=7
7r(#)2 v — 1

(2.̂ 0) (i +  ^ ) ! +
SU)

x  ,
.i +  v '-

V/“

1 / vil . r 1- (.z·)- sin 7T—
V/2

(^)2

TT .Z

puis on en conclura, en remplaçante par x 2,

K n) (1 +  e 2) ( 1+  1— ) ( 1 +
3 2 2UX

(9.42) (i +  e v) ( i  + •*4
¥

e1tx\jî . ■ 2  COS(tzx \/2) -7ÎX ̂ 5
4ti2̂ 2

La formule (241) s’accorde évidemment avec la première des équa

tions ( i 5 i ) .

Supposons enfin

(243) F (s) =  cos ( s ) 2 =  1 --- —
7 1 . 2 x . 2 . 3 . 4

Les racines X, p., v, . . .  de l’équation (36) seront évidemment

(244)
__ r 2 9  re2 ’ 25 7 i 2

“  T  S - ' ~ T ’

et, par suite, la formule (214) donnera

( 2 4 0 )
f(o) f(o) f(o)

Si, dans cette dernière, on remplace x  par 7~ >  on en tirera

( 2 4 6 )
f(o)  f ( o j  f(o)
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Si d’ailleurs f(o) se réduit à l’unité, on aura simplement

i  i/ nr·. \ 2 tt / \ 2

<*w ' < - > ' ( f ) f ( 3 ) - = « U : ) ' « " ï ( ; ) ' “ * ï ( 7

Ainsi, par exemple, en prenant successivement

f ( )  = :  I ¿27, f ( # ) = H - , r 2, . . . ,

on trouv era

(248) (i +  a?) ( I +  ( I+  ••• =  C0S^(a?)5\/̂ -7 j ,

( 2 4 9 )  O  ■ + * * )  ( t +  | )  ( i  +  ¿ )  · ■ ■ -  c o . [ ï i ± ^ I ( , ) * ]  COS 1

puis on en conclura, en remplaçant x  par æ2,

y/2
(■ »

( 2 5 o )
X

(I +  Æi) 1 + « , +  i î  · ' · -

( 2 5 i ) ( i  +  p̂ 4 ) 1 + ^  i - t - W
_ e l 2 COS (j-7Ï X \ p l ) - \ - e

Concevons maintenant que les fonctions f(.s), F (s), cessant l’une et 

l’autre d’être entières, soient déterminées par les formules

( 2.5 2 )

( 2 5 3 )

f(-s) =  cos(s)?,

F(,) =  ^ l ÿ ·

(-)*

Alors les racines a, ¡3, y, . . X, p, v, . . .  des équations (35) et ( 3G) 

coïncideront avec les valeurs de s  comprises dans les séries (244), 

( 235). De plus, l’expression

(254) [COS(s)2

(=)*sin(s)
12

s’évanouira généralement, si l’on attribue au module r  de la variable ^
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des valeurs infiniment grandes, mais sensiblement distinctes des ra-
i

cincs de l’équation sin (s)a — o. On pourra donc prendre, dans le 

théorème I, S =  o. Enfin, comme l’expression (204) s’évanouira 

encore, pour des valeurs infiniment petites de s  tellement choisies que 

les valeurs correspondantes du rapport ^ diffèrent sensiblement de
X

celles qui vérifient l’cquation co s^ ^  = 0 , 011 aura, d’après ce qui 

a été dit ci-dessus (voir le corollaire II du théorème I), X =  o ; et, par 

■ suite, l’équation (78), réduite à la formule (81), donnera

(255) X X X
COS — COS ---COS 7—

77 2 7 1  0 7 T

. ix . ix . nx sin — sin sin v—
7T o TT t)7T

2  X 2  X
•K 3 71

Si, dans la formule ( 255), on remplace x  par —  > on en tirera

( 2 0 6 )
x x x  

COS -  COS T COS 77 · 
2 4  b

o . x  f  . OS3 sin w 5 sin -=■sina? 3 5
x

puis, en écrivant x s j — i au lieu de x,  on trouvera

( 2 0 7 )

1 1 1  I I  1
- r  — — Jt· - x  —  r x  - x  — - x

e1 -i- e 2 e* H- e 4 e6 -H e 6
1 1 1• -J? 7* -  7X‘3 g-> — e 6

2
3 X

Ajoutons que, si l’on pose x  — \ r on conclura des formules ( 256) 

e t (257)
X
5" ’(258) cos — cos 7 cos^--- =  sint.3sin 5-5sinv ' a 4 6  3

et

(25g)

I _ 1 .1 _1 i  _i
e2 -t- e 51 e4-+- e 4 e" H- e 6

i  _ i  i
ei— e-1 . e 3 — e 3 e5 — e 6 -------- 3 ---------- 5----------

Si l ’on différentiait, par rapport à x ,  les deux membres de l’équa

tion ( 256), ou plutôt leurs logarithmes, on serait immédiatement 

ramené à la formule ( 3 i) du précédent article.
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C O R P S  S O L I D E S  O U  F L U I D E S
DANS LESQUELS

LA CONDENSATION OU DILATATION LINÉAIRE EST LA MEME EN TOUS SENS

AUTOUR DE CHAQUE POINT.

~“r̂ ' ~ i—

Concevons qu’un corps solide ou fluide vienne à changer de forme, 

et que par l'effet d’une cause quelconque il passe d’un premier étal 

naturel ou artificiel à un second état distinct du premier. Rapportons 

tous les points de l’espace à trois axes rectangulaires, et supposons 

que le point matériel correspondant aux coordonnées x,  y ,  z  dans le 

second état du corps soit précisément celui qui, dans le premier état, 

avait pour coordonnées les trois différences

x  — ÿ  — «\, z —K.

Si l ’on prend x ,  y ,  z pour variables indépendantes, Ç, rj, £ seront des 

fonctions de x,  y ,  z  qui serviront à mesurer les déplacements du point 

que l’on considère parallèlement aux axes des coordonnées. Soient 

d’ailleurs r le rayon vecteur mené dans le second état du corps d’une 

molécule m  à une autre molécule très voisine m', et a, ¡3, y les angles 

formés par le rayon vecteur r  avec les demi-axes des coordonnées posi

tives. Si l’on désigne par
/■

l+B

la distance primitive des deux molécules m, m', la valeur numérique 

de e sera la mesure de ce que nous avons nommé la dilatation ou con

densation linéaire du corps suivant la direction du rayon vecteur /·, sa-
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voir, de la dilatation linéaire si z est une quantité positive, et de la 

condensation ou contraction linéaire dans le cas contraire. Cela posé, 

on aura, en vertu des principes exposés dans le IIe Volume [p. 60 

et suiv. ( 1 )],

puis on en conclura, en admettant que les déplacements -/¡, '( soient 

très petits,

Or on peut demander quelles conditions doivent remplir !·, yj, consi

dérés comme fonctions de x ,  y ,  z, pour que la condensation ou dilata

tion linéaire du corps reste la même en tous sens autour de chaque 

point. Tel est l ’objet dont nous allons maintenant nous occuper.

Soient z', e", z" les dilatations linéaires mesurées parallèlement aux 

axes des x ,  y ,  z. On aura, en vertu de la formule (2),

En supposant ces dilatations linéaires égales entre elles, on obtiendra 

la condition

( 2) <

( 3 )
_  d n  dt,

dx O y  dz ’

et par suite l ’équation (2) donnera

( 1 ) OEuvrex de Cauchy, S.  II, I · V U ,  p .  82 e t  sui v .
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Donc, si la dilatation linéaire z reste constamment égale à z', on aura, 

pour des valeurs quelconques de a, ¡3, y,

(du dK\ » (à ï  d\\ (d\ dn\
(3) U  + ^JC0SÎ3c0Ŝ hV  ̂+ ^JCOS7C0Sa+(ÿ  + ^ JC0S5tC0Sp==°

En posant successivement, dans la formule ( 5), a =  [3 =  y =  

on en tire

(6)
djn <K 
d z  d y

—  o,
dl

d x  à
de, d-n

——  -4 — · i+ t : - ° >  dp + d ¿ ~ 0·

Ainsi, pour que la valeur de £ devienne indépendante des angles oc, (3, 

y, il est nécessaire que les déplacements £, v), Ç, considérés comme 

fonctions de x,  y ,  z, vérifient les conditions (3) et (6). Réciproque

ment, si ces conditions sont vérifiées, £ sera indépendant des angles a, 

(3, y, et l ’on tirera de la formule (2)

(r.\ , — —
' 1 d x  d y  d z

Il est facile de s’assurer que, dans le cas où les conditions (3) et (G) 

sont vérifiées, la distance £ se réduit à une fonction linéaire de x , y ,  z. 
En effet, concevons que l’on différentie la première des équations (6) 

par rapport à x ,  la deuxième par rapport à y ,  la troisième par rapport 

à z, on trouvera

,s , J l L - c  -  J I L  + J ï i l -
 ̂ d z  d x  d x  d y  ’  d x  d y  d y  d z  ° ’ d y  d z  d z  d x  °  

et, par conséquent,

, . d ' I  _  _ ^ L _ n _
d y  d z  ° ’ d z à x  ’ d x d y  ° ’

puis, en différentiant la première des équations (9) par rapport à x ,  la 

deuxième par rapport à y , la troisième par rapport à z, et ayant égard 

.à la formule (7), on obtiendra les suivantes :
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.Au contraire, si l ’on différentie deux fois de suite la première des 

équations (6) par rapport aux variables y  et -, la deuxième par rap

port aux variables s et x,  la troisième par rapport aux variables x  et y, 

et si l’on a toujours égard à la formule (7), on trouvera

à 2s d 2s   d 2s à 2s _  d 2E d 2E  

d ^ ^ d ÿ 2 ^ 0 ’  d F i  +  d 7 2 ~  ° ’  d ÿ 2 +  d x 2 ~ 0 ;

puis on en conclura

(>a) <9* e   à 2E   d2s  

dx2 ~  ° ’ d f ~ ° ’ d ?  ~~ °'

Or on tire des formules (10) et (12)

et, par conséquent,

0 4 )

(.5)

( 1 6 )

dî ds . ds

dx ày dz

ds —  a d x  -+- b d y  - y  c dz,

e — a x  +  h y  -t- cz  4- k,

a, b, c, k  désignant des quantités constantes. On peut donc énoncer la 

proposition suivante :

Théorème. — Si un corps solide ou fluide vient à changer de forme, de 
manière que la condensation ou dilatation linéaire reste très petite et soit 
la même en tous sens autour de chaque point, cette dilatation ou conden
sation ne pourra être qu’une fonction linéaire des coordonnées x , y ,  z.

La valeur de e étant déterminée par l’équation (16), on déduira sans 

peine les valeurs de ç, ï] et Ç de la formule (7) combinée avec les 

- équations (6); et, comme celles-ci donneront

. ' ôe _  d2t __
' 1 ^ '  dy2 dz2 dx C’’ dy dz ° ’

OF.uvres de C. — S.ÏI, 1. IX. 33
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on trouvera

/ l  =  ( a x  b y  + cj + k ) x  —  + + -+- h y  — g s  + /,
(18) l-n —  ( a x - ¡ r b y  +  c z - h k ) y  —  l b { x i +  y í + z í ) - ! r f z  —  hx . - i r i n ,  

\ Ç =  ( a x  -h b y  -h e s  +  k ) s  - i c f j '  + Z  + j1) -+- g x  — f y  4 - n,

J , gt h> m¡, n  désignant encore des quantités constantes.

ŜiîÇs—
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SUR DIVERSES PROPOSITIONS

RELATIVES

A L’ALGÈBRE ET A LA THÉORIE DES NOMBRES.

I)cs recherches entreprises sur la résolution des équations binômes 

m’ont conduit à reconnaître qu’il existe des relations dignes de re

marque entre les quantités désignées dans la théorie des nombres sous 

le nom de racines primitives et d’autres quantités que renferment les 

produits de certaines expressions algébriques. D’ailleurs, l ’analyse par 

laquelle je suis parvenu à découvrir ces relations m’a offert le moyen 

de résoudre facilement certaines équations indéterminées, et m’a 

fourni des théorèmes qui paraissent mériter l’attention des géomètres. 

Je consacrerai plusieurs articles au développement des principes sur 

lesquels repose cette analyse; mais, comme ce développement exige la 

connaissance préliminaire de diverses propositions relatives à l’Al

gèbre et à la théorie des nombres, je commencerai par établir les pro

positions dont il s’agit. J’indiquerai en même temps plusieurs consé

quences nouvelles que l’on peut en déduire.

Soit n  un nombre entier quelconque. Je dirai que les quantités en

tières, positives ou négatives, h et k sont équivalentes suivant le module 
n, lorsque la différence h — k ou k — h sera divisible par n, et j ’indi

querai cette équivalence, nommée congruence par M. Gauss, à l’aide de 

la notation
h = k  (mod.rc),

employée par ce géomètre. Cela posé, si l’on vérifie la formule 

( i )  a Qx m +  a t x " 1- '  H- a%x m~ î - + . . .+ am_xx  + a m=  o (mod.n),
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dans laquelle m  désigne un nombre entier et a0, a,,  . . . ,  am des 

quantités entières, en attribuant à x  les valeurs entières

X  = =  X t ,  X  —  x 29 . . . ,

on la vérifiera encore en prenant

x  —  x l ±  n i ,  x  ■ =. æ 2 ±  n j ,  . . . ,

i , j  désignant des nombres entiers, ou, ce qui revient au même, en 

prenant
x  ~  x if x  == x 2> . . .  ;

e t x {, x a, . . .  seront des racines de la formule (i) . Mais deux quel

conques de ces racines., par exemple, x {, x a ne seront considérées 

comme distinctes que dans le cas où elles ne seront pas équivalentes 

suivant le module n. Ajoutons que les notations

représenteront les valeurs de x  propres à vérifier les formules

k x  —  h ,  k m x  =  l i ' ,  . . . .

Soit maintenant p  un nombre premier quelconque. Je dirai, avec 

M. Poinsot, que p est une racine primitive de l’équation

( 2  )  X n — \ ,

et r  une racine primitive de l’équivalence 

(3) x n = i  (mod./j),

lorsque p” sera la plus petite puissance de p qui se réduise à l’unité, et 

rn la plus petite puissance de r  équivalente à l ’unité suivant le mo

dule p . Ces définitions étant admises, on établira sans peine, sur les 

racines des équations et des équivalences, les propositions suivantes, 

dont la plupart étaient déjà connues ( ')  :

( ’ ) On peut consulter,.à ce sujet, divers Mémoires d’Euler et de Lagrange; l’Ouvrage de 
M. Gauss, intitulé : D isq u isition es a rith m eticœ ; la T h éorie  d es nom bres de M. Legendre; 
un travail de M. Poinsot, inséré dans le tome V des M ém oires d e  l ’ A c a d é m ie  des S cien ces, 
et les M ém oires d e  M a th ém a tiq u es  publiés par AL Guillaume Libri.
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Théorème I. — Soient m un nombre entier, p un nombre premier, et a0, 
ci,, a,, . . . ,  am des quantités entières. La formule

( 4 ) a 0x m -t- a i x m~'· +  . . .  -I- a m^ t x  +  a m =s. o  ( m o d . p )

n’admettra jamais plus de m racines distinctes.

Démonstration. — En effet, soient oc,, x 2> ···» m racines dis

tinctes de la formule ( 4). On aura identiquement

a 0x " ‘ -t- h- ,  . . -|- a m-.\ X \ H- cims  o (mod./i).

En substituant la valeur de am, tirée de cette dernière équivalence, 

dans la formule (4), on trouvera

(5)
a 0x m - h  a!a?"'- 1 -h. . a m- .xx  -h a m 

== a 0( x "‘—  x " 1) +  a t( x m~'—  x " l~ l ) =  — *»i).

P, désignant un polynôme qui aura pour premier terme le produit 

ai)x ,n~', et qui sera équivalent à zéro pour x  =  x .2, poura? =  a?3, etc. 

On trouvera de même

(6) P j=  (x  — a?,)P„ P2=  (x  — X3)P3..............  P"»=(Æ m,

P2, P3, . . . ,  P,„_(, Pm désignant des polynômes dont les premiers 

termes seront a^x"1*-, a0x "‘~ 3........aax, a0, en sorte qu on aura sim

plement

(7) P/n=«0·

D’ailleurs, en vertu des formules ( 5), (0 ), (7), on aura, quel que 

soit x,

( 8 )  . . 4 - a m ^ x  +  a m =  a 0 ( x  —  « 1 ) ( x  —  #«)■  · ~  x m ) ·

Donc l’équivalence ( 5) pourra s’écrire comme il suit :

( 9 )  a „ ( x  — X i ) ( x  — Xi) ( x  —  . . { x  — oom) ^  °.

Or cette dernière ne peut être vérifiée qu autant que 1 on prend
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Corollaire. — La formule (8) devant subsister, quel que soit ¿tr, en

traîne évidemment les suivantes

a, = —  a <i{ x l +  (mod.p),

a 2 =  a 0 ( « ,« 2 +  x i x „ , +  X i X 3+ . . . +  ¿ C j . r x m^ x m),

........................................................................... »........ ....................f
(Z/ji= —!— (Zq i3?2 £C<l . · . Xm j

lorsque le nombre m ne surpasse pas le module p.  Alors, en effet, si 

les conditions- (io) n’étaient pas remplies, la formule (8), dans la

quelle le second membre, développé suivant les puissances descen

dantes de la variable x ,  a pour premier terme anx'n, se réduirait à une 

équivalence d’un degré inférieur à p,  et pourtant cette équivalence 

devrait admettre autant de racines que la division d’un nombre entier 

par/? peut fournir de restes différents, c’est-à-dire p  racines distinctes. 

Or cette conclusion ne s’accorderait pas avec le théorème I.

Scolie. — Lorsque l’équation (i)  est du premier degré ou do la 

forme

(11) a ^ x  - ) - « !=  o (mod./i),

elle ne peut admettre qu’une seule racine, et elle en admet toujours 

une, représentée par la notation

( 1 2 ) x  = ------ ,
«0

excepté dans le cas où la fraction — > réduite à sa plus simple exprès- 

sion, conserverait un dénominateur qui ne serait pas premier à n % En 

effet, l’on pourra toujours trouver des nombres entiers x  et y  propres 

à vérifier la formule

(13) a 0x  -f- « ! =  n y ,

à moins que a0 et n ne soient simultanément divisibles par un nombre 

qui ne diviserait pas a , .

T h é o r è m e  II. — Supposons que la formule ( 4 )  admette m racines dis-
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tincles. Soit d ’ailleurs P un polynôme qui divise exactement le premier 
membre de cette formule. Le nombre des racines distinctes de l ’équiva
lence

04) P==o (înod./O

sera précisément égal au degré du polynôme P.

Démonstration. — Soit Q la quantité qu’on obtient en divisant par P 

le premier membre de la formule ( 4). Cette formule pourra s’écrire 

comme il suit

(i5) PO =  o (mod./>),

et, par conséquent, chacune des racines x  =  x K, x  =  x.,, . . . ,  x  '= x m 
vérifiera l’une des équivalences

06) Ps=o, Q==o' (mod./?).

Soit d’ailleurs p. le degré du polynôme P. m  — p. sera le degré du poly

nôme Q, et, comme le nombre de celles des quantités a?,, x 2, . . . ,  x ni 
qui satisferont à la seconde des formules (iG) ne pourra surpasser 

m — pi, le nombre de celles qui satisferont à la première ne pourra 

devenir inférieur à pt.. Donc ce dernier nombre sera nécessairement 

égal au degré p. du polynôme P.

T héorème III. —  Soit p  un nombre premier quelconque. La formule

(17) xp- ‘ = i (mod. p)

admettrap — 1 racines distinctes, respectivement équivalentes aux nombres 
entiers

(18) 1, 2, 3, p — 1.

Démonstration. — En effet, si l ’on prend pour x  un quelconque de 

ces'nombres entiers, on trouvera

xt’={\ +  x — i)P= 1 ■+■ (x — i)p (mod. p)

et, par conséquent,

^  — a: s  (a; — 1 )p — (a? — 1 ) s  (jî — 2)"— (a: — 2) = . . .  =  2p— 2 =  ip — ï ^  0
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ou, ce qui revient au même,

x ( x p~'— i ) s o ;

et, comme x  ne sera pas divisible par/», on en conclura 

( 1 9 ) x p - 1 —  1 =  0 (mod. p ) .

Le théorème compris dans la formule (17) ou (19) est dû à Fermât.

Corollaire. — Comme, pour faire coïncider la formule ( 4) avec 1 c- 

quivalencc (17), il suffit de prendre

m = p — 1 , «0 =  i, «1 =  0 , «2 =  0 , ..., «M-i— am—  ' >

on aura, en vertu des formules (10) et du théorème II f,

I I +  a +  3 + .  . . +  { p  —  0  =  0 (mod. p ) ,

1
1 . 2  -+ -1 .3  + . . .  +  1 ( p  —  i ) + a . 3 + . . .

-H 2  ( p  —  1 ) H - . . . +  {p —  2 ) (p —  1 ) =  o,

•................... ............ .......................... .

1 . 2 . 3 . . . ( / >  —  2 ) (p  —  1 ) = —  I.

La dernière des formules (20) peut encore s’écrire ainsi qu’il suit 

( 2 1 ) i . 2 . 3 . . . ( / >  —  2 ) ( p — - i ) + i  =  o (mod. p ) ,

et comprend le théorème de Wilson.

T héorème IV, — Soient p  un nombre premier et n un diviseur de p  —  1 . 

La formule

(3) x ' l s i  (mod. p )

admettra n racines distinctes.

Démonstration. — Soit

p  —  1 —  n m.

( 2 2 )

Le binôme

(2 3 ) ¿fP-1 — i =r ¿c,lVJ I
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s e r a  d i v i s i b l e  p a r  le  b in ô m e
X n  —  T .

D o n c ,  p u i s q u e  la  f o r m u l e  ( 1 9 )  a d m e t/?  —  1 r a c i n e s  d is t in c t e s ,  l ’ é q u i 

v a l e n c e

(24) x n — 1 =  0 (mod. p )

o u  la  f o r m u l e  ( 3)  a d m e t t r a  n r a c i n e s  d i s t i n c t e s ,  en  v e r t u  d u  th é o 

r è m e  111.

T héorème Y. — Soient m, n deux nombres entiers quelconques, co leur 
plus grand commun diviseur, et q un nombre premier ou non premier. 
Toute racine commune des deux équations

(25)  X m — l ,  x n— \ 

vérifiera encore l ’équation

(26) x u>= i ;

et toute racine commune aux deux équivalences

(27) x m =  1, x ' l ==i  (mod./)

vérifiera encore la formule

(28) xw=  1 (mod. /).

Démonstration. —  co é t a n t  l e  p l u s  g r a n d  c o m m u n  d i v i s e u r  d e  m  et  

d e  n, on  p o u r r a  t r o u v e r  d e s  q u a n t i t é s  e n t iè r e s  u et  v p r o p r e s  à v é r i f ie r  

la  c o n d i t i o n

( 29 ) m u  — nv — w.

C e la  p o s é ,  on  t i r e r a  d e s  é q u a t i o n s  ( 25) 

ou
x mu—  a;«*· —  x nv{x ,i>—  1 ) =  O,

p a r  c o n s é q u e n t

(3o) x ' à — l  — o ;

O E uvres d e  C . — S. Il, t. IX. 34
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et  d e s  f o r m u l e s  ( 2 7 )

x mu== 1 =  x nv (m od .  q ) 
ou

æmu— ;£«<’=  x n{' { x u>— 1 ) =  o ( mo d .  q) ,

p a r  c o n s é q u e n t

( 3 i) x® — 1 = 0  (mod.  q).

O r  l ’é q u a t io n  ( 3o )  c o ï n c i d e  a v e c  l ’ é q u a t i o n  ( 2 6 ) ,  e t  la  f o r m u l e  ( 3i )  

a v e c  la  f o r m u l e  ( 2 8 ) .

Corollaire. —  C o m m e  t o u t e  r a c i n e  n o n  p r i m i t i v e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 )  

o u  de  l ’é q u i v a l e n c e  ( 3) ,  d a n s  l a q u e l l e  p  d é s i g n e  u n  n o m b r e  p r e m i e r ,  

v é r i f ie r a  u n e  a u t r e  é q u a t i o n  d e  la  f o r m e

X m =  I

ou u n e  é q u i v a l e n c e  d e  la  f o r m e

x m ==i (mod./?),

m  é t a n t  <  n, i l  s u i t  d u  t h é o r è m e  Y  q u ’ u n e  s e m b l a b l e  r a c i n e  d e v r a  

e n c o r e  v é r i f i e r  l ’é q u a t i o n

( 3 2 ) ¿e<0= I  

o u  l ’é q u i v a l e n c e

(33) a?“=i (mod./?),·

ce é t a n t  u n  n o m b r e  e n t i e r ,  d i v i s e u r  d e  n, m a is  i n f é r i e u r  à n . D o n c ,  s i  

l ’ é q u a t i o n  ( 2 )  o u  l ’ é q u i v a l e n c e  ( 3)  a d m e t  d e s  r a c i n e s  n o n  p r i m i t i v e s ,  

a u t r e s  q u e  l ’u n i t é ,  n  n o  p o u r r a  ê t r e  u n  n o m b r e  p r e m i e r .

T héorème Y I . —  Soit n  un nom bre entier quelconque. L ’équation

(2) Xn= l

adm ettra autant de racines prim itives q u ’il y  a  de nombres entiers prem iers 

à n , mais inférieurs à n  ; et, si l ’on suppose

( 34) n  =  a a bPcY. . . ,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A L’ALGEBRE ET A LA THEORIE DES NOMBRES. 267

a, b, c . .. étant les facteurs premiers de n, chacune des racines primitives 
de l ’équation ( 2 )  sera le produit de plusieurs facteurs u, v, w, . . . ,  qui 
serviront de racines primitives aux équations

(35) «““ =  1 , w’cï= i ,  . . . .

Démonstration. — S i  n e s t  u n  n o m b r e  p r e m i e r ,  t o u t e s  les  r a c in e s  

d e  l ’é q u a t i o n  ( 2 ) ,  a u t r e s  q u e  l ’ u n i t é ,  s e r o n t  p r i m i t i v e s ,  en  v e r t u  du  

c o r o l l a i r e  q u i  p r é c è d e .  L e  n o m b r e  d e  c e s  r a c in e s  p r i m i t i v e s  s e r a  é v i 

d e m m e n t  n — 1.

S i  n e s t  u n e  p u i s s a n c e  d ’ un  n o m b r e  p r e m i e r  a ,  c ’ e s t - à - d ir e  d e  la  

f o r m e

(36) n =  aa,

a lo r s  to u te  r a c i n e  n o n  p r i m i t i v e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 )  ou

(37)

v é r i f i e r a  l ’ é q u a t i o n

(38)

x a =  1

X — I,

p u i s q u e  to u t  n o m b r e  d i v i s e u r  d e  aa, m a is  i n f é r i e u r  à a“ , d iv i s e r a  n é 

c e s s a i r e m e n t  aa~l . D o n c  le s  r a c i n e s  n o n  p r i m i t i v e s  d e  l ’ é q u a t io n  ( 2 )  

s e r o n t  a lo r s  e n  n o m b r e  é g a l  à aa~'. L e s  r a c i n e s  r e s t a n t e s ,  d o n t  le 

n o m b r e  a u r a  p o u r  m e s u r e  la  d i f f é r e n c e

( 3 9 ) aa — aa—1 =  aa—1 (a — 1) =  h (̂ 1—. - 

s e r o n t  t o u t e s  p r i m i t i v e s .

S i  n  n ’ e s t  p a s  u n  n o m b r e  p r e m i e r ,  n i  u n e  p u i s s a n c e  d ’ un n o m b r e  

p r e m i e r ,  o n  p o u r r a  d é c o m p o s e r  n e n  d e u x  f a c t e u r s  h, k p r e m i e r s  e n tr e  

e u x ,  e t ,  p o u r  v é r i f i e r  l ’ é q u a t i o n  ( 2 )  o u

( 4o )

i l  s u f f i r a  d e  p r e n d r e

rhk —- i

( 4 0 x — yz
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y ,  z  é t a n t  d e s  r a c in e s  d e s  d e u x  é q u a t i o n s

(42) y h=  i,

( 4 3 ) a *  =  i .

J’ a jo u t e  q u e ,  s i ,  d a n s  la  f o r m u l e  ( 4 i ) ,  on s u b s t i t u e  s u c c e s s i v e m e n t  à y  
t o u t e s  l e s  r a c in e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 4 2 ) ,  e t  à z  t o u t e s  le s  r a c in e s  d e  l ’ é 

q u a t io n  ( 4 3 ) ,  o n  o b t ie n d r a  t o u t e s  le s  r a c in e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 4 ° ) ·  E n  

e f fe t ,  le  n o m b r e  d e s  r a c in e s  d e  l ’ é q u a t io n  ( 4 2 )  é t a n t  é g a l  à h, e t  le  

n o m b r e  d e s  r a c in e s  d e  l ’é q u a t i o n  ( 4 3 )  é g a l  à k, le  n o m b r e  d e s  v a l e u r s  

d e  æ, d é d u i t e s  d e  la  f o r m u l e  ( 4 0 >  s c r a  é g a l  a u  p r o d u i t  hk, c ’ e s t - à - d ir e  

a u  n o m b r e  d e s  r a c in e s  d e  l ’ é q u a t io n  ( 2 )  o u  ( 4 ° ) ;  e t d ’ a i l l e u r s  i l  e s t  

f a c i le  d e  s ’ a s s u r e r  q u e  c e s  v a l e u r s  s e r o n t  t o u t e s  d is t in c t e s  l e s  u n e s  d e s  

a u t r e s .  C a r ,  s i  l ’ on d é s i g n e  p a r / , , y 2 d e u x  r a c in e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 4 2 ) ,  

p a r s , ,  s 2 d e u x  r a c in e s  d e  l ’ é q u a t io n  ( 4 3 ) ,  e t  si l ’ on s u p p o s e

o n  e n  c o n c l u r a

yiZi =  ytXt,

_  *1 
7 )

(L· Y
\y 1/

z .  \  k 7kZI
19k2

=  i;

e t ,  c o m m e  o n  a u r a  d ’a u t r e  p a r t

i l  e s t  c l a i r  q u e  le  r a p p o r t  ^  s e r a  u n e  r a c in e  c o m m u n e  d e s  d e u x  é q u a 

t io n s
x n

p a r  c o n s é q u e n t ,  l a  r a c i n e  u n i q u e  d e  l ’ é q u a t i o n

X  —  l ,

p u i s q u e  h e tÆ  n ’ o n t  d ’ a u t r e  c o m m u n  d i v i s e u r  q u e  l ’ u n i t é .  O n  t r o u v e 

r a i t  d o n c  a lo r s

=
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• e t  d e  m ê m e

D o n c  le s  v a l e u r s  de  x  f o u r n i e s  p a r  l ’ é q u a t i o n  ( 4 i ) ,  e t  c o r r e s p o n d a n t e s  

à d e s  s y s t è m e s  d iv e r s  d e  v a l e u r s  d e  y  e t  d e  z, s e r o n t  t o u t e s  d is t in c te s  

le s  u n e s  d e s  a u t r e s ,  e t  r e s p e c t i v e m e n t  é g a le s  a u x  d iv e r s e s  r a c in e s  de 

l ’ é q u a t io n  ( 4 o ) .

E n f in  i l  e s t  c l a i r  q u e  le  p r o d u i t  y z  s e r a  u n e  r a c in e  p r im it iv e  de 

l ’ é q u a t i o n  ( 4 o ) , ·  l o r s q u e  y ,  z  s e r o n t  d e s  r a c in e s  p r i m i t i v e s  d e s  é q u a 

t io n s  ( 4 *)> ( 4 2 ) .  E n  e f fe t ,  s o i t  m le  d e g r é  d e  la  p l u s  p e t i t e  p u is s a n c e  

d e y z  q u i  s o i t  é q u i v a l e n t e  à l ’ u n i t é .  C o m m e  le  n o m b r e  m d e v r a  d iv is e r  

le  p r o d u i t  hk, o n  a u r a  n é c e s s a i r e m e n t

m =  st,

s d é s i g n a n t  u n  d i v i s e u r  d e  h e t  t u n  d i v i s e u r  de  k. D e  p l u s ,  en  é le v a n t  

c h a q u e  m e m b r e  d e  la  f o r m u l e

( 4 4 ) (?*)“=  i.

k
à la  p u i s s a n c e  e n t i è r e  d u  d e g r é  j> on en  t i r e r a

(yz)*k=  i

e t ,  p a r  c o n s é q u e n t ,

(45) y sk— i.

O r  le s  f o r m u l e s  ( 4 2 )> ( 4 5 )  d e v a n t  s u b s i s t e r  s i m u l t a n é m e n t ,  e t  s é ta n t  

l e  p l u s  g r a n d  c o m m u n  d i v i s e u r  d e s  n o m b r e s  h e t  sk, on e n  c o n c l u r a

(46) y s— i·

O n  t r o u v e r a  d e  m ê m e

(47) z ‘ =  i.

D o n c  la  f o r m u l e  ( 4 4 )  e n t r a în e  le s  fo r m u le s  ( 4 6 )  e t  ( 4 7 ) ·  D ’ a i l l e u r s ,  si 

y  e t  z  s o n t  d e s  r a c in e s  p r i m i t i v e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 4 2 )  e t  ( 4 6 ) ,  l e s  e x p o 

s a n ts  s, t, d a n s  le s  f o r m u l e s  ( 4 6 ) ,  ( 4 7 ) »  n e  p o u r r o n t  d e v e n i r  i n f é r i e u r s ,  

le  p r e m i e r  a u  n o m b r e  h, le  s e c o n d  a u  n o m b r e  k. D o n c  a lo r s  la  p lu s
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p e t i t e  v a l e u r  q u e  l ’on p u is s e  a t t r ib u e r  à m s e r a  m =  hk, e t ,  p a r  c o n s é 

q u e n t ,  x  s e r a  u n e  r a c in e  p r i m i t i v e  d e  l ’ é q u a t io n  ( 4 o ) .  A j o u t o n s  q u e ,  

s i  le s  fa c t e u r s  j ,  z  n e  s o n t  p a s  t o u s  d e u x  d e s  r a c in e s  p r i m i t i v e s  d e s  

é q u a t i o n s  q u ’ i ls  v é r i f ie n t ,  le  p r o d u i t  y s  n e  s e r a  p a s  n o n  p l u s  u n e  r a 

c i n e  p r i m i t i v e  d e  l ’ é q u a t io n  ( 4 o ) ,  p u i s q u ’ e n  s u p p o s a n t  r e m p l i e s  le s  

d e u x  c o n d i t i o n s  s <^h, t <^k, o u  l ’ u n e  d ’ e n tr e  e l le s ,  o n  p o u r r a  d e s  f o r 

m u l e s  (4 6 )»  ( 4 7 )  d é d u i r e  i m m é d i a t e m e n t  la  f o r m u l e  (4 4 )>  d a n s  l a 

q u e l le  on a u r a  si <  hk.
S o i e n t  m a i n t e n a n t  a, b, c, . . .  l e s  fa c t e u r s  p r e m i e r s  d e  n, en  s o r te  

q u ’o n  a it
n  =  a a b$ e t . . . .

D ’ a p r è s  c e  q u ’ o n  v i e n t  d e  d ir e ,  o n  o b t ie n d r a  le s  r a c i n e s  p r i m i t i v e s  d e  

l ’ é q u a t i o n  ( 1 )  en  m u l t i p l i a n t  c e l le s  d e  l ’ é q u a t io n  ( 3 7 ) ,  q u i  s o n t  en 

n o m b r e  é g a l  à aa~'(a  —  1 ) ,  p a r  c e l le s  d e  l ’ é q u a t io n

rpb̂ cl... _

D e  m ê m e ,  o n  o b t ie n d r a  c e s  d e r n i è r e s  en  m u l t i p l i a n t  c e l l e s  d e  l ’é 

q u a t io n

q u i  s o n t  en  n o m b r e  é g a l  à b$~'(b —  1 ) ,  p a r  le s  r a c in e s  p r i m i t i v e s  d e  

l ’ é q u a t io n

' a?eT···— 1.

E n  c o n t i n u a n t  d e  la  m ê m e  m a n i è r e ,  on f in ir a  p a r  r e c o n n a î t r e  q u e  

c h a q u e  r a c in e  p r i m i t i v e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 )  e s t  le  p r o d u i t  d e  p l u s i e u r s  

f a c t e u r s  u, v, w,  . . . »  q u i  s e r v e n t  d e  r a c in e s  p r i m i t i v e s  a u x  é q u a 

t io n s  ( 3 5 ) ;  e t ,  c o m m e  le s  p r o d u i t s  d e  c e t t e  e s p è c e  s e r o n t  t o u s  d is t in c t s  

le s  u n s  d e s  a u t r e s ,  i l  e s t  c l a i r  q u e  le  n o m b r e  de  c e s  p r o d u i t s  o u  l ’ e x 

p r e s s i o n

(48) N=;aa_1 . .(a —1)(6 —j)(c— 1),.. ^  1̂— ^  ̂ 1 — - ¿ j· ··

i n d i q u e r a  p r é c i s é m e n t  le  n o m b r e  d e s  r a c i n e s  p r i m i t i v e s  d e  l ’ é q u a 

t io n  ( 2 ) ,
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Si dans le produit u, v, w , . . .  on faisait entrer successivement toutes 

les racines primitives ou non primitives des équations (35), on obtien

drait évidemment pour résultats toutes les racines primitives ou non 

primitives de l’équation (2).

Scolie I. — Soit p une racine primitive de l’équation (2). Les di

verses puissances de p, d’un degré inférieur à n, savoir

(4 g) p° — i, p, pS pS ···,  p't-1>

seront évidemment des racines de la même équation. De plus, ces ra

cines seront distinctes les unes des autres. Car, si l’on suppose

p'= pm,

m étant inférieur à n, et / égal ou inférieur à m, on en conclura

p

par conséquent, m — l =  o on m — l, puisque, p étant racine primitive, 

aucune puissance de p, d’un degré différent de zéro, et inférieur à n, 
n’aura pour valeur l’unité. Donc la suite (49) comprendra toutes les 

racines de l’équation (2). De plus, si les nombres n et m <  n ont un 

commun diviseur w >  1, alors, en prenant

X —  pm,

on vérifiera, non seulement l’équation (2), mais encore la suivante

n
¿rw =  i,

et, par conséquent, x  =  pm ne sera pas une racine primitive. Donc les 

seules puissances de p qui pourront servir de racines primitives à l’é

quation (2) seront celles qui offriront des exposants premiers à n. Il 

est d’ailleurs facile de s’assurer que, si m est premier h n, x  ~  pm sera 

une racine primitive. Alors, en effet, si l ’on désigne par

x s— pms

la plus petite puissance de x  qui se réduise à l’unité, le plus grand
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commun diviseur de ms et de n sera le même que celui de s et de n. 

Or, en vertu du théorème V, la puissance de p, dont l’exposant sera 

égal à ce plus grand commun diviseur, aura pour valeur l’unité; et, 

puisque p est une racine primitive, l’exposant dont il s’agit ne pourra 

offrir un exposant inférieur à n. Donc la plus petite valeur qu’on 

puisse attribuer à s doit être divisible par n, et ne saurait différer de 

s — n; d’où il résulte quen; =  pm sera, dans l’hypothèse admise, une 

racine primitive de l’équation (2).

Scolie IL — Puisque les diverses racines primitives de l’équa

tion (2) sont respectivement égales aux diverses puissances de p dont 

les exposants sont premiers à p, mais inférieurs à n, l ’expression (48) 

indique certainement combien il y a de nombres entiers premiers à n, 

et plus petits que n. C’est, au reste, ce qu’il serait facile de prouver 

directement.

Théorème VII. — Soient p un nombre premier quelconque et n un 

nombre entier diviseur de p — x. L’équivalence

( 2 ) x n=  1 (mod. p)

admettra autant de racines primitives quil y a de nombres entiers premiers 

à n, mais inférieurs à n; et, si l’on suppose

(34) n = a ab?p'f..

a, b, c, . . .  étant les facteurs premiers de n, chacune des racines primi

tives de l ’équivalence (3 ) sera le produit de plusieurs fadeurs u, v, vv, ... 

qui serviront de racines primitives aux équivalences

(50) «<““= ! ,  c*?= i ,  w ^ ^ i ,  ... (mod./>).

Démonstration. — Pour établir le théorème VII, il suffit de rem

placer, dans la démonstration que nous avons donnée du théorème VI, 

le signe =  par le signe = ,  en prenant le nombre p pour module.

Scolie I. — Soit r une racine primitive de l’équivalence ('3). Les 

diverses puissances de r d’un degré inférieur à n, savoir

(51) r ° = i ,  r, r\ r3, ..., rn~',
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seront évidemment des racines de la même équivalence. De plus, ces 

racines seront distinctes les unes des autres. Car, si l’on suppose

r '= r m (mod./?),

m étant inférieur à n, et l égal ou inférieur à m, on en conclura

=  i (mod./ ĵ,

par conséquent m =  l. Donc la suite ( 5 1) comprendra toutes les ra

cines de la formule ( 3). De plus, si les nombres n  et m < ^n  ont un 

commun diviseur ω >  i , alors, en prenant

cc=rm (mort./?),

on vérifiera, non seulement la formule (3), mais la suivante

n
¿εω==ι (mod./ü),

et, par conséquent, ne sera pas une racine primitive. Donc les

seules puissances de r  qui pourront servir de racines primitives à la 

formule ( 3) seront celles qui offriront dès exposants premiers à n. 
Enfin, comme le nombre N des racines primitives est précisément égal 

au nombre des puissances de r  qui offrent des exposants premiers a n, 
mais plus petits' que n, on' peut affirmer que chacune de ces puis

sances sera une racine primitive. C’est d’ailleurs ce qu’il serait facile 

de prouver directement.

Scohe IL — Lorsque n  devient égal a p  — i, les racines primitives 

de l’équivalence ( 3) réduite à la forme

χρ~ι =  i (mod.js)

sont ce qu’on appelle les racines primitives du nombre premierp.  Cela 

posé, on trouvera toujours, pour un nombre premier p,  autant de ra

cines primitives qu’il y aura de nombres premiers à p,  mais^inférieurs

ap.

Théorème VIII. — Soient p une racine primitive de l ’équation(p), r  une 
CEavres de C. — S. H, t. IX. 35

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



274 SUR DIVERSES PROPOSITIONS RELATIVES

racine primitive de Véquivalence (3), et w un diviseur entier de n. Les 
deux formules

n
(5a) ,*“= 1 ,

n

(53) ¿»we= i (mod.y»)

auront pour racines les puissances de p et de r dont les exposants seront 
multiples de (à, et pour racines primitives celles des mêmes puissances dont 
les exposants, divisés par co, donneront pour quotients des nombres qui 

seront premiers a -  ·

Démonstration. — En effet, dans l’hypothèse admise, les différents 

termes compris dans la suite

(54) P2“ , X s - 1)'0

et dont le nombre est seront autant de racines distinctes de l’équa

tion ( 52), tandis que les différents termes compris dans la suite’

(55) r“ =  i, /·“
( -  -  l) <0 j.\co /

seront autant de racines distinctes de l’équivalence ( 53). De plus, m 

désignant un des nombres entiers o, ï ,-2........ -  — x, pm“ deviendra

une racine primitive de l’équation ( 52), et r"iW une racine primitive de 

l’équivalence ( 53), si mn est le plus petit multiple de mo> qui soit di

visible par n, par conséquent si m  est premier à

Théorème IX. — Les mêmes choses étant posées que dans les théorèmes 
VI et VII, désignons par

n, n', n"

les termes positifs, et par

les termes négatifs que présente le développement du produit

/ 1 \ / t\./ t \
(56) N =  n
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Faisons d ’ailleurs
_  (x n — i )  (a?"'—!) { .X '1" —  i ) . ..

' ~ ,(xni— i) (xn‘ — i ) . . .

X sera une fonction entière de x , et les deux formules

(58) X = o ,
(59) X =  o (mod.p)

auront pour racines, la première, les racines primitives de Véquation (2), 

la seconde, les racines primitives de l ’équivalence ( 3).

Démonstration. — Comme, en développant le produit N, on trou

vera

(60) N =  « — n
a

n n
b c

n n
ab ac

n n
bc "  ’ abc

on en conclura

(6.) X =
( —(x n — 1) \xab 1) ( Xnc — I) . .  . { x hc

1 ) ( x ê — l). . . ( X ^

Cela posé, soit p une racine primitive de l’équation (2), et r  une 

racine primitive de l’équivalence (3 ). Chacun des binômes

(62)
æn— 1 , x ft— i 9 æb— i 9 x c — i y

x n x a I, x° Y>abv

sera égal au produit de quelques-uns des facteurs linéaires 

(63) x  — 1 , x  — p, x  — p2, · · · ,  æ — pra_1,

et de plus équivalent, suivant le module p, au produit de quelques- 

uns des facteurs linéaires

(6 /J) x  — 1 , x  — r, x  — /'2, x  — rn~l.

D’ailleurs, m  étant l ’un quelconque des nombres entiers

o, 1, 2, — I,

le facteur linéaire x  — pm divisera seulement le premier des bi-
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nomes (62)» si pm est une racine primitive de l’équation (2). Le même 

facteur divisera les deux binômes

x n — 1, x a — 1,

n

lorsque pm sera une racine de l’équation x" =  r. Il divisera les quatre 

binômes ^
n  n  n

X n —  I , x “ —  I , X b —  I , X nb —  I ,

lorsque pm sera une racine de l’équation x"b= i ,  . . . .  et généralement 

il divisera tous les binômes dans lesquels les exposants de x  seront 

égaux aux termes que présente le développement du produit

ou n ( i - i ) ,  OU

ou OU . . . .  ou 1*̂ 1 bD H

lorsque p,n sera une racine de l’équation

X ‘‘ = I ,  OU X b =  J,  , DU X c = l

(66) ou OU . X " ‘= l , OU

OU x “bc—  I,

c’est-à-dire lorsque le nombre m  sera multiple de a , ou de b, ou de

c, . . . .  ou de ab, ou de ac, . . ou de bc, . . ou de a b c ,__D’ailleurs,

comme, dans le développement de chacun des produits que nous 

venons d’indiquer, le nombre des termes positifs est précisément égal 

au nombre des termes négatifs, il est clair que le facteur linéaire 

x  — pm divisera généralement, dans le numérateur de la fraction que 

renferme la formule (61), autant de binômes que dans le dénomina

teur. Donc, en général, ce facteur disparaîtra, si l ’on réduit lü fraction
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dont il s’agit à sa plus simple expression. On doit seulement excepter 

le cas où pm, cessant d’être racine d’une ou de plusieurs des équa

tions (66), deviendrait racine primitive de l’équation (2). Donc la 

valeur de X, déterminée par la formule (61), sera égale au produit de 

ceux des facteurs (63) qui répondent aux racines primitives de l’équa

tion (2). Donc X sera une fonction entière de x ,  et l’équation ( 58) 

aura pour racines les racines primitives de l’équation (2).

Si, dans la fraction que renferme la formule (61), on remplaçait 

chacun des binômes (62) par le produit équivalent de plusieurs des 

facteurs (64), cette fraction, réduite à sa plus simple expression, 

serait le produit de ceux des mêmes facteurs qui répondent aux 

racines primitives de la formule (3). On en doit conclure que l’équi

valence (09) aura pour racines les racines primitives de l’équivalence 

x " = i  (mod./j).

Corollaire I. — Si l’on suppose que le nombre n  se réduise à une 

puissance d’un certain nombre premier a, en sorte qu’on ait

(35) . n =  a“,

on trouvera

(67) X — ~~n--- -h #“4-1·
; X“ —* 1 -

Par conséquent, l ’équation (2) aura pour racines primitives les racines 

de l’équation

(68) x*^ ^ x n^  “  ̂+  . ..  +  * “ +  1 =  0,

et l’équivalence (3 ) aura pour racines primitives les racines de la 

formule
n A 1 \ A_2\ n

( 6 9 )  x  '  a ' - h x " '  “ '  +  , . . +  « “  +  1 =  0 ( m o d . / > ) .

Corollaire II. — Si n est le produit d’une puissance du nombre pre

mier a par une puissance du nombre premier b, en sorte qu’on ait

(7°) «=ra“èP,
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les racines primitives de l’équation (2) et de l’équivalence ( 3) se con- 

fondront avec les racines des deux formules

(71)

(72)

Corollaire 111, 

(73)

( x a — 1) (¿e"6 — 1 )_

g u ) ( * M ” 0'

(x n— 1) ( x ab — 1)

(X T K X ^ T 0

Si n. est de la forme

n — aab$c1,

(mod.p).

les racines primitives de l’équation (2) et de l’équivalence ( 3) se con

fondront avec les racines des deux formules

(74)

(75)

(x n— i) (as"4— 1) (a?“e— 1) (x bc— 1)

(x n—  1 ) ( x ab—  1 ) ( x ac—  1 ) ( x b c 1 ) 

(¿c" — 1 ) { x b —  1) (x* —  ]) (x«^ —  1 )
=  O (mod./j).

Corollaire IV. — Soient p  un nombre premier quelconque et a, b, 
c, . . .  les facteurs premiers d e — 1, en sorte qu’on ait

(76) p  — 1 =  «“¿PcV....

Les racines primitives du nombre p  se confondront avec les racines de 

l’équivalence

(  E z l  \ f  pzI  V / S r i  \
'  s (  X P ~ l —  1 )  \ X  ab  —  1/ «e —  I J  . . . \ X  bc — i j ' "

(  r ~ l \ (  I’- 1 P~ l \  (  P- 1 \
ï y y x  * — y \ : r  e — t ) . . . \ x abc —  i / . . .

(mod./>).

Dans les binômes que renferme le premier membre de cette équiva

lence, les exposants de x  sont respectivement égaux aux valeurs numé-
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riques des termes que présente le développement du produit

(78)

T '

K -« /

0 -
/» — I

a

• H- p — 1 

ab

b J V  c

ac bc abc

Exemples. — Puisqu’on trouve, en prenant p — 3, p — i 
a =  i,

(p — — - 1 =  2 — 1;

en prenant p =  5, p -  i =  4 ,  a =  2,

; )  =  < (— ï ) = ‘î - > !  

en prenant p =  7 , /» -  1 =  6 , a.=  2, è =  3 ,

( *  — i )  =  6 ( ' —  0  ( x s ) “ 6 - 3

en prenant/» — i i , / >  —  i  =  i 0 , a =  2, ô =  5,

( 1- 5) ==,o( I _ 0 ( ï “ 0 =:IO“ 5 “ a '+' i;

en prenant/» =  i3, /» — 1 =  12, a  =  2, b =  3 ,%

(/,_,) j -  i _  = i2  i _  i _ = , 2 _ 6 _ 4  +  2;

en prenant p p — 1 =  16, a =  2,

279

=  2,

^ - i) ( i - s ) = > 6 ( » ~ ï ) = ï6 -* 8;
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etc., et que l’on a d’ailleurs

X2— I
X  —  X

=  x  -+-1 ,

X k—  I

x -— I =  a;2-t- i,

(x 6— i) ( x  — t) 
(a;3 — i) (oc1 — i)

(a?10— i) ( x  — i) 
(a:5 —  i )  ( x 2 —  i)

Xs+ 1
x  H- i — x 1— x

«S4-I X 3 , 2--------=  x* — a?3 4- x 1 — xx  +  1

( x 15— i) (x* — i) a?6- t - i  ,
7—«----w—I-----  — —;---- — X̂  — X' + l( x^  — i ) ( x i — x) a;2+ i

a;16 —  i 

a?“— x =  a '+ i ,

O

on peut affirmer que les racines primitives de 3 se réduisent à la ra

cine unique de l’équivalence

(79) Æ +  i s o  (mod.3);

que les racines primitives de 5 coïncident avec les racines de l’équiva

lence

( 8 0 )  a;2 +  i = È o  ( m o d . 5 ) ;

les racines primitives de 7 avec les racines de l’équivalence

(8 1 ) x· — « 4 - 1  =  0 (mod.7 );

les racines primitives de 11 avec les racines de l’équivalence

(8 2 ) a;4— x  3 +  x - — a; +  i =  o (mod.n);

les racines primitives de i 3 avec les racines de l’équivalence

(83) a?* — a;*.-+-i =  o (mod.i3);

les racines primitives de 17 avec les racines de l’équivalence

( 8 4 )  a?8 -+-i  =  o  ( m o d .  1 7 ) ,

etc.

On trouverait de même que les racines primitives des nombres 19,
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23, 29, 3 1, 37, · · · se confondent avec les racines des équivalences

¿çG— ,aj3_|_j =  0 ( m o d .  1 9 ) ,

¿çio_^9_j_ a* —  x 1 x 6 —  x s +  a?4 —  x i -t- x * —  x  +  · =  o  ( m o d .  2 3 ),

x n —  x ll>-i- x * —  x*-\- x k —  x 2 -+-1 =  o  ( m o d .  2 9 ) ,  

x* -+- x 1-— x s —  x %— x * -\-x -h i= =  o ( m o d 3 i ) ,

a?15— ¿r6 +  i  =  o  ( m o d .  3 7 ) ,

11 est d’ailleurs facile de s’assurer que les racines primitives des 

nombres 3 , 5 , 7 ,1 1 ,  i 3 , 17, 19, 23, 2 9 ,3 1 ,3 7 , . . .  vérifient les for

mules qu’on vient d’obtenir. En effet, ces racines primitives, lorsqu’on 

représente chacune d’elles par un nombre renfermé entre les limites 

o, p, sont respectivement

p o u r p  =  3 , . . . , 2,

» P  =  5 , . . . t 2 , 3 ,

» 1» =  7 .  · · · 3 , 5 ,

» j & =  I I ,  · · · , 2, 6 , 7 , 8,

» P =  i 3 , · ■ · » 2, 6 , 7 , n ,

» p =  1 7 ,  · · · 3 , 5 , 6 , 7 , 1 0 , I I , 1 2 ,  i 4 ,

» / > =  " 9 , . . . 2, 3 , 1 0 , 1 3 , i 4 , i 5 ,

» =  2 3 ,  . . . 5 , 7 » 1 0 , 1 1 , i 4 , i 5 , 1 7 ,  1 9 ,  2 0,  2 1 ,

» P —  2 9 ,  . . . 3 , 8, 1 0 , 1 1 , i 4 , i 5 ,  1 8 ,  1 9 ,  2 1 , 2 6 ,  2 7 ,

» /> =  3 i ,  . . . 3 , I I , 1 2 , 1 3 , ! 7 , 2 1 , 2 2 ,  2 4 ,

3 2 ,  3 5 .
» 7> =  3 7 , . . . 2, 5 , i 3 , i 5 , 1 7 , 18 , 1 9 ,  2 0 ,  2 2 ,  2 4 ,

Elles deviendraient

p o u r  p —  3 , . . . ,  —  1 ,

» p =  5 , . . . ,  —  2 ,  2,

» p =  7 ,  · · · ,  2 ,  3 ,

» p —  1 1 ,  . . . ,  —  0,  —  4 ,  —  3 , 2 ,

» p =  i 3 ,  . . . ,  —  6 ,  —  2 ,  2 ,  6 ,

» / ? =  1 7 ,  . . . ,  —  7 ,  —  6 ,  —  5 , —  3 , 3 , 5 ,  6 ,  7 ,

» p —  1 9 ,  . . . ,  —  9 ,  —  6 ,  —  5 , —  4 ,  2 ,  3 ,

» p z = 2 3 , . . —  9 ,  —  8,  —  6 ,  —  4 ,  —  3 ,  — 2,  5 ,  7 ,  1 0 ,  i i ,

» p  —  2 9 ,  . . . ,  — 1 4 ,  — 1 1 ,  — 10,  —  8,  — 3 , — 2 ,  2 ,  3 , 8 ,  1 0 ,  1 1 ,  i 4 ,

» p  =  3 i ,  . . . ,  — 1 4 ,  — 1 0 ,  —  9 > —  7 > 11> 12> l3 *>

» p =  3 7 ,  . . . ,  - 1 8 ,  - 1 7 ,  — 15 ,  — 13 , - 5 , - 2 ,  2 ,  5 , i 3 ,  i 5 ,· 1 7 ,  1 8 ,

36
OEuvres d e  C> — S. Il, t. IX.
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si on les représentait par des quantités comprises entre les limites

— - ,  -t- - ·  On aura d’ailleurs évidemment2 2

2 + 1 == o (mod. 3),
25+ 1  == 3s4-i s= o (mod. 5),

32—3 + i =  52—5 -i-i =  o (mod. 7),

Il est bon d’observer que le produit (78) sera un nombre pair, si 

l’un des facteurs a, b, c, . . .  est impair, ou si p  — 1 est divisible par 4· 

Donc ce produit sera toujours pair, excepté dans le cas où l’on suppo

serait « =  3 . De-plus, les différents termes compris dans le second 

membre de la formule (78) seront pairs eux-mêmes, si/? — 1 est divi

sible par 4· Il suit de ces observations que l’équation (77), réduite à 

sa forme la plus simple, aura pour premier terme une puissance paire 

de æ, si p  n’est pas égal à 3 , et ne renfermera que des puissances paires 

de a?, si p  — 1 est divisible par 4. D’ailleurs le dernier terme de cette 

équation sera la valeur du rapport

JL
xbc —

X a —  l )  —  I j  —  1 )  . .  . \ x a b c  

(xn — 1) \xab — 1) \xac— 1)

correspondante à æ = o ,  c’est-à-dire l’unité. Donc, si l’on excepte le 

cas où l’on aurait p  — 3 , les racines primitives du nombre p  donneront 

l’unité pour produit; et ces racines pourront être considérées comme 

deux à deux égales, mais affectées de signes contraires, toutes les fois 

que le nombre p , divisé par 4* donnera 1 pour reste.

T héorème X. —  Soient

?» · · ·> Çm—1> · \m

les racines de l ’équation

(85) <tç)Xm aixm~l +  ··.■+■ Qm—itr +  =  o,

dans laquelle a0, a ,, . . . ,  am_{, am désignent des quantités entières, p un
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nombre premier supérieur ou égal à m, et supposons que l ’équivalence

(4) +  . . .  -+- am-iX  H- am=  o (mod./?)

admette m racines distinctes représentées par

* · ·> 'X'm—1)

Soient d ’ailleurs
F (Si. Xi, · · ·< Im-U lm)

une fonction entière et symétrique de i-,, , \m_,, \m, à coefficients
entiers ou rationnels, et U la valeur entière ou fractionnaire de cette même 
fonction. L’équation

(86) F & . k ,  . . . , ^ - „ 5 » )  =  U

entraînera l ’équivalence

t 87 ) F(^, x m_y, Xm) =  U (mod. /?).

Démonstration. — Les fonctions symétriques de X,, %2........ \m
et de x , ,  x 2, . . . .  ocm_t, x m, représentées par

F(£i) £2 > · · ·, Xm—l, Xin) et ' · ·>

peuvent être considérées, la première comme une fonction entière des 

sommes

• |l ■+■ £2 +  ··.+- \m —---- -,CIq

1̂̂ 3 +  · · · ■+· X\Xm H- £2 £3 +  · ' · "+" XiXm "+"· · ' Xm-\Xm — ~  ’

5i5. . . . ç«-i5» = ± 5 s». a0

la seconde comme une fonction semblable des quantités que l’on dé

duit de ces mêmes sommes en écrivant partout \  au lieu de x ,  quan-
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tités qui vérifient les formules (to) et, par conséquent, les suivantes

Or il suit évidemment de cette remarque qu’en omettant les multiples 

de p  on trouvera pour la fonction

F(#i, x%, .. ., xm—\, xrn)

une valeur numérique entière ou fractionnaire précisément égale à 

celle de la fonction

Corollaire I. — Si, après avoir posé l’équation identique 

( 90 ) a 0 x m- h a i x m- 1 4 - . . .  4- a,rt_t x  4- a m =  a 0 (x  — ) (x  — ) . . .  (x  — £,m ),

on différentie par rapport à x  les logarithmes des deux membres, on 

trouvera

(89)

F(£i> £2» · · -, £/»-!> %m)‘

m a 0 x " 1- 1 4- ( m  — i ) a t x m~24-... 4- 2a ,„_2x  4- «m-i 
«0 x "14- «i x "l_1 4 -... 4- am-j x 2 4- a,„_i x  4- a m

puis on en conclura, en supposant x  > 1 ,

Donc, si l’on représente par

( 9 3 ) +
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- le développement du premier membre de la formule (92) suivant les 

puissances ascendantes de on aura

?1 -+· +  · · · +  Xm — 51>

X\ +  ?*-+· · · ■ +" Xm =  si>

XI +  XI 4- · · · +  Xm =  S3,
· · « ♦ · · · · · · · · · · · ............... ...

et généralement, l étant un nombre entier quelconque,

X'i +  Xi +  · · · +  X'm — sl·

Cela posé, il résulte du théorème X que l’on aura encore

(95) x[ +  x f2 +  . .. +  x ‘m =  Si (mod. /?).

Corollaire IL — Le théorème X poui’rait devenir inexact, ainsi que 

les formules (xo) et (89), si le degré m de l’équivalence

(4) a0xm +  aix m~'1 +  . . . +  an^ x  H- «,„ =  o (mod./?)

devenait supérieur à son module p , ou si ce module cessait d’être un 

nombre premier.

Corollaire III. — Si l’on réduit le polynôme

a0x m -+- avx m~l + . . .  H- tx  -+- am

au binôme
X m  —  I ,

les formules ( 85) et (4 ) deviendront respectivement

( 9 6 )  X m — Ï ,

( 9 7 )  · x m= i  ( m o d . / ? ) .

On trouvera d’ailleurs

m  s! _  r n x m~l __ m  m  * m
' x ~ h x i +  x i +  x i +  x ”l — i x  x m+l +  +  · · ·
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et ,  p a r  c o n s é q u e n t ,

I
 S i  —  Ο ,

$2m+l —

• ................. y

O n  a u r a  d o n e  

(99)

$2 -O? * * * j

S/n+î — Oy · · · >

2̂//H-2 —* · · · >

............... ■ · · >

S i —  m

S / n ~  l =  0, Sffl

s î  m —i =  0, 2̂ m  — -

s 3 m —i1 =  0, 3̂m : =

t o u te s  le s  fo is  q u e  l  s e r a  m u l t i p l e  de  m , e t

(loo) S / —  O

d a n s  le  c a s  c o n t r a i r e .  C e la  p o s é ,  o n  d é d u i r a  i m m é d i a t e m e n t  d e s  f o r 

m u l e s  ( 9 9 )  e t  ( 1 0 0 )  l e s  p r o p o s i t i o n s  s u i v a n t e s  :

T héorème X I .  —  L a  somme des puissances du d egré l, p o u r  les racines 

de l ’équation  ( 9 6 ) ,  est égale au  nombre m o u  à zéro, suivant que l  est ou 

n ’est p a s  m ultiple de m .

T héorème X I I . —  Si Véquivalence binôm e

(97) x m= i  (m od. p)

adm et m  racines distinctes, la somme de leurs puissances du  d egré l  sera 

équivalente, suivant le m odule p , au  nom bre m  ou à  zéro, suivant que l  

sera ou ne sera p a s  multiple de m.

C o n c e v o n s  m a i n t e n a n t  q u e , / )  é t a n t  un  n o m b r e  p r e m i e r ,  λ  u n  d i v i 

s e u r  d e / )  —  1 ,  a , b, c, . . .  l e s  f a c t e u r s  p r e m i e r s  d e  n ,  e t  X  u n e  f o n c t i o n  

d e  a) d é t e r m i n é e  p a r  la  f o r m u l e  ( 0 7 ) ,  on  r é d u i s e  l ’ é q u a t i o n  ( 85)  o u  

l ’é q u i v a l e n c e  ( 4)  à  l ’ é q u a t i o n  ( 58)  o u  à  l ’ é q u i v a l e n c e  ( 5g ) .  O n  t r o u 

v e r a ,  e u  é g a r d  à la  f o r m u l e  ( 6 1 ) ,

. . ( X b c —  I 

. .· (xabc —  I

p u i s  o n  t i r e r a :  i °  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 0 1 ) ,  e n  d i f f é r e n t i a n t  l e s  l o g a r i t h m e s

(101)

a„xm 4- x"‘~' H-. . .  H- x  -

_( x n — 1 ) (x nb— 1) (x ac— 1)

“ ( X 4 Ï Ï X 4 Ï Ï X 7 )
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des deux membres,

1 ma0x m~i -+- (m — i ) axxm~2-h . . .  +  am-\ 
a0x ,n~h aix ,n~x - h . . . -i- am- xx  -t- am

narn- 1

n a  1 
-  Xa

«  H

i x

n c 1 
— x  c

(102) x n — 1 n

X a  —  I
a

xî>  —  I

n

X e —  I

n
f l  tib 

^ ) X
•j----------------

- 1 /l

ac—t-

- - - 1
ac

X

-U

n
n t e “ 1
r xb c-J- _J_

f l  abc *

a b c *

x a ï l b c -----T

2° de la formule (102), en développant les deux membres suivant les 

puissances ascendantes de — >
x

I
X

I

x a

n
abc

1

x
x a abc
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Par suite, on aura

(100) - Si =  O,

si l  n’est divisible par aucun des nombres entiers

(io4) n nn, — 9 Y y
a b

n 
—  yC

n— j
ac

II
’ abc

• 9

c’est-à-dire par aucun des termes renfermés dans le développement du 

produit ( 56). Mais, si le contraire arrive, alors, en nommant co le plus 

grand des nombres (io4) qui divise l, on trouvera

(1 °5 )

Pour CO r= »,

» CO =  -  >
a

» CO =  T,
b

» co =  — > 
c

» CO =  —r >
ab

» co =  — ,
ac

» co — 7—> 
bc

» co :
n

abc

* = - î ( - ï ) ( - ï ) ................ =  7̂ '

- = - ï ( - : ) ( - î ) . . . . . . . . =

................= 7 ^ -

............................................................... · f
N

S/ ab \  c ) ..............................  (1 — a) (1 — b) ’

c -  JL f r _  L \ — N
S‘ ~~ ac \  b ) ..............................  (1 — a) (1 — c ) ’

...................................................» ·  .............................................................. * ......................................................9

$l bc \  a ) ..............................  (1 — b) (1 — c) ’

*....... ...................................................................... .
r _____ n_  ' ____________ N__________
S/ abc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ( 1 — a) (1 — ¿<) ( i  — c)’

Cela posé, on déduira immédiatement des formules (100) et ( io 5) les 

propositions suivantes :

T héorème XIII. — Soient n un nombre entier quelconque, a, b, c, . . .  

les facteurs premiers de n, et faisons

N — n
- ï

(56)
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La somme des puissances du de gré,l, pour les racines primitives de l’équa

tion

(  2  )  ' X n  —  I ,

f

sera nulle, si le degré l n’est divisible par aucun des termes que renferme 

le développement du produit ( 56 ), c ’est-à-dire par aucun des nombres ( i o4). 

Mais, si, parmi ces nombres, on trouve un ou plusieurs diviseurs de l, il suf

fira de considérer le plus grand de ces diviseurs, puis de remplacer, dans 

son expression sous forme fractionnaire, les nombres n, a, b, c, ... par 

les nombres N, i — a, i — b, i — c, . . .  pour obtenir la somme dont il 

s’agit.

T héorème XIV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo

rème.XI II, et p étant un nombre premier qui, divisé par n, donne i pour 

reste, la somme des puissances du degré l, pour les racines primitives de 

l’équivalence

(3) x n=ïi (mod.p),

sera équivalente à zéro, suivant le module p, si l n’est divisible par aucun 

des nombres ( io 4 ). Mais, si, parmi ces nombres, on trouve un ou plusieurs 

diviseurs de l, il suffira de considérer le plus grand de ces diviseurs, puis de 

remplacer, dans son expression sous forme fractionnaire, les nombres n, 

a, b, c, . .. par N, i — a, i — b, i — c, ..: pour obtenir une fraction 

équivalente a la somme dont il s’agit.

Corollaire I. — Lorsque, dans le nombre n, chacun des facteurs pre

miers a, b, c, . . .  se trouve simplement élevé à la première puissance, 

on a

(1 0 6 ) n ~ a b c . . . ,

et le plus petit terme de la suite (io4), ou -— > se réduit à l ’unité.

Alors aussi la dernière des équations ( io 5) donnera

(107) i / = ±  I,

le double signe devant être réduit au signe -+- ou au signe — suivant

' O E uw es d e  C . — S- II, t. IX. 3^
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que le nombre des facteurs a, b, c, . . .  sera pair ou impair; et la for

mule (107) subsistera toutes les fois que l sera premier à n. On pourra 

donc prendre l =  i , et par conséquent la somme des racines primitives 
sera équivalente à ±  x. »

Corollaire II. — Lorsque, dans le nombre n, un ou plusieurs des 

facteurs a, b, c, . . .  sont élevés au carré ou à des puissances supé

rieures, le dernier terme de la suite (io4), savoir — » surpasse 

l’unité, et, si.l’on désigne par l un nombre entier inférieur à ce terme, 

on aura

(100) si— o.

Donc alors, en prenant 1 =  i, on trouvera

(108)

Ajoutons que, dans le cas dont il s’agit, l’équation (100) subsistera

toutes les fois que le nombre entier l sera premier à n, ou même à 
n

abc...

En remplaçant, dans le théorème XIV, n par p  — 1, on en déduira 

immédiatement la proposition dont voici l’énoncé :

T héorème XV. — Soient p  un nombre premier quelconque, et a, b, 
c, . . .  les facteurs premiers de p  — 1. La somme des puissances du degré l, 
pour les racines primitives du nombre p, sera équivalente à zéro", si l n est 
divisible par aucun des nombres

(109)
/ P ~ 1 P — 1 . . .  E z J .  .. P-JL
\ ab ’ ac ’ ’ bc ’ ’ abc ’

Mais, si, parmi ces nombres, on trouve un ou plusieurs diviseurs de l, il 
suffira de considérer le plus grand de ces diviseurs, puis de remplacer, dans 
son expression sous foim e fractionnaire, p  — 1 par le produit
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a par i — a, b par i — b, c par i — c, etc. pour obtenir une fraction équi

valente à la somme dont il s’agit.

Corollaire I. — Lorsque, dans le nombre p — j, chacun des facteurs 

a, b, c, ... se trouve simplement élevé à la première puissance, la 

somme des racines primitives du nombre /».est équivalente à ±  i, sa

voir à -+- i quand les facteurs a, b, c, . . .  sont en nombre pair, et à — i 

quand ils sont en nombre impair. La même somme est équivalente à 

zéro, lorsqu’un ou plusieurs des facteurs a, b, c, . . .  se trouvent, dans 

le nombre p — i, élevés au carré ou à une puissance supérieure. C’est, 

au reste, ce que l’on savait déjà. Mais on peut ajouter que, si l ’on dé

signe par l  un nombre premier à/» — i , ou même à somme

des puissances du degré /, pour les racines primitives du nombre p, 
sera toujours équivalente à la somme de ces racines.

Pour montrer une application du théorème XV, supposons p  =  19. 

Dans ce cas, le nombre
p —  i r = : l 8 r = 2 . 3 2

aura pour facteurs premiers 2 et 3 . On pourra donc supposer a =  2, 

b =  3 , et la suite (104) renfermera seulement quatre termes, savoir

0 18 '8, . - - 9,
18
3 =  6, -

On trouvera d’ailleurs

l =  l 8 x î
i — a ~ - - I, 1 — b — —

Donc, en vertu du théorème XV, la somme des puissances du degré l, 
pour les racines primitives de 19, sera équivalente à zéro, suivant le 

module 19, si l n’est pas divisible par 3 . La même somme deviendra 

équivalente à 6, si l  est divisible par 18, à =  — 6, si / est divisible 

par ^  — 9, à — — 3 , si l  est divisible par y  =  6, enfin à
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si / est divisible par 3 . Effectivement, les racines primitives du nombre 

19 sont
2, 3, 10, 13, i4, i5,

et l’on trouve
2 + 3  4 -10  4 - i 3 4- 14 4 -i5 = 6  (mod.ig),

22 4 - 32 4- 102 4- i32 4- i4s +  i52 =  o,

24 4- 34 4- io4 4- i3l 4- 144 4 - 154 =  o,
25 4 - 36 4 - io5 4 - 138 4- i45 4- 155 =  o,

23 4- 3 3 4- i o 3 4- 133 - 4  i 4 3 4- 153 =  3 

2154- 3 u 4 -  I0154- i 3 164 -  i 4 u 4 -  i 5 15s  3

26 4- 3® 4- io6 4- i36 4- i46 4- 156 = — 3, 

2124- 3124- io124- i 3124- !41s4- i 5I2s  — 3,
...........................................................>
2® 4- 39 4- io9 4- i39 4- i49 4- i59 = — 6,

21S4- 3184- io184- i 3,84- i 4184- i 518=  6,

T héorème XVI. — Supposons, comme dans le théorème X, que l ’on dé
signe par , am des quantités entières, par

S i »  £ 2» · · · >  £ » l— I»

les racines de l ’equalion

(85) a0x m-\- alx m~l -\-.. .4- + am=o,

par p  un nombre premier supérieur ou égal à m, et que l ’équivalence

(4) .  «0æ"‘ 4* alx"t~l -h . . .4- «,»-1  ̂4- «„,= o (mod./>)

admette m racines distinctes représentées par

Xi, Xa, x m—i, x m.
Soient d ’ailleurs

$(£l> lit · · ·> lm) ■ .

une fonction entière à coefficients entiers ou rationnels, mais non symè-
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trique, des racines de l’équation (85), ou de plusieurs d ’entre elles, et M 

le nombre des valeurs distinctes que cette fonction peut acquérir en vertu 
d ’échanges opérés entre les racines , ç2, . . \ m. Désignons par

U,,  Uj,  Uji

ces mêmes valeurs, et par

U if 2̂) · · · j

les quantités dans lesquelles elles se transforment, quand aux racines ç,, 
£,, . . . ,  de l’équation ( 85) on substitue les racines x , ,  x 2, x m de 
l ’équivalence (4 ). Enfin soit

( 1 1 o ) u^ - H  A i  ié̂  * -4-  A 2  2 —1 - . , .  -4-  A M_ !  11 -4-  A m  —  o

l ’équation qui a pour racines u,, u2, . . . ,  uM. Les coefficients A,, A2, ..

A„ seront entiers ou rationnels, et Véquivalence

( i r 1 ) m m -4- A 1 -4- A a mm_* - 4 - . . .  -x- A} i _!  u  -4- A M =  o ( m o d . j o )

aura pour racines u t) u,, . . . ,  u„.

Démonstration. — Comme, dans l’hypothèse admise, on aura identi

quement

( 1 1 2 )  ( u  —  ( m —  u 2) . . . ( «  —  u „ )  = :  A , ’ - K . . +  A m—1 u  -4- A M

et, par suite,

I
A i  = — ( u i - H  u 2 + , . . - h  uM),

A 2 = ’J ! U 2+  U 1 U 3 + .  Ui^M-t -  U2U3 4 -  U2UM-1- . .  . - t -  Uji- 1 u M>

.
...............................................................................................»

A m =  ± U i U2 . . .

il est clair que A,, A,, AM seront des fonctions symétriques de 

i 2, . . . .  à coefficients entiers ou rationnels, et par conséquent des

fonctions entières des rapports — , — , · ■ ·, — . Donc A., A2, . . . ,  A„ se
11 «0 «0 «0

réduiront à des quantités entières ou rationnelles. De plus, si, dans les 

seconds membres des équations ( u 3 ), on remplace u,, u2, . . . ,  uM par
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ut, u.,, . . . ,  wM, ces seconds membres, qui étaient des fonctions symé

triques des racines de l’équation ( 85), se transformeront en des fonc

tions semblables des racines de l’équivalence (4 ). Or il suit évidem

ment do cette remarque, qu’en omettant les multiples de p, on aura 

encore »
/ A i ~ —( ul -+- h- ... -+- i<m) (mod./j),

. I +  U\ +  · ■ · +  Wj «M -t— Ui u$ -+-. . . +  Uj Wji +  . . . +  1 Mil»

Donc la formule

(115) (u — Ui) (u — h2). . . ( u — = ..-I-Asi_!îîH— Aji (mod./?)

subsistera, quel que soit u, et l’équivalence

qui a pour racines m,, w.2, . . . ,  mm, pourra être présentée sous la forme 

(117) a11 +  At «s_1 +  Aj k,i_! + . . ,  +  A,i_! m +  Am s  o (mod. p).

Au reste, le théorème XVI est compris, comme cas particulier, dans 

un théorème plus général, que l’on démontrerait de la même manière, 

et dont voici l’énoncé :

Théorème XVII. — Soient

(n 4) t

(116 ) (« — u.j) ( u  — u 2) . . .  ( u  — t/j|) = o (mod. p ) ,

a0x m-\- axx m~‘i-h . . .H- a,„_xx  +  am —  o,

(n8)
b„ym'+ +  . .. +  bm'-Xy +  bm> — o,

z"1" -H cx s"1”- 1 -+-..

diverses équations algébriques, la première du degré m, la deuxième du 

degré ml, la troisième du degré m", ... et dans lesquelles

ciü, a x, ..., ctm—x, 'ami bç, btt ..., bm' î, bnl>\ 0̂5 Cl9 · · ·?

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A L’ALGÈBRE ET A LA THÉORIE DES NOMBRES. 295

désignent des quantités entières, ou même des quantités rationnelles. Soient 
d’ailleurs

Çl, *s2> · · m £m—1) £mî i> 2̂) · · *) 'C/n'—i, ’Cm'i Cl> Cî) · · ·) Cm"—1) Km"', · · ·

/es racines de ces diverses équations, et

(119) ® (?1 ) ?2> · ' · ) £m > *)l> 2) ···>*)/«’$ Cl) C2) · · · ) Cm" 5 · · · )

i//2e fonction entière de ces racines, à coefficients entiers ou rationnels. 
Représentons par M le nombre des valeurs distinctes que la fonction (119) 

peut acquérir, en vertu d ’échanges opérés entre les racines de chacune 
des équations (1 1 $), par

(120) U[, U2, . . . , Uji

ces mêmes valeurs; et soit

(121) mm+ A 1mm- 1 +  As . . 4- AM_1i«4- Am= o

l ’équation qui a pour racines u,, u2, ..., uM. Enfin supposons que, p étant 

un nombre premier supérieur ou égal au plus grand des nombres m, m’, 

m", ...,  les équivalences

a0æm +  a ,^”t_14- . . .4- am_ix 4- am =  o (mod. p), 

b0ym’-+· biym'-l+ . .. 4-· bm,_iy 4- bm· =  0,
Co-s"1 4-  c ẑm ~14 -  · .  .  4-  s 4 - cm· =  o ,

admettent, la première m racines distinctes x,, x t, . ..,  x m, la deuxième 

m racines distinctes y , , y2, . . . .  ym·, la troisième m" racines distinctes z ,, 

z.,, . ..,  zm» ; et soient

( 123)  UU Uïy M j i

les quantités dans lesquelles se transforment u(, u,, ...,  uM, quand, aux 

racines des formules (118), on substitue les racines des formules (122). 

L’équivalence

(124) mm4- A! iiM“‘ 4- A27/m_24-· ·. 4- Am- i u 4- AM=  o . (mod. p) 

aura pour racines u,, u2, ...,  uH.
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Corollaire. — Si l'expression (119) devenait une fonction symé

trique des racines de chacune des équations (118), elle aurait pour 

valeur une quantité entière ou rationnelle U, et les formules (121), 

(T24) se réduiraient, la première à

( 125 ) 11 U =  o,

la seconde à

( 126) u — \i =  o (mod. p).

Alors, en écrivant F au lieu de $, on conclurait du théorème XVII que 

l ’équation

( 1 2 7 )  F  (£1,  £2, . . . ,  ! Ui ,  ·  ·  ■ > V m ' i  Çi> ?2> · · · ,  Z m ’ i  . . . ) —  U

entraîne l’équivalence

(128) F (#1, 3?2j » * », *r m ï y if y ïy · · · > -*/n" î . . .  ) =  U ( mod. p).

Dans le cas particulier où les équations (118) se réduisent à une seule, 

la formule (128) se confond avec l’équivalence (87).'

Nous remarquerons, en terminant cet article, que le théorème III 

fournit un moyen facile de résoudre l’équivalence binôme du premier 

degré

(129) kx =  h (mod. n),

ou, ce qui revient au même, de calculer la valeur de x  déterminée par 

la formule

(130) (mod. «),

«étantun nombre entier quelconque, et h, k désignant deux quantités 

entières, dont la seconde 110 soit pas multiple de n. En effet, nommons 

a, b, c, . . .  les facteurs premiers de n, en sorte qu’on ait

n=zaabPc't__

En vertu du théorème III, les binômes

1 — ka- ‘, 1 — kb- \  i - k c- ‘, . ..
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seront divisibles, le premier par a, le deuxième par b, le troisième par 

c, . . .  ; par conséquent, le produit

(i —  A:“- 1 )“ (i —  /c*- 1 )P (i —  /ce-1 )Y.. .

sera divisible par n =  —  Donc, si l’on fait, pour abréger,

(131) (i —  Æ“- i ) “ (i —  (i —  k c~ i ) y . . .  =  i —  ÆK, 

on aura

( 1 32) i —  ¿ K  =  o (mod. n )  

ou

( 1 33 ) K =  ^ (mod.-w)

et, par suite,

(i34) x  =  k K  (mod. n).

Or, la quantité K, que détermine la formule ( i 3 i ) ,  étant évidemment 

une quantité entière, la valeur ¿Kde x  sqra entière elle-même et four

nira la solution de l’équivalence (129). Cette remarque est due à 

M. Binet. Lorsque le nombre n se trouve réduit à un nombre pre

mier/?, l’équation ( i 3 i )  donne simplement

( 1 35 ) K  =  ¿ /,_s (mod./?).

Donc alors on vérifie l ’équivalence

(136) ■ k x = = h  (mod. p )  

en prenant

( 1 3 7 ) x  == h k P ~ 2 (mod./?).

OEuvres de C. — S. II, t. IX. 38
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S U R  L A

RÉSOLUTION DES ÉQUIVALENCES
DONT

L E S  M O D U L E S  S E  R É D U IS E N T  A  D E S  N O M B R E S  P R E M IE R S .

§ I. —  C o n s i d é r a t i o n s  g é n é r a l e s .

Soitjo un nombre premier quelconque, et considérons l’équivalence

(O a 0 æ m +  a xx m~ l ->r a 2 x m~%- \ - . . . +  a m_ xx  -+- «,„ =  o  (mod. p),

dans laquelle m désigne un nombre entier, et a0, a , , a2, . . . ,  , am

des quantités entières, ou même des quantités rationnelles qui aient 

pour valeurs numériques des fractions dont les dénominateurs ne 

soient pas des multiples de p. Il est clair : i° qu’en multipliant la for

mule ( i)  par le produit de cos dénominateurs, on réduira les coeffi

cients des diverses puissances de a; à des quantités entières; 2° qu’a- 

près cette réduction on pourra supprimer tous les termes dans lesquels 

les coefficients seraient divisibles par p. On obtiendra ainsi une nou

velle équivalence d’un degré égal ou inférieur à m, dans laquelle tous 

les coefficients seront entiers; et si, dans cette nouvelle équivalence, 

tous les termes étaient divisibles par x  ou par une puissance entière 

de x , la division du premier membre par cette puissance ne change

rait ni le nombre ni les valeurs des racines distinctes et non divisibles 

par p. On saura donc déterminer ces racines dans tous les cas pos

sibles, si l’on parvient à résoudre l’équivalence (i), dans le cas où a0, 

a,, a2, . . . ,  am représentent des quantités entières dont la pre

mière et la dernière ne sont pas divisibles par/?. D’ailleurs, si, dans le
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cas dont il s’agit, on nomme A,, A*, , A,„_,, A,„ des quantités en

tières déterminées par les formules

(2) 2i =  Alf
Uq

a 'n~ 1 =  A•y „ — A/n-i90
“ - = A „ ,  (mod. p ) ,  
«0

on pourra réduire l’équivalence (x) à la suivante

( 3 ) x m +  h læ!n- ‘i -Jr  A 2a?"1 - 2 H - . . .  +  A m_ ( Æ H- A , „  =  o  ( m o d . p),

Am n’étant pas divisible par p. Enfin, comme on a, pour toute valeur 

entière de x  non divisible par/?,

(4) xp~x==i (mod. p) 

et, par conséquent,

( 5 ) x i(p- l) =  i,

k étant un nombre entier quelconque, on pourra évidemment, dans 

l’équivalence ( 3), substituer, à ceux dès exposants m, m — 1, . . .  qui 

seraient supérieurs à p  — 2, les restes dé leur division par p  — 1. Donc 

on peut, dans la formule (3 ), supposer le degré m inférieur hp — 1.

Concevons maintenant que, les quantités a0, a ,, ..'., a,n_{, am étant 

entières, et le nombre m inférieur à p  — x, ou seulement à p , l ’on fasse, 

pour abréger,

(6) a0a?"l -t- alx m- l +  ai x'n- i +  . ¡x  +  am=  f(x).

L’équivalence (1) pourra s’écrire comme il suit

(7) f (a ; ) = o  (mod. p ) ,

et, si l’on désigne par r une racine quelconque de cette équivalence, 

on aura identiquement

( 8 )  f  ( x )  =  f ( / · )  - t -  ( x  —  r)  f ' ( r ) + { x  —  r f  + . . .  +  ( x  —  r)m —  * L; ) - .
1·2 1 . 2 . à. . .  m

D’ailleurs F(a?) désignant une nouvelle fonction entière de a; à coeffi

cients entiers, nous dirons que l’équivalence (7) peut être présentée
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sous la forme

(9 ) F (« )  =  o (mod. /?), 

si l’on a, quel que soit x,

f(a?) =  F(#) (mod./?).

Cela posé, s’il arrive que la quantité r soit une racine, non seulement, 

de l’équivalence (7), mais encore de chacune des suivantes

(1 0 ) f'(ic) =  o, f"(;z) =  o, . . . ,  (¿3) == o (mod./?),

en sorte qu’on ait tout à la fois

( 1 1 ) f ( r ) = o  (mod./?) 

et

( 1 2 ) f'(/-) =  o, f"(r) =  o, . . . ,  ft*-1^/·) = 0  (mod./?),

la lettre i  désignant un nombre entier, l’équation (8) donnera, pour 

une valeur quelconque de a?,

fo'+u (,·)
r  ) ------------ -— '  n -4- . . .

' 1 . 2 .3 . . .  ¿ ( i  4- 1)

, f ("*>(/■ ) 1
+  ( ^ ~ r ) 1 .2 .T .- m J  (mod· ^

.ou, ce qui revient au même,

(j3) f (a?) == (x — rY<f(x) (mod./?),

f(.r) : . C Un(r)
(œ -  r)> ■ ■ -  ¿ ’ .... 4-pi .2.3 . . . 1

{ X

<p(a?) désignant une fonction entière, à coefficients entiers ( ’ ), et du 

degré m  —  i ,  déterminée par la formule

04) ?(«) =
f(i) (r ) , . ■ > ff‘+1)(Q

1 . 2 . 3 . .  . i " 1 - ' 1 ■ 1 . 2 . 3 . .  . 1 ( 1 4 - 1 )
. +  (x — r)m~i

f<"!> (r) 
1.2.3 .. ,m

( 1 ) Il est aisé de reconnaître que les coefficients des diverses puissances de x  —  r,  
dans le second membre de l’équation (8), savoir

■ f(r),
f'(r)
---- >
1 . 2

• >
F"») (r) 

1 .2 .3..  .m = «o,

se réduisent toujours à des quantités entières, et que ces quantités sont divisibles par/?, 
quand les fractions qui les représentent offrent des numérateurs divisibles par /?.
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Par conséquent, ori pourra présenter l’équivalence (7) sous la forme

(15 ) · (x — r)1 <p(a?) =  o (mod./?)

et considérer cette équivalence comme offrant un nombre i  de racines 

égales à r. Les autres racines devant nécessairement vérifier la formule

(16) 9(«) =  o (mod. p),

dont le degré estm — i ,  il est clair que, dans l'hypothèse admise, l’é

quivalence (7) admettra au plus m  — i - h 1 racines distinctes dont 

l ’une sera la quantité r.

Réciproquement, si l ’équivalence (7) peut être présentée sous la 

forme >

( i 5 ) , (x —  r ) i 9(a?) =  o (m o d .p),

ç (æ?) désignant une fonction entière de x , à coefficients entiers et du 

degré m  —  i ,  on en conclura que les conditions (12) sont remplies. 

Alors, en effet, ori aura identiquement

( i 3 ) f(a?) == {x — r) 1 y(x) (mod. p)

ou, ce qui revient au même,

(17) î(x) =  {x — ryaf{x)+x{x),

étant une fonction entière et à coefficients entiers, qui devra vé

rifier, quel que soit x ,  la formule

(18) x(«)  =  o (mod. p).

D’ailleurs, la fonction x(sc) étant, ainsi que les fonctions f(ic) et 

( x  — r)i <p(a;), d’un degré m inférieur à p, la formule (18) ne pourra 

subsister, quel que soit x , à moins que les coefficients des diverses 

puissances de x  dans le premier membre ne soient divisibles par p. 

Car, dans le cas contraire, cette formule offrirait l’exemple d’une équi

valence qui admettrait plus de racines distinctes que son degré ne 

renferme d’unités. On aura donc nécessairement

0 9 )
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yfix) désignant une fonction entière de a; à coefficients entiers, et la 

formule (17) donnera

( 2 0 )  f  ( x )  ■ = ( x  —  /■)'■ ( f ( x )  -h p  <];(#).

Or, en différentiant cette dernière équation i  fois de suite par rapport 

à x ,  et posant après les différentiations x  =  r, on retrouvera précisé

ment les formules (12). On peut donc énoncer la proposition suivante :

. Théorème I. — Pour que l ’équivalence (7) d ’un degré m inférieur àp  

ouïsse être présentée sous la forme ( 15), i désignant un nombre entier et 

o (x)  une fonction entière, à coefficients entiers, du degré m — i, il est 

nécessaire et il suffit que les conditions (11) et (12) soient vérifiées.

Scolie. — Le théorème I ne subsisterait plus si le degré m du poly

nôme f(a?) devenait supérieur ou même égal à p. Supposons en effet 

que, le nombre m étant égal à p, la lettre r désignant une quantité 

entière, la lettre i un nombre supérieur à l’unité, et l ’expression y (x)  

une fonction entière de x du degré p  — i, l’on prenne

( 2 1 )  f ( # ) : = ( ; r —  r ) !' < p ( x )  - 1-  x f — x .

Comme on aura, quel que soit x  (en vertu du théorème de Fermât),

( 2 2 )  * x p — x  =  o  ( m o d . / > )

et, par suite,
f ( a ; )  =  ( x  —  r y < j > ( x ) ,

l ’équivalence (7) pourra être présentée sous la forme ( i 5 ), tandis que 

la valeur de {'(r) tirée de la formule (21) sera

{ ’ ( r ) — p r P - 1 — 1 =  —  1 ( m o d . j o ) .

Nous avons remarqué ci-dessus que, dans le cas où l’équivalence (7), 

d’un degré m inférieur à p,  admet i racines égales à /·, le nombre des 

racines distinctes de cette équivalence ne peut surpasser to— f-t- 

Ce cas n’est pas le seul dans lequel le nombre des racines distinctes do 

l’équivalence (7) devienne inférieur au degré m, et il peut même
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arriver que cette équivalence soit complètement insoluble. Ainsi, en 

particulier, puisque toute valeur entière de x,  non divisible par 3 , vé

rifie la formule
¿c2 =  i (mod.3), .

il est clair que
¿c2 =  2 (mod.3)

n’a point de racines.

Nous allons maintenant rechercher le nombre des racines distinctes 

de l’équivalence (7), nombre qui, comme on vient de le voir, peut 

devenir inférieur à m, ou même se réduire à zéro ; et, pour y parvenir, 

nous commencerons par résoudre le problème suivant :

P r o b l è m e . — Étant données deux fonctions entières et à coefficients 

entiers
f(^), fi(tf),

dont les degrés m et l<m ne surpassent pas le nombre premier p, et le 

nombre des racines distinctes de l ’équivalence

( 7 ) f(a?) =  o (mod./Q

étant supposé précisément égal au degré m de cette équivalence, on de

mande une nouvelle fonction entière et à coefficients entiers cp(a?) telle

ment choisie que le degré de cette fonction coïncide avec le nombre des 

valeurs distinctes de x  propres à vérifier simultanément les deux for

mules

(23) f(Æ) =  o, f , ( Æ ) = o  (mod./;),

et que chacune de ces valeurs vérifie encore l ’équivalence

(2 4 ) t p ( x )  =  o  ( m o d . p ) .

Solution. — Si, dans chacune des fonctions f(a;), É(^), le coeffi

cient de la plus haute puissance de x  ne se réduisait pas à l’unité, on 

pourrait, en supposant ce coefficient divisible par p, supprimer le 

terme qui le contient, ou, dans le cas contraire, substituer aux coeffi

cients des différents termes, à l ’aide de formules semblables aux for

mules (2), de nouveaux coefficients dont le premier serait l ’unité,
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sans altérer ni le nombre ni les valeurs des racines distinctes de cha

cune des équivalences ( 23). Par conséquent, dans le théorème ci-des- 

sus énoncé, on pourra toujours supposer les fonctions f(a?), f t(#) 

réduites à la forme

(25) f(¿c) =  X m+  k i X 'n- i +  A2Æ'n- s4-. . . -4- A m—t X  -1- A,„,

(26) f t(¿c) =  x l -+- -t- B 2¿c,_.* + . . . +  B/_i® +  B/,

A ,, A2, . . . ,  Am_,,.Am; B,, B2, . . . ,  B¿_,, B, désignant des quantités en

tières. Soient maintenant Q le quotient et R le reste de la division du 

polynôme f(a?) par le polynôme f,(a?). Q et R seront des fonctions 

entières et à coefficients entiers, l ’une du degré m — l, l ’autre d’un 

degré inférieur ou tout au plus égal h / — 1, en sorte qu’pn trouvera

(2 7 ) R =  c0x l" l +  c1x l~ i +  . . .4 -  C i ^ x  - h  C/_i,·

c 0, c , ,  . . . ,  c¿_2, c¿_,  désignant des quantités entières. De plus, comme 

on aura généralement

(28) . f(a?) =  Q fi(¿c) H- R, 

on en conclura

(29) f(^) =  Q ht·*) (mod.jo) 

si les quantités
c » ,  C j ,  · · · ,  c ¿—2,

sont toutes divisibles par p, c’est-à-dire si elles vérifient les condi

tions

(30) c0 =  o, c4 =  o, . . . ,  C/_2=  o, cH s o  (mod./?).

Dans ce cas particulier, l’équivalence (7) du degré m pourra être pré

sentée sous la forme

(3 1) Qf,(;z)==0 (mod.j»),

et, comme le nombre de ses racines distinctes sera précisément égal 

au nombre m, on conclura du théorème II de l’article précédent que 

l’équivalence

(3 2 ) (jc) =  o (mod.p)
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admet à son tour autant de racines distinctes que son degré l renferme 

d’unités. Alors aussi toutes les racines de la formule ( 32) vérifieront 

en même temps la formule ( 3 i) ou (7), et, par conséquent, on pourra 

prendre

(33) 9  (a?) =

Si les conditions ( 3o) ne sont pas toutes remplies, alors, en dési

gnant par le premier des coefficients

C0f · · ·> C(—29

qui ne sera pas multiple de p, et par C ,, C2, . . . ,  CA_,, C* des quantités 
entières déterminées à l ’aide des formules

(34)
Cl-k 
—A*—1

=  c„ c /-k-hl __  ̂
1

==c* (mod.jp),
C l-k- 1

on trouvera

(35) R =  c - h  ( ^ +  C , ^ - ^  C , ^ - !  f +  C i . , «  +  C 4 ) (mod./Q; 

puis, en faisant, pour abréger,

(36) f2(« )  =  ock -\- C , —(— C2x k~^ —H. . . 4 - C*_i# 4- Ca-,

on tirera des formules (28) et (35)

(3 ;)  f (^ )  =  Q fi(a?)H -c/_*_1 f,(o;) (mod./Q.
» »

Or il résulte évidemment de la formule (37) que toute valeur de x, 

propre à vérifier simultanément les équivalences (23), vérifiera encore 

la suivante :

(38) f2(a;) =  o (mod.je).

Soient maintenant Q, le quotient et R, le reste de la division du po

lynôme f,(;r) par le polynôme f2(x). Q, et R, seront des fonctions 

entières, l’une du degré l  — k, l ’autre d’un degré inférieur ou tout au 

plus égal à k — 1, en sorte qu’on trouvera

( 3 9 ) R i =  d $ x k~ x 4- d i x k _ i ~t-. . .  -4- d ^ . ^ x  4 - d / , - i ,

OEuvres de C. —  S. H. t. IX. 39
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d„, d,, d.2, . dk_2, dk_t désignant des quantités entières. De plus, 

comme on aura généralement

(4o) fi(®) =  Qif*(*) +  R„

on en conclura

(40  f|(¿¡0 =  Qifs(;r) (mod./?),

si les quantités
do, <4 > >. >, <4 —2, <4 —i

sont toutes divisibles par p, c’est-à-dire si elles vérifient les condi

tions

(42) g?0e= o, d¡=so, . . . ,  c4_2= o , <4-i =  o (mod./?).

Dans ce cas, on tire de la formule (37)

(43) î(x) =  (QQ,-4- c/_*_,)f,(a?).

Par conséquent, l ’équivalence (7) pourra être présentée sous la forme

(44) (QQ1.+ c/-*-i) fj(^) = 0  . (mod./?);

et, comme elle offre, par hypothèse, autant de racines distinctes que 

son degré m renferme d’unités, l’équivalence

(38) f2(j;) =  o (mod./?)
s

jouira encore de la même propriété (voir le théorème II de l’article 

précédent). D’ailleurs, en vertu des formules (4 i) et ( 43 ), toute va

leur de x  propre à vérifier l’équivalence ( 38 ) sera évidemment une 

racine commune aux deux équivalences ( 23). Donc, si les condi

tions ( 4 2 )  sont remplies, on pourra prendre

(45) ?(a?) =  fa(^)·

Si les conditions (42) ne sont pas toutes remplies, alors, en dési

gnant par dk_h_x le premier des coefficients

<4 -idoi <4 , * · », <4 —
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qui ne sera pas multiple dep, et par D ,,D 2, . . . ,D A_,, DA des quan

tités entières déterminées à l ’aide des formules

(46) dk-h
d/c-h-i

=  D, dfc— h-M    t\
~J Î=S5 "
ak-h-\

on trouvera

-f k ' 55 D/t (mod.p),
u/c-h-1

(47) Ri s  d/c...h- i (3sn +  D1«,'- 1 +  D2a5/i'2 +  . . . +  D,h æ 4- Da) (mod.p) ; 

puis, en faisant, pour abréger,

(48) îi{x)=zxh+  I),«/,- 14- I)sa7/i- 2-H. .. +  D/t_,.» +  DA, 

on tirera des formules (4o) et (47)

(49) fi(^) =  Qif2(^)H-^-A-if3(^) (mpd./>).

Or il résulte évidemment de la formule (49) que toute valeur entière 

de x  propre à vérifier simultanément les formules ( 32) et (38) véri

fiera encore la suivante :

(50) U(x ) — o (mod.y?).

En continuant de la même manière, on déduira successivement des 

fonctions données f(x) ,  f((^) une suite de nouvelles fonctions

(51) f2(«), f,(aQ, · ·· ,

dont la dernière sera précisément la valeur cherchée de f ( x ) .  Pour 

obtenir ces nouvelles fonctions, il suffit d’opérer comme si l’on se pro

posait de trouver le plus grand commun diviseur algébrique des deux > 

polynômes f(^), f((a?), de supprimer dans le reste de chaque division 

tous les termes dont les coefficients sont des multiples dep r de réduire 

ensuite le coefficient de la plus haute puissance de x  à l’unité, et les 

autres coefficients à des nombres entiers à l ’aide de formules sembla

bles aux équivalences ( 34), (46)> etc., enfin de s’arrêter au moment 

où cette réduction ne peut plus s’effectuer, c’est-à-dire au moment où 

l’on obtient un reste dont tous les coefficients sont des multiples de p.

Si l’on désigne par R,_, ce dernier reste, ce sera le reste précédent
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R¿_,, ou plutôt la fonction i¡(x),  qui fournira la valeur cherchée de 

<p(ar), en sorte qu’on pourra prendre

(5 2 ) y( x)  =  {i (x).

Si tous les restes successivement obtenus offraient des coefficients 

non divisibles par p, en sorte que le dernier reste, représenté par une 

quantité constante, fût lui-même non divisible par p,  on pourrait affir

mer que les équations ( 23) n’ont pas de racines communes.

Le problème ci-dessus énoncé étant ainsi résolu, il sera facile de 

trouver, pour l’équivalence (7) dont le degré, par hypothèse, est infé

rieur k p,  le nombre des racines distinctes et non divisibles par p. En 

effet, puisque, en vertu du théorème de Fermât, tous les termes de la 

suite '

( 5 3 ) 1, 2, 3 ,  . . . ,  p  — î

vérifieront la formule

( 5 4 ) x p- ' ~  i = = o  ( m o d .p),

«h

les racines dont il s’agit se confondront évidemment avec les racines 

communes aux deux équivalences (7) et ( 54)· Cela posé, il suffira 

d’opérer comme dans le problème précédent, en substituant aux deux 

fonctions f(;r), f,(a?) les deux fonctions x — 1, î(x)·, pour obtenir 

une équivalence nouvelle

( 5 5 ) ' < p ( ¿ e ) = = o  ( m o d . / ? ) ,

qui sera vérifiée par ces mêmes racines et seulement par elles. Le 

degré de cette nouvelle équivalence représentera donc le nombre des 

racines de la formule (7) distinctes et non divisibles par p.

Si à l ’équivalence ( 54) on substituait l’équivalence (22), la for

mule ( 55), obtenue par la méthode que nous venons d’indiquer, four

nirait les" racines distinctes de la formule (7), dans le cas même où 

l’on supposerait le premier membre de cette formule divisible par x

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SUR LA RÉSOLUTION DES EQUIVALENCES ETC. 309

ou par une puissance de x,  c’est-à-dire dans le cas même où cette for

mule admettrait des racines divisibles par p.

Si l’équivalence (7) n’admettait point de racines, les équivalences

(7) et (22) n’auraient point de racines communes, et l’on en serait 

averti par le calcul même, conformément à la remarqúe que nous 

avons faite ci-dessus.

Si la formule (7) n’admet qu’une seule racine distincte de zéro, 

l’équivalence ( 55), déduite de la considération des formules (7 ) et

( 54 ), sera du premier degré seulement, et fera connaître la racine 

dont il s’agit.

Pour montrer une application des principes que nous venons d’éta

blir, cherchons combien l’équivalence

(56) x 3 — x  +  i  =  o  (mod.7 )

admet de racines distinctes, ou, ce qui revient au même, combien il y 

a de racines communes entre cette équivalence et la suivante :

(5 7 ) x e — 1 =  0  (mod.7 ).

On trouvera, en effectuant la division de x° — 1 par x 3 — x  +  1,

x 6 —  i  =  ( x 8 —  x  h-  1) ( x 3 - h  x  —  1 )  - h  x 2 —  2 x ;  

puis, en effectuant la division de x 3 — x  H- 1 par x 2 — 2x,

X 3 — X  - j -  I  S=  ( x 3 — 2 x ) ( x - h 2 ) - h 3 x ~ h ¡

=  ( x 3— 2 x )  ( x  - h  2 ) -4- Z ( x  H- 4)

ou, ce qui revient au même,

x 3 — x - ± - i  =  ( x 3—2 x )  { x  +  2 ) -t- 3 ( x  — 2 ).

Enfin x 2 — 2x  sera exactement divisible par x  — 2, ou, en d’autres 

termes, le reste de la division de x-  — 2X par x  — 2 sera équivalent à 

zéro, puisqu’on aura
X 2 — 2 X  =  { x  — 2 ) x .

Donc la formule ( 56) n’admettra qu’une seule racine distincte de zéro,
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et fournie par l’équivalence x  — 2==o (mod. 7) ou

( 5 8 )  a? =s 2  ( m o d . 7 ), 

ce qui est exact.

Dans l’exemple que nous venons de choisir, on pourrait simplifier le 

calcul en observant que le polynôme x 2 — i x  est évidemment le pro

duit des deux facteurs x, x  — 2, et que le second de ces deux facteurs 

est le seul qui divise le polynôme

x 3— x  -+-1 == ( x  — 2) ( x 3-\- 2X -l· 3).

On doit immédiatement en conclure que la formule (57) a pour racine 

unique le nombre 2.

Cherchons encore combien l’équivalence .

( 5 9 ) x 3 +  x  + 1 =  o ( m o d . 1 1 )

admet de racines distinctes, ou, ce qui revient au même, combien il y 

a de racines communes entre cette équivalence et la suivante :

( 6 0 ) x i0 — 1 =  0  ( m o d . 1 1 ),

Dans ce cas, on trouvera successivement

x 10— 1 sb ( x 3 x  1) ( x 3 — x 3 — 4- -i- 2 a;2 — 3) — 2X3+  3 x  2

=  (a?s-t- x  -4- 1) ( x 1— al· — x 1* +  x 3 -+- 2 x 3 — 3 ) — 2 ( x 3+  l^x — 1),

x 3 x -+■ 1 =  ( x - h x  — 1) ( x  — 4) +  I8a; — 3
=  ( x * +  l\x  — 1 ) ( x  —  4 ) - t - 1 8 (¿r — 2 ),

x 3->r l\X — I =  {X — 2 ) ( ^  +  6 ).

Donc la formule ( 5g) aura encore pour racine unique le nombre 2.

La méthode exposée dans ce paragraphe ne diffère pas de celle que 

M. Libri a donnée dans le Tome 1 de ses Mémoires. Lorsqu’on applique 

cette-méthode à la recherche de l’équivalence de condition qui doit 

être vérifiée pour que deux équivalences aient au moins une racine 

commune, on se trouve précisément ramené à la formule (iG) de la 

page 1G4 du Volume I des Exercices ( ' ).

(') OEuvrcs de Ccoichj, S. II, T. VI, p. 207.
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§  I I .  —  S u r  l a  r é s o lu t io n  d e s  é q u iv a le n c e s  b in ô m e s .

Supposons que la formule (7) du paragraphe précédent se réduise à 

une équivalence binôme ou de la forme

æ"l-hK =  o (mod./?),

K désignant une quantité entière non divisible par p.

Si l ’on écrit — A au lieu de -+- K, cette équivalence deviendra

x m— A = = o (mod. p)

ou, ce qui revient au même,

(1) x m =  A (mod./?).

Soit d’ailleurs r une racine primitive de l’équivalence

( 2 ) æH  =  i (mod./?).

La quantité A =  — K, n’étant pas divisible par p, sera équivalente, 

suivant le module p, à l’un des termes de la suite

( 3 )  1 ,  r ,  r 2,  . . . .  / - r - 2

(voir le théorème VII de l’article précédent, scolies I et II), en sorte 

qu’on pourra supposer

(4) A =  /·' (mod./?),

l’exposant i étant l’un des nombres

(5) ô, 1 , 2 , . . . , / ?  —  2 .

Il y a plus; si, deux de ces nombres étant représentés par i et par j ,  

l’on suppose
y =  h (mod./? — J)

ou, ce qui revient au même,

y =  i + ( p  — Oc, z —j  -+-(/> — O w,
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v, w désignant des nombres entiers quelconques, on trouvera

j-y /·(/'-')·’rl == rl, 7-~— ;.y (mod./? — i);

et comme, i, j  étant inférieurs à p  — x, les deux puissances r\ rj  ne 

pourront devenir équivalentes suivant le module p  qu’autant que l’on 

aura i — j ,  il est clair que la formule

(6) ry=rz (mod./?)

entraînera toujours la suivante :

(7) y  =  *  ( m o d . p  —  i ) .

Cela posé, comme l’équivalence (1) n’admettra point de racines divi

sibles par p, on pourra supposer encore

(8) x ~ r n (mod./>),

puis on tirera des formules (1), (4), (8)

(9) r m » _ r i (mod./?)

et, par conséquent,

(10) mu~ i (mod./> — i) 

ou, ce qui revient au même,

(11) m u  =  i - h ( p  —  i ) o ,

e désignant un nombre entier. Donc, pour que l’équivalence (1) soit 

résoluble, il sera nécessaire et il suffira qu’on puisse satisfaire par des 

valeurs entières de u et de v à l ’équation (11) ; par conséquent, il sera 

nécessaire et il suffira que le plus grand commun diviseur de m et de 

p — 1 divise i. Soit n ce plus grand commun diviseur. La formule

( 1 2 ) r nip -’ shi  (mod.jo),

qui peut être remplacée par la suivante

p ~ l

0 3 ) A " =  1 (mod.jo),
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sera ou ne sera pas vérifiée, suivant que i sera divisible ou non divi

sible par n. Donc la formule ( i 3 ) exprimera la condition nécessaire et 

suffisante pour que l’équivalence (i) puisse être résolue.

Supposons maintenant que la condition ( i 3 ) se trouve remplie, et 

désignons par u une valeur particulière de l’inconnue u que détermine 

la formule (10). La valeur générale de la même inconnue sera

( j 4 )  u  ~  v du —---- - h ,

h désignant un nombre entier quelconque, et ce nombre pourra être 

choisi de manière que u soit positif, mais inférieur à JJ —̂ · Cela posé, 

concevons que u représente la plus petite valeur de u. Les nombres

( i y )  Vf v  - -- ------ , v  +  2 ------- , ■ · ·> v -+- ( / i —  i ) ------
n n n

seront les valeurs de u inférieures h p  — i, et la formule (i)  admettra 

les racines

(>6)
p -l u-H/i — i)r

iz ln 9

qui seront toutes distinctes les unes des autres. Donc le nombre de 

ces racines distinctes sera précisément n.

Lorsqu’on suppose m =  2 et p  >  2, on trouve n — 2, attendu que 

p — 1 est nécessairement pair. Alors la condition ( i3 ) se réduit à

p - t
(17) A 2 = 1  (mod./?).

D’ailleurs, p étant un nombre premier impair et A un nombre entier 

non divisible par p , on aura généralement

(18) Ap- ‘ = i  (mod./Q

ou, ce qui revient au même,

~ ( a t - i ) ( a T + i ) s o  ( mod. p) 

OEuvres de C · — S. II, t. IX. 4o
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et, par conséquent,
p—1

(17) A 2 se 1 · (mod./?)

ou
p—1

((9) A 2 s  — 1 (mod./>).

Donc l’équivalence

( 2 0 ) x ' - = h .  (mod./>)

aura deux racines distinctes ou n’en aura aucune, suivant que l’expres

sion
p - '

( 2 1 ) A 2

sera équivalente, suivant le module p, à 4-1 ou à — 1.

Si l’on suppose m =  3 , le plus grand commun diviseur n des 

nombres m et p — 1 sera 3 ou 1, suivant que p, divisé par 3 , don

nera pour reste 1 ou — 1. Dans le premier cas, la condition ( i 3) 

deviendra
p—1

( 2 2 ) A 3 =  1 (mod./j).

Dans le second cas, cette condition, réduite 'a la formule (18), sera 

toujours vérifiée. Cela posé, on conclura des principes ci-dessus éta

blis que l’équivalence

(2 3 ) æ!3 = A (înod.jo)

admet toujours une racine, mais une seule, lorsque p  — 1 n’est pas 

divisible par 3 . Dans le cas contraire, l’équivalence ( 23) admettra 

trois racines distinctes ou n’en admettra aucune, suivant que la con

dition (22) sera ou ne sera pas satisfaite.

Soit encore m =  4. On trouvera n — 4 ou n — 2, suivant que p  — 1 

sera divisible par 4 ou simplement par 2. Donc, si p — 1 est divisible 

par 4» l’équivalence

( 2 4 ) ¿c*== A (mod./>)
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admettra deux racines ou n’en admettra aucune, suivant que la condi

tion
p — 1

( a 5 ) A  4 s i  ( n m d . / ? )

sera ou ne sera pas remplie. Mais, si p — i est divisible simplement 

par 2, l’équivalence (24) admettra deux racines distinctes ou n’en 

admettra aucune, suivant que la valeur de A satisfera ou non à la 

condition (17), c’est-à-dire suivant que cette valeur vérifiera la for

mule (17) ou la formule (19).

Soit enfin m =  6. On trouvera n — 6 ou n '=  2, suivant que p — 1 

sera divisible ou non divisible par 3 . Dans le premier cas, la condi

tion ( i 3 ) donnera
p — 1

( 2 6 ) A 6 =  1 (mod./?).

Dans le second cas, cette condition se trouvera réduite à la for

mule (17). Donc, en vertu des principes ci-dessus établis, si p — 1 

n’est pas divisible par 3 , l’équivalence
f

( 2 7 )  a ;0= A  ( m o d . / ? )  ·

admettra deux racines distinctes ou n’en admettra aucune, suivant 

que la valeur de A vérifiera la formule (17) ou la formule (19). Mais, 

si/? — x devient divisible par 3 , l’équivalence (27) admettra six racines 

distinctes ou n’en admettra aucune, suivant que la condition (26) sera 

ou ne sera pas vérifiée.

Généralement, si l’on suppose m =  n, n étant un diviseur de /  — 1, 

l’équivalence (1), réduite à la forme

( 2 8 ) · x n ~ k  (mod./?j,

admettra n racines distinctes, respectivement équivalentes aux quan

tités (iG), ou n’en admettra aucune, suivant que la condition (r3 ) sera 

ou ne sera pas vérifiée.

Si l’on suppose A =  1 ou, ce qui revient au mênjc, i — o, on trou

vera u =  o. Dans ce cas, la condition ( i 3 ) sera toujours vérifiée, et
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l’équivalence ( i) , réduite à la forme

( 2 9 )  x m= i  ( m o d . / ? ) ,

n’admettra point d’autre racine que l’unité, si m est premier à p  — 1. 

Mais, si le contraire arrive, en nommant toujours n le plus grand 

commun diviseur de m et de p  — 1, on obtiendra, pour racines de 

l’équivalence (29), les différents termes de la suite

, P— \ 2 ^
(30) r°=i,  r " , ' r " , . . . ,  /' " ,

qui seront en même temps racines do l’équivalence # " = 1  (mod.jr?). 

On arriverait directement aux mêmes conclusions en ayant égard au 

théorème V de l’article précédent.

Si, pour fixer les idées, on prend successivement m =  2, rn =  3 , 

m =  L\, . . .  (p étant >  2), on reconnaîtra : i° que l’équivalence

(31) æ2= i (mod.jp)

admet toujours deux racines distinctes, savoir H-1 et — 1; 20 que 

l’équivalence

( 3 2 ) æ3=  1 ( m o d . / ? )

admet deux racines distinctes de l’unité, lorsque p — 1 est divisible 

par 3 , et la seule racine 1 dans'Ie cas contraire; 3° que l’équivalence

(33) x^— i (môd./O

admet les seules racines -l- 1 et — 1, lorsque  ̂ ■ --- est impair, et, de

plus, deux autres racines distinctes, lorsque  ̂~~-- est un nombre 

pair; . . . .

Il est bon d’observer que, si A diffère de l’unité, il suffira de multi

plier par r'J les quantités (3o) pour reproduire les diverses racines de 

la formule (1).

Observons encore que, étant donnée une équivalence complète du 

second degré

(34) a0x 2-ï- ciiX +  cti— o (mod.p),
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dans laquelle a0, at, a2 sont des nombres entiers, etp  un nombre pre

mier impair qui ne divise point a0, il suffira de poser

( 3 5 ) æ  =  (mod. p ) ,Z U 0

et de diviser ensuite par a0 les deux membres de la formule ( 34), pour 

la réduire à l’équivalence binôme

(36) j 2— A eh o (mod./?),

A désignant un nombre entier choisi de manière que l’on ait

( 3 7 )
• 4

4«?
(mod./?).

D’ailleurs, l’équivalence ( 36) admettra deux racines distinctes ou n’en 

admettra aucune, suivant que la valeur de A vérifiera la condition (17) 

ou (19). Donc, par suite, l’équivalence ( 34) admettra deux racines dis

tinctes, si l’on a
p-> p - ‘

(38) ( a \  —  4«o«î ) 2 = ( 4 «?) 2 (mod./?)

ou, ce qui revient au même,
p - 1

(3g) { a \ —  4 a 0a 2) 2 = 1  (mod./?),

tandis que la même équivalence n’admettra point de racines dans le 

cas contraire.

Concevons, pour fixer les idées, que l’équivalence (34) coïncide 

avec la suivante :

4 ?) x %- \ - x — 1 =  0 (mod. j i ).

La condition (39), ou

( 4 i )  5 5 =  i  ( m o d .  i x ) ,

sera remplie. Donc l’équivalence (4o) admettra deux racines dis

tinctes, qui se confondront nécessairement avec deux des racines de 

la formule
x ' o — i s s o  (mod. 1 1 ).
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On trouvera effectivement

— i =  (a;2 +  x  — i) ( x *~r #7-+ 2 x *— 3 x 6 -+ 5 x k +  3 a;3 -+ 2.*24- x  -+ i) (mod. 11).

D’ailleurs, il suffira de poser

(4a) x = y — \ = y + 5  (mod, i i),

pour réduire la formule (4o) à l’équivalence binôme 

*
j 2+29 =  o (mod. ii) 

ou, ce qui revient au même, à la suivante

(43) y %=  — 29 =  4 (mod. 11); 

et, comme on tirera de cette dernière

(44) y £=±2, 

la formule (42) donnera

(45) x  =  5 ±  a.

Donc

(46) x  =  5 —  2 =  3 et *  =  5  +  2 =  7  (mod. 1 1 )

seront les deux racines de l’équivalence (4o), ce qui est exact.

La méthode par laquelle nous avons déterminé ci-dessus le nombre 

des racines distinctes d’une équivalence binôme ou d’une équivalence 

du second degré était déjà connue, et peut se déduire, comme l’a 

remarqué M. Libri, des principes exposés dans le premier paragraphe. 

Ainsi, en particulier, si n est un diviseur de/> — x, en sorte qu’on ail

(47) p —  î =  nxn,

la division de x p~' — 1 ou odlvs —  1 par x n —  A donnera pour quotient 

a,«(ra-i)+  A # n(w- S> +  . . . 4 - A EI- ! Æ:'t +  ACT- ’ ,

et pour reste ACT — 1. Donc, en vertu des principes que nous venons 

de rappeler, l’équivalence (28) admettra n racines réelles ou n’en
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admettra aucune, suivant que la condition

( 4 8 ) A CT— 1 =  0 ( m o d . / Q

sera ou ne sera pas vérifiée. Or la condition (48) ne diffère pas de 

celle que présente la formule ( i 3).

Ajoutons que, pour ramener la résolution de l’équivalence (1) à la 

résolution de l’équivalence (10), qui est du premier degré seulement, 

il suffit de connaître la valeur de i  déterminée par la formule ( 4 ). On 

y parviendra sans peine, quel que soit A, si l’on a formé une Table 

dans laquelle, aux nombres

( 5 ) o ,  1 ,  2 ,  3 —  2 ,

correspondent les diverses puissances de r  dont lés degrés sont indi

qués par ces mêmes nombres, ou plutôt les restes qu’on obtient en 

divisant les puissances dont il s’agit par le nombre premier p. On peut 

placer dans la première colonne do la Table ces restes qui, rangés dans 

un ordre convenable, seront respectivement égaux aux nombres

I, 2, 3, . . . ,  p  —  1;

puis, en considérant chacun de ces derniers nombres cqjmmc une 

valeur particulière do A, écrire à sa suite la valeur correspondante 

de i ,  qui représentera ce qu’on nomme l ’ i n d i c e  de A, ou d’un nombre 

équivalent à A, dans le système dont la base est r. Cela posé, il est 

clair que, relativement à un nombre premier/?, il existe autant de 

systèmes d’indices qu’il y a de racines primitives ou de nombres 

entiers, premiers à/? et inférieurs à p. Dans chacun de ces systèmes, 

les indices jouissent de propriétés analogues à celles des logarithmes. 

En effet, soient i, j ,  h les indices de deux nombres entiers A, B et de 

leur produit AB, en sorte qu’on ait

( 4 9 )  A  =  r l, B  =  r^,  A B  =  r h ( m o d . p ) ,

r  désignant une racine primitive de p. On tirera des équivalences (49)

(50) r h ^ r i+J (mod./?)
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et, par suite [attendu que la formule (6) entraîne toujours la for

mule (7)],

Donc, si l’on représente l’indice de A, à l’aide de la lettre caractéris

tique I, par la notation I(A), on aura

On trouvera de même

I(ABC) =  I(AB) +  I(C) =  I(A) +  I(B)-+-I(C) (mod./9-i)

et généralement . . .

(53) I(A B C D ...)sI(A ) +  I(B )+ I(C ) +  I (D )+ ... (m od.p-i),

quel que soit le nombre des facteurs A, B, C, D, . . . .  Si, ce nombre 

étant désigné par m, les facteurs A, B, C, D, . . .  deviennent équiva

lents à une même quantité x , la formule ( 53) donnera

(54) \{æ"l) =  m\(x) (mod./> — ï).

On peut donc énoncer la proposition suivante :

L’indice du produit de plusieurs nombres est équivalent à la somme de 

leurs indices, suivant le module p  — 1.

L'indice d’une puissance du degré m est équivalent, suivant le module 

p — 1, à l ’indice de la racine multiplié par m.

En vertu de la dernière proposition, l’équivalence (1) entraînera la

(5,) h =  {-+-_/■  (mod.p — 1).

(52) I(AB) =  I(A)-t-I(B) (mod.yo — 1).

formule

(55) m !(.«) =  I(A) (mod./> — 1),

de laquelle on tirera

(56)

L’équivalence ( 56), dans laquelle I(a?) est précisément la plus petite 

des valeurs positives de u, propres à vérifier la formule (10), montre
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comment, à l’aide d’une Table d’indices, on peut résoudre l’équiva

lence (i). {Voir, pour plus de détails, l’Ouvrage de M. Gauss, intitulé :

Disquisitiones arithmeticœ.)

Observons enfin que toute équivalence du second degré, étant ré

ductible à une équivalence binôme, pourra encore être résolue, si le 

module p est un nombre premier, à l’aide d’une Table d’indices dans 

laquelle on aurait pris pour base l’une quelconque des racines primi

tives de p-

En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer, avecM. Gauss, 

qu’il est facile de résoudre l’équivalence (i), toutes les fois que, la 

condition ( i 3 ) étant remplie, les nombres m et ^ ~ l- sont premiers

entre eux. Alors, en effet, on pourra trouver deux quantités entières v, 

w propres à vérifier la formule

. P ~ l
(07) mw — ~ n e —  1;

et comme on aura par suite, eu égard à la condition (13),

p — l

(58) A =  A 1+ n " =  Amw ( mod.p),

il est clair qu’on résoudra l’équivalence (1), ou 

(5p) x m =  fcnw (mod./>),

en prenant

( 6 0 ) x ~ A . w (mod./>).

Considérons, pour fixer les idées, l ’équivalence

( 6 1 ) scs =  3 (mod.23).

Dans ce cas, on trouvera n =  2, et la condition (3 3 ), réduite à

3H =  i (mod.a.3)

sera remplie. De plus, les exposants 11,6  étant premiers entre eux, on 

pourra choisir e, w de manière à vérifier la formule

OEuvrcs de C. — S. U, t. IX.

11 4 - 1  =  6 iVy
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ù laquelle on satisfait en prenant v — i, w =  2. Par suite, on résoudra 

la formule (61) en supposant

(62) æ; =  32= 9  (mod.23),

ce qui est exact. Ajoutons que, le nombre n étant égal à 2, l’équiva

lence (61) admettra seulement deux racines distinctes, savoir

(63) 3? =  g, x = — 9 =  i4 (mod.23).

lin général, lorsque le carré de n ne divise pas p — 1, l’équivalence (1) 

peut toujours être résolue par la méthode que nous venons d’indiquer, 

et les formules (57), (Go) donnent

— ( P —1
(64) ^ s A " ^ 1+ « v) (mod.p), 

v étant choisi de manière que la quantité

soit entière. Par suite, si p  — 1 n’est divisible qu’une fois par le 

nombre 2, on vérifiera l’équivalence

( 2 0 ) a;2 =  A (mod./i),

lorsqu’elle sera résoluble, en prenant

(63) ¿e =  A2  ̂ 2 '  =  A  ‘  (mod./>).

De même, si p  — 1 n’est pas divisible, ou s’ il est divisible une seule 

fois par le nombre 3 , on vérifiera l’équivalence

(23) ¿e3= A  · (mod.j»),

supposée résoluble, en prenant, dans le premier cas,

1 2/? —1
(66) h? 1+2(/' 11 =  A 3 (mod./;),

et, dans le second cas,

(67) a; =  A3  ̂ '■ 8 '==A 9 (mod./j),
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ou bien

(68) x =  A3  ̂ 3 '  =  A 8 (mod./?),

selon quep — i divisé par 9 donnera pour reste G ou 3 , etc. Ainsi, par 

exemple, on résoudra la formule

( 6 9 )  ¿ r 3 =  1 2  ( m o d . 2 3 ),

en prenant
1

( 7 0 )  x  =  1 2 3 ( 1 + u , =  1 2 * 5 =  8 10. 3 IS== 35 =  i 3 ( m o d . 2 3 ).

Toutes les fois que le nombre n se réduit à l ’unité, la formule (64) 

donne
l 4 - ( p — l )o

( 7 1 )  x  =  A  m  ( m o d . p ) ,

v étant choisi de manière que la quantité

I +  { P  —  1 ) 0  
m

soit entière, et cette formule détermine la racine unique de l’équiva

lence (1). Mais, lorsque le nombre n surpasse l’unité, jo — i n’étant pas 

divisible par n3, l’équivalence (1) admet plusieurs racines, dont une 

seule est déterminée par la formule (64); et, pour les obtenir toutes, 

il suffit de multiplier le second membre de cette formule par les di

verses racines de l’équivalence (29) ou, ce qui revient au même, de 

la suivante :

( 7 2 )  x n = i  ( m o d . / Q .

D’ailleurs, si l’on suppose n =  2, la formule (72), réduite à 

( 3 i )  x i = i  (mod.jo),

aura pour racines — 1 et -t- 1. Donc, si p — x est divisible une seule 

fois par le nombre 2, l’équivalence

( 2 0 ) x^=s. A (mod./>)
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admettra les deux racines

p+ 1  p 4-1
(73) x  =  k  4 , x  = — A 4 (mod./?).

Ainsi, par exemple, on résoudra la formule

(74) ^2= 3  (mod.n), '

en prenant

(7 3 ) x =  33= 5  ou x =  — 5 =  6 (mod.n),

et la formule

(76) a;2 =  — 3 (mod.3 i),

en prenant

(77) * « =  3s==2o ou x ~ — 20 =  11 (mod.3 i).

D’autre part, si l ’on a n =  3 , la formule (72), réduite à

(3a) x * = = i  (mod./i),

donnera

(78) x  =  i (mod ./?)

ou

(7 9 ) x2-1- x 1 =  o (mod./?),

par conséquent

(8 0 ) (2 æ; +  i ) 2 =  — 3 (mod./?);

et comme, en supposant p — 1 divisible une seule fois par le nombre 2 , 
on tirera de la formule ( 8 0 )

t±1
(8 1 ) 2 # - 1-1 =  ±  (—3) 4 (mod./?),

il est clair que, dans cette hypothèse, les trois racines de l’équiva
lence (32) seront,respectivement

p-1-1 jP 4-1
, 8  ̂ — I — (— 3)“  - i  +  ( - 3 ) ~  . . ,
( 8 2 ) x  =  i ,  x  = = --------- -̂---- L---- , x  ==--------- ^---- -----  (mod./?).
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Donc, si jo — i est divisible une seule fois par chacun des nombres 2 

et 3 , l ’équivalence

(23) (mod .p)

admettra trois racines qui seront respectivement

p + l
p-<r 2

( 8 3 ) i s A  '  ,  x  s s X

p -¥  1

_  — ,+  (— 3) ~  / -f2 (mod.p),

ou bien

2/j-t-l

( 8 4 ) x  =
P +  l

—  X— (—  3) *
2

2/) -1-1 
A ~ ,

P + 1
- i + ( - 3) * L A I

9 (moil./>),

selon que p  — 1, divisé par 9, donnera pour reste 6 ou 3 . Ainsi, par 

exemple, les trois racines de l’équivalence

(85) æ3= 4  (mod.3i) 

seront
| x  =  4 7 =  1 6 ,  y \

1 _  r_38 !
[ QC \  J  «  = - - - - - - - - - - - - - - -  l 6 = 5 . l 6  =  —  l 3  [  ,  ,  ,  .(86) < 2  s (mod.3i).

1 —  1 +  3 8 .  a  p. î ix ~ ----------- i 6 s s —  6 . 1 6  =  —  3
\ 2  j

Si, la condition ( i 3 ) étant remplie, les nombres m, p - cessent 

d’être premiers entre eux, et si l’on désigne par co leur plus grand 

commun diviseur, le nombre ^  sera premier à p pourvu qu’il 

soit premier à co, et l’on pourra, dans cette hypothèse, trouver deux 

quantités entières v, w propres à vérifier l’équation

(87)
m
—  W · 
(O

On aura, par suite, eu égard à la condition ( i3 ),

A ^  A'
.  P ~  1  m
+ 1 " e A “ "’.(88)
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et il est clair qu’on résoudra l’équivalence (i) en choisissant x  de ma

nière à vérifier la formule

(89) ^“  =  A"’ (mod.jp),

de laquelle on tire
m m

#'“=  (¿c(0)“ =  A10̂  A (mod./>).

D’ailleurs l’équivalence (89) sera du nombre de celles qui peuvent 

être résolues. En effet, w, divisant à la fois m et p n 1 > par conséquent

m et/) — x, sera diviseur de n. Donc la formule ( i 3 ) entraînera les sui

vantes :
n

• Zzl  ■ ( PriY5 1
(90) A “  ==\A " / (mod./j),

p - 1 p - 1
( 9 1 )  ( A w ) “  = A  “  s=  1 ( m o d . / ) .

Or la formule (91), semblable à la formule ( i3 ), exprime précisément 

la condition à laquelle AIV doit satisfaire pour qu’on puisse résoudre 

l’équivalence (89).

Il est bon d’observer que, w étant diviseur de n, w2 sera diviseur de 

p  — r. Donc il est toujours facile, dans l’hypothèse admise, de réduire 

l’équivalence (1) du degré m à une autre équivalence dont le degré co 

soit la racine d’un carré qui divise p — 1. Lorsque p  — 1 n’offre pas de 

diviseurs carrés dont les racines divisent l ’exposant m, le nombre co 

coïncide avec l’unité, et la formule (89) ou (60) fournit une racine de 

l’équivalence (1).

§ III. —  S u r  l a  r é s o l u t i o n  d e s  é q u i v a l e n c e s  d u  t r o i s i è m e  

e t  d u  q u a t r i è m e  d e g r é .

Étant donnée une équivalence du troisième ou du quatrième degré, 

on peut, à l ’aide de la méthode exposée dans le premier paragraphe, 

décider si cette équivalence admet autant de racines distinctes que son 

degré l’enferme d’unités. Dans le cas contraire, on pourra toujours, à
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l’aide de la même méthode, ou s’assurer que l’équivalence proposée n’a 

point de racines, ou la réduire à une équivalence de degré moindre. 

Pour cette raison, nous nous bornerons, dans çe qui va suivre, à con

sidérer les équivalences du troisième ou du quatrième degré qui 

admettent trois ou quatre racines distinctes.

Considérons d’abord une équivalence complète du troisième degré 

ou de la forme

(1) a aa;'3-\- a i x '-^ r  a ^ x  +  a %=  o (mod./Q,

p désignant un nombre premier et a„, a,, a2, a s des quantités entières 

dont la première ne soit pas divisible par p, ou même des quantités 

rationnelles. Si l’on fait

(2) x  =  y (mod./?), 

la formule (1) deviendra

(3) / + B /  +  C s o  (mod./Q,

B, C étant des quantités rationnelles que l’on pourra réduire à des 

quantités entières. D’un autre côté, si l ’on désigne par

ni, n2, n3

les racines de l’équation

(4) y3-^By -4- C =  0, 

et par p une racine primitive de la suivante

(5) x*=i ,  

p,, p, seront les deux racines de

( 6 )  x 1 +  æ  +  i  =  o ,

et l’expression

( , )  ( <i, +  y  p ·«.)*, '

considérée comme fonction des racines des équatiorts (/j.), (5), n’aura,
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comme l’on sait, que deux valeurs distinctes, savoir

(8)
_ /'r)1H- pYi24-p2r)3y  (

A -------a— r
_ /ï)i+ P  ̂ a+p-Qs

3 J ’ 2— V 3 

qui serviront elles-mêmes de racines à la réduite

(9)
R2

M2 —t-  C i l ---------- : =  O.
27

Cela posé, concevons que l’équivalence (3 ) admette trois racines dis

tinctes
yu 72» y»,

et que le nombrep — 1 soit divisible par 3 . L’équivalence

( 1 0 ) a;3 =  i (mod./i)

offrira elle-même trois racines distinctes, dont la première sera l’unité, 

les deux dernières étant propres à vérifier la formule

( 1 1 ) î ' + æ +  i s o  (mod. p ) .

Si l’on nomme r l’une de ces deux dernières, l’autre sera représentée 

par r-, et si l’on fait

(12) K,: OT+rjüH -r’.V; 
’-----3---------

(yi +  r-yî+ry*
(mod. p),

u., seront, en vertu du théorème XVII de la page 294, les deux racines 
de l’équivalence du second degré

(i3) u 2 — C u —  —  = 0  (mod. p ) .

Comme on aura d’ailleurs

‘Oi -t- 4- YI3 —-o,

(*4) j (ï)i +  pn2 -J- p2Y)3) (ï), +  p!Y]24- pv3) =f l i  -+-T)j -H Y)2 — — YI1H3 — Vl2‘0j

=  — 3 (fhfh +  Y)iYl3 +  D2YI3) = — 3B,

le corollaire I du théorème XVII de la page 294 donnera

7 1  +  7 2 4 - 7 3 = 0  (mod. p ) ,

(7 i +  ',72+/-273)(7i +  ?'27 ! + ,'73) =  — 3B (mod. î). ■
(i5)
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A l’aide de ces formules, on réduira la résolution de l’équivalence (i) 

ou ( 3 ) à la résolution de deux équivalences du deuxième degré, et 

d’une équivalence binôme du troisième degré. En effet, supposons

/. C \ 7 i + r r *  + r %y 3 _  .. J, -1- r \ y .2 + r y 3 _  .
l I0J ---------- 3---------- —  ---------- 3---------  —

11 suffira, pour déterminer e,, de résoudre : i° les équivalences du 

deuxième degré ( n )  et ( i 3 ) ; 2° l ’équivalence binôme du troisième 

degré

( 1 7 ) c* = £ î , (mod . p ) ,

après quoi l’on déterminera e2, si B n’est pas divisible par p, à l’aide 

de la formule 9e,e2= — 3 B, ou

(•8) ^2 =  —  (mod./?),ô Vi

ety , , y 3, y 3 à l’aide des formules

7 1 + 7 2  +  7 3 = 0 ,  7 t  +  r y -i  +  r - y 3~  3 v u  7 ,  +  r 2y 2 +  r y 3 =  3 e* ( m o d . / ? ) ,  

desquelles on tire

( J9 )  7 i —  ^ 1 + ^ 2 »  7 2 =  ^ e , +  ri>2, / 3 = / ·  (?„ +  r 2 <?2 ( m o d . / ? ) .

Si B devenait divisible par p, l’une des racines de l’équivalence ( i3 ) 

serait équivalente à zéro, et, en désignant par u{ l’autre racine, on de

vrait à la formule (17) joindre la suivante

e2= o  (mod./?).

Il importe d’observer qu’en vertu des formules (12) on aura

( 2 0 )  M l—  m2 =  - ~ r - ( 7 1 — 7 2 )  ( 7 i — 7 ») ( 7 2  —  7 3 ) ·

Donc, puisque chacune des équivalences ( 3 ), (10) admet, par hypo

thèse, trois racines distinctes, et qu’en conséquence aucune des diffé

rences r — r2, 7 , — /a» 7 i — 73. 7a — 7s n’est équivalente à zéro 

suivant le module p, la différence u{ — u2 ne sera pas non plus équi-
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valente à zéro, et la formule ( i 3) offrira encore deux racines distinctes. 

Cela posé, la condition ( 38) du § II donnera

p~l
/€/■  B 3\ 2

( 2 1 ) +  =  i (rnod./Q.

De même, l’équivalence (17) devant être résoluble, et p — x étant di

visible par 3 , on tirera de la formule ( i 3 ) du § II

p ~ l
( 2 2 ) u l 3 =  1 (mod.p)

et, par suite, si B n’est pas divisible par p,

v - i  (  B y - ‘
p - 1 p~l r_zl /  R3 \ ~  \  3 /

(23) «,» +  it, 3 =  u l 3 + ( ~  ¿ - ¡ p )  =  V  —  =  1 +  1 =  2 (mod./>).

D’autre part, on aura, en vertu du théorème X de la page 282,

p — 1 p — t p — i p — i
( 2 4 )  -H m 2;1 s h u T ^ + U j-3“ ,

u,, u2 désignant les deux racines de l’équation (9), dont les valeurs 

seront

(25)

1 1

Donc la formule ( 23) pourra être réduite à

(2 6 ) (mod.^)

ou, ce qui revient au même, à

p - *

H-
( p  —  j )  ( P  ■ 

3 . 6

pu7

*  ( T  ’ C*
k

B_3\

2 7 /

( P  — i ) ( p  —  4)(p — 7)(p — 1Q) (Ç
3.6 .9 . 12  \ 2

p —13 
3 /C 2 B 3Y

\ 4  +  27)
+  . . . =  i (mod./j).

( 2 7 )
2
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Ainsi, lorsque,/? — i étant divisible par 3 , et B non divisible par/?, l’é

quivalence ( 3 ) admet trois racines distinctes, les valeurs des quantités 

B, C vérifient les conditions (21), (27). Réciproquement, si ces condi

tions sont vérifiées,/? — 1 étant toujours divisible par 3 , et B non divi

sible par /?, chacune des équivalences (1) et ( 3 ) admettra trois racines 

distinctes. En effet, eu égard à la condition (21), l’équivalence ( i 3 ) 

sera résoluble. Désignons par u2 ses deux racines, et faisons

P-l
«J3 = s .

La condition (27) ou ( 23) donnera

« +  7  =  2 ( m o d . / ? )£

ou, ce qui revient au même,

( 5  —  i )2 —  o  ( m o d . / ? )

et, par conséquent,
z ~ i  ( m o d . / ? ) . '

Donc la condition (22) sera elle-même remplie, et l’équation (17) sera 

résoluble. Cela posé, les formules (18) et (19) fourniront évidemment 

des valeurs d e y ,, y 2, y 2 propres à vérifier l’équivalence ( 3 ).

Si, les conditions (21), (27) étant remplies, le nombre p  — 1 n’est 

divisible ni par 4 , ni par 9, la résolution des équivalences (11), ( i3 ), 

(vj),  dont les deux premières peuvent s’écrire comme il suit

( 2 8 )  ( a x  +  i j ’ s  -  3 ( m o d . / ? ) ,

( 2 9 )  +  +  |  ( m o d . / ? )

et, par conséquent, la résolution des équivalences (1) ou (3 ) s’effec

tuera sans peine à l ’aide des formules (67), (68), (69) du para

graphe précédent.

Pour montrer une application des principes que nous venons d’ex

poser, considérons l’équivalence

(3o) x z — 3a?2 +  i5 x  — 1 == o (mod.3i).
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Dans ce cas, le nombre p  — i =  3o sera multiple de 3 , sans être divi

sible ni par ni par 9, et l’on vérifiera la formule (ix) ou (28) \voir 

les formules (77) du §11], en prenant 2# -+-1 =  ±  11, par conséquent

x  =  On pourra donc supposer

(3.)

De plus, si l’on fait

(3à)

la formule ( 3o) deviendra .

r —
• j ---  i 1

=  — 6.

* = y + ô

(34)
c C2

(35) ï = 6’ J

(33) y*->r 12/ + 12 =  0 (mod.3i).

En comparant cette dernière à l’équivalence ( 3 ), on trouvera

B =  12, C =  12,

^  =  62 +  43=  5 -t- 2 =  7 (mod. 3i).

Cela posé, les conditions (21), (27) donneront 

(36) 7Ks i  (mod.3i)

et

6 ‘ ®+ 6 8. 7  +  L0 ,9^ : 7 6 6..7 ! 4 - i o-9-8-7 6 t. ,̂3 _|_ 12:9 6 *.7 * -+- 7 ®s  i (mod. 3i)
1.2 I«2iOiq. 1.2.0.4 1*2

ou, ce qui revient au même, attendu que l’on aura 63 =
IO.9 
I . 2 7

10.9.8.7
I .2 .3.4 7»

x, 73s = 2 ,

(37) — 6 ■ +- 2 .62. 7* — 2 h- 2.6.7 +  22.6J. 72 4- 2 .72 =  1 (mod.3 i).

Or, les formules ( 36), (37) étant vérifiées, on doit en conclure que 

l’équivalence ( 3o) ou ( 33) admettra trois racines distinctes. Effective

ment, la formule ( i 3 ) ou (29) deviendra

(38) (u +  6)*== 7 (mod.3 i),
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et l’on en tirera [voir les formules (73) du § II]

(39) u 4- 6 =  ±  78es ±  10 (mod.3 i).

On pourra donc supposer

(40) w, — 10 — 6 — 4) 

et l’équivalence (17), réduite à

(40  # 4  (mod. 3Q,

aura pour racines [voir les formules (86) du § II] les trois quantités 
16, — 3 , — i 3 . Cela posé, on pourra prendre .

(42) e js i 6 ,  rVi =  —  3 , /-2 =  — 13 (mod.3 i);

et, comme on tirera de la formule (18)

(43)  . ';2 =  — ■—  es— ~ = — 8 (mod.3i), 

on trouvera encore

(44) e2 =  — 8, re2 =  — 14, r2e2 =  — 9 (mod. 3i),

Donc enfin les formules (19) donneront

(45) 9 ^ = 1 6  — 8 =  8 , j 2 =  — 13 — 14 =  4, j 3 =  — 3 — 9 =  — 12 (mod.3i).

Ainsi l’équivalence (33) aura pour racines

(4 6 ) 7  =  8, 7 = 4 ,  7  =  ~ 12 (mod.3 i),

ce qui est exact. Les racines correspondantes de l’équivalence (3o), 

calculées à l’aide de la formule ( 32), seront évidemment

(47) x  =  x  =  — 9 (mod.3 i).

Considérons maintenant une équivalence complète du quatrième 

degré ou de la forme

( 4 8 ) a 0^ - + -  a 2Æ2 rl·- a z x  a t ~  o  ( m o d . / ; ) ,
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p  désignant un nombre premier, et a0, a,, a 2 , a 3 , a4 des quantités en

tières dont la première ne soit pas divisible par p ,  ou même des quan

tités rationnelles. Si l’on fait

( 4 9 ) (mod.p),  

l’équivalence (48) deviendra

(50) B / 2 +  C y  -+■  D == o (mod./>),

B, C, D étant des quantités rationnelles que l’on pourra réduire à des 

quantités entières. D’un autre côté, si l ’on désigne par

* h ,  v)2, Y)3, y h

les racines de l’équation

(5i) y k -t- B j 2-1- C y  4 - D =  o,

l’expression
(f\\ — Via H- — Y)* Y

. \ -------- »---------) '

considérée comme fonction de ces racines, n’aura, comme l’on sait, 

que trois valeurs distinctes, savoir

(5a)

u ‘ = (
' 'Yli — Y)2 +  Y)» — yiA s

V 2

u 2 =  1
( f i l  —  V z  —  Y b + Ï U Y

V 2 /

« 3  =
/  1 - t -  *02 —  Y)3 —

) ;

qui serviront de racines à la réduite

(53) «3 + 2 B « 2 + ( B 2—  4 D ) a - C 2= o .

Cela posé, concevons que l’équation ( 5 i) admette quatre racines dis

tinctes
y u y%> y  Zi y  ki
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et faisons

(H)

îits= y  i rt+.Yi— y ^  

y i — y*— 7 »+7 * Y

2 \

„ - i ï A ± y * - y * - n

u2, u3 seront, en vertu du théorème XVI de la page 292, les trois 

racines de l’équivalence du troisième degré

(55) m3+ 2 B îî2h- ( B 2— 4 D ) îî — C2 =  o (m od . / ) ) .

Comme on aura d’ailleurs

(56)
Y)4 = 0 ,

(ni — n2+  n3 — n*) (ni — n2 — n34-n*) (ni +  n2 — n3 — nu) — — 8C, 

on trouvera encore

(57)
l 71 +  7 2 + 7 3 + 7 4 = 0  (mod ./>),

I (7 1 - 72+ 73— y * . )  (71 —72- 73+ 7 *) (71 +  72—73- 7 *) =  - 8G·

A l’aide de ces formules, on réduira la résolution de l’équivalence (48) 

ou ( 5o) à la résolution de deux équivalences binômes du deuxième 

degré et d’une équivalence du troisième. En effet, supposons

<+ 71 — 78 +  78 — 7*

(58) e2=  — — — — y * } (mod./>). ·

_  71 +  72 — 7 a — 7*
/

Il suffira, pour déterminer e,, v2, de résoudre : x° l’équivalence ( 55), 

qui est du troisième degré; 20 les deux équivalences du deuxième 

degré

(59) *q= “ 1» l’I s a ,  (mod./)),
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après quoi l ’on déterminera e3, si C n’est pas divisible par p, à l ’aide 

de la formule 8e,e2e3 =  — 8C, ou

Q
( 60) e,=5— —-  ( m o à . p ) ,

yi y'L

ctji* j2 *  7-1,74 & l ’aide des formules

I
7 i + jKî + j 3+ /4  =  o (mod./?),

/ i — 7 s +  73— / 4= 2(,i»

7 i — 7 a—73 +  74 =  2(;2.

71·+· 7 a — 7 s — 7 t =  2,,3»
*

desquelles on tire
(62)

2̂ H- 3̂ — f’i — Vj -f- <>3
2 J 2 — 2

73 =
<’3 -e,-+-es— e3

2 — 2

(mod./Q.

Si G devenait divisible par/», l ’une des racines de l’équivalence ( 55) 

s’évanouirait, et, en désignant les deux autres par u,, u2, on devrait 

aux formules ( 5 g) joindre, non plus la formule (60), mais la suivante :

e3= o  (m od.p).

Il est bon d’observer que l’on a, en vertu des formules ( 54),

/ Ui—  u2=  (/ !  —  7 ü) ( 7 3—74) j 

(63) j u3~  ( 7 , - 7 4 )  (73—  7 ») [ (mod./>).

( Ui— i<3= ( / ,  — 7 3) (74— 7 ») )

On peut en conclure que, si l ’équivalence ( 5o) admet quatre racines 

distinctes l’une de l ’autre, l ’équivalence ( 55) admettra elle-même trois 

racines distinctes. Si l’on fait d’ailleurs

(mod./Q,(64)
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et de plus

( 6 5 ) E = - ^ B 2 +  4 d ) ,  F  =  - ( - 2- B 3- | b D  +  C 2)  ( m o d . / ; ) ,

l ’équivalence ( 55) deviendra

( 6 6 )  U 3 +  E U h- F  =  o ( m o d . p ) .

Supposons maintenantp — i divisible par 3 . On pourra déterminer 

les trois racines de l’équivalence (66), correspondantes aux trois va

leurs de u qui vérifient la formule ( 55), en suivant la méthode par 

laquelle nous avons résolu l’équivalence (4), et, comme les trois 

racines de l’équivalence (66) seront distinctes l’une de l’autre, si 

l’équivalence ( 5o) offre elle-même trois racines distinctes, il est clair 

que les quantités E, F satisferont alors généralement aux conditions 

que l’on déduit des formules (21) et (27), en y remplaçant B par E et 

G par F. On aura donc, en admettant que l’équivalence ( 5o) offre quatre 

racines distinctes,
r~l

/ F 2 E 3\  2
( 6 7 )  +  =  * ( m o d . / > )

et

(68)

F \  3 ( p - i ) ( p -  4 ) m  3 / F 2 E 3
2) 3 . 6  \ 2 /  \ 4  2 7

3 . 6 . 9 . 1 2  [2J  \ 4  2 7 /
=  1 ( m o d . / j ) .

On doit toutefois excepter le cas où le coefficient E deviendrait divi

sible par p. De plus, chacune des formules ( 5 g) devant être résoluble, 

on aura encore, si C n’est pas équivalent à zéro,

/>-» v - '
(69) u^- == 1, u22 = 1  (mod./>)

et, par conséquent,
tzl

(7°) «32 5331 (mod. p).
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Cela posé, concevons que l’élimination de u entre les équations

p-l
(71) u%-+- 2B î<2 (B ‘- — 4 D)« — CJ =  o, V = u  2

produise une autre équation de la forme

(7 2 ) V 34 - GVa +  HV +  I =  o,

On aura identiquement

(73) Y3+ gV2+ H V  +  I - ( v - « 7 _ ) ( Y - 1Ï7 ~) ( v - « ? " )
♦

et, par suite,

1
/  p  — 1 p - i  p —1 \

G — — V « ! 2 + M32 />

p - l  p - l  p - l  p - l  p - 1  p - l

H =  «i3 ÍÍJ2 + K12 “ 3 2 + w22 “ 3* >

' P ~ 1 P - 1 P - '  J ’ ~ l
I =  —  î<! a í¿2 2 ¿¿3 2 =  —  C 2 - —  C/' - 1  ;

puis on conclura des formules (74). combinées avec les formules (69), 

( 7° ) ’

(7 5 ) (} =  — 3, I l s  3 (mod./>)

et

(76) ‘ Ch = i (mod./?).

Donc, en définitive, les conditions (67), (68), (75) doivent être véri

fiées toutes les fois que, p — 1 étant divisible par 3 , et C, E non divi

sibles par p, l’équivalence ( 48 ) ou ( 5o) offre quatre racines distinctes. 

Quant à la condition (76), il est inutile d’en faire mention, puisque, 

dans le cas dont il s’agit, elle sera toujours remplie. Donc, si les con

ditions (67), (68), (70) sont vérifiées, p — x étant divisible par 3 , et 

C, E non divisibles par p, l ’équivalence ( 5o) et, par suite, l’équiva

lence (48) offriront quatre racines distinctes. En effet, les condi

tions (67), (68) étant vérifiées, chacune des équivalences (55), (66) 

offrira trois racines distinctes l’une de l’autre. Désignons par u,, u2, us
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celles de ces racines qui appartiendront à l’équivalence ( 55). Les 

quantités
p — \  p — 1 p — 1

( 7 7 )  W1 1  9 2 > 2

seront les trois racines de l’équivalence

( 7 8 )  V 3 +  G V 2 4 - H V  +  I  =  o,

qui, en vertu de la dernière des formules (74)* deviendra

( 7 9 )  V '  +  G ^  +  H V - C ^ s o .

De plus, les conditions (75), (76) étant remplies, la formule (78) 

deviendra
V3 — 3 V2 -t- 3 V — 1 =  o ' 

ou, ce qui revient au même,

( 8 0 ) ( V  — i ) 3 =  o,

et ses trois racines seront équivalentes à l’unité. Donc les quan

tités (77) vérifieront les conditions (6g), (70), et les formules ( 5g) 

seront résolubles. Cela posé, les formules (60) et (62) fourniront évi

demment des valeurs de y ,,  y ±, y 3, y h propres à vérifier l’équiva

lence ( 5o).

Si, les conditions (67), (68), (75), (76) étant remplies, le nombre 

p — x n’est divisible ni par 4* ni par g , la résolution des équiva

lences (66), (6g) et, par suite, la résolution des équivalences ( 5o),

(5 i)  s’effectueront sans peine à l’aide des formules (67), (68), (6g) 

du paragraphe précédent.

Concevons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse de résoudre l’équi

valence

(81) æ’*-¡r 4^3+  &xi -!r i3a? -t- 7 == 0 (niod. 3i).

Alors, en posant

(82) x ~ y  — I — / ~  u 

on obtiendra la formule

(83) yl +  9 f  — 3 — 0 (mod. 31);
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puis, en comparant cette formule à l’équivalence ( 5o), on trouvera

(84) B =  o, C =  g, D = — 3.

Cela posé, l’équivalence (55) deviendra

(85) u3-H 12 u -t-12 =  o;

elle se confondra donc avec l’équivalence (33), dont les racines étaient 

8, 4 et — 12, en sorte qu’on pourra prendre

(86) £ ¿ , =  8, î<2=4>  u 3 =  —  12 (m o d .3i).

Or, les valeurs précédentes de u{, u2, u3 vérifieront les conditions (69),

(70), ou

(87) 813 =  j , 4l8 =  1, (— i2 ) ls= i  (m o d .3 i).

On pourra donc résoudre les équivalences ( 5g) ou

(88) ef^=8, e| =  4 (m o d .3 i).

On tirera effectivement de ces dernières, en ayant égard aux for

mules (73) du § II, et à la condition 25= i ,

(89) f>i =  ±  88 =  ±  2n = ±  24 =  ±  16, r 2 = ±  48 =  ±  2 16 =  ±  2.

Par conséquent, on pourra supposer

(90) ^  =  16, 0 2= 2.

Les valeurs de e,, v.2 étant ainsi fixées, l’équivalence (60) donnera

(91) ^ =  — ^  =  — 9=22 (mod. 3 r) ;

et l’on tirera des formules (62)

( 9 2 ) / i = 2 0  =  —  II,  7 2 ^ 2 , 7 3  =  — 4 , 7 * =  — i 8 =  i3 (mod. 3i).

Telles seront les quatre racines de l’équivalence ( 83). Les racines 

correspondantes de l’équivalence (81), calculées à l’aide de la for

mule (82), seront respectivement

(93) X  = —  12, x  =  — 5, X  ~  12.
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L'es équivalences (88) étant résolubles, et le nombre C =  9 n’étant 

pas divisible par 3 i, on peut affirmer que, dans l’exemple précédent, 

les conditions (7 5), (76) se vérifient, ou, en d’autres termes, que· 

1 équivalence produite par l’élimination de u entre les suivantes

(9^) u 3-+- 1 2 u  -1- 1 1  =  o, V  =  u ' 6 (mod. 3i)

se réduit à la formule

(95) V 3 —  3 V 2+ 3 V  — 1 =  0 (rnod.3i).

C est, au reste, ce dont il est facile de s’assurer directement.
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SUR L ’ÉQ U ILIBR E
ET LE

MOUVEMENT INTÉRIEUR DES CORPS
CONSIDÉRÉS

CO M M E  D E S  M A S S E S  C O N T I N U E S .

§ I. —  F o r m u l e s  g é n é r a le s .

Dans la recherche des équations d’équilibre ou de mouvement des 

corps solides ou fluides, on peut considérer cos corps comme des 

masses continues, ou bien les regarder comme des systèmes de points 

matériels qui s’attirent ou se repoussent à de très petites distances. 

Dans la première hypothèse, il faut d’abord établir la théorie des pres

sions ou tensions exercées en un point donné d’un corps solide contre 

les divers plans qu’on peut faire passer par ce même point. J’ai déve

loppé cette théorie dans le Tome II dos Exercices de Mathématiques ( ' ), 

et j ’ai fait connaître les relations qui existent, dans le cas d’équilibre 

d’un corps solide ou fluide, entre les pressions ou tensions et les forces 

accélératrices. Si, pour fixer les idées, on désigne par x , y, z les coor

données rectangulaires d’un point quelconque ; par p la densité d’un 

corps au point ( x , y , z ) ;  par p', p", p"’ les pressions ou tensions que 

supportent en ce point et du côté des coordonnées positives trois plans 

respectivement perpendiculaires aux axés coordonnés; par A, F, E; 

F, B, D; E, D, C les projections algébriques des pressionsp', p",p ’” sur 

ces mêmes axes; enfin, par X, Y, Z les projections algébriques de la 

force accélératrice appliquée au point ( x , y , s ) ;  les relations dont il

( > )  OEuvres de Cauchy, S .  I I ,  T .  V i f .
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s’agit seront exprimées par les formules

(>)

d k  dF dE
x -  +  +  x :  + pX  =  °-d x  d y  o z

â ¥  d B  à B  v  _

d x  o y  d z

d E  SB d C  „  _
d x  â y  o z  r

dans lesquelles a?, y,· z sont prises pour variables indépendantes. Si les 

diverses particules du corps, au lieu d’offrir un état d’équilibre, sont 

en mouvement, alors, en désignant par a ; ,  3 ", 5 b les projections algé

briques de la force accélératrice qui serait capable de produire à elle 

seule le mouvement effectif d’une particule, et prenant æ, y , z, t pour 

variables indépendantes, on obtiendra, à la place des équations (1), 

celles qui suivent :

(2)

d k
d x

dE
d x

d E

d x

d  F dE
dÿ dJ +.PX -P^ »

dB

dy

dD

à y

<m
d z

d C
d z

■ p Y  —  p j ,  

- p  Z  =  p 5b.

Enfin, si l’on nomme Y], Ç les déplacements de la particule qui, au 

bout d’un temps t, coïncide avec le point (æ ,y ,z),  mesurés parallè

lement aux axes coordonnés, on trouvera, en supposant ces déplace

ments très petits,

_ d2v «, _ d2Ç 
— di2 ’ * ~  ài* ’

et, par conséquent, les équations (2) deviendront
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Les formules (i), (2), ( 3 ) sont les véritables équations d’équilibre ou 

de mouvement intérieur des corps considérés comme des masses con

tinues; et pour en déduire, par exemple, les lois de l’équilibre ou du 

mouvement des corps solides élastiques, il suffit de chercher comment, 

dans ces derniers, les pressions ou tensions A, B, C, D, E, F doivent 

s’exprimer à l’aide des déplacements £, Y), Ç. Nous ferons, à ce sujet, 

les remarques suivantes.

Soient, au bout du temps t, a, ¡5, y les angles que forme avec les demi- 

axes des coordonnées positives une droite menée par le point (ce,y, z), 

et représentons par t la dilatation ou condensation linéaire t, mesurée 

suivant cette droite. On aura, en supposant que les déplacements Y], 

Ç soient très petits,

i s =  —  cos2a -f  ~  cos2|3 -+- cos2y

Donc, le système des dilatations ou condensations linéaires, mesurées 

dans toutes les directions possibles autour du point (æ ,y ,z ), sera 

complètement déterminé, lorsqu’on connaîtra les valeurs des six quan

tités

.... de, à n  dÇ df) dÇ d \  d£ d n
d x ’  à y '  à z '  â z  à y ’  à x ~ * ~ à z ’  à y  d x ’

qui, dans la formule (4), servent de coefficients aux carrés et aux pro

duits des cosinus des angles a, [3, y. Cela posé, admettons, comme nous 

l’avons déjà fait dans le IIIe Volume (p. 167) (*), que, dans un corps 

élastique, la pression ou tension exercée contre un plan passant par un 

point donné (æ,y, z)  dépende uniquement des condensations ou dila

tations linéaires autour de ce point, en sorte que, le système de ces 

condensations ou dilatations étant connu, on puisse en déduire le sys

tème entier des pressions ou tensions exercées contre les divers plans

cosy cosa -+-

( l ).OElivres de Cauchy, S. N, T. VIII, p. 204.
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qui renferment le point (oc,y, z) ( ') .  Les pressions ou tensions

( 6 ) ,  A,  R, C,' D, E, F

devront être des fonctions des seules quantités

dri dÇ du dÇ dÇ d| dn
d x ’ dy ’ â s’ àz d / ’ dx d z ’ dy d x ’

et même des fonctions linéaires, si, en considérant les quantités dont 

il s’agit comme infiniment petites du premier ordre, on néglige, dans 

les développements de A, B, C, D, E, F, suivant les puissances ascen

dantes de ces quantités, les infiniment petits du second ordre et des 

ordres supérieurs. Donc alors, en admettant que les pressions s’éva

nouissent dans l’état naturel, on trouvera

a,, b,, c t, d,, a2, b2, . . .  étant des coefficients qui seront déterminés 

en chaque point du corps, mais pourront varier avec æ, y, z. Les 

équations (7) et (8) coïncident avec celles que M. Poisson a données

( ‘ ) Nous avons indiqué ce principe, dans le IIIe Volume des E x e r c ic e s , comme propre 
à fournir les équations d’équilibre ou de mouvement intérieur d’un corps solide dont 
l’élasticité reste la même en tous sens; mais rien n’empêche d’étendre*le même principe 
au cas où l’élasticité varie dans le passage d’une direction à une autrei

OKuvres de C. — S. II, t. IX. / 44
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dans son dernier Mémoire sur les corps élastiques ( ') .  Chacune de ces 

équations, prise à part, est de la même forme que l’une des équa

tions ( 5 ), (6) des pages io et ix du présent Volume, et renferme six 

coefficients dépendants de la nature du corps. Mais il n’arrive plus ici, 

comme pour les équations ( 5 ), (6) des pages xo et 11, que quelques- 

uns des coefficients qui servent à déterminer la pression A soient 

égaux à quelques-uns de ceux qui· servent à déterminer chacune des 

autres pressions B, C, D, E, F; et les trente-six coefficients a,, b,, 

c,, d,, e,, f,, a,, b2, c2, . . .  sont tous distincts les uns des autres.

Si l’élasticité du corps redevient la même en tous sens, les équa

tions (7), (8) se réduiront à celles que j ’ai données dans le IIIe Volume 

[p. 210 ( s)]. Alors, en effet, comme je l’ai déjà remarqué [IIIe Volume, 

p. 167 (.*)], trois directions perpendiculaires entre elles devront, en 

chaque point du corps élastique, correspondre simultanément aux 

trois pressions ou tensions principales et aux trois condensations ou 

dilatations principales. De plus, si l’on nomme e', z", e"' les dilatations 

ou condensations principales, et xs't ct", o" les tensions principales 

prises avec le signe 4-, ou les pressions principales prises avec le 

signe — , w', x s" , vs'”  seront des fonctions de e', t", e"', qui devront con

server les mêmes formes quand on échangera entre eux les axes des x,

(!) Pour établir les formules (7) et (8) qu’il regarde comme applicables aux corps 
solides élastiques, dont les molécules sont très peu écartées des positions qu’elles occu
paient dans l’état naturel, M. Poisson part de ce principe, que les pressions A, B, C, D, 
E, F, relatives au point (x,y,z),  dépendent uniquement des déplacements relatifs dos 
molécules dans le voisinage de ce point et, par conséquent, des neuf quantités

d£ d|j d? d-r) dï) dï) dÇ dÇ dÇ_
dx’ d/’ àz’ àx ’ d f ’ dz’ d.r’ d/’ àz’

puis, en considérant ces quantités comme infiniment petites du premier ordre, et négli
geant les infiniment· petits du second ordre, il réduit les valeurs de A, B, C, D, E, F à 
des fonctions linéaires des quantités dont il s’agit. Enfin, il ramène ces fonctions à la 
forme sous laquelle elles se présentent dans les équations (7), (8), en admettant que les 
pressions s’évanouissent dans l’état naturel du corps, et en observant que cet état con
tinue de subsister, quand on imprime à tous les points un mouvement commun de rota
tion autour de l’un des axes coordonnés.

(2) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. a5o.
(3) Ibid., p. 204.
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y , s. Ces mêmes fonctions deviendront linéaires, si, en considérant les 

quantités z', z", z’" comme infiniment petites du premier ordre, on 

néglige, dans les développements des pressions, les infiniment petits 

des ordres supérieurs; et alors, en supposant les pressions nulles dans 

l’état naturel, on aura nécessairement

( CT' =  H£'+K£"+K£W,

( 9 )  n T " = K £ , +  I l £ " + K £ ' " ,

( r o " ' = K s '  +  K £ ' ' 4 - I l £ ' i',

H, K désignant deux coefficients qui pourront varier avec x, y, z ..Si 

maintenant on fait, pour abréger,

(io) u = e ' +  e"+ s'",

v représentera la dilatation ou condensation du volume, et, en posant 

d’ailleurs
k  II.— K,

on réduira les équations (9) aux formules (74) do la page 179 du 

IIIe Volume ( ') ,  c’est-à-dire à

(11) bj' =  k s ' +  Ku,. tb" =  k e *  +  Ku, v a '" =  k e ll!-h  Ku.

Enfin, en raisonnant comme dans le IIIe Volume [p. 177 et suiv. (*)], 

on déduira des formules (11) les valeurs générales de A, B, C, D, E, F, 

savoir

(1 2 ) A =  * H + K u ,

" 3) D = s * ( f +

R

dl
dz

C =  k§-  + K u,
dz

F = l- k
2 d y  d x  ) ’

et, en substituant ces valeurs dans les formules (1) ou (3 ), on obtien

dra des équations propres à déterminer l’équilibre ou le mouvement 

des corps élastiques dont l’élasticité reste la même dans tous les sens. 

Or ces équations, qui renferment deux coefficients k, K dépendants de 

la nature du corps, sont précisément les formules (72), (73) de la

(1 ) OEuores de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 217. 
(2) Ibid., p. 2 1 5 ;
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page 179 du IIIe Volume ( ') .  Elles comprennent, comme cas particu

liers, d’autres équations qui renferment un seul coefficient, savoir, 

celles que l’on trouve dans un Mémoire de M. Navier, présenté à l’Aca

démie le 14 mai 1821, et dans le premier Mémoire, de M. Poisson sur 

les corps élastiques, et celles que j ’avais données moi-même dans le 

Mémoire présenté à l’Académie le 3o septembre 1822.

On ne doit pas oublier que, pour établir les équations (7), (8), (12), 

( i 3 ), nous avons considéré les corps élastiques comme des masses 

continues. Si on les regarde comme des systèmes de points matériels 

qui s’attirent ou se repoussent à de très petites distances, les équa

tions (7), (8), (12), (r3 ) ne changeront pas de forme. Seulement les 

trente-six coefficients renfermés dans les équations (7), (8) se rédui

ront aux quinze coefficients que comprennent les formules ( 5 ), (6) 

des pages 10 et 11, et les deux coefficients, renfermés dans les équa

tions (12), ( i 3 ) seront liés l’un à l’autre par la condition

K )  k — 2 K,

en sorte que les équations (12), ( i 3 ) se réduiront aux formules ( 48) 

de la page 229 du IIIe Volume ( 2). Or ce qui pourrait faire croire que 

dans la théorie des corps élastiques il convient d’opérer les diverses 

réductions dont nous venons de parler, c’est1 que les expériences faites 

sur des corps dont l’élasticité reste à peu près la même en tous sens 

paraissent s’accorder spécialement avec les formules qu’on obtient 

quand on suppose'vérifiée la condition (i4 )·

Nous allons maintenant rechercher les formules qui devront rem

placer les équations (7), (8), si l’on considère un corps élastique pas

sant d’un état dans lequel les pressions ne seraient pas nulles à un 

second état distinct du premier. Pour y parvenir, nous suivrons une 

méthode semblable à celle dont M. Poisson s’est servi pour établir les 

formules (7), (8), et nous supposerons que les pressions A, B, C, D, 

E, F, relatives au second état du corps élastique, dépendent en chaque

(1 ) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VUI, p. 217.
(2) Ibid., p. 270.
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point ( x ,y ,  z) des déplacements relatifs des particules situées dans le 

voisinage de ce même point. Or, si l’on désigne toujours par r), Ç ces 

déplacements mesurés parallèlement aux axes coordonnés dans le pas

sage du premier état au second, les déplacements relatifs de la parti

cule qui coïncide dans le second état avec le point

' ( x  +  A x ,  y  -+- Ay ,  z  +  As),

par rapport à la particule qui coïncide avec le point ( x , y , z ) ,  seront 

les trois quantités
' AÇ, Au, AÇ.

D’ailleurs, si l’on nomme/’ le rayon vecteur mené du point ( x , y , z )  

au point (x  +  Ax, y  -+- Ay, z -+- A z), et oc, ¡3, y les angles formés par ce 

rayon vecteur avec les demi-axes des coordonnées positives, on aura

(i5) Ax =  r cos a, A j =  /,cos|3, As =  rcosy;

et les trois quantités Al, Ayj, A‘( seront, dans le voisinage du point 

(.x , y, z), sensiblement déterminées jiar les formules

* = § * * - > - § * ■
d£ (à l• =  r l^ c o s a - dl « \^ co sfS + ^ co sy j,

AÇ
d?

A x - dK
d x  '  1 d y

Ay-

d-n .
■ v As =  /· 
d z

d?

du dn n du-r— cos oc -H -y- cos p -|- j— cosy 
d x  d y  a z  '

dK d?
, Az =  r cos oc 4 - ,

â z  \ d x  d y

a  dÇ \ 
cos(3 -+- ^  c o s y j .

Donc les déplacements relatifs des diverses molécules dans le voisinage 

du point (x , y, z)  dépendront principalement des neuf quantités

Êl Êl,
d x  d y

d£
ds’

à-n
d x ’

d-n

à y ’
à-n
â z  ’ d x ’

àï
d y '

dÇ
d z ’

qui serviront de coefficients aux cosinus des angles a, ¡3, y dans les 

valeurs des rapports

— yr
Ayî
--  )r

AÇ#
r

Donc, en adoptant l’hypothèse ci-dessus mentionnée,"on devra re

garder les pressions A, B, C, D, E, F comme des fonctions de ces six
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quantités. Enfin, si, en considérant ces quantités comme infiniment 

petites du premier ordre, on néglige dans les développements des 

pressions A, B* C, D, E, F les infiniment petits d’un ordre supérieur 

au premier, les fonctions dont il s’agit seront remplacées par des fonc

tions linéaires, en sorte qu’on pourra supposer

A =
di; dn àt,
--- ¡"32T· +  t*3 T"d x  d y  d z

dn
di

dm
d z

a, -----

lir:

C =

, . d£ , dt\ . àÇ .
b + b ’ ^ + b2^ + b 3di,+  bt

fi7

à\ dri dÇ
r +  c ,5£ H" c*3ÿ +  c ,^  +  c*

dn
di"

dn
d z

dn

d z
C7 -T----

dÇ
ày

dK
ày

dt
ày

dÇ
ày

dK
à y

dt
ày

x: +  x . H- c5

h

•b.

d£
d x

+  a8 X“ -
àï
à x

dl
d z

dA
d z

Ù1
d x

à%
à x

dÇ
d x

dl
d z

<K
d xx r . — x :  H -  C9

aG

+  ^  + b

.¿5
d z

dl \
d z

à\
à

dÂ + dJL
d y  d x

di; dn 
d y  d x

d£ dn\
à y  d x  )  

à y  d x

* à y  à x  

'  d 'i dn N

< 1 - à x

„  . ài, . dn , dÇ ,I) — b + dj —— d.2 -t— t- dj -j— -4- dj 
d x  à y  d z

d7

E =
à \  dn dÇ 

f + e ‘ d i  +  e2d  ̂+  e3di +  e‘

d z - V
à y )

dn _  d | \  
à  z  d y )

dn
d z

dn
d z

e, -,-----

F = K  , f à* , f dl
U- d ï  +  h àz

+  L 

+  f7

dn
d z

àï
à y

dÇ
à y

àK

oy
dn _  d£ 
à z  à y

d3 

■ ds

H- f8

<K
à x

<K
à x

dÇ
à x

dl
à z

d?
0

dl
à z-x  H -x H- e

x l . - ^  +<M Y?-

d?
à x

dA .
d x

dÇ
à x

. dl
d z

dl
d z

dl
à z

-+- f«

■+■ fs

di; dn 

à y  à x

d\ d-n 
d y  d x

àl + dn\ 
d y  r1~ d x  )

e l ^1 — —  
9' d y  d x

dn
Ü X

di
d y

à£ dn 

à y  à x

Pour découvrir les relations qui peuvent exister entre les soixante 

coefficients que renferment ces dernières formules, il suffit d’observer 

que le premier état du corps continuera de subsister, si, dans le pas

sage du premier état au second, on a déplacé tous les points, en les 

faisant tourner simultanément autour do l’un dés axes coordonnés.
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Supposons, pour fixer les idées, que, dans le passage du premier état 

au second, le corps ait tourné autour de l’axe des z; et soient, dans le 

second état du corps t, t les coordonnées polaires du point (x , y , z ) 

projeté sur le plan des x, y,  en sorte qu’on ait

(19) " ¿c =  tcosT, j  =  tsinr.

Désignons d’ailleurs par i l’accroissement qu’a reçu l’angle % dans le 

passage du premier état au second. On aura évidemment

(20)
\ —  tcosr — v c o s ( t  —  î ) =  x ( i  —  c o s í ) — y sini, 

n — t  sinr — t sin ( t  — i ) — y (  1 — c o s í ) +  x  sini,

puis on en conclura, en considérant i comme infiniment petit du pre

mier ordre, et négligeant les infiniment petits d’un ordre supérieur 

au premier,

(21) ? — — iy, v =  ix.

D’autre part, les valeurs do A, B, C, D, E, F relatives au premier état 

du corps, ou celles qu’on déduit des formules (17), (18), en rempla

çant £, Y], Ç par zéro, savoir

«, b, r, b, c, f,

devront coïncider avec celles qu’on obtient dans le second état du 

corps, lorsque, aux axes rectangulaires des x, y, on substitue de nou

veaux axes coordonnés qui forment avec le demi-axe des x  positifs 

les angles i et  ̂ 4- i. Il en résulte immédiatement que les formules (7),

(8) de la page 43 , et les formules ( i 3 ), ( i 4) de la page 44» subsiste

ront si l’on y remplace les pressions x ,  -»fb, G, CD, c, #par d, b, c, b, e, f, 

pourvu que l’on y pose en même temps

I ■ ■ n  , · 7 t .I ce 1 — iy #2 — H- iy ÛC3 —‘ L 2 2

(22) I Pl =  - — h  p 2 = ù  @3 = r ’j 2 2

TT
y* -  ! ·

TT
y. =  â > y3 =  0 ,
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ou, ce qui revient au même,

! cos«!=; c o s í , cos<3t2 =  — sini, cosa3= o ,

cos — sin i, COS ¡32=  COSÍ, COS(33= :0 ,

cosy, =  o, cosy2 =  o, cosy3= :i.

On trouvera, en conséquence,

/ A =  a cos2 i +  b sin2 i  —  2 f sin i  cos i,

(24). | B =  a sin2i -h b cos2i +  2Ísiní c o s í ,

( C =  r,

/ D =  b cosí 4- e sin i,

(2 5 ) < E = — b sin 1 + 1 cosí,

( F =  (a —  b) siní c o s í  +  f(cos2i —  sin2i) ;

puis on en conclura, en négligeant les infiniment petits du second 

ordre,

( 26 ) A =  a —  2 if, B =  b 4- 2 íf, C =  r,

(27) D —  b -h ic ,  E =  c —  ib, F =  f + i ( '«  — b).

D’ailleurs on tirera dos équations (17), (18), réunies aux formules (21),

( 2 8 ) A  =  a —  2 í'a9, B — b —  2 i b 9, C =  t — 2 í c9,

(29) D =  b —  2 id 9, E =  c —  2i‘e9,. F =  f — 2 if9;

et, comme ces dernières valeurs de A, B, C, D, E, F devront s’accorder 

avec celles que fournissent les équations (26), (27), on aüra nécessai

rement

(3o) a9 =  f, b9=  — f, c9 =  o,

(3 i) d9 =  — -‘-r, e9 =  |b, f9r=i(b — «).

On trouvera de même : i° en supposant que, dans le passage du pre

mier état au second, le corps ait tourné autour de l’axe des y,

c8 — r,

f8 =  — 2 b ; ·

(3 2 )

(33)

a8 —  —  b8 —  o,

d , =  -Jf, e8= - ‘ (i» — r),
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2° en supposant que, dans le passage du premier état au second, le 

corps ait tourné autour de l’axe des x,

( 3/j ) —  o  j bij —  b j —  b j

(35) d7= | ( r - b ) ,  . e7 =  - H  f

En vertu des formules ( 3o), ( 3 i), ( 32), ( 33), ( 34), ( 35), les coeffi

cients compris dans les équations (17), (18) se réduiront à quarante- 

deux, et ces équations deviendront respectivement

(36)

(37)

dl à n

ày

àZ

B

+  a ,dS +  a2dÿ +  a3d5

\ à x  à y  J  ' ~ \ d z

, d £  , d r )  ,  d Ç
+  b t 3 — -+- b 2 —— 1-  b 3 3 -  -v

d x  à y  d z

, h ( à Z  à n  \ / àZ

àn
dx

“4 M
dl
ày

b* à n  àZ  
à s  +  à y

dl àn
Cià  ̂+  Ci~  +  C·

àZ

D  =  » 4 - i ( t - b )

à y  ' à  

à n  àZ
à z  

à n

ày

dZ

_ à\
àz

(à -n  àZ

, i f (à A _ à z
2 \ à z  d x

-I- cli j ----- H d 2 3 ----- 1- ds - j-
à x  à y  à z

E

d|
à x

à n
à z

àZ
ày

2 (

àt,

\ à x

à n  àZ+  e2 -t— 1- e j y  
à y  à z

* [ à x

F = f  +  -‘-(b à l "  à n  
à y  à x

, à z

. u ( dS
2 l  à v

dl
ày

à n  ^ à Z _  
à y

à Z .
à x

b5 ( TT ■
àZ
à x

à\
à z

( à Z  ^  
Cs <d* +

dl
ày

à Z _
à x

, i î ( fh
2 \ à z

f  à \  „ dn „ àZ
+  f l d5 +  f ,^ +  f*5S

à y

à n  , àZ

àÿ

J  2 \ à x  à z

t l K
5 ' à x

: i +

à n  \ 
à x  ) ’

’ d l  ^ à n  \

,à y  + à x y

à l à_n\

à y  + à x  ) ’

dn 
à x

dl
àz

àZ 

’ à y

F , +  ec

ày

dl .
à y

§ H ( § -

à n  ' 
à x  ) ’

à n  
à x  Y

à n
à x

Ajoutons que, si le premier état du corps est un état d’équilibre, dans 

lequel les forces accélératrices soient nulles, les pressions n, b, c, fc,
OEuvres de C. — S. I l ,  t. IX. 45
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s, f, relatives à cet état, devront vérifier les conditions

dfl â ( de
d x  +  à y  d z  ° ’

df db db _

d x  O y  +  d z  ° ’

de de
•j— 4- -T— H— v— — O,
d x  d y  d z

que l’on déduit des équations (i) en y remplaçant A, B, C, D, E, F par
a, b, c, ï>, e, f, et X, Y, Z par zéro. On peut remarquer d’ailleurs que 

ces conditions seront toujours remplies, lorsque les pressions a, b, c,

b, e, f  relatives au premier état du corps se réduiront à des quantités 

constantes, c’est-à-dire, indépendantes de la position du point s).

Il est bon d’observer que les équations ( 36), (37) comprennent, 

comme cas particuliers, les formules qui se trouvent inscrites sous les 

mêmes numéros, aux pages 172, 173, et qui se déduisent de ces équa

tions lorsqu’on pose

—  a H- ti, b,— f  — b, ct=  e —  f, d,= u — b, e,=  v, f , - w ,

a2=  f  —  <t, b,= b -h b, c2=  d —  f, d2=  u' , e^— w ' — e, f 2= w ' ,

a3=  e —  fl, b3=  d — b, c3=  C 4- r, d3=  u", e3=  v", f . = w " -

a4=  u, b4=  u' +  b, c4=  u" -h  b,
1 j  b H- c 

(I4— d - f ·  >
,, { e4=  w 4- -  , 2 f * = v'-t-

a6r= V +  f , b5=  v ' , c s =  w"-+- e, ds=W"4- - ,  2
c4- fle5=;e-)---------- ,2 f.= « +  :

a6=  w  h-  f, b6=  w ' - i -  f, c6=w", d .= * '+ î ,
b

e6=uH- -  , 2 r.=. f + i

Ainsi les valeurs de A, B, C, D, 1Ë , F, déterminées généralement par

les formules ( 36), (37), conservent les mêmes formes, quand, au lieu

de considérer les corps comme des masses continues, on les regarde 

comme des systèmes de points matériels qui s’attirent ou qui se re

poussent à de très petites distances. Seulement, les quarante-deux 

coefficients renfermés dans les équations dont il s’agit se réduisent
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alors à vingt et un, et vérifient les conditions

( b3+  b =  c,-+-1 = d 4—
I 2

/ / \ ] f H- û(4<>) < Cj H- r =  a3H- a =  e5-----— ?

f a j  -t- « =  b j  -t- b =  f , ----------—  5

| d i  +  > =  a 4=  e 6 —  | b  =  f 6 —  | b ,  d 2 -i-î> —  b 4, d 3 -+-î> =  c 4,

( 4 0  e 1 +  t  =  a 5, e 2 +  c =  b 5 = f 4 —  { t ,  d 6 = | f ,  e 3 +  î = : c 5,

( f i  +  f  —  a 6, f 2 h-  i  = 1  b 6, f 3 +  f  —  Co =  d 3 —  =  e 4 —  -jf .

Soient maintenant

(4a) «Ho, i)î>, G, ©, C, §

ce que deviennent les pressions A, B, C, D, E, F lorsque, dans le se

cond état du corps, on fait tourner les axes coordonnés des oc et y  

autour de l’origine, de manière à substituer au demi-axe des x  posi

tives celui qui, partant de l’origine, se dirige vers le point correspon

dant aux coordonnées x ,  y.  Supposons d’ailleurs que l’on désigne 

toujours part et t les coordonnées polaires de ce dernier point. X, §, 

C; © ; C, ffi, G seront les projections algébriques sur les nouveaux 

axes coordonnés des pressions ou tensions que supportent dans le 

second état du corps trois plans menés par le point (x , y, z), et per

pendiculaires, le premier au rayon vecteur t, le troisième à l’axe des z, 

le deuxième à la droite d’intersection du premier et du troisième. Or 

ces nouvelles pressions ou tensions seront évidemment liées aux pres

sions ou tensions A, B, C, D, E, F par les formules qu’on obtient 

lorsque, dans les équations (24), ( 25), on remplace l’angle i par 

l’angle t , et a, b, c, ï>, e, f  par x ,  iii>, G, ©, C, de sorte qu’on aura

/ A =  X  cos2t· -t- i)î> sin8T— 2^sinTCosr,

(43) . B =  X sin2r +  i)b cos2t +  sin-rcosr,

C = e ;
D =  ffi cosr +  C sinr,
E =  — ffi sinr -+- C cosr,

F =  (X — i)t) sinr cosv +  $(cos2r — sin2r),
(44)
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ou, ce qui revient au même,

- ilï) X  —  1I!>

(45)

( 46)

A =  · • C0S2T — if S i n 2T,

iAô H- nHo — j  .
B — ------------------------ cos2t ci* sin2T,2 2

c= a;
D =  CD COST+ C sinv,

E = — ffi sinT ·+· C cost,
X — 'll!) .

F = sin 2 T -f-.T COS 2 T.

Ajoutons que des formules ( 45) et (46) on tirera

(4 7 ) A +  B =  X  +  iJh, A —  B =  (X. —  ii’o )  c o s 2 t  —  2éî sin2T

et, par suite,

(48)

oAa —

ail) —

A +  R
2

À +  B
2

— C;

A - B
2

A - B
2

cos 2  t  ■ +- F s i n 2 t ,  

c o s 2 t  —  F s i n 2 T,

(49)

(0 =  D cost — E sinT,

C =  D s i i i T  +  E c o s t , ’

4 A - B  .3  — ------------sin2T -+- F cos2t.2

Désignons à présent par j-o et par i les accroissements que reçoivent 

le rayon vecteur t  et l’angle t , tandis que le corps passe du premier 

état au second. On aura

X =  tCOST — t(l — J ) c o s ( t — i),

Yi =  t sinT— t(i — j )  sin(T — i) ;

puis on en conclura, en considérant les quantités i, j  comme infini

ment petites du premier ordre, et négligeant les infiniment petits d’un 

ordre supérieur au premier,

( 5 i) X—  — ix. sinT -+- j x  c o s t , rt =  î k c o s t  -t-ytsinT
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ou, ce qui revient au même,

(52) Z =  — i y  +  j x ,  n  =  i x  +  j y .

D’autre part, en considérant n et t comme des fonctions de x,  on 

trouvera, eu égard aux formules (19),

( 5 3 )  1 3 =  x î - i r y * ,  t a n g r  =  ^ ,

et, par suite,

( 5 4 )  t  dx. =. x  d x  4 -  y  d y ,  

ou, ce qui revient au même,

( 5 5 )  dt =  cosvd'.r -+- s m x d y ,  ·

dx  —
xdy  — y dx 

x ï +  yi ’

^  _  c o s x d y  —  s i n x d x
t

On aura donc

/ k« \  d t  d t  . d x  1 . d x  I(5o) 3— i= cost, -3-= sinT , 3— = ---- sinr, . -r- =  -co sr:
d x  à y  d x  t  d y t

et, si l ’on suppose i ,  j ,  £ immédiatement exprimés en fonctions de t , t  

et 5, on trouvera encore

(57)

( 5 8 )

à i  _d i
d x  d i

É L ~ È l(
d x  àv

dZ dZ  i dZ .
3— =  v  cost — -  smr, 
d x  d i  i  d x

1 ài .
-V- =  -r cost-----t- sinT,dx di idx

1 dj .. --- . cost----- fsinT,
dx ài i dx

di di . 1 di
- r - =  â -  s i n T  H------- r  c o s t ,dy di idx

di dj . 1 di
i r  — TT sm t -+- - - / cost, dy di i d x  ’di

dZ dZ . 1 dZ
d y  d i  i  d x

Cela posé, les formules (02) donneront

£
dx — j  — y

d i
dx

d i

•SL-

d n  . d i  , d j
d x  d x  *  d x

£
d y

d n

d i  à i

' y dy +  x d y

d y  J d y  à y ’

(5g)
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et l ’on conclura de ces dernières, combinées avec les équations (19)

•et (57),

(60)

(6.)

/ d£ . 1  (à i , d/\ 1 f (à i
| dx J -l- 2 \àz * di)  2 |_\dr

2 l\ d r

A l
di COS 2 T ·

ài
dy

1 (*Ü
2 \àz

à n _/ àj

dn _  . _ __
dy 2 \àz 4 ^

àj d i\ . 1
fr +  ' di) s,n2TJ’

l ·■4 ) cosîi+( l + 4 ,isuml
d x àz

di\ fd i
‘ ¡ r J cos3 ' -  s

di ■ dn . à/' di
j î - T - = - 3 i - + - ;----- l y
dv d x dz dt

On trouvera d’ailleurs

( 6 2 )

di
àz

dn
di

di àj (  di . àj
=  ~ à 'T z+:Xt ; :=' ( - à - z Sm Z+à C0ST.

di àj (  di àj . \
=  x -— h r T  =  t r  cost +  ~r sinr . d z  J à z  \ à z  à z  j

Enfin, si l’on substitue dans les équations ( 36) et (37) les valeurs de

dÇ d? dn d i  d n  d i  _  d n  ài d n
d x ’  d y ’  d x  ’  d y '  d y  d x ’ d y  d x ’ à z ’  d z ’

tirées des formules ( 58), (60), (6 i)r (Ô2), on obtiendra de nouvelles 

valeurs de A, B, G, D, E, F, qui, substituées elles-mêmes dans les for

mules (48), ( 49)» fourniront le moyen d’exprimer les pressions x ,  iii, 

8, ®, C, é  en fonctions des quantités

(63) i ,  j ,  t ,  z ,

et des coefficients différentiels

. d i  à i  à j .  à [  à [  àj_. ày ày LU
m )  J i  à z ’  à z ’  f i  . t z ’  f z ’ à l ’  à z ’  d i '

Si, après avoir obtenu, comme on vient de le dire, les valeurs de a , 

ift>, e , ®, C, 3 , exprimées en fonctions des quantités ( 63) et (64), on 

cherche ce qu’elles deviendraient dans le cas où l’on déplacerait, en le 

faisant tourner autour de l’origine, le demi-axe polaire, à partir du-
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quel se compte l’angle t , il suffira d’observer que, en vertu d’un sem

blable déplacement, la variable i  serait augmentée ou diminuée d’une 

quantité constante. Donc, pour déterminer les valeurs que prendraient 

«A», in, e , œ, C, § après le déplacement dont il s’agit, il suffirait de rem

placer, dans les formules ( 58), (60), (61), (62f), (48) et (4g)* l’angle 

t renfermé sous les signes sin et cos par l’angle t +  S, S désignant une 

constante positive ou négative. Or il faudrait évidemment que· les va

leurs de «A», ifb, S, ®, C, i ,  ainsi trouvées, conservassent la même forme, 

quel que fût l’angle S, pour que le corps, dans son premier état, pût 

être considéré comme offrant la même élasticité en tous sens autour 

d’un axe quelconque parallèle à l’axe des z . Il reste à examiner quelles 

sont les relations que doivent avoir entre eux les quarante-deux coef

ficients
«» ai, a2, a3, 84, a6, a«»

!>, bi, b2, b3, b*, bs, b6,

U Ci, c2, C3, c*, C8, Ce»
d,, d2, dj, di, • d5, d6,
e„ e2, e3, e6; 6̂»

4 f., fa, f*, f., fe,

pour satisfaire à la condition que nous venons d’indiquer.

Afin de résoudre plus facilement la question dont il s’agit, attri

buons d’abord à S la valeur particulière tc, et supposons, en consé

quence, que les valeurs de x ,  ait., e , ©, C, 3 , déduites des formules (58), 

(6o), (6 i), (62), ( 36), (37), (48) et (49)» conservent les mêmes 

formes, tandis qu’on y substitue, l’angle v -+- ir à l ’angle ir. Il est clair 

que, après cette substitution, les valeurs des quantités

(66) A, B, C, F, Ê±
dx ’

àfi

dr’
ñ
ày

dri
àx’

Ê .
dy

<K
d x ’

fournies par les équations (45), (46), (60), (61), n’auront pas changé, 

tandis que les valeurs des quantités

(67) D, E, dZ
dx’

àZ
à y ’

dS
d z ’

dri
d l ’
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fournies par les équations (46), ( 58), (62), auront simplement 

changé de signe. Donc les formules ( 36), (37) continueront de sub

sister lorsqu’on y changera seulement les signes des quantités (67). 

Donc ces formules entraîneront les suivantes :

Or les équations (70), (71) devant subsister pour des valeurs quel

conques de V), Ç, et, par conséquent, pour des valeurs quelconques 

des quantités
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on en conclura immédiatement

( 7 2 ) a4=  a5=  0 , b4 =  b 5 =  o, c 4= c 5= o ,

( 7 3 ) > =  d1 = d 2= d 3= d 6= o ,  t =  e i ^ e 2= e 3= e 6= :o ,  f4= : f 5= o .

Concevons à présent que l’on attribue à S la valeur particulière 

et supposons que les· valeurs de x ,  ifl>, e , ffi, C, $ doivent encore con

server les mêmes formes quand on substitue l’angle t -h  ̂ à l’angle t .

Cette nouvelle substitution, opérée dans les formules (45), (46), ( 58), 

(60), (61), (62), aura pour effet de changer les valeurs de

(74) A, B, D, E, F, 

en celles de

dÇ d£ dl df] 
à x ’ d y ’ à x ’ dy ’

(76) B, A, E, —  D, —  F,
d£ d£ dn dl
dy’ d x > dy’ à x ’

dl àn dl dï)
à y ^  à x ’ dz’ dz

dl &n\ _0w d'I 
dy à x ) ’ d z ’ dz

Donc les formules (68), (69) devront continuer de subsister quand on 

y remplacera les quantités (74) par les quantités (75), et l’on aura né

cessairement

(76)

dl
àx

B UC— O H- 82 TTÉi
àx

C =  t-t-c. %
dx

, do dÇ .
b ld/ +  b3, b _be

âri
dy

dr\

àÿ

d?
--- 9(5

C 3
dç
dz

cs

dl .
dy

dl
d y '

dl .
dy

àn

dx
^  + f

dii 
dx

df]
dx

dl _ * i \  
dy d x J ’

dri dl \ 
dx dy) ’

(77) — d6
dfi- cK
dz dy

- f - f  É i
2 dx

f df) f d?
1] dy la dz

?l\ +  b z i
à z y  2

à̂z dy J 2 \dz dxj

\àx dzj 2 \dz dy/

dfA  b —  a /  dl dn\

àx J 2 \d_y àx J

Or, ces dernières valeurs de A, B, C, D, E, F devant's’accorder avec 

celles que fournissent les formules (68), (69), quels que soient les ·

OEavres de C. — S. II, t. IX. „ 46
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déplacements lj, rj, 'Ç, on en conclura

(7 8 ) « =  b, a! — bj, a2 =  bi, a»— bâ, a6=;— b6, Ci =  cs, c0 0 ,

(79) d4= e 8) d3 =  — e4). f =  o, ti = — f2, fa — 0·

Par suite, les formules (68), (69) pourront être réduites à

Concevons enfin que l’on attribue à S la valeur et supposons que 

les valeurs de X ,  1«., © ,  œ ,  £ ,   ̂ doivent encore conserver les memes 

formes quand 011 substitue.1 angle t -+- à 1 angle T: Cette dernière

substitution, opérée dans les formules ( 45), ( 46), (4 7 )’ ( 56)» (60),

(61), (62),'aura pour effet de changer les valeurs du

A — B àl dn <)ç dy
(^8 ) ’* · 2 ’ dy d x ’ dx dy

en celles de

. (84)
A — B __v àl _ d y  _(<% 

2 ’ dx dy’ \dy
dy \ 
dx ) ’
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et les valeurs de

(85)

en celles de

D ,  E , àï
d x ’ ày

de, dv
d z’ dz

V'â ’ \/ï ’ dx ) ’ ^ W  +  W ’ \/2\d- d z ) ' 1/2 \d~ dz

Donc les formules (80), (81), (82) continueront de subsister quand 

on y remplacera les quantités ( 83) et ( 85) par les quantités ( 84) et

(86), de sorte qu’on aura

(87)

13 f I ^  . d'n \ p f  d'S, d-o 
- ll\dï +  d^) +  ÎB{ d ^ - d }

F =
a ,  —  a 2 ( de, d~o 

dy dx
d\ d'n \

àx dy J ’

(88)

I > - E =  ( d . - l l . ) ( |  +  |

( £ _ * )E

(à' - ài)( k + T=

f — n / d'n dÇ dE, 
' 2 Q Ï s  —  à ÿ +  dz d x

c — <t /d-n d$ di ^
2 ~  dy dz dx

y ^
Pour faire coïncider les valeurs précédentes de :—-—  et F avec celles 

que fournissent les équations (81), (82), il est nécessaire d’assujettir 

les coefficients a‘ ~  °2, a0,, f , , f„ aux deux conditions

( 8 9 )  ^ i  =  f 6, a ,  =  - f , .

Quant aux formules (88), elles s’accordent avec les deux premières 

des formules (81), quels que soient d’ailleurs les coefficients d5, d-, a 

et r.
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En vertu des formules (89), les équations (80), (81) se réduisent à

(9°)

(90

. ( d \  an\ dl  d\ t ( d l

„  (  àl  , dn \  as . dn , / dt, dn \
B = n + a2(^  + ^ j  + a3̂ +2f6^ +flW
n 1 óí  , dn
c - c +  C2(,dé +  53?

as
dz’

D (d n  ^  ac\ . A ( d u  d l \  t - t t ( d n  _  ¿S\ 
+  +  +   ̂ \dz d y l ’

p , / a n  a s v , / a s  as\ . <^«/as _  as\ 
E - “ H ^  +  ^ J  +  <K a ^  +  â i]  +  2 U -  a * /

‘ \a« d/) 6 va/ dx

■ Cela posé, les formules ( 48). (49 ) donneront

(92)

X -
. t \ ( d \  d n \  a? . [Ya- d n N

« +  (a, +  f , ) ^  +  ^ J  +  a ,5i +  f , ^ g ï ·

ifb =  a

LViû  a/

4 ( l - s

+ (a*+fe) ( ñ  +  0 ) + 83 §  ~ fe [(£
ar)N

o / as an
zf +  (H ¿  +  á ;

- ¥ § 4 :

C0 S2 TH-

C 0 S 2 T ■

COS2 T +

COS 2 T —

as an
dx
dn---- T— sin 2t

dy
as
dx dy

as , an
dx  
dn

sin2r

dy
as
dx  dy

]■  

]
 ̂sin2 T~j,

I ® =t1<

va« a/) 

r /a n  as\
H U + ^ ; C0ST'

as,

( § - § ) - M ( Ê
( — o 1“ (dn

\T=

4- ^ ·  ) c o s r  + (  j

I

c = 4 @ + 0 ) s ¡n r + ( g + l ) c o „ ] + 4 ( g .

# = r· [ ( â  -  ç ) cosa' +  ( $ + £ ) sinat] + r‘ [ ( I  '

dz

,ç>S
dy.

as
ai
as

’ a/.

an
dr

'as a s ,
COST- ' â i - â i lsmT

s i n r

s i n r

C0 S2 T4 -

D H
inx J,

as 1 dy)  ]

( £ - £ H l ·

dn , as

§ H ) SH '

(93)
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On tirera d’ailleurs des équations ( 58), (60), (61) et (62)

(94)

(95)

(96)

(97)

dt dt . dt
v  C O S T  H -  -r— S U IT  =  T -  5dx dy dt

ÔK àK . 1 dÇ
-T— C O S T -------- r— S U IT  ~  -  ,
dy ôx  t  àT

dï dv . di di 
d¿ +  d } - y + Tz+ t P

(( ñ . d-n \ f d l d n N\ . d i d i
d x

- ^ j c ° S 2 T + |
\ d y  d x  j) sm2T =  -  T ,

àE , d n \  ,f d E  _ d n N\ ■ d j à i
d y H- ^ ; c 0 S 2 T - 1\ d x d y ,) 8 i n a ï = i r  + s T »  dt-

dE dn . d/ dn dE . di
dz d s dz dz dz dz

Donc les équations (92), (93) pourront être remplacées par les sui

vantes :

(98)
/  . di d/\ ?. d i\  dt, t (àj di\

\  J +  di +  * tr )  +  2 f 6 (·/ +  d ï )  +  83 Tz +  f ‘ ( *  +  £ d i) ’
\lî> =  n +  a ;

. , d i  d i1 -i____ 1_v _'Le  =  , +  c<(2y +  i  +  . f j  +  c, | .

,n  _ „  ài 1 àt\ (  dj dt\ c —  a (  di i  dt
+  +  +  — (‘ S - · ; *

dj , dt
(99) { f i = H t s  +  s J - d‘\ ‘ s  +  r i r

ài 1 àt\ t — a ( dj dtdj__
dz à i ) ’

Comme ces dernières valeurs de jc, oit, s ,  ®, £, $ ne changent pas de 

forme, quand on remplace l’angle t par t 4- S, B désignant une quan

tité constante, il en résulte que les conditions (72), (73), (78), (79) 

et (89) sont les seules auxquelles il faille assujettir les quarante-deux 

coefficients n, b, r, tr, e, f; a,, b,, c,, d,, e,, f,; a2, b2, . . . ,  pour que le 

corps, dans son premier état, puisse être considéré comme offrant la 

même élasticité en tous sens autour d’un axe quelconque parallèle à
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l’axe des 5. Lorsque ces conditions sont vérifiées, les valeurs des pres

sions
A, B, C, I), E, F

se réduisent à celles que fournissent les équations (90), (91). 

Si, pour plus de simplicité, on écrit dans ces équations

a, c, a', a", c', c", d', d", f', f"

«, c, a2, a3, c2, Ca> d4, d5, f., f.,

a 4- (a'+ tu \ d'i , àn 
dx dy

+  a1
Ôz

- r ( 'jÜ
,ày

d n

dx

au lieu de 

on trouvera

(1 0 0 ) { B _  a +  a' ^  +  ( a '+  a f ' )  ^  +  a" ^

„  , dE, , dt] ,,
C =  c +  c' 4 - c' -r1 H- c"

d x  d y  d z

<■ ·■ > <*=->"(£+I M S - § ) + ~ ( § - H >

F =  -p- — ^  -4- r (  ̂  +  ~
\ d x  d y  J  \ d y  d x

Il est bon d’observer que les équations (90), (91) ou (100) et (101) 

renferment seulement dix coefficients dépendants de la nature du 

corps, savoir
a, c, a', a", c', c", cl', d", f', f".

Si l’on combine les formules (40), (4 i) avec les conditions (72), 

(73), (78), (79) et (89), on trouvera

« fl _ j-  f

( i 02  ) 83 ~î“ A ~  C2 ■ +- f ~  CI4 —- —-—  ) ^2 H- 0 =  f6 — fl,

(i°3) f i = o ,  d3= o ;

puis, en écrivant a et c au lieu de ir, c, et posant

(io4) a34- a _  c2-+- c —  d4 — : d, a2+  a —  f6 :k,2
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on tirera des équations (90), (9 1)’

/ A = a  +  ( 3 f + . ) | U ( f - a ) g  +  ( d - a ) g ,

(io5) |  B  =  a +  ( f — a ) ^  +  ( 3 f + a ) ^ + ( d  —  a ) g ·

j c  =  c +  ( d - c ) J ^  +  ( d - c ) ^  +  (k +  c ) g ,

(106)

D =  (d +  c) g  +  «l +  a) ^ .

E =  <(1 +  0) g  +  «1 + c )| >

&n\
d x )

Ces dernières formules ne renferment que cinq coefficients dépendants 

de la nature du corps, savoir

a, c, d, f, k.

Elles sont d’ailleurs comprises, comme cas particuliers, dans les équa

tions (24), (25) de la page 170, et se déduisent de ces équations 

lorsque, en supposant

(107) G — II, P =  Q, L =  M =  3 R,

on prend

a =  GA, c =  IA, d =  QA, f=--RA, k =  N A.

11 suit, du reste, des principes exposés dans le IIIe Volume (p. 199 et 

201) (*) que les conditions (107.) sont précisément celles auxquelles 

il faut assujettir les quantités

G, II, L, M, P, .Q , R,

pour que l’élasticité du corps reste la même en tous sens autour d’un 

axe quelconque parallèle à l’axe des s.

Si l’on veut que le corps, dans son premier état, puisse être consi

déré comme offrant la même élasticité en tous sens autour d’un point

( 1 )  OEuvres de Cauchy , S .  I l ,  T .  V I I I ,  p .  2 3 9  e t  2 .4 0 .
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quelconque, et par conséquent autour d’un axe quelconque parallèle 

ou non parallèle à l’axe des s, il faudra que-les valeurs de A,-B, C, D, 

E, F, fournies par les équations (90), (91), ou (100) et ( ιο ί) , ne 

changent pas de forme après un échange opéré entre les axes des œ, 

y ,  z .  Or, si l’on remplace l’axe d c s j  par l’axe des z ,  et réciproquement, 

on devra, dans les formules (100), (101), échanger entre elles les 

quantités B et C, E et F, y  et s, η et ζ. On aura donc, par suite,

(i°8)

A =  a +  a' 

B =  c + c' 

C =  a 4- a'

Éi
d x

a
d x

Ά
d x

dA
dz

ά ζ

à z

dy d x

, du
àÿ’

άξ
dz

άζ

d x

Ô1
à z

+  a" ^  +  2 
dy

f,à±
dz

+  f' dl .
d z.

(•09)

D =  cl'
àrt
IL·

E =  f', ί Κ
d x

άζ
ày

άζ
àz

4- d'i
àt]
d x

dx/ ’

<K
dy

dfi
d x

c — a i&n _  άζ\ 
..2 \ à z  d y ) ’

c — a / dl ài) \ 
2 d x )

Pour que ces dernières valeurs de A, B, C, D, E, F s’accordent avec 

celles que fournissent les équations· (100), (101), il suffit d’assujettir 

les coefficients
a, c, a', a",, c', c", d', d", f', f"

aux conditions

(no) a =  c, a '= a"= c', c '=  c'+ 2 f ", d'= f", d"= f'=  o.

Cela posé, si l’on désigne par l la valeur commune des deux quantités 

a, c, par K la valeur commune des trois quantités a', a", c', et par ~k la 

valeur commune des deux quantités d', f", on trouvera, en ayant égard 

à la formule (10),

( I I I )

( 1 1 a)

4- Κυ 4- l,

’άζ d|
d x  dz

9

C =  /c £  4- Ku H- /, 
dz

F = i t ( A + . * > ) .
2 \d y  d x /
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Les formules ( i i i ), (112) pourraient être établies directement pai la 

méthode à l’aide de laquelle nous avons obtenu les formules (12) et

( i 3 ). En supposant l constant, c’est-à-dire indépendant de x, y, s, on 

déduit de ces deux systèmes de formules les mêmes équations d équi

libre ou de mouvement intérieur des corps élastiques. Ajoutons que 

l’on peut tirer les formules (111), ( f* 2) des équations (67) de la 

page 178 du IIIe Volume des Exercices ( 1), en posant dans ces équa

tions R =  Ko -t- /.

( 1 ) Œ uvres de Cauchy, S. H, T. VIII, p. 216.

OEuvres de C. —  S. II, t. IX- 47
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SUR LA TRANSFORMATION ET L A  RÉDUCTION

d ’ une

CERTAINE CLASSE D’INTÉGRALES.

C o n s i d é r a t i o n s  g é n é r a l e s .

Considérons une masse M concentrée sur une surface plané ou com

prise sous un volume donné. Si l’on rapporte les divers points de cette 

surface ou de ce volume à deux axes rectangulaires des x , y, ou à trois 

axes rectangulaires des x , y, s, la masse M sera représentée par une 

intégrale double ou triple relative aux variables x, y  ou x, y, z, et 

dans laquelle la fonction sous le signe J  sera précisément la densité 

correspondante au point (x , y ) ou (x , y , z ). Supposons maintenant 

que la surface ou le volume donné s’étendent indéfiniment dans l’es

pace. La masse M pourra conserver une valeur finie, si la densité 

devient sensiblement nulle à de très grandes distances de l’origine 

des coordonnées; et, si l ’on désigne cette densité par f(oc,y)  ou par 

f ( x , y ,  z), on aura
/  ̂ /·»» /t<e

(1) M =  / / f ( x , y ) d x d y ,
t/_ 05 »✓ '_ 00

ou

( 2 ) M =  f  f  f  f { x , y , z ) d x d y d s .
«' —  OO «/ _  oc *■ '—  <X>

Concevons enfin que la densité f ( x , y )  ou f ( x j y , z )  se réduise à une 

expression de la forme
ta, p),

5 , P2 désignant deux fonctions entières et homogènes de ¿r, y, s du
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premier et du second degré. Les intégrales ( i)  et (2) deviendront

(3) M =  a :  f  ( £ , p ) d x d y ,

(4) M =  ^  f “  f "  f f o ' p )  d x d y d z .
—  OC —  00 —  00

Or ces dernières intégrales peuvent subir diverses transformations qui 

conduisent à des résultats dignes de remarque, et que je vais exposer 

dans les paragraphes suivants.

00 CO

§ 1. —  S u r  l a  t r a n s f o r m a t i o n  d e  l ’ i n t é g r a l e  I  I i ( f , p ) d x d y ,  d a n s
* / _  «  «/ _  00

l a q u e l l e  p2 d é s i g n e n t  d e s  f o n c t i o n s  e n t i è r e s  e t  h o m o g è n e s  d e  x ,  y ,  d u  

p r e m i e r  e t  d u  s e c o n d  d e g r é .

Désignons par a, b, A, B, C des constantes réelles dont les trois der

nières soient tellement choisies que le trinôme

( 1) k x * - \ -  B / 2 -i- ‘z Ç . x y

reste positif pour toutes les valeurs réelles possibles des variables x, y;  

et considérons l’intégrale

( 2 ) s =  f  f  U Z , p ) d x d y ,
—  ÛO t / _  00

£, p2 étant deux fonctions de x , y , s, déterminées par les formules

(3) % —  a x ^ - b y ,

(4) p =: (Aa?2-t-B/2-l·-2C.2?/)2.

On pourra regarder les variables æ, y  comme propres à représenter 

des coordonnées rectangulaires, et leur substituer des coordonnées 

polaires p, r qui soient liées avec elles par les équations

(3) x — r c o s p ,  y  —  r & m p .
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u  — cos/>, e =  sinp,

P =  a u  +  b v ,

Q =  (A íí! +  Be2-|- i Q u v y ,

D’UNE CERTAINE CLASSE D’INTEGRALES. 375

Cela posé, si l ’on fait, pour abréger,

(6)

(7)

(S)

on trouvera

(9) £ =  P r, P =  Q /·.

De plus, en vertu des règles connues, on devra, dans l’intégrale (2), 

remplacer le produit dxdy  par rdpdr, et cette intégrale deviendra

J /> 2 7U «  00

' / r ,Qr)r  dpdr.
0 *A)

En comparant la formule (2) à la formule (10), on en conclura

r·00 s*<*> s»̂ >% sív>

( n )  / / f (Z,p)dxdy= I / t (Pr,Qr)r dpdr.
— 00 i/q t/q

Si l’on suppose en particulier

(1 2 )

( 1 3 )

on aura

0 4 )

( i 5 )

a — i, b — o,

A =  B — 1, C =  o,

\ — x, ■ p =  (.r2+ j 2)' 

P  =  cos/>, Q =  i,

et la formule (11) donnera

✓ >00 S i OO r  ^ * 1  ✓ »TC S i CO

(1 6 ) / / fLa?, (;c2 h- j 2)2J c& rd/=  / / i { r  c o s p ,  r ) r  d p  d r .

Supposons maintenant que, les conditions ( i 3) étant remplies, on 

attribue aux quantités a, b des valeurs a, [3 qui vérifient la formule

(17) • «2-i- (32 =  i.
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On pourra concevoir qu’aux coordonnées rectangulaires x , y  on sub

stitue deux autres coordonnées rectangulaires Y) dont la première \ 

serait déterminée par l’équation

(18) £ =  <xx +  Py,

et considérer a, ¡3 comme représentant les cosinus des angles formés 

par le demi-axe des Ij positives avec les demi-axes des x  et des y  posi

tives. Alors on aura nécessairement

(1 9 ) ' a;s-l-/!!= £ s-l-nî .

Par suite, la seconde des formules (14) donnera

( 2 0 ) p =  ( P + ïi*)*,  

et l’on tirera de l’équation (2) : x°

S = f  +
*/_ « J — «

20 en ayant égard à la formule (16),

(21) r cos/>, r) dp dr.

On aura donc, en admettant que la condition (17) soit remplie,

/ i »  / * «  r  “J / * î» t  /»oô

(22) / j  fia #  +  (3/, (a?2 +  y2ÿ  J dx dy =. I j  ,î{r cosp) r dp dr.

On trouvera de même, en désignant par k une nouvelle constante et 

remplaçant f(£, p) par f p ) ,

(23)
f f  f[¿(a¿c -+- (3j), (;r2-4-/!)s] d x  d y
— 00 J  — 06

j i {krcosp,r)rdpdr  
0

D’ailleurs, pour faire coïncider le premier membre de l’équation ( 23)
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avec l’intégrale

{\_ax +  by, {x2-\- J2)1] dxdy,

il suffira de choisir a, ¡3, k do manière à vérifier les formules 

( 2 /+) k a  =  a ,  k f i  —  b ,

et alors l’équation (17) donnera

(25)
a2 -4-  b2

F

On satisfait à l’équation (25) en prenant

k — ± ( a 2- j - b2) \

Si, pour fixer les idées, on suppose

( 2 6 )  k - { a 2+ b 2) \  ■

on tirera des formules (23) et (24)

f  f  î [ a x - k - b y , { x 2 +  y 2)2] d x d y
*·' 05 00

(27)
I — f i  f[(a2+  b2)2 r cos/>, i-\rdp
\ «'O *SQ

dî\

377

Cette dernière équation subsiste, quelles que soient les valeurs réelles 

attribuées aux constantes a, b.

Concevons à présent que les coefficients A, B, C cessent de vérifier 

les conditions ( i 3 ). On aura évidemment

x  -+- j^ y )  -H ---- — j 2.

D’autre part, le polynôme (1), qui est précisément égal à ps, devant 

rester positif pour toutes les valeurs réelles de æ, y,  le dernier membre 

de la formule (28) jouira de la même propriété, d’où il suit qu’on aura

OEuvres de C. — S. Il, t. IX- 4^
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encore .

(29) A >  o, AB — C2> o.

Cela posé, si l’on fait, pour abréger,

(30) £2 =  ( A B - C 2)'* 

et

(31) x — y —

les nouvelles variables x, y seront réelles en même temps que oc, y, cl 

la formule (28) donnera

(32) p2 r= x2 +  y2.

Alors aussi, en remplaçant, dans l’intégrale (2), oc par x et y  par y, on 

trouvera

(33) S = i / ” f ' ° î ^P)d^dy,

tandis que les formules ( 3 i) donneront

d x = —l , r f j  =  A 2^ ·
A 2

De plus, on tirera des formules ( 3 i)

et, par suite,

(35) \ —  a x  b y  —  a x  -+- by,

les valeurs de a, b, c étant

(a2 -t- b2) 2 —  K,

(36)

puis on en conclura 

(3?)
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la valeur de K étant

379

( 3 8 ) K: B « 5 + A i « —  i C a b V
AB —  C2

Cela posé, la formule ( 33), jointe à l’équation (27), donnera 

S J '  f [ a x - + - b y , ( x 2 -t-y2)2 ]û?xc?y

=  Jo è2)2/· cosp, ?■ ] 1 dp dr·, 

ou, ce qui revient au même,

( 3 9 ) S =  'q J ‘ J  î ( K r  c o s p ,  r ) r  d p  d r .

En comparant cette dernière équation à la formule (10), on Irouvcra

(40) j f  j f  f ( P  Q r ) r d p d r  =  ^ j f  j f  f ( K r  c o s p ,  r ) r  d p  d r ,

les valeurs de P, Q, £2 et K étant déterminées par les formules (6), (7),

(8), ( 3o) et ( 38).

Si l’on remplace, dans le premier membre de l’équation ( 4°)> r Par

0
on en tirera

<4,) X  X X r ' O n F ^

puis, en posant, pour abréger,

(42) f  f(K/·, r ) r d r  =  f ( K ) ,

on trouvera

« 3> { X l ) w -  = k C n]ic°sp)‘lf·

On arriverait encore au même résultat en prenant

(44) f  (Ê,p) =  *-P / 0
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ou bien

(45) f(Ç,P > = e-p!/(J)’

etc. Ainsi, par exemple, en adoptant la valeur de f(îj, p) donnée par la 

formule (44). on réduirait l’équation (4i) à

f f '  dJw =U . T

puis, en divisant les deux membres par la quantité

r e r v d r 1>

on retrouverait l ’équation (43).

Si, dans l’équation ( 43), on remet au lieu de P, Q, Î2, K leurs va

leurs respectives, on obtiendra la formule

i P i

a  cos p  é sin/)

(A cos2/) -t- B sin2/) h-  2 C sinp cos/)) 2] Ac
d p

cos2/) -+- B sin2/) -+- 2 C sin p  cos p

( 4 6 )

(AB —  C2) 8

/
( A a 2 - |-B 6 2— i C a b y  cos p  

( A B - C 2 ) 2

d p ,

de laquelle on peut en déduire plusieurs autres par des différentiations 

relatives aux constantes a, b, A, B, C, D. Si, dans la môme formule, 

on pose

( 4 7 ) b  —  o, C =  o,

si de plus on divise chacun de ses membres par 2, on trouvera

( 4 8 )
j T_____ a  cos/)_____ ~1

. /  L(A cos2/) h- B  sin2/ ) ) 2 J
d p

A cos2/) -t- B sin2/)

et l’on en conclura, en prenant cos/) — oc,

( 4g ) /
a x

[(A —  B ) .* 2 - i - B ] 2j ( A P ^ - t - P v / 1 X*

d x
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Enfin, si, dans l’équation (46), on pose

( 5o ) B =  C =  i ,

elle donnera simplement

J„21t . y t t t  |

f ( a  c o s p  H- b  sinp) d p  =  / / [ ( a 2 4- ô2) 2 cos/)] d p .

0 «'O

• Los équations (46), ( 48), ( 49), ( 5 i)paraissentdignes de remarque, 

et fournissent les moyens de transformer les unes dans les autres un 

grand nombre d’intégrales définies.

§ II. —  S u r  l a  t r a n s f o r m a t i o n  d e  l ’ i n t é g r a l e f(£, p) d x  d y  d z ,

d a n s  l a q u e l l e  p2 d é s i g n e n t  d e u x  f o n c t i o n s  e n t i è r e s  e t  h o m o g è n e s  d e  x ,  y , 

z ,  d u  p r e m i e r  e t  d u  s e c o n d  d e g r é .

■ Désignons par a, b, c, A, B, C, D, E, F des constantes réelles dont 

les six dernières soient tellement choisies qire le polynôme

(i) A ¿c2 4- B / 2 4 - C a2 4 - 2 Djr-s +  2 E s«  H- 2 F x y  .

reste positif pour toutes les valeurs réelles possibles des variables x, 

y, z ; et considérons l’intégrale triple

s* 00 y t 00 y t 50

( 2 ) S — l  l  / î ( Z , p ) d x d y d z ,
J  — ce t-'_ «o — oo

£, p2 étant deux fonctions déterminées par les formules

(3) £ =  a x  4- b y  4- e s ,
1

(4) p =  ( S . x * y -  B j 24- C 3 2 4 - aD y z  4 - aE  z x  4 - a F x y ) \

On pourra regarder les variables æ, y , s comme propres à représenter 

des coordonnées rectangulaires, et leur substituer des coordonnées 

polaires p, q, r, qui soient liées avec elles par les équations

(5) /■  sin/) sin,/.x - = r c o s p ,  y —  rsin/) cos,/,
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Cela posé, si l’on fait, pour abréger,

(6) u =  cosp, V =  sinys cosq, sin/> sin<7,

( 7 ) P  =  a u  h-  b v  +  c w ,

( 8 ) Q — (Aus+  B r 2 +  Ctc2 +  s D w h -  2 E(w  -1- 2 F uv)\ 

on trouvera

(9) l ~ P r ,  0 =  Q /·.

De plus, en vertu des règles connues, on devra, dans l’intégrale (2), 

remplacer le produit dxdydz  par f - sin/? dp dqdr, et cette intégrale 

deviendra

(,0)
/·* TC -'■ »2 TC *  go

S = /  / / f ( P r ,  Q/-) r 2 sin/iit/jrfp'et/·.
«'O _æ

En comparant la formule (2) à la formule (10), on en conclura

✓ ·» „71 „ 2lt
/ / f & , ? ) d ô c d y d z =  l  / / f(P/·, Q /·)/·» sin//dprfy rf/·.

00 t/  ao — 00 Ü  y */Q q

Si l’on suppose en particulier

( 1 2 )

et

0 3 )  .

on aura

0 4 )

0 5 )

er =  1, b == c =  o 

A — D =  C — 1, I) — E =  F =  o,

£ =  #, p =  (a:2H-jr2+ ^ 2)2',

P — cosyo, Q =  i ,

et la formule (r i)  donnera

l6) f  f  f  +  ~2)2 =  27rjT  j f  f(/-cos/7,/·) r2 sin/zd/je?/·.

Supposons maintenant que, les conditions ( i 3 ) étant remplies, on

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1) ’ ÜNE CERTAINE CLASSE D’INTÉGRALES. 383

attribue aux quantités a ,  b ,  c  des valeurs a, ¡3, y qui vérifient la for

mule

( 1 7 )  a- -+- ¡32 +  y 2 =  1 .

On pourra concevoir qu’aux coordonnées rectangulaires x , y, z on sub

stitue trois autres coordonnées rectangulaires y j ,  ‘C, dont la première 

soit déterminée par l’équation

( 1 8 )  £ =  <xa; +  Py +  yz,

et considérer a, ¡3, y comme représentant les cosinus des angles formés 

par le demi-axe des \ positives avec les demi-axes des#,y ,  s  positives. 

Alors on aura nécessairement

( 1 9 ) œ*-Hj'*-H**=£*-Hif) 2 + Ç 2.

Par suite, la seconde des formules (14) donnera

( 2 0 )  P =  ( 5 * - H Y 1 * - H C * ) ' ,  

et l’on tirera de l’équation (2) : i°

/»» 0 a© r  J_"|

S = /  / / f U , ( ? + Y l * + C ,)*J dtdodl·,
_» J _X c/_ SO

20 en ayant égard à la formule (16),

( 2 1 ) S =  2 ir f  f  f ( r  c o s p ,  r )  r-  sin/> d p  d r .
*/q· J a

On aura donc, en admettant que la condition (17) soit remplie,

f  f  f  f  [<xx -H Pj  -H y s , (#2 +  7 2-t- d x  d y d z

^ *7C y·»«

—  2 Tt J I  f(rcos/>, r ) r *  s i n p d p d r .
Ja Jq

■ (22)

On trouvera de même, en désignant par k une nouvelle constante, et

JV
C
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remplaçant f(£, p) par î(k\, p),

(a3)

✓ *oo /ios ✓ » go r j_*l
I l  î l k { * x  +  P y  +  ys),  {x'- +  y* +  s l ) * \ d x d y d z

\J_00 t/_« «/_00

J x*1t ' ✓ * co
f / f(Arcos/>, r ) r s s m p d p d r .

n n

D’ailleurs, pour faire coïncider le premier membre de l’équation ( 23) 

avec l’intégrale ·

f  f  f  by  +  c s , (af +  y ' +  z 'ÿ ^ d x d y d s ,
«/_oo t / _  w 00

il suffira de choisir oc, p, y, Æ de manière à vérifier les formules

(24) h a - a , /r¡3=¿>, ky — c,

et alors l’équation (17) donnera

(2 5 )
a2 -4- ¿>2 -t- c2

F
1 .

On satisfait à l’équation ( 25) en prenant

k =  ± (a 2 +  62+  c2)2.

Si, pour fixer les idées, on suppose

( 2 6 ) ^ =  (a 2 + J , +  c, )î ,

on tirera des formules ( 23) et (24)

( 2 7 )

f  Ç  ’ f  f [a® -f- by -4- cz, (¿r2 +  j 2 +  s2)2] dxdy dz
J — 00 J — 00  (g

=  271 f  f  f[(a2 +  é2+  c2)2/’ cosjo, /■ ] r2 sin/? dp dr.
*SQ J  0

Cette dernière équation subsiste, quelles que soient les valeurs réelles 

attribuées aux constantes a, b, c.

Concevons à présent que les coefficients A, B, C, D, E, F cessent de
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D’ UNE CERTAINE CLASSE D’INTÉGRALES. 385

vérifier les conditions ( i3 ). On aura évidemment .

A a?2 H- R / 2 +  Cs2-+- z D y z  +  2E æx +  2 F * /

F E y  ( A R - F 2) 7 2+ 2 ( A D - E F ) ^  +  ( A C - E 2)i
A ( ;r +  t '̂ +  â;*) +

et

( AR -  F 2 ) / 2 -t- 2 (AD — E F ) 7 ü +  ( AC -  E 2) s 2

, An , A D -E F  \2 A(ARC — AD2 — BE2— CF2 4- 2DEF)a2=  ( A B - F * ) ^ + ï r - , î , j  + - i ------------------------------------ —

Par suite, l ’équation qui détermine la valeur de p2, savoir 

( 2 8 ) p! =  A#*-f- R j 2 4- C æ2 4- î D / s  4- 2 E z x  -h 2 Fa?/,

pourra être présentée sous la forme

r 1 F , E Y  „ /  A I)-E F  , T t 
p _ G ( * + ~ y + î , )  + H ( r +  â b „ f T j 1 + U ·<>9)

les valeurs de G, H, I étant

AR — F2(3o) G =  A, H 1 = ARC -  AD2 -  RE2 -  CF- 4- DEF 
. AR — F2

D’autre p&rt, le polynôme (1), qui est précisément égal à p2, devant 

rester positif pour toutes les valeurs réelles de oc, y, s, on aura néces

sairement

(31) C >  o, 

ou, ce qui revient au même,

(32) A >  o, AR — F2>  o, 

Cela posé, si l ’on prend '

(33) x =  Gï ^ H -  | / 4 -

les nouvelles variables x, y, z

CEuvres de C. — S. U, t. IX.

H >  o, I >  o,

ARC -  AD2 -  RE2 -  CF·2 -+- 2 DEF >  o.

H2 7  + a d - ef
AB — F2 5

i

seront réelles en même temps que x,

49
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386 SUR LA TRANSFORMATION ET LA RÉDUCTION 

y, z, et la valeur positive de p, déduite de la formule (29), sera

( 3 4 ) p =  ( x 2 + y 2 4 - z 2) 2.

Alors aussi, en remplaçant, dans l’intégrale (2), x  par x, y  par y, 

z par z, on trouvera

(33) . S =  — !— i r r r i ^ tp)dxdydz,
(GHI)1·'-“

dz 
~ï ’
P

Donc, en faisant, pour abréger, Î2 =  (GHI)2, ou, ce qui revient au 

même,

(36) £2 =  (ABC — AD2 — BE2 — CF2-t- 2DEF)2, 

on aura encore

( 37 )  ‘ S =  ± f  ' f ' ‘ f mttt,p)dxdydz.

attendu que les formules ( 33) donneront

dx = dx , d\ 
dy= —, ’ 

H2

De plus, on tir

(38) z =  ± ,
I*

et par suite

era des formules ( 33)

y-
H2

AD -EF z 
A B - F 2 j i ’

x
-

G2

F y F Ü -B E  z 
A H|-+  AB — F2 ji*

(39) l =  ax -+- by +  es =  ax -+- by +  cz,

les valeurs de a, b, c étant

( 4 o ) a ~ - i . a , —  —  —  j  a

G2 IPA a

AD — EF. F D -B E  \ 
C A B - F 2 A B - F 2Î7 ;

■ (a2 +  b2 +  c2)2‘ =  K,

puis on en conclura

(40
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la valeur de K étant

( , r ( B C  —  D'2)rt2H - ( C A —  E 2 ) /;2-+-( A B — F 2) c 2 -t- 2 ( E F  —  A D ) 6 c H -  a ( F D  —  B E ) c a  - t - a ( D E  — C F ) n 6

U a )  ü - l  A B C  — A D 2 — D E 2— C F 2- H 2 D E F

Enfin on tirera de la formule (37), jointe aux équations (39), ( 34) 

et (27),

S —  j f  J  f [ a x  +  b y - t - c z ,  ( x2 4 - y 2-t-z2 )2 ] c/x dy ciz

a2 -l- b2 -t- c2 ) 2 r c o s p ,  /·] r 2 sin/J <fy d r ,

ou, ce qui revient au même,

(43) S j f  f ( K r  coSj», r ) r * s i n p d p d r .

Or, en comparant cette dernière équation à la formule (10), on trou-

vera

\  f  f  f  f(Pr, Q/*)r2 sin/) d p d q  d r
1 Q i/q

(44) / ·
1 27X r™ P“
f = J  J  f(K/· cosp, r ) r 2 sinp d p  d r

les valeurs de P, Q, £2 et K étant déterminées par les formules (6), (7), 

(8), ( 36) et (42).

Si l’on remplace, dans le premier membre de l’équation ( 44). 
;·

r par q > on en tirera

(45)

r  C  r  o( P  \ , · d p  d q  d r

J, J . J .

ï { K r c o s p , r )  P  s m p  d p  d r ;

puis, en posant, pour abréger,

Í
f(Kr, r ) r * d r  —  /(K),(46)
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on trouvera

m  f, f , /(g) = g /

On arriverait encore au même résultat en prenant

f ( ï , p ) = e ~ P  /(4 8 )

ou bien .

(4 9 ) 

etc.

Ainsi, par exemple, en adoptant la valeur de f(£, p) donnée par la 

formule ( 49). on réduirait l ’équation ( 45) à

f(ç,P)=«-py(jj>

~ ~ & J ‘ J ’ /’,e_,',/(K cos/0 sinpdpdr;

. puis, en divisant les deux membres par la quantité

f  r s e~r' dr —  \ 7i'2 ,

*̂0

on retrouverait l’équation (47)·

Si, dans les formules (8), ( 36) et ( 42)> ° n suppose

(5 g)

on trouvera

A — B =  C — 1, D =  E =  F =  o,

Q =  i , £2 =  i, K =  (fl2+ 6 2+ c 2)‘ , 

et l ’on tirera de l’équation (47)» jointe à l’équation (7),

/ /I*
! / I f(acosp-\- bsinpcosq+ csmpsmq)dpdq

) =21x f  /[(as-f- c2)2 cos/?] sinpdp.
\ «A)

(5 i)
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Cotte dernière formule a été donnée pour la première fois par M. Poisson 

dans un Mémoire lu à l’Académie le 19 juillet 1819.

Si, dans les formules (7), (8), ( 36) et (42), on suppose

(52) b =  c — o, B =  C, D =  C, R =  E Z= F =  o,

on trouvera
\

P =  a cos/), Q =: (A cos2/) 4- B sin2/))2 ,

£2 =  A* B,

K =  U  +  — i r " )  ’

et, par suite, l’équation (47) donnera

(53) a

a  cos/) . ~| s m p  d p
_ I . : J

(A cos2/) +  B sin- p Y  

sinp  d p ,

(A cos1p +  B sin2/)) 

i /’ ’'Vacos/)

A2B / A A2

puis on en conclura, en posant cos/) =  x,

(54) Ç \ \ -------- ï î ------- J -------- ^ ------ ; =  ~L- f ' < ( a- ï\ c t * .
J _ t |[(A -B )* > + B ], )[(A -B ):r".t-B ]î A*B J_ t \K< /

Nous reviendrons dans un autre article sur le parti qu’on peut tirer de 

ces diverses équations pour transformer les intégrales définies, et en 

particulier celles que l’on désigne sous le nom de fonctions elliptiques.
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APPLICATION DES FORMULES

QUI REPRÉSENTENT

LE MOUVEMENT d ’ üN SYSTÈME DE MOLÉCULES SOLLICITÉES PAR DES FORCES 

D’ATTRACTION OU DE RÉPULSION MUTUELLE

A LA THÉORIE DE LA LUMIÈRE.

C o n s i d é r a t i o n s  g é n é r a l e s .

J’ai donné le premier, dans le IIIe et le IVe Volume des Exercices ( 1 ), 

les équations générales d’équilibre et de mouvement d’un système de 

molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mu

tuelle, en admettant que ces forces fussent représentées par des fonc

tions des distances entre les molécules; et j ’ai prouvé que ces équa

tions, qui renferment un grand nombre de coefficients dépendants de 

la nature du système, se réduisaient, dans le cas où l’élasticité rede

venait la même en tous sens, à d’autres formules qui ne renferment 

qu’un seul coefficient, et qui avaient été primitivement obtenues par 

M. Navicr. Si l’on désigne par m la molécule qui coïncide, au bout 

d’un temps quelconque t, avec le point (x , y , z);  par y], Ç les dépla

cements de cette molécule mesurés parallèlement aux axes des x , y , z, 

que nous supposons rectangulaires; et si l’on fait abstraction des coef

ficients qui s’évanouissent, lorsque les masses m, m', m", . . .  des 

diverses molécules sont deux à deux égales entre elles, et distribuées 

symétriquement de part et d’autre d’un point {x ,y ,  s) sur des droites 

menées par ce point; les équations du mouvement du système seront

( *)  OEuvres de Cauchy, S.  II, T .  VIII et  I X .
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celles qui se trouvent inscrites, sous le n° II , à la page 166. Nous 

montrerons, dans un autre article, comment on peut trouver les inté

grales générales des équations dont il s’agit, et en déduire les lois de 

la propagation du son dans les corps solides. Mais, pour établir la 

théorie de la lumière, nous n’aurons pas besoin de recourir aux inté

grales générales, et il suffira de considérer, parmi les mouvements 

que peut prendre le système, ceux dans lesquels les déplacements 

restent les mêmes, pour toutes les molécules situées dans un plan 

parallèle à un plan donné. Or, dans la recherche des phénomènes que 

doivent présenter les mouvements de cette espèce, on peut substituer 

aux équations ci-dessus mentionnées d’autres équations différentielles 

beaucoup plus simples. La formation de ces dernières sera l’objet du 

paragraphe suivant.

§ 1. —  É q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  m o u v e m e n t  d ’ u n  s y s t è m e  d a n s  l e q u e l  

l e s  m o l é c u l e s  s i t u é e s  à  l a  m ê m e  d i s t a n c e  d ’ u n  p l a n  d o n n é  é p r o u v e n t  les  

m ê m e s  d é p l a c e m e n t s .

Concevons que, par l’origine O, on mène un plan O O'O" perpendi

culaire an demi-axe OD qui forme avec les demi-axes des x, y  et s 

positives les angles A, p. et v. L’équation de ce plan sera

(1) X  COŜ  + J  COSjX -I- 5  COSV == O.

De plus, si l’on considère un point ( x , y , z )  situé, non plus dans le 

plan OO'O", mais en dehors, et si l’on nomme t la distance du 

point ( x , y , z )  au plan OO'O", celte distance étant prise avec le 

signe 4- ou avec le signe — , suivant qu’elle se mesure à partir du 

plan dans le même sens que le demi-axe OD ou en sens inverse, 

on aura

(2) . t =  x  cos^ -+- y  cosfz H- z  cosv.

Si l’on pose, pour abréger,

(3 ) a =  cos>, b —  cosp, c —  cosv,
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on aura simplement

(4) i  =  s *  +  6/ +  cî,

Cela posé, soient, au bout du temps l, ni la molécule qui coïncide avec 

le point (oc, y, z)  et y], Ç ses déplacements mesurés parallèlement 

aux axes coordonnés. Si ces déplacements restent les mêmes pour 

toutes les molécules situées dans un plan parallèle à celui que repré

sente l’équation (x), £ poui’ra être regardé comme fonction des seules 

variables i, t\ et, comme on tirera de l’équation (2)

dx, d t  .  dx,
-5— =  a, —  — b, — = c,
d x  d y  à s

on trouvera
d\ __ d l dx __
dx ~ dt dx 7- a d t’ '

On aux•a donc

1 £  1 dx d t ’
dl

ày
- b dt
- b T t’

dj__
Oz

dt,
~ Cdx.’

(5 )
1 * 1
/ d x2 dx,*

à* Z 
dys

_ h. y n  
- b 5 ? ’

à 'I  
ds2 =- S -

J
I dy à s =  !,c à7 ’

d
às dx =  c a d ? ’

æt,
dx dy ~

\ .....................> .......................»

Les mêmes équations subsisteraient encore si l’on y remplaçait \ par r; 

ou par £. Donc, si, dans les formules (11) de la page 166, on suppose 

les coefficients %, i), €, D, <g, £, L, R, . . .  constants, et les forces accé

lératrices X, Y, Z réduites à zéro, on tirera

dF ' ^ d S +  ^  '¿dx*’

-  fl d°-ï a- *  â

<n
d t i

'LE> +  if 
V

d2n
X d:? ’

(6)
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les valeurs 4, oïl, 3fc, ®, ¿R. étant

.P =  3  a* 4- ¡0 Z>2 +  €c2 + 2  Mbc + 2  €ca +  2£ab 

+  L«2 + R è 2 +  Qe2 +2U&C H-2 Y ca + 2W  ab,

OTL =  3 a2 —t— J0&2 h- ffic2 -t-2 Î>èc 4- 2 <Êca 4- 2 -faô 

4 -R«2-H Mè2 4 -P c 2 4- 2U'bc + 2  V'ca -t-aW'aô,

3L =  21 a 2 H- $ è2 -+-€c2 4 - 2 D è c  + 2 (êca 4-2 £ ab 

4 -Q « 2-+-Pè2 4 -Ne2 4 - 2 U 'k  4-2V"c« 4 - 2 W "ab·,

® = U o ! 4 -  U 'è 2 4- U"c2 4 -  2 P è c  4- 2 W "ca 4 - 2 V 'a è ,

^ =  V«2 4- V 'b2 4- V"c2 4-'2W"èc 4- 2Qca 4-2Ü ai,

¿Fl =  W îü’ +  W'Z>24- W "c24- 2 V'bc  4-2  U ca 4 - 2 R a é .

Soient maintenant OA une nouvelle droite menée par l ’origine, x , 

iil), e  les cosinus des angles que forme cette droite, prolongée dans un 

certain sens OA, avec les demi-axes des coordonnées positives; et pre

nons

(9) « =  X£ 4- 11!)Y) 4- ®Ç.

On aura

( 1 0 ) X 2 4 - 1Î!)2 4 - S 2 = i .

De plus, le rapport
- X £  4 -  ifl>Yi 4 -  ©Ç

représentera évidemment le cosinus de l’angle formé par la nouvelle 

droite avec la direction suivant laquelle se mesure le déplacement 

absolu de la molécule tu. Par conséquent, la valeur de », déterminée 

par la formule (9), représentera le déplacement de cette molécule 

mesuré parallèlement à la droite OA, et sera positive si ce déplace

ment se compte dans le même sens que la direction OA, mais néga

tive dans le cas contraire. D’ailleurs,· si l’on combine par voie d’addi

tion les formules (6), après avoir multiplié les deux-membres de la 

première par x ,  de la seconde par /ilL·, de la troisième par e , et si l ’on

OEuvres de C. — S. Il, t. IX. 5o
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choisit x ,  ilb, © ou plutôt les rapports ^  de manière que les trois 

fractions

A.A, +  » >  +  ®3 shA +  M>-H X© '
‘  X  ’  D b  ’  ©

deviennent égales entre elles, on trouvera, en désignant par s2 la valeur 

commune de ces trois rapports,

(12) <?2a _  2<Pb 
W ~ s <hr

Or il existe trois valeurs de s2 propres à vérifier la formule

, , ,  £A> 4- 5Ufi> +  ©̂ _  ajt. +  OlUilb +  <S3  _  +  3A© _  ,
(l6) X ~  üb

et, par conséquent, les équations

( (■ £.—  s 2 )  A »  4 -  ¿A U b  4 -  ®>© = o ,

(i4) ¿aA, +  (31U — s5)^)-+-ÇE’S =  o,

( «O, 4- tîilb 4- ( X — s2)© =  o,

desquelles on tire

0 5 ) j ( < _ - « * )  .
1 j -<£2(£—s2) — (̂OTÜ — s2) — ¿R.2(% — s2)4-2$®Wl =  o.

De plus, à ces trois valeurs de s2 correspondent trois systèmes de 

valeurs pour les rapports ^ > et, par conséquent, trois droites OA',

OA", OA'" avec lesquelles on peut faire coïncider successivement la 

droite OA. Enfin, il résulte de la forme des équations ( i 3 ) et ( i 4 ) que 

ces trois droites se confondent avec les trois axes de la surface du 

second degré représentée par l’équation

(16) £x24- 01Ay24- 3Az24- 2$yz 4- 2^zx -+- 2Jlxy =  i;

et l’on peut ajouter que, dans le cas où cette surface est un ellipsoïde, 

les trois valeurs de ^ sont précisément les trois demi-axes. Donc, à
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l’aide do la formule (12), on pourra déterminer, au bout du temps t, 

les trois déplacements de la molécule m mesurés parallèlement aux 

trois axes de l’ellipsoïde, et, par suite, à trois droites perpendiculaires 

entre elles. Si l’on désigne ces trois déplacements par

O7) a', a", a'",

et les valeurs correspondantes de s, x ,  ut, G par

(18) s', X ’, 11!/, G'; s", X"’ ifi>", G"; s", X", 1)!,W, G"',

on pourra supposer que les quantités s', s", /"restent positives; et le 

déplacement a', déterminé en fonction de x- et t par la formule

0 9 )
d2«' ,, d2«'

se mesurera dans une direction parallèle à celle delà droite OA', repré

sentée par l’équation

(20) x  _ y _ z
X '- Ï Ü / “ ^ ·

De même, le déplacement a", déterminé par la formule 

(21) ÔH" _  ,,2dV  
àti ~~S dt2 ’

se mesurera dans une direction parallèle à celle de la droite OA", repré

sentée par l’équation

(22) x __y__
X" — 1)!/ — G"’

et le déplacement a'", déterminé par la formule

( 2 3 )
d2«' _
~ d F "  dt2

se mesurera dans une direction parallèle à celle de la droite OA"', repré

sentée par l’équation

JL
Ub®(24)

X

5?
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Lorsque, à l’aide des formules (19), (21), ( 23), on aura calculé les 

valeurs de a', a", a'", on en déduira facilement celles de £, yj, et, 

pour y parvenir, il suffira de recourir aux équations

| 8' =  JU' ? +  il!/ n +  &  Ç,

(25) I a" =  X" £ +· ill"n +  8"Ç,

desquelles on tirera

/ £ ^ X V + X V + A '"« " ',

(26) ] Y i^ n ya '+ aiyV '+ D yV ',

( Ç r  S '« '+  8" 8" 4- ©'"

en ayant égard aux conditions

i
A '2 TJV,'2 -J- G'2 =  I,

X"2 +  i)l"2 +  G"2 =  i ,'

1 JC" 1)!>" uy"+ 3 " 8'" =  o,

• I JC'"JC' -+- -+- 8'" 8' r= o,

\ X '  X " +  il!)' ilb" H- 8 '  8" =  o,que vérifient nécessairement les cosinus x ' ,  ny, e ' ;  A", ift", g"; a '", 

i(î>w, 8"' des angles formés avec les demi-axes des coordonnées positives 

par trois autres axes OA', OA", OA"' qui se coupent à angles droits.

Observons encore que, si, au bout du temps t, l’on nomme tu la 

vitesse absolue de la molécule m qui coïncide avec le point ( x ,y ,z ) ,  

les projections algébriques de cette vitesse sur les axes coordonnés 

seront, en vertu de ce qui a été dit dans le IIIe Volume (p. 166) (*), 

respectivement égales à

■ (28) à\ dt\ àK
dt’ T t ’ dt’

en sorte qu’on aura 

(29) to! d|\2 / dy)\2
dt) +  \ dt )

(1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, t. VIII, p. 202, 203.
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Si, au lieu de projeter la vitesse w sur les axes des x , y, z, on la pro

jette sur les droites OA', OA", OA'", on trouvera pour projections 

algébriques, non plus les quantités (28), mais les suivantes

(3o) d»' âs" ds'ff
’d ï’ â t ’ dt

et, par conséquent, on aura encore

11 suit de ce qui a été dit dans le IIIe Volume (p. 2i3 et suiv.) (*) 

que, en divisant les coefficients

(3 2 ) 21, £, €; £, ê, 1 ; €, D, ®

par la densité naturelle du système de molécules que l’on considère, 

on obtient pour quotient les projections algébriques des pressions ou 

tensions supportées dans l’état naturel, et du côté des coordonnées 

positives, par trois plans perpendiculaires aux axes des x, y, z. Si ces 

pressions ou tensions s’évanouissent, on pourra en dire autant des 

coefficients ( 32), et les formules (7) se réduiront à

La2 +  Rè2 +  Qc2-+-2Uôc + 2Vca 4- 2W ab,

Ra!+  M6*+ Pc2 -l- iM'bc -h 2 V'ca -h 2 W'ab,

Q a- H- P ¿>2 -+- Nc2 -+- 2 U" bc -4- 2 Y" ca 4- 2 W" ab,

les valeurs de <£, ®), & étant toujours

/ ® = U a 2 -+- U'ô2 +  U"c2 + 2 P bc ■+■ 2W"ca +  2V'ab,

(8) — V«2 +  V'ô2 +  V"c2 + 2W"6c +  2Qca + 2  Vab,

( <ÎL =  Wa2 +  W'é2 +  W"c2-|- 2  Y'bc - t - 2 U c «  +  2 R a è .

(3 3 ) | 31L =

I SK, =

Dans le cas où le système des molécules proposé offre trois axes 

d’élasticité rectangulaires entre eux et respectivement parallèles aux

(*) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 25 3  et suiv.
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axes des x, y , z, les coefficients

(34) D, «, JS; U, V, W ;  U', V', W ', U", V", W " '

s’évanouissent; et, en écrivant G, H, I au lieu de 31, ¡0, €, on réduit les 

formules (xi) de la page 166 aux formules (68) do la page 208 du 

IIIe Volume (*). Alors aussi les équations (7) et (8) donnent simple

ment
( 4L = ( L  +  G)a2+ ( R  + I I ) 62+ ( Q  +  I)c\

(35) ■ 31U=(R +  G)a2+(M +  II)62+ ( P  +  l)c2,
( SK, =  (Q-l·-G)a2+ ( P  -t-H)è2+ (N  +  I)c2,

(36) 3* = 2  P bc, >̂ =  2Q ca, Si — i\kab.

Si, de plus, les pressions relatives à l’état naturel s’évanouissent, on 

aura

(37) G =  11-1 :=  O, 

et les valeurs de £, 3lt·, SK se réduiront à

| 4L =  La2 -+- Rt>2 -1- Qe2,
(38) ] 3TL =  R a2 -1- M 62 H- P c2,

( SK = Q a 2+ P è 2 -4-Ne2,

Lorsque le système proposé offre la même élasticité en tous sens 

autour d’un axe quelconque parallèle à l’axe des s, les coefficients G, 

H, P, Q, R, L, M vérifient les conditions (107) do la page 367, savoir

(3g) G =  H, P =  Q, L =  M =  3R,

et les formules (35), ( 36) deviennent

(4L = (3 R  +  H)a2+ ( R  +  H)è2+ ( Q  +  I)c2,
(4o) 3R, =  (R +  II)a2-f- (3R +  H)Z>2+  (Q +  I)c2,

• ( S)L =r (Q +  H)(a24- i 2) +  (N +  I)c2,

(4G ®=2 Qbc, ^ = 2  Qca, Jl =  2R«ê.

. 0 )  OEuvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 247.
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Si, de plus, on suppose nulles les pressions relatives à l’état naturel, 

les formules (4«) se réduiront à

/ -P =  3R a 2-t-R 62+  Q c 2,

(42) I 31L = : R a 2+ 3Rfc2+ Q c 2,

( X  =  Q ( a 2+ & 2) + N c 2. '

Enfin, si le système proposé offre la même élasticité en tous sens 

autour d’un point quelconque, on trouvera

( 43) 0  =  11 =  1, P  =  Q =  R, L =  M =  N =  3 R, 

et, en ayant égard à l’équation

(44) a*+6*+c*= i, 

on tirera des formules ( 35), ( 36)

( 45) < _ = 2 R a ! + R + I ,  ’ 3TU =  a R ô s4 - R - t - I ,  SG =  2 R c2+ R  +  I,

( 46) ® = 2 R 6 c, ^  = 2 R c a ,  ¿ ¡ l = 2 R  ab;

puis, en supposant les pressions nulles dans l’état naturel, on réduira 

les équations ( 45) à

(•47) t = 2 R a ! +  R, oro =  2RA2+ R ,  X  =  2 R c2-+-R.

Lorsqu’on adopte les valeurs de oto, <$, % &. fournies par les 

équations ( 45), (46), la formule ( i 5) se réduit à

(48) (R  4- I —  s2)2 (3R  -t- I —  s2) =  o;

et, par conséquent, des trois valeurs de s généralement représentées 

par s', s", s'", deux deviennent égales entre elles, en sorte qu’on peut 

prendre

(49) s'! = s ' , =  R  +  I, sWi—  3R -t-1. *

Nous avons précédemment supposé, et nous supposerons générale

ment dans ce qui va suivre, que la surface représentée par l’équa

tion (16) est un ellipsoïde. Or on peut s’assurer qu’il en sera efifecti-
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vcment ainsi, toutes les fois que, les valeurs de £, 3tL, at, 9 ,  ®>, ¿R. étant 

déterminées pour les formules (35), ( 36), les coefficients G, H, I 

seront positifs ou nuis, et les coefficients L, M, N, P, Q, R positifs. 

Alors, en effet, l’équation (16) pouvant être présentée sous la forme

( (Go* +  H6* +  Ic*)(aî1 +  iy>+s*) +  La*a!l +  M6*j'* +  Nc*a*
(5o)

( + P ( è 5 +  c j)2+ Q (ca;4-ai3)2+ R (aj-i-& ^ )2= i ,

le polynôme que renferme le premier membre restera évidemment po

sitif pour des valeurs quelconques de x , y, - , et ne deviendra jamais 

nul, d’où il est aisé de conclure que la surface représentée par l’équa

tion (16) n’offrira pas de rayon vecteur infini, et sera un ellipsoïde. Il 

y a plus; on peut, dans tous les cas, présenter sous une forme très 

simple les conditions qui doivent être remplies pour que la sur

face (16) soit un ellipsoïde. En effet, si l’on nomme r le rayon vecteur 

mené, dans l’état naturel du corps, de la molécule lit à une molécule 

voisine m, a, ¡3, y les angles formés par ce rayon vecteur avec les demi- 

axes des coordonnées positives, et tnmf(r) l’attraction ou la répulsion 

mutuelle des deux masses m et m, on tirera des formules (7) et (8), 

réunies aux équations ( 3 ), ( 4 ), ( 5), (6), (7) des pages i 63 , 164,

(5i)

et

(52)

£  =  S  | ~ i r ^ a  C0Sa +  b  C0Ŝ  +  ccosy)2 [cos2a/(r) ±  f(r)] j,

31L =  | ^  (a cosa -+- b cos¡3 +  c cosy)2 [cos2(3/(/’) ±  f(/·)] j,

X  =  ^  | ~  («cosa +  ôcos(3 -1- ccosy)2[cos'-y /(/·) ±  f(/·)]

9

%

A

=  S \ ~ ^  C°Sa + 6cos  ̂+ C C 0S y Y  cos(3 cosy /(r)J,

=  ^  (a cosa -l- b cos(3 4- c cosy)2 cosy cosa/(r)J,

=  (a cosa b cos(3 +  ccosy)2 cosa cos(3/(r)J,

le signe x  indiquant une somme de termes semblables, mais relatifs
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aux diverses molécules m, m', le double signe ±  devant être 

réduit au signe -t- ou au signe — , suivant que la masse m sera attirée 

ou repoussée par la molécule m, et la fonction f ( r ) étant déterminée 

en fonction de r  par la formule

(53) . / (r)= ± [r|- '( i-)-f(r)] .

Cela posé, l’équation (16) deviendra

^  (a cosa-t- b cos [3 +  c cosy)2 [(x cos a 4-y cos(3 4-z cosy)!/(/-)± (x24-y24-z2) f(r)]

Si, maintenant, on nomme S et t les angles que forme le rayon vecteur r  : 

i° avec la perpendiculaire au plan représenté par l’équation (i) ; i°  avec 

le rayon vecteur ybt2 +  y2 +  z2 mené de l’origine au point (x, y, z), on

cosô =  a cosa 4- b cos(3,+ c cosy,

x cos a 4- y cos 8 +  z co s y
c o s r = -------  ■ —------L;

y:x2 +  y2 -t- z2

puis, en posant, pour abréger,

(57) ï =  \Zx2 +  y2-t--32, 

on tirera de la formule (5G)

(58) x  cosa 4- y cos{3 4- z cosy =  r cosr.

Par suite, la formule (16) ou ( 54) donnera

(59) *2$ j ^ c o s 2ô[cos2T/(/-)±f(r)] j =  r, 

ou, ce qui revient au même,

(60) r2= :— ;---;------------1---------------- r *
$  | ™  c o s 26 [ c o s 2t / ( > · )  ±  f(r)] |

Or la surface représentée par la formule (16) sera un ellipsoïde, si le 

rayon vecteur r mené de l’origine à un point quelconque (x, y, z) dé 

cette même surface conserve constamment une valeur réelle et finie,
OEuvres de C. —  S. II, t ,  IX . 5 l

trouvera

(55)

(56)
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c’est-à-dire, en d’autres termes, si l’on a pour toutes les directions pos

sibles de ce rayon vecteur

(61) § |  T̂ -  cos!ô[cos2r f ( r )  ±  f(r)] | >> o.

*
Si l’on suppose que les pressions s’évanouissent dans l’état naturel, le 

polynôme

( 6 2 ) Za? +  8 b2 <Îc* +  2Wbc +  2<£ca +  2$ab =. S [ * T “ ·  25f ( r ) ]

s’évanouira en même temps que les coefficients Z, 53, €, JO, €, £, et par 

conséquent la condition (61) se trouvera réduite à

(63) coss5 cos4 >  O.

§ II. — Propagation des ondes planes dans un système de molécules sollicitées 
par des forces d ’attraction ou de répulsion mutuelle. Surface des ondes.

Concevons que les valeurs initiales des déplacements et des vitesses 

de la molécule m mesurés parallèlement aux axes, c’est-à-dire les va

leurs initiales des quantités

l, n, K, %,
dn
d t’

dt 
dt’

soient connues et représentées par certaines fonctions de t. On en dé
duira sans peine les valeurs initiales des quantités

d»' da" à**
d t ’ dt ’ dt

et dès lors on pourra facilement déterminer les fonctions arbitraires 

introduites par l’intégration des équations aux différences partielles

(19), (21), ( 23) du § I. Or ces trois équations sont toutes renfermées 

dans la formule (12), § I, de laquelle on les tire en attribuant succes

sivement à s les trois valeurs particulières s', s", s‘". D’ailleurs, si l’on 

désigne par f0 (t), f, (t) les valeurs initiales de a et de j -  > la valeur gé-
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nérale de a, donnée par la formule (12), § I, sera

/ (\ 8_ fo(t— st) ■+- fol* ~+- s i)  Ç  fi(t st) fi (k st)

~  2 Jo 2

Cela posé, concevons qu’au premier instant a et ^  n’aient de valeurs

sensibles que dans le voisinage du plan représenté par l’équation (1) 

du § I, ou

( 2 )  1  =  0 ,

et que f0(«')» f,(t)  s’évanouissent, par exemple, pour toutes les valeurs 

de t situées hors des limites

(3 ) * =  — i, t — i,

i désignant une longueur très petite. 11 est clair qu’au bout du temps l 

les fonctions
f o t 1  f l  ( * '  —

s’évanouiront pour toutes les valeurs de 1 situées hors dc,s limites

(4 ) · t =  st — i, v =  St +  ï,

c’est-à-dire, pour tous les points situés hors de la couche très mince 

dont l’épaisseur i i  sera divisée en parties égales par le plan que repré

sentera l’équation

(5) *. =  « £ "

OU

(6) a x  +  by  +  es =  si;

et les fonctions
fol* +  s0> fi(v +

pour toutes les valeurs de x- situées hors dés limites

(7) v — st if t ~  — st +  i,

c’est-à-dire, pour toutes les valeurs de t situées hors de la couche très
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mince dont l’épaisseur 2i sera divisée en deux parties égales par le 

plan que représentera l’équation

(8 ) v = — st

OU

(9) a x  H- by  4- es —  — st.

Donc le déplacement a et la vitesse mesurés parallèlement à la

droite OA, s’évanouiront constamment hors des deux couches ci-dessus 

mentionnées; et, comme, au bout du temps t, il existera deux couches 

de cette espèce pour chacune des trois valeurs de a désignées par a', 

a", a'", nous devons en conclure que le mouvement, qui n’était d’abord 

sensible que dans le voisinage du plan 0 0 'O", représenté par l’équa

tion (1), se propagera dans l ’espace de manière à produire six ondes 

planes indéfinies qui offriront toutes la même épaisseur 2i, et resteront 

comprises entre des plans parallèles à 0 0 ' 0 ". Ces ondes, considérées 

deux à deux, auront des vitesses de propagation égales, mais dirigées 

en sens contraires, savoir, dans le sens des ï- positives et dans le sens 

des t  négatives. De plus, ces vitesses, mesurées suivant une droite per

pendiculaire au plan 00'0", pour trois ondes qui se mouvront dans un 

même sens, seront constantes en vertu de la formule ( 5 ) ou (8), et 

respectivement égales aux trois valeurs de s que détermine la for

mule ( i 5 ) du § I, c’est-à-dire, aux quantités/, /', /". Les points situés 

hors des ondes planes dont il s’agit seront en repos, puisque les va

leurs de
du'
Jt

<Ja"

df ’
dû”
~dt

correspondantes à ces mêmes points, s’évanouiront. Mais, pour les 

points renfermés dans l’épaisseur d’une onde plane, l’un des trois dé-
d'i' dû" d'd”

placements a', a", a'" et l’iine des trois vitesses cesseront

de s’évanouir. Ainsi, en particulier, dans l’onde plane qui se propage 

avec la vitesse / , le déplacement a' mesuré parallèlement à la droite OA'
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acquerra une valeur différente de zéro, ainsi que la vitesse et, 

comme les déplacements ou les vitesses mesurés parallèlement aux 

droites OA", OA'" continueront de s’évanouir, on peut affirmer que, 

dans l’intérieur de la même onde, le déplacement absolu et la vitesse 

absolue d’une molécule in seront dirigés suivant une droite parallèle à 

l’axe OA', et représentés par les valeurs numériques des quantités 

a', —  · Pareillement, dans l’onde plane qui se propage avec la vitesse

s" ou s'", le déplacement absolu et la vitesse absolue d’une molécule 

seront dirigés suivant une droite parallèle à l’axe OA" ou OA'", et repré-
d'à" d\i!tr

sentés par les valeurs numériques de a", ou de a'", ~^·

En résumant ce qui précède, on obtient la proposition suivante :

Théorème I. — Si, dans un corps homogène, les déplacements et les 

vitesses des molécules sont nuis au premier instant, pour tous les points 

situés hors d ’une couche plane très mince dont l ’épaisseur 2 i est divisée en 

deux parties égales par un certain plan O O'O", et restent les mêmes pour 

tous les points de la couche qui se trouvent situés à la même distance de ce 

plan, la propagation du mouvement, de chaque côté du plan OO'O", don

nera généralement naissance à trois ondes renfermées entre des plans pa

rallèles. Chacune de ces ondes offrira une épaisseur égale à 2 i. De plus, 

les vitesses de propagation des trois ondes, mesurées suivant une perpendi

culaire au plan OO'O", seront constantes et respectivement égales aux 

quotients qu’on obtient en divisant l ’unité par les demi-axes de l ’ellipsoïde 

que représente la formule (16) du § I. Enfin les déplacements absolus 

ainsi que les vitesses absolues des molécules dans les trois ondes se mesure

ront suivant trois directions respectivement parallèles aux trois axes de 

Vellipsoïde.

Le théorème I suppose que la surface représentée par l’équation (16) 

du § I est un ellipsoïde. Si la même équation devenait propre à repré

senter un système de deux hvperboloïdes conjugués, ou si elle ne pou

vait plus être vérifiée par des valeurs réelles de-«?, y, z, quelques-unes 

des trois vitesses de propagation / , s", s'", ou même ces trois vitesses à
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la fois deviendraient imaginaires; et, dans le dernier cas, la propaga

tion des ondes planes deviendrait impossible.

Si deux ou trois axes de l’ellipsoïde ci-dessus mentionné devenaient 

égaux, les ondes planes qui se propageraient dans le même sens, avec 

des vitesses réciproquement proportionnelles à ces axes, coïncide

raient, et la vitesse absolue de chaque molécule renfermée dans une 

onde plane serait, au bout d’un temps quelconque, parallèle aux 

droites suivant lesquelles les vitesses initiales se projetaient sur le plan 

mené par les deux axes égaux de l ’ellipsoïde, ou même, si l ’ellipsoïde 

se changeait en une sphère, aux directions de ces vitesses initiales.

Concevons maintenant qu’au premier instant plusieurs ondes planes, 

peu inclinées les unes sur les autres, et sur un certain plan OO'O", se 

rencontrent et se superposent en un certain point 0 . Le temps venant 

à croître, chacune de ces ondes se propagera dans l’espace, en donnant 

naissance, de chaque côté du plan qui divisait primitivement l’épais

seur de l’onde en parties égales, à trois ondes semblables renfermées 

entre des plans parallèles, mais douées de vitesses de propagation dif

férentes. Par conséquent, le système d’ondes planes que l’on considé

rait au premier instant se subdivisera en trois autres systèmes, et le 

point de rencontre des ondes qui feront partie d’un même système so 

déplacera suivant une certaine droite, avec une vitesse de propagation 

distincte de celle des ondes planes. Soient x , y , s les coordonnées de 

ce point de rencontre, et faisons, pour abréger,

( F (a, b, c, s) =  (£ -  ,*) (3IL -  s2) {SK,-s*) -  « * ( £ -  *2)
10 ( _  a>*(OTL· — s2) — Jl5(3b— ss)

Pour calculer, au bout du temps t, les valeurs de x , y, z, on devra, 

dans l’équation (6) ou (9), considérer s comme une fonction de a, b, 

c, déterminée par la formule ( i 5) du § I, ou, ce qui revient au même, 

par la suivante

(ri) F (or, b, c, s) — o,

et joindre à l’équation (6) ou (9) celles qu’on en déduit en attribuant
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aux trois paramètres'a, b, c, ou seulement à l’un d’entre eux, des 

accroissements infiniment petits ( ') .  Donc, les coordonnées x , y , z 

du point de rencontre des ondes planes qui feront partie d’un même 

système seront déterminées par l’équation (6) jointe aux formules

(12) ds
œ =  t-Y-,

oa
ds

J db
.às
de’

ou par l’équation (9) jointe aux formules

,  , ,  t d s
(i3) x =  ~ t ^  y- - t ds

■ ~t w
— ---  t. ds 

d e’

suivant que les ondes dont il s’agit se propageront d’un côté ou d’un 

autre par rapport au plan O O'O". De plus, comme, au bout du temps 1, 

les formules (12) ou ( i 3 ) suffiront pour fixer les valeurs de x , y, z, il 

est clair que ces formules devront entraîner l’équation (6) ou (9). Or 

c’est c-e dont il est facile de s’assurer directement. En effet, si, dans la 

formule (10), on substitue les valeurs de £, aie, X , 9 , il données 

par les équations (7), (8) du § I, on obtiendra pour F (a, b, c, s) une 

fonction homogène de a, b, c, s. Donc la formule (nj) donnera pour s 

une fonction homogène de a, b, c, du premier degré, en sorte qu’on

(*) Dans les formules (0 ) ou (9) et (11), les trois paramètres a , b , c, étant les cosinus 
dos angles compris entre une certaino droite et les demi-axes des coordonnées positives, 
sont liés entre eux par l’équation

«2+ 62-t-c2 = i.

Mais on doit observer que le plan représenté par l ’équation (6) ou (9) ne se déplacera 
point si les valeurs a , b, c, s  varient dans un même rapport, et qu’alors ces valeurs con
tinueront de satisfaire à la formule (11), en cessant de vérifier la condition

02+  ¿>2 + C2 = j.

Il en résulte qu’en prenant pour 5 une fonction de a, b , c  déterminée par la formule (1 >) 
on peut, dans l’équation (6) ou (9), supposer les trois paramètres a , è, c indépendants 
l’un de l’autre. Dans cotte hypothèse on établit facilement les formules (12) ou ( i 3 ); et,

comme -r sont des fonctions homogènes de a, b, c  d’un degré nul, il est clair
oa ob oc

OC Y  Z  l·) c
que ces formules déterminent les rapports -  , - ,  -  en fonctions des rapports -  , -  , quellet t t CL CL
que soit la valeur du trinôme a* +  è2 -+· c2, par conséquent dans le cas où ce trinôme même 
se réduit à l’unité.
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aura identiquement

(i4)
ds , ds ds 

a ~  +b-^· + c^ - =  
àa oo oc

D’ailleurs, en ayant égard à l’équation ( i 4 ). et combinant entre elles, 

par voie d’addition, les formules (12) et ( i 3 ) respectivement multi

pliées par a, b, c, on reproduit évidemment l’équation (6) ou (9).

Il est important d’observer que, s étant une fonction homogène du
ds ds ds . , n ,.
3 - ’ 37 > -r seront des fonctions oa 00 oc

homogènes d’un degré nul, ou, en d’autres termes, que ces dérivées 

dépendront uniquement des rapports -> - ·  Cela posé, concevons que, 

entre les formules (12) ou ( i 3 ), on élimine les rapports dont il s’agit. 

L’équation produite par cette élimination sera de la forme

premier degré en a, b, c, les dérivées

0 5 ) n
x y î

t ’ t =0,

et représentera une certaine surface courbe, qui sera touchée, au bout 

du temps t, par les plans tracés de manière à diviser en parties égales 

les épaisseurs très petites des ondes ci-dessus mentionnées. Cette sur

face courbe sera donc l’enveloppe de l’espace traversé par les plans 

dont il s’agit. Nous la nommerons, pour abréger, surface des ondes.

Si, au bout du temps t, l’on désigne par a', b', c' les cosinus des 

angles que forme le rayon vecteur mené de l’origine à la surface des 

ondes, avec les demi-axes des coordonnées positives, et par v' ce 

même rayon vecteur, les valeurs de x , y , z correspondantes à l’extré

mité du rayon r' seront déterminées par les formules

(16) x  =  a't', y = b ' t ' f z =  c'v'.

Par suite, l’équation ( i 5 ) donnera

(,7) n (a ’ X-t , b 'X-t ,c 'Ÿ j= o ·,

et l’on en déduira, pour r', une valeur générale de la forme 

(18) r '=  t ro(a', b', c').
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Donc, le temps venant à croître, le rayon vecteur r' croîtra proportion

nellement au temps ou, en d’autres termes, la vitesse avec laquelle 

l’extrémité du rayon a '  s c  déplacera dans l’espace sera une vitesse con

stante pour une direction donnée de ce rayon, et la surface des ondes 

acquerra des dimensions de plus en plus grandes, sans cesser d’être 

semblable à elle-même.

Il existe des rclations dignes de remarque entre la surface des ondes 

et celle dont les coordonnées x, y, z vérifient l’équation

(19) · F(x,y,z, 0  =  °·

En effet, désignons par r le rayon vecteur mené de l’origine à celte 

dernière surface de manière à former, avec les demi-axes des coordon

nées positives, les angles X, p., v, dont les cosinus sont a, b, c. Les 

coordonnées x, y, z de l’extrémité du rayon x étant liées à ce rayon par 

les formules

(20) x = « r ,  y — b x ,  7. =  e x ,  

l’équation (19) donnera

(21) Y{ax,bx,cx,t) =  o,

ou, ce qui revient au même, attendu que F(x, y, z, t) est une fonction 

homogène de x, y, z, /,

(22) · F fa, b, c, 1 ' ) = ° ·

Or, les diverses valeurs de  ̂ déduites de 1 équation (22) coïncideront 

évidemment avec les diverses valeurs de s déduites de la formule (tx). 

D’autre part, si, dans l’équation (G) ou (9). qui représente le plan tan

gent à la surface des ondes, on pose

(2 3 ) s =

on trouvera

(24) ■ ax ■ by

OEuvres de C. —  S. H» t. IX··
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Enfin, il est clair que la formule (22) représentera un plan mené per

pendiculairement au rayon vecteur r par un point situé sur ce rayon 

vecteur à la distance j  de l’origine des coordonnées. On peut donc 

énoncer la proposition suivante :

Théorème II. — Construisez la surface représentée par l ’équation(19 ), 

et, après avoir mené de l ’origine à cette surface un rayon vecteur r, portez 

sur ce rayon vecteur, à partir de l ’origine, une longueur égale au rapport 

qui existe entre le carré du temps et ce même rayon. Menez enfin, par 

l ’extrémité de cette longueur, un plan perpendiculaire à sa direction. Ce 

plan sera le plan tangent à la surface des ondes. Par conséquent, cette 

dernière surface sera l ’enveloppe de l ’espace que traverseront les divers 

plans qu’on peut construire en opérant comme on vient de le dire.

Nous observerons encore que, en vertu des formules (16) et (20), 

l’équation (24) peut être réduite à

(2 5 ) . xt'(aa1 +  bb'-{- ce') — ±  P

ou bien à

(26) x x  +  y y  +  z z = ±  t-.

D’ailleurs, si l’on nomme 1 l’angle compris entre les rayons vecteurs 

menés de l’origine à deux points correspondants (oc,y, z), (x, y, z) des 

deux surfaces représentées par les équations ( i 5 ) et (19), on aura

(27) cos-j =  aa'-h bb'-\- ce'.

Donc, l’équation (20) donnera

(28) .· rr' cos-] = ±  P.

Or il résulte évidemment de la formule (28) qu’en multipliant les 

rayons vecteurs r et v'par le cosinus de l’angle aigu compris entre eux, 

ou, ce qui revient au môme, le premier de ces rayons vecteurs par la 

projection du second sur le premier, on obtiendra toujours un produit 

égal au carré du temps.
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La fonction Y(a, b, c, s), déterminée par l’équation (10), est du 

sixième degré par rapport à s, et du troisième degré par rapport à s-. 

Donc, la. formule ( n )  fournira généralement trois valeurs de s2, aux

quelles répondront trois nappes différentes de la surface des ondes. 

Soit

(29) si =  $ ( a , b , c )

l’une de ces valeurs. L’équation (19) donnera, pour 12, une valeur cor

respondante, savoir

(30) t-— ¿f(x,y, z),

et ^(x, y, z) sera une fonction homogène du second degré. De plus, 

celle des trois nappes de la surface des ondes à laquelle se rapportera 

la valeur #(a, b,c) de s2 sera l’enveloppe de l’espace que traverse le 

plan mobile dont les coordonnées x,  y, s satisfont à l’équation (26) 

quand on considère x, y, z comme des paramètres variables assujettis 

à vérifier la condition ( 3o). Gela posé, faisons, pour abréger,

Puisque, en différentiant, par rapport aux paramètres x, y, z, les for

mules (26), ( 3o), on obtiendra les suivantes

et que, en égalant à zéro, dans l’équation ( 33), les coefficients des dif

férentielles dx, dy, après avoir éliminé dz à l’aide de la formule ( 32), 

' on trouvera

(3>)

(32)

(33)

x  dx -+- y  dy z dz — o,

4>(x, y, z)dx H- X(x, y, z) dy ■+- »F(x, y, z) dz -  o,

(34) X

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



412 APPLICATION DES FORMULES ETC.

il est clair que l’équation de la nappe ci-dessus mentionnée sera four

nie par l’élimination des paramètres x, y, z entre les formules (26), 

( 3o) et ( 34). Comme on aura d’ailleurs, en vertu du théorème des 

fonctions homogènes,

(35) x 4 » ( x j , z ) + y N ( x , y , z ) + z f ( x j , z )  =  i(x,y,z),

on tirera de l’équation (34), jointe aux formules (26) e t{ 3o),

(36) * ( * ,y ,z) =  X(s.y,g) _  y(*,y,z) _  ^(*>y.z) _ ± i
x y z x x - \ - y y z z  ’

et, par conséquent,

(37) «F(x,y, z)=x,  X(x,y,z ) = / ,  *F(x, y, z) =  5,

ou

(38) i»(x,y,z)= — x, X(x,y,z)r- —y, W(x ,y ,z)=—s.

Donc, pour obtenir l’équation de la nappe dont il s’agit, il suffira de 

substituer, dans la formule ( 3o), les valeurs de x, y, z exprimées en 

fonctions de x,  y,  - , à l’aide des formules ( 37) ou ( 38). Observons, 

au reste, que les fonctions homogènes #(x, y, z), ^(x, y, z, 1) étant 

do degré pair, et les fonctions dérivées 2<I>(x, y, z), 2X(x, y, z), 

2IF*(x, y, z) de degré impair, les valeurs de x, y, z changeront de signe 

avec x,  y, z, de sorte qu’on arrivera au même résultat en partant des 

équations (37) ou des équations (38), et qu’on pourra réduire la for

mule ( 36) à la suivante :

(39) fr(x.y>z) _  x (* .  y. z) _  V(*, y>z)
x y z

Pour montrer une application des principes que nous venons d’éta

blir, supposons que, en résolvant la formule (11), on obtienne pour s2 
une valeur de la forme

(4°) S a«2-h te*-h 2 bbc -h 2 tca +  %iab.
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L’équation ( 3o) deviendra

(40  i2=  ax24-by24-cz24- 2by z 2e z x  4- 2fxy,

et, par suite, les formules (37) donneront

(42) ax 4- fy 4- cz =  x, fx 4  by 4-bz =  j ,  ex 4- by 4- cz =  z. ·

Or, en substituant, dans l’équation ( 4 i), ou plutôt dans la suivante

(43) ' fi— x x + y y  4-sz,

les valeurs  ̂de x, y, z tirées des formules (42), savoir

__ (bc —  b2) «  4 -  (bc — cf) v  4 - (fb —  b c) s
X abc —  ab2— bc2— cf24  2bcf ’

__(bc —  c f ) i c - ) - ( c a  —  c2).y +  ( c i — ab) s
^ abc —  ab2— bc2— ci24 -  2bcf ’

_(fb — bt)x 4- (cf — ab)y 4  (ab — f2)s
abc — ab2— bc'2— cf24  2bef ’

on trouvera

(bc — b2) ce2 4  (ca — e2) j 2 4  (ab — f2),s24  2(cf — ab)jj5 4- 2(fb — bc)sa; 4· 2(bc — cf)xy
abc.— ab2'— bc2—  cf24 -  2bcf

Telle est l’équation qui représentera une nappe de la surface des ondes, 

si la valeur de s2, correspondante à cette nappe, est donnée par la for- 

• mule (4°)· Si l’équation ( 4 i) appartient à un ellipsoïde, la nappe 

représentée par l’équation (44) sera un second ellipsoïde, et les rayons 

vecteurs menés de l’origine à deux points correspondants de ces ellip

soïdes seront tellement liés entre eux que le produit de ces rayons vec

teurs par l’angle aigu qu’ils comprennent sera égal au carré du temps.

Si, dans la formule ( 4°)< on substitue la valeur de s tirée de l’équa

tion (G) ou (9), on trouvera

(45) (a a2 4- b ¿24  cc24- 2 b bc 4- 2cca 4- 2f ab)P— (ax +  b y 4- cz)2.

Or, au lieu d’éliminer x, y, z entre les formules (4 i), ( 42)? on pour

rait éliminer a, b, c entre l’équation (45) et ses dérivées prises succes

sivement par rapport à chacune des trois quantités a, b, c. En opérant
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ainsi, on obtiendrait l’équation

(46)

qui coïncide effectivement avec la formule (44)·

Si la valeur de s2, déterminée par la formule ( 4«), se réduisait à

l’équation (44), qui représente, au bout du temps t, la surface de 

l’onde, deviendrait

Supposons maintenant que ê(a, b, c) désigne seulement une valeur 

approchée de s2, et que l’on trouve, en poussant plus loin l’approxi- 

. mation, ou même en ne négligeant rien,

(49) s2 =  ri(a, b, c) +  f(a, b, c).

Pour obtenir la nappe de la surface des ondes à laquelle correspondra 

la valeur précédente de s2, il faudra substituer, non plus dans la for

mule (3o), les valeurs de x, y, z fournies par les équations (87), mais 
dans la formule

(5°) ü2= f(x ',  y', z') H-f(x',y', z'),

les valeurs de x', y', z' fournies par les équations

(47) =r a<z2-t- bi2-f- rc2,

(5i)
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en faisant, pour abréger,

(5a)

, , i à f(x, y, z)
< p ( x , y , z )  =  -

X(x, y, z) __i  d f ( x , y , z )
2 ■ dj

. , , l à  f(x, y, z)
+ ( x . y . z )  =  -  —

Supposons maintenant que, les quantités f(x, y, z) et x '— x, y '— y, 

z'— z étant considérées comme infiniment petites du premier ordre, 

on néglige les infiniment petits du second ordre. En ayant égard au 

théorème des fonctions homogènes, on tirera des équations ( 5 r), res

pectivement multipliées par x', y', z',

(53) xx'-hjyy'-t- z z ' = . f ( x ' ,  y', z') +  f(x',y',z'), 

ou, à très peu près,

(54) x x l+yn'-\-zz'— i(x',f,i')-\-[{'&,S,7-)·

Comme on aura d’ailleurs, en vertu des formules ( 35) et (37),

(55) · x x  -+-/y z z  — $ ( x ,  y, z),

on trouvera encore

x { x ' —  x) + / ( y '— y) +  S(z'— z)

=  H x ' , ÿ , 7 / )  — #(x,y,z) H-f(x, y, z)

=  a[(x'·- x) 0»(x., y, z) -+- ( y ' -  y) X(x, y,z) -h ( z ' -  z) V(x,y, z)] +  f(x,y, z) 
=  2[>(x'— x) ,r(y'—y) +  æ(z'— z)] -h f(x, y, z),

ou, ce qui revient au même,

(56) x ( x ' — x) -r/(y '— y)-i-s(z'— z ) = — f(x> y> z)> 

et, par conséquent,

(57) x x '  +  y y '  -+- s z ' = z  x x  y y  +  s z  — f(x, y, z) =  J(x, y,z) — f(x,y,z). 

Cela posé, les formules ( 5o) et ( 53) donneront

(58) t°-■ =§{*, y, z)-~ f(x,y,z).
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Telle est l’équation qui représentera, sans erreur sensible, une nappe 

de la surface des ondes, cette nappe étant relative à la valeur de s2 que 

détermine la formule (4g).

Au reste, les méthodes que nous venons d’indiquer comme propres 

à fournir les diverses nappes de la surface ( i 5) seraient évidemment 

applicables dans le cas même où l’on désignèrait par §{a, b, c, s), non 

plus une fonction homogène du sixième degré, déterminée par l’équa

tion (10), mais une fonction homogène de degré quelconque.

Revenons maintenant à la formule (10). Cette formule se trouvera 

réduite à l’équation (48) du § I, si l’élasticité du système de molé

cules que l’on considère reste la même en tous sens autour d’un point 

quelconque. Par suite, les trois valeurs de s, représentées par s', s", s"',

se réduiront à celles que déterminent les formules (49) du § I, savoir
♦ ,

(5g) s'2 R +  I =  (R-t-I) (a2+ 62+ c 2),
(60) · s'n-  3R +  I =  (3R -h I) (a2-i- ¿>2 +  c2).

Donc alors, quelle que soit la direction du plan 0 0 '0 "qui, au premier 

moment, divise en deux parties égales l’épaisseur d’une onde plane, 

la propagation du mouvement de chaque côté du plan 0 0 'O" donnera 

seulement naissance à deux ondes planes dont les vitesses de propaga

tion seront

(60 (R +  I)2, (3R +  I)2,

et la surface des ondes se réduira au système de deux surfaces sphé

riques qui seront, au bout du temps t, représentées par les équations

(62) .r2H-7 2 +  s2 
R h- 1 ’

(63)
XÏ +  y2 _1_ S2 (9

3R +  ]

Alors aussi les formules ( 13 ), ( 45) et (46) du § I donneront

i 2 R ( (x aiL -t- h D!> -4- c 3  ) — ”  2 R ( a <A> -4- b -4- c 3  ) ——1 .11« ' 'l)*>

=  2R(a<A.4-è'i)!,-t-cS)^=r52— R — ].
(64)
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D’ailleurs, si, dans la formule ( 64), on pose s2 — R H- I, on en con

clura

( etX> H-  b ill) c © )  “7- —  ( (XX  H-  b ilb —|— c 0 )  —— ( et X> H- b iJL· -J-  c © ) —■ zzz. o ,
X lie) 0

et, par conséquent,

(65) a X  -h ¿nlî) +  c G =  o,

attendu que les quantités a, b, c, liées entre elles par la condition

* a 2 4- 62 4- c2 =  1,

ne peuvent s’évanouir simultanément. Si l’on pose, au contraire, 

s2= 3 R h- I ,  on tirera de la formule (64)

a _ b _ c _ 1

X) liîï 0  et X> —H b i)i> “1“ c 0

»A _  itfe _  © _ H_ +
a b c y/a2 4- è2 4- c2

De plus, comme deux racines égales de l’équation (11) correspondent 

à la première des ondes planes ci-dessus mentionnées, cette onde plane 

pourra être considérée comme produite par la superposition de deux 

autres ondes de même espèce. Cela posé, il résulte évidemment des 

formules ( 65), (66) que les déplacements et les vitesses absolues des 

molécules se mesureront, dans la première onde, suivant des droites 

parallèles au plan O O'O", et dans la deuxième onde, suivant des droites 

perpendiculaires au même plan.

Si la quantité I, c’est-à-dire la pression supportée par un plan quel

conque dans l’état naturel s’évanouissait, les vitesses de propagation 

de la première et de la deuxième onde deviendraient respectivement

(67) 0 S, V'SR»

et la surface des ondes se réduirait au système des deux surfaces sphé-
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et, par suite,

(66)
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riques représentées par les équations

¿c2 +  yî 4- sa(68)

( 69)

II

æs4- / 2+  _
3R —.

En général, lorsque de la formule (10), combinée avec les for

mules (33) et (8) ou ( 38) et (36) du § I, on a déduit les trois valeurs 

de s2 relatives au cas où les coefficients

(70) 51, Î9, <£, U, <£,.■£ ou G, H, I

des formules (7) ou (35) (§ I) s’évanouissent, il suffît évidemment 

d’ajouter à ces valeurs le polynôme

(71) 5 l a 2 4 -  f l¿ > 2 -1— <Cc 2 4 -  2 ®bc 4 -  2 <£ca 4 -  2 £ab

OU

(72) G a* 4-H è2-4 le2,

pour trouver ce qu’elles deviennent dans le cas contraire. On sait d’ail

leurs que les coefficients (70) représentent les projections algébriques 

des pressions supportées dans l’état naturel par des plans perpendicu

laires aux axes coordonnés.

Supposons maintenant que l’élasticité du système reste la même en 

tous sens autour d’un axe quelconque parallèle à l’axe des -s. Alors, 

en admettant que les pressions s’évanouissent dans l’état naturel, on 

tirera de la formule (10), jointe aux équations (4 i), (42) du § I,

[ F(a, b, c,s) =  (3Ra2-t-R62+  Qc2— s°-) (Ra24 - 3 Rô24- Q c2- s 2) (Q a24- Q ¿2+  Nc2-  

— 4Q262c2(3Ra2+  IU 2h- Q c2— s2) — 4Q2c2a2(Ra2-l- 3R i2+  Q c2 — s2)

( —  4R 2a 262( Q a 2+ Q 62+ N c 2—  s2) +  i6 Q 2R a 262

D’autre part, on aura identiquement

(3R a 24 - R î>24 - Q c2— s2) ( R a ! +  3R £24- Q c 2—  s2) -  4R 2«262 
=  ( R a24- R 624 - Q c 2- i 2) ( 3R « 2+ 3R 62+ Q c 2- 52),
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et b2 ( 3 R a2 4 - Rô2 -H Q c2 — s2) 4- a2 (Ra!+ 3 R6 2 + Q c2 — s2) — 4 Ra2 b2 

=  (Rtf24-Rè24-Qc2- s 2)(a24-62).

Donc, la formule (73) pouvant être réduite à

, ( F(a> b, c, s)(7 4 ) ( =  ( R «2+ R 6 2+ Q c2— s2) [ (3  R «2+ 3 R 6 24- Q c2-  s2) ( Q a3+ Q è2+ N c2-  s2) -  4  Q 2 c2 (a2 h- ¿>2)],

l’équation ( n )  se décomposera en deux autres, savoir,

(75) . Ra2 4 -R6 2 4-Q c2—s2 = o

et

(76) (3Ra24-3R/b24-Qc2—s2)(Qa24-Q£>24-Nc2 —s2) —4Q2c2(a24-62) = o.

Ajoutons que l’équation (76), pouvant être présentée sous la forme

( (Q«24-Q6 24- Qc2- s 2)(3R«2+3Rè24-Nc2-.s·2)
(77) i + [(N — Q) (3 R— Q) — 4 Q2]c2(«24- è2) =  o,

sera elle-même décomposablo en deux autres, savoir,

(78) Q(a2+ô2-i-c2) - i 2=o 

et

(79) . 3R(«24-è2) 4-Ne2—s2 =  o, 

si les coefficients N, Q, R vérifient la condition

(80) (N — Q)(3R - Q )  =  4Q2·

Alors on pourra prendre

(81) i'2=  Q(a24- b- 4-c2) = Q,
(82) / 2 =  R (a2 4- è2) 4- Qc2,
(8 3 ) V 2=3R(a*4-&2) + Nc2, '

et, par suite, les trois nappes de la surface des ondes se réduiront aux
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surfaces de la sphère représentée par l’équation

(84)
X* y* -1- ;

'o7~
=  t\

et des deux ellipsoïdes représentés par les deux équations

(85)

(86)

x s-+- y 2

ÏT~

** + f-  *  _  ,, 
3 R +  N

Alors aussi, en posant successivement s =  s', s =  s", s =  s'", on tirera 

des formules (i/j) du § Ier

(87)’
As' DV 2 O cS ' 
a b 3R — Q a*-+- ¿>a

(88) b̂ SV̂ z. 0, 8 "=  0,

(89)
A·,’" _ilî>'"__ 2 Q G'"

a b N — Q c ’

puis on conclura des équations (87), (88), (89), combinées avec les 

formules (20), (22), (24 ) du § Ier, que, dans les trois ondes planes, 

parallèles à un même plan O O'O", et dont les vitesses de propagation 

seront s', s", s"', les déplacements absolus des molécules se mesureront 

parallèlement aux trois droites représentées par les formules

(9°)

(90

(92)

x _y __ 2 Q c z  _ N — Q e s

~ à ~ %  ~ ~  3 R - Q  a * + b *  ~  2Q-  as+ è 2’
a x  H- b y  =r o, z  —  o ,

x __y ___ 2Q s __3R — Q s

a b N — Q c  2Q c

Or il résulte des équations (91) que, dans les ondes planes dont 

la vitesse de propagation sera s", les droites suivant lesquelles se 

mesureront les déplacements des molécules resteront toujours paral

lèles au plan O O'O" et perpendiculaires à l’axe des r-. Au contraire, 

il suit des formules (90) et (92) que, dans les ondes planes dont les 

vitesses de propagation seront s" et les droites suivant lesquelles
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se mesureront les déplacements des molécules resteront toujours com

prises dans des plans parallèles à l’axe des s et perpendiculaires au 

plan O O'O".

Si, la condition (80) étant vérifiée, ainsi que les conditions (3g) du 

§ Ier, on ne supposait pas les pressions nulles dans l’état naturel, il 

faudrait aux formules (Bx), (82), ( 83) substituer les suivantes

( 9 3 ) s ' 2 =  "(R +  H ) ( « 2 + 6 2 ) h- ( Q  +  I ) cs,

(9 4 ) ' · s"2 =  (R-i-H)(a2 +  &2) +  (Q + I )c 2,
(g5 ) s'™= (3 R +  H) («2+  b3) H -  (N -H  I)e2;

et par conséquent les trois nappes de la surface des ondes coïncide

raient avec les surfaces des trois ellipsoïdes représentés parles équa-

tions

(9 6 )
x 3-+- y2 z 3 
Q +  H +  Q +  1

(97)
x° ■ +- y 3 i z1 
R +  II +  Q +  I

(9 8 )
x i +  y 3 i s 2

3R + II +  N +  I

Quant aux déplacements absolus des molécules dans les ondes planes 

dont les vitesses de propagation seraient s\ s", 's'", ils se mesureraient 

toujours suivant des droites parallèles à celles que représentent les 

formules (90), (91), (92).

Il est important d’observer que la condition (80) se trouve remplie, 

en même temps que les conditions (43) du § Ier, dans le cas où l’élas

ticité du système que l’on considère est la même en tous sens autour 

d’un point quelconque. Alors aussi on a

(99) 3 R - Q  =  N - Q  =  2 Q,

et la formule (92), réduite à

(100)
x  y  z
a b c ’

montre que, dans la troisième onde, les déplacements absolus des molé-
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culcs se mesurent suivant des droites perpendiculaires au plan 0 0 'O".

Ajoutons qiie, si la condition (99) n’est pas rigoureusement mais sen

siblement vérifiée, il en sera de même de la formule (xoo), et que par 

suite les déplacements absolus des molécules dans la troisième onde 

se mesureront suivant des droites sensiblement, mais non exactement 

perpendiculaires au plan OO'O".

On pourrait demander si le cas où l’on suppose la condition (80) vé

rifiée est le seul dans lequel les deux valeurs de s2, fournies par l’équa

tion (76), se réduisent à des fonctions rationnelles de a, b, c. Pour 

répondre à cette question, il suffira d’observer qu’on tire générale

ment de l’équation (76)

(3R +  Q )(a» + 6»H-(N+Q)c»

± { y ,(3R - Q ) 2(a2+Z>s)2+ 2[8Q2- ( 3R - Q ) ( N - Q ) ] ( a î -4- b2)c* +  (N — Q)*c*.

Or la valeur précédente de s2 deviendra une fonction rationnelle de a, 

b, c, si la quantité comprise sous le radical est un carré parfait, ou, ce 

qui revient au même, si l’on a

(102) 8Q2—(3R — Q)(N — Q ) = ± ( 3 R  — Q) (N — Q);

et suivant qu’on réduira le double signe ±  au signe -+- ou au signe — , 

la formule (102) reproduira la condition (80) ou la suivante

(103) Q =  o.

Donc, si le coefficient Q n’est pas nul, l’équation (76) ne pourra 

fournir une valeur rationnelle de s2, k moins que les trois quantités Q,

R, N ne satisfassent k la condition (80). Remarquons d’ailleurs que, 

si, les pressions étant nulles dans l’état naturel du système que l’on 

considère, le coefficient Q s’évanouissait, les valeurs de s2 déterminées 

par les formules (75), (76) deviendraient

(!04) S2 =: N C2,

(iq5) s2— R(a2+  b2),

(i°6) s2 =  m ( a 2-hb2)
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Alors aussi les trois nappes de la surface des ondes disparaîtiaient 

et se trouveraient remplacées par des points et des cercles. En effet, 

on tirerait des formules ( 3 j )  ou ( 38) et (3o) : i° en supposant 

l ( x ,y ,  z) =  Nz2,

52·
(107) x  —  o, y  —  o, ^ = i s ;

20 en supposant ÿ(x, y, z) =  R (x2-f-y2),

(ro8)
x 8+ .r8 _

R “  ’
: o;

3° .en supposant $(x, y, z) =  3 R(x2 +  y2),

I.- < y2

(109) 3^ —  <2> z =  0.

Donc, au bout du temps t, les ondes planes douées do la vitesse de
i

propagation ±  N2c passeraient toutes par l’un des deux points situés

sur l’axe des z à la distance N2 / de l’origine des coordonnées, tandis 

que les plans tracés de manière à diviser en parties égales les épais-
± i

seurs des ondes douées de la vitesse de propagation R2(a 2-f- 62)2 ou
1 1 i

3î Rï (a2 -+- b2)'2 toucheraient les circonférences de cercles représentées 

par les équations (108) ou (ioq). Enfin l’on tirerait des formules (14), 

( 4 i) et (42) du § Ier : x° en supposant s'2 =  Ne2,

(no )  JU =  o, ' l i t o ,  ■ G = ± i ;

20 en supposantî 2 — R (a2 +  è2),

( 111 ) ‘ a X H - ô i f o ^ o ,  G  =  o;

3p en supposant s2=  3 R (a2 -1- b2),

(112)
• X _  iP.) 

a b ’ o.

Par suite, dans les ondes planes dont les vitesses de propagation 

seraient données par les formules (104), (io5) et (106), les dépla-
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cements absolus des molécules se mesureraient parallèlement aux 

droites représentées par les équations

( n 3 ) x  =  0, <4 II ©

(t*4 ) a x  4 - by —  0, -  = 0 ,

(*i5 )
x  _ y  
a b ’

Z  rr 0 .

Or ces trois droites se confondent, la première avec l’axe des z, la se

conde avec la perpendiculaire menée à cet axe dans le plan O O'O" que 

représente l’équation (2), et la troisième avec une perpendiculaire au 

plan des deux premières.

Si, les pressions n’étant pas nullcs dans l’état naturel, le coeffi

cient Q s’évanouissait, il faudrait aux formules ( io 4 )> ( io 5 ), (106) sub

stituer les suivantes

(116) î 2=  II(a2-t- b*) 4- (N 4- I)c2,

(117) s2 — (R -1-II) ( a2 4- ¿>2 ) -h ic 5,

(118) s2 ;= ( 3 R 4- II ) ( a2 -t- ¿>2 ) +  I c2 ;

et, par conséquent, les trois nappes de la surface des ondes coïncide

raient avec les surfaces des trois ellipsoïdes représentés par les équa-

tions

("9)
x2 4- y1 s2

II +  N + 1

(120) x1-h y2 z1 
R 4- II ^  I

(121) x2 -t- r 2 s2
3 R 4- H +  I — e.

Quant aux déplacements absolus des molécules dans les ondes planes, 

.ils se mesureraient toujours suivant des droites parallèles à celles que 

représentent les formules ( 1 13), (114) et ( n 5 ).

Lorsque, l’élasticité du système restant la même en tous sens autour 

de l’axe des z, les valeurs de s2 fournies par l’équation (7G) sont des
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fonctions irrationnelles de' ar b, c, chacune de ces valeurs est de la 

forme

(122) . ss = i [ ( a * + ô !) V ] .

Or, en substituant l’équation (122) avec la suivante

(123) is =  ^ [(x s+ y * ) s, z ]

aux formules (29), ( 3o), et posant d’ailleurs

I <LÎ(x, z)
(.24) ®(x,z) =

2 dx
W{x,z) = dS(x,

dz

on reconnaîtra sans peine que, pour obtenir, dans l’hypothèse admise, 

l’équation propre à représenter une nappe de la surface des ondes, il 

suffit d’éliminer x, y, z, non plus entre les formules ( 3o) et (37) ou 

( 38), mais entre l’équation (123) et les formules

i * = - ^ L =  * [ ( * *  + y*)*, z],
V/x2H-y2

/ = - 7=r^==*[(x1 +  y*)i ,z],
V/x2 +  y 2

s = .ïf[(x2-+-y2)2,z],

ou

(126)

* = - - » =  * [(* * + y2)'%z], 
v'x ■+■ y

y
v/x2+ y 2 

=  - T r[(x 2 +  y 2A  z]

¿ [ ( x 2 + y 2) 2,z ] ,

Or, dans cette élimination, on pourra évidemment aux équations ( 125) 

ou (126) substituer les formules

( . 2 7 ) ( ^  +  7 2)-' =  o [ ( x 2 +  y 2) 2, z ] ,  5  =  w [ ( x 2 +  y2)2, J ,

ou ' ·

(.28) (a32 H - j î!) 2 =  —  <6 [(x 2 +  y 2)2» z], - = : - T ' [ ( x 2 -t-y2)2, z ] ;

OEuvres de C. — S. U, t. IX. * 54
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et, comme on tirera de ces dernières, combinées avec la formule ( i 23 'b 

une équation de la forme

(>29) " [
{a? -.y2)2 =  O,

il est clair que, dans la surface des ondes, les deux nappes correspon

dantes aux valeurs do s2 déterminées par la formule (76) seront des 

surfaces de révolution autour de l’axe des z. Cette conclusion, qu’il 

était aisé de prévoir, s’étend au cas même où, les pressions n’étant pas 

nulles dans l’état naturel, on devrait modifier les deux valeurs de s2 ci- 

dessus mentionnées, en ajoutant à chacune d’elles le trinôme

( i 3 o )  H ( a s - t -  ¿>2 )  +  l e 2 .

Quant à la troisième nappe de la surface des ondes, elle coïncidera 

toujours avec l’ellipsoïde ( 85) ou (97), qui est pareillement de révo

lution autour de l’axe des z.

La section méridienne, faite par le plan des x , z dans la surface de 

révolution que représente la formule (129), a pour équation

( i 3 i ) n =  o.

Or on peut obtenir directement l’équation ( i 3 i ) ; et, pour y parvenir, 

il suffit évidemment d’éliminer les deux variables x, z entre les for-

mules

( i 3 2 ) ¿ 2 =  ef(X, Z)

et

( i 3 3 ) ¿ r  =  4 » ( x , z ) ,  . s ^ W ^ z ) ,

OU

0 3 4 ) x =  — ® ( x , z ) ,  z — — W ^ z ) .

L’équation ( i 3 i) étant ainsi trouvée, on en déduira immédiatement la
1

formule (129), en remplaçant x  par (cc2-f- j 2)2.
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Concevons à présent que le système proposé n’offre plus la même 

élasticité en tous sens autour de l’axe des z, mais seulement trois axes 

d’élasticité rectangulaires entre eux. Si l’on admet en outre que les 

pressions soient nulles dans l’état naturel, la fonction F(a, b, c,s) sera 

déterminée par la formule (io), jointe aux équations ( 3 6 ), ( 3 8 ) du 

§ I, c’est-à-dire, en d’autres termes, par la formule

J F (a, b, c, 5)= .(L a2-f- R ¿>2+  Q c2— s2 ) ( R a2+  M è2+  P c2-  s2) (Q a2+  P b*+ N c2-  s*) 
( 135 ) | —4P2i 2c2(La2-4-R62-t- Qc2 —s2)— 4Q2c2a2(Ra2+ M 6 2-t- Pc2—i·2)

( — 4R2a2ô2(Qa2+ P ô 2H-Nc2 — s2) +  i6PQRa2£2c2.

Cela posé, la formule (i i)  deviendra

/ (La2+  R&2-t- Qe2—s2) (Ra2+ M è ! +  Pc2— s2) (Qa2-t-P62+ N e 2 — s2)
( 136) - 4 P 2è2c2( L a 2 +  R£2+ Q c 2—  s2) -  4 Q2c2a2( R a 2 +  M&2+ P c 2- . * 2)

( — 4 R.2 c*2 ¿>2 ( Q cï2 H— P ¿>2 —I— N e2— s2) +  i6PQRa2 62c2=  o.

Si, dans cette dernière, on fait successivement a — o, ¿ =  o, c =  o, 

on. obtiendra les trois suivantes *

(137 ) ( R 6 2+ Q c 2— s2) [ ( M è 2 +  P c 2- s 2) ( N c 2 +  P ô 2- « 2) -  4 P 2*2c2] = o ,

(13 8 ) ( P c 2 + R « 2— s2) [(Ne2 + Q « 2- s 2) ( L « 2 +  Q c 2 — 52) - 4 Q 2c2«2] =  o,

(*39) ' ( Q a 2- t - P è 2- s 2) [ ( L a 2 +  R è 2- s 2) ( M è 2- i - R«2- i 2) - 4 R 2«2^ ]  =  o,

qui détermineront les vitesses de propagation des ondes renfermées 

entre des plans perpendiculaires à l’axe des x,  ou à l’axe des y,  ou à 

l’axe des s. Soient d’ailleurs

( 29)  s 2 =  §(a, b,c)

l’une des valeurs de s- déduites de la formule ( i 3 6 ), et d>(a, b,c), 

X ( a ,b ,c ), W(a, b, c) les demi-dérivées de i ( a , b , c ) prises par rap

port aux trois quantités a, b, c. On vérifiera les équations (137), ( 13 8 ),

(139) en posant successivement

(l4o) s2 =  #(o, b, c),

040 s2 —  §(a , 0 , c),

042) s2 — §{a, b, 0 ) ;
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et les plans qui diviseront en parties égales les épaisseurs des ondes

dont les vitesses de propagation seront déterminées par la formule

( ï 4 o) ou ( i4 i) ou (142), toucheront, au bout du temps t, la surface

cylindrique dont l’équation sera produite par l’élimination de y et z,

ou de z et x, ou de x et v entre les formules 7

0 4 3 ) .. No
'

Jl

ou

0 4 4 ) i2=  #(x, 0, z),

ou

0 4 5 ) ti — §(x,y,  0),

X ( o ,y ,z ) _  ■ 'Ffo.y, z)

y Z

’F ( x ,o ,z ) _  <F(x, 0 , z)
X

4’ (x .y» o) i * >4 O

X y

D’ailleurs, la fonction homogène §{x, y, z) étant de degré pair, et les 

fonctions dérivées 2 $ (x ,y ,z), 2X (x,y,z), 21F (x, y, z) de degré impair, 

les valeurs de x, y, z tirées des formules ( i 4 3 ), (r4 4 )> ( i 4 5 ) change

ront de signe avec x,  y,  z. Il en résulte que, avant d’effectuer l’élimi

nation dont il s’agit, on pourra remplacer le double signe ±  par. le 

signe -l-, et réduire les formules ( i 4 3 ), ( i 4 4 )> ( i 4 5 ) à celles qui

suivent :

(.46) i2=  Î(o, y, z), X(o,y, z ) = y , ^(•0, y, i ) = £ ,

(i47) ry(x, 0, z), ^ (x , 0, z) = z , . (x, 0, z) — X,

048) 0), 4>(x, y, o )  —  x , X (x> y, °) — y-

J’ajoute que les surfaces cylindriques dont les équations seront pro

duites par l’élimination de y et z, ou de z et x, ou de x et y, entre les 

formules (.46), ou (147)» ou (148), couperont les plans coordonnés 

suivant des courbes comprises dans la surface des ondes, c’est-à-dire 

dans la surface ( i 5 ). En effet, pour obtenir les sections faites dans 

cette dernière surface par le plan des y, z, il faudra éliminer x, y, z 

entre les formules ( 3 o) et ( 3 y), après avoir posé dans la première des 

formules ( 3 y ) x  =  o. D’ailleurs, si l’on différentic, par rapport à la
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- . quantité a, l’équation ( i 3 6 ), après y avoir remplacé s2 par §(a,b,c),  

on obtiendra la formule

¡[ lta 2 -t- M à 2 +  P c 2 —  § { a ,  b , c)] [Q a ! +  P è 2+  N e2 —  § { a ,  b , c)] —  4 P 2 è 2c2j [L a  —  <6 (a, b , c)] 

-t- j[Q a 2-t- P ô2 H- N e2—  § ( a ,  b , c)] [L a 2 +  R 6 2+  Q c2 —  § { a ,  b , c)] —  4Q 2c2 a2j [R a  —  4>(a, b ,  c)] 

+  {[L a 2 +  R W· +  Q c*—  ,? (a, b , c)] [R a 2 +  M é 2 +  P e2 -  # (a, b , c)] -  4 R 2 a 2 6 2 } [Q a -  4> (a, 6 , c)] 

—  4a j Q 2c2[R a 2 + M I)5+  P c 2 —  Î  (a, 6 , c)] +  R 2¿>2 [Q « 2+ P i s+ N c ! - § { a ,  b , e)] -  4 P Q R b - e21

dont l’inspection suffit pour montrer qu’on vérifiera l’équation

b , c )  —  O

en prenant a =  o, et par conséquent l’équation

( 1 4 9 ) 4>(x,y, z ) - = x  —  o ,

en prenant

(150) x =  o.

Or, en vertu de la formule ( i 5o), l’équation ( 3 o) et les deux dernières 

des équations (37) se réduiront aux formulcs.(i4 6 ). Donc les sections 

faites par le plan des y, z dans la première des surfaces cylindriques 

ci-dessus mentionnées appartiendront on même temps à la surface des 

ondes; et il est clair qu’on pourra en dire autant des sections faites 

dans la seconde surface cylindrique par le plan des s, x, ou dans la 

troisième par le plan des x,  y .  En d’autres termes, les courbes qui, 

dans les trois plans coordonnés, seront représentées par les équations 

résultantes de l’élimination de y et z entre lès formules (146), ou de z 

e tx  entre les formules (147), ou de x et y entre les formules (148), 

appartiendront à la surface des ondes. Il reste à savoir de quelle 

nature sont ces mômes courbes. C’est ce que nous allons maintenant 

examiner.

L’équation (137) se décompose en deux autres, savoir

(151) ,ç2= R 6 2 + Q c 2 

et

(i5a) (M /;2 +  P c 2 —  s2) (N e2 +  P 6 2 —  s2) —  4 P 2 62c2 = o .
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Ajoutons que l’équation ( i 5 2 )  pourra être présentée sous la forme 

[(M — P)62-t- P(62-l- c2) — s2] [(N — P)c2 +  P(£2 +  e2) -  s2] — 4P2è2c2 =  o 

ou sous la suivante

(153) [P (b2 4- c2) — s2] [M b2 +  Nc2 — s2 ] +  [(M — P) (N -  P) — 4P2] b2 c2 =  o, 

et sera elle-même décomposable en deux autres, savoir

(154) s2 =  P ( 6 2+ c 2),

( 155 ) s2=  Mè2 +  Ne2,

si les coefficients P, M, N vérifient la condition

( 156) (M — P) (N — P) =  4P2·

Alors, en prenant successivement pour #(o, b, c ) les valeurs de s2 dé

terminées par les formules ( i 5 4 ) .  ( i 5 i )  et ( i 5 5 ) ,  on tirera des for

mules 0 4 6 )

( '57)

( '58)

( ' 5 9)

=  «2,

y +  £ =  t\R Q

y2 z2
M +  N =  (2;

et ces trois dernières équations représenteront trois sections faites 

dans la surface des ondes par le plan des y , z. Or ces trois sections 

seront évidemment un cercle et deux ellipses. De même, en supposant 

que les coefficients Q, N, L vérifient la condition

(160) (N — Q) (L — Q) =  4Q2,

on déduira des formules ( i 38) et 0 4 7 ) ês tr0 ŝ équations

(161)

.(162)

( '63)

-+- x 2 _
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propres à représenter un cercle et deux ellipses suivant lesquelles la 

surface des ondes sera coupée par le plan des z, x.  Enfin, en suppo

sant que les coefficients R, L, M vérifient la condition

(>64) ( L - R ) ( M - R )  =  4R2,

on déduira des formules ( i 3 g) et (i48)'lcs trois équations

0 6 5)
R

(1 6 6 )
æ2 y 2 „

Ï ï + P = ‘ ‘

( 1 6 7 )
;X2 · /y2

propres à représenter un cercle et deux ellipses suivant lesquelles la 

surface des ondes sera coupée par le plan des x,  y.

Lorsque l’élasticité du système est la même en tous sens autour 

d’un axe quelconque parallèle à l’axe des s, on a

P =  Q, L.= M =  3R,

et des trois conditions ( i 5 6 ), (160), (164) les deux premières coïn

cident avec la formule (80), tandis que la dernière se trouve satisfaite 

d’elle-même. Ces trois conditions se transformeraient en trois équa

tions identiques, si l ’élasticité du système était la même en tous sens 

autour d’un point quelconque.

Les conditions ( i 5 6 ), (160), (164) étant supposées remplies, on 

pourra présenter l’équation ( i3 6 ) sous une forme qui mérite d’être 

remarquée. En effet, comme on a généralement

La2. +  R62 +  Qc2:=La2 +  Mè24-Nc2— (M -R )è 2 -  (N — Q)c2,

R a 2 +  M 6 2+  P c 2 =  L « 2 i - M i 2 +  N c2-  (N — P ) c 2 —  (L  —  R ) a 2, 

Q a 2 -t- P ô 2 -t- N e2 — La2 +  M è2 -t-N c2 —  (L —  Q )a 2 —  (M — P ) 6 2, .

on tirera de l’équation ( i 3 6 ), en développant son premier membre 

suivant les puissances de

La2-+- M62 +  Ne2 — s2
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et.en ayant égard aux conditions ( i 56), (160), (164),

(L«24-MZ>24-Nc2 — s2)3

- [(2 L  — Q — R)«2+(2M — R — P)Z»2+(2N — P — Q)c2](La24-Mô2+ N c2- i 2)2 

• / [(L -Q ) (L-R  ) a2+(L -R ) (M-P)624-(L -Q ) (N-P)c2]«2}

4- +[(M—R)(L—Q)«24-(M-R)(M-P)t»2-HM-P) (N-Q)c2]62j(La24-MA24-Ne2—,92)
! +[(N—Q)(L—R) a2+(N—P) (M--R)I>2+(N —P) (N-Q)c2] c2)

+  [16PQR — (L — Q)(M — R)(N — P) — (L — R)(M — P)(N — Q)]a262c2r=o.

De plus, on aura évidemment

( La24-Mê24- Ne2 — s2 — [(2L — Q — R)«24- (2M — R — P)é24~ (2N — P — 0 )c2]
( 1 6q)

\ =  (Q +  R)a! +  (R +  P ) +  (P +  Q )c*-s!-  (L«! +  Mi! +  Ni’ ),

/ [(L — Q) (L — R)a24- (L — R) (M — P)&24- (L — Q) (N — P)c2]«2

i + [(M --R )(L -Q )« 2+ ( M - R ) ( M - P ) ê 24 -(M -P )(N -Q )c 2]ê3

(170) | H- [(N — Q) (L — R)«2+  (N — P) (M — R) 62+  (N — P) (N — Q)c2]c2

I =  (La24- M£>2 4- Ne2)2 — [(Q 4- R)æ24- (R 4- P) £>24- ( P 4- Q)c2] (L«24- MZ>24- Ne2)

\ 4- (QRa;+ R P ô2+ P Q c2)(«2+ i 2+ c 2),

et par suite

(L«2 +  MZ>2+Nc2- 0 !- [ ( 2 L - Q - R ) « 2+ (2 M -R -P )è 2+ (2 N - P -Q )c 2](La2+ M i2+Nc2- lv2) 

-t- [(L — Q) (L — R)«2+  (L — R) (M — P)¿24- (L — Q) (N — P)c2]a2 

4- [(M — R) (L — Q)n24-(M — R) (M — P )624- (M — P) (N — Q)c2]/;2 ·

4- [(N -  Q) (L — R)a2+  (N -  P) (M — R)624- (N -  P) (N -  Q)c2]c2 
=  **- [(Q +  R ) a2 4- (R 4- P)&24- (P 4- Q)c2]î2+  (QRa2+  RP62+  PQe2) (a2h- A2-f- c2).

Donc l’équation ( i 36) ou (168) pourra être réduite à !

/ U4 — [(Q + R )a !+ (R  +  P ) i ’ + (P  +  Q)c!]i‘ ]
l(L«24-MI>24-Nc2— s2) ·

(171) j l +  (QRa24-R P 624-PQc2)(«s4- 62+ c 2) J

( +  [16PQR — (L — Q) (M — R) (N — P) — (L — R) (M — P) (N — Q)]a262c!— o.

Lorsque les coefficients L, M, N, P, Q, Il vérifient, non seulement les 

conditions ( i 5G), (160), (164), niais encore la suivante

(172). (L — Q) (M — R) (N — P) 4- (L— R) (M — P) (N — Q) — 16PQR,
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l’équation (171) se décompose en deux autres, savoir :

(ia3) s2 =  L a 2 +  M ¿>2 -l·-N c2

et
( s * - [ ( Q  +  R )« ! + ( R + P ) i ' s+ ( P  +  Q )c , ] s !

( 1 7 4 )  i
( -t- (Q R a 2+  R P 6 2+  P Q c 2) ( « ' + i 2 + c ! ) =  o.

Par suite, l’une des trois nappes de la surface des ondes coïncide avec 

l’ellipsoïde auquel appartient l’équation

( 1 7 5 )
x l
T

■—
¥ N" “ 1

Cette même nappe, successivement coupée par les trois plans coor

donnés, donne pour sections les trois ellipses que représentent les 

formules (îoy), ( i63), (167). Quant aux doux autres nappes, elles cor

respondent aux deux valeurs de s2 déterminées par la formule (174). 

Il est bon d’observer qu’on tire des conditions ( i 5 6 ), (160), (164)

(176) (L —  Q) (M —  R) (N —  P)  x  ( L - R ) ( M - P ) ( N - Q )  =  64P 2Q2R2, 

et de cette dernière formule, combinée avec l’équation (172),

(177) [(L —  Q )(M  —  R ) ( N — P)  —  (L —  R ) ( M  —  P ) ( N  —  Q)] =  o,

Donc les conditions ( i 56), (160), (164), (172) entraînent la suivante :
»

(178) (L — Q ) ( M - R ) ( N - P )  =  ( L - R ) ( M - P )  ( N - Q )  =  8PQR.

Remarquons aussi que l’équation (174) peut être présentée sous la 

forme

( Q  R )  a*-+- ( H  - H  P ) & 2H - ( P  +  Q ) c 2 p

( Q  — R ) 2 « M - ( I T — P ) 2 6 ‘ h - ( P  — U ) 2 c * - - t - 2 i P — Q )  ( P — R ) é 2 6'2 +  a ( Q — I t )  ( Q  —  P ) c « « ‘ + 2 ( R — P )  ( R _ Q ) f t 2 / ,*

4 “  ’

et qu’on en tire par conséquent

=  ï  [(Q-+-R )«2+  (R +  P)ê2-t-(P-t-Q)c*]

±  {  / ( Q  — R ) 2 a ‘ - t - ( R  — P ) 2 i ‘ H - ( P — U ) 2 c ‘ - + - 2 ( P  — Q )  ( P  —  R ) è 2 c * - < - 2 ( Q  —  B )  ( Q  —  P ) c 2 a 2- + - 2 ( K  —  P )  ( R  —  Q  ) « 2¿,2. 

Oliuvres de C, — S. Il, t. IX. 55
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Concevons maintenant que l’on désigne par 0, i, x les logarithmes

. , . , , M - P  N - Q  L - R  . ' ,
nepenens des rapports — -p— > 2q '> 2p » en sorte qu on ait

( 181 ) M P  =  2 P e9, N - Q  =  aQe‘, L - R  =  aRe\

Les conditions ( i 5 6 ), (iGo), (iG4 ) donneront

(182) N — P =  2Pe-(i, L — Q =  2Qe_l, M — R =  aRe-*.

On trouvera par suite

( 183) M =  P ( i 4- 2 e9), N =  Q(i 4- 2 e'·), L =  R(i 4 - 2 ex)

et

( 184) N =  P(i 4- 2e'“0), L =  Q (1 +  2e- l )> M =  R(i 4-

Si le système offrait la même élasticité en tous sens autour d’un point 

quelconque, les formules ( i 8 3 ), (184) devraient s’accorder avec la 

suivante

( 185 ) L =  M =  jN = 3P = 3Q =  3R,

et l’on aurait en conséquence

( 1 86 ) Q =  o, 1 =  0 , x — o.

J’ajoute que, si les quantités 0, t, x ont des valeurs numériques diffé

rentes de zéro,‘ mais très petites, on trouvera, en considérant ces va

leurs comme infiniment petites du premier ordre, et négligeant les 

infiniment petits du troisième ordre,

(1 8 7 ) 6 i-h  ■/. =  o.

En effet, on tirera des formules ( i 8 3 ), (184)

LMN =  PQR(i -4- 2 e0) (1 +  2 e1) (1 +  2 e*)

. =  PQR (1 4 - 2e-8) (1 4 - 2e_l) (1 4 - 2e-x),

ou, ce qui revient au même,

(1 8 8 ) (1 4- 2e9) (1 4 - 2e1) (1 4- 2ex) — ( 1 4 - 2e-9) (1 4- 2e-1) (1 4- 2e-x),
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puis on en conclura, en prenant les logarithmes népériens des deux 

membres de l’équation ( 188),

(189) 1 ( 1 +  2 e®)+1 ( 1 +  2 e1) + 1 ( 1 +  2 e*) =  I ( r +  2 e -tl) + 1 ( r +  2 e _l)+ ] ( 1 +2 e-x).

D’ailleurs, en négligeant les infiniment petits du troisième ordre, on 

trouvera

|
l(i + 2e0) =  1(3 +  20+S2 ) =  1(3 ) +  I ^1+ =  I (3 ) + 1 0 +  ~ 02,

...............................

1 (i +  ae-Q) =  1 (3) — |  0 +  ^
et par suite on réduira la formule (189) à

(igl) ^(0 +  t+ x ) +  -(0î + t !+Xs) = — ^(0 +  l+ x ) +  -(02+ t 2+X2).
o 9 0 y

Or la formule (191) coïncide avec l’équation (187).

De ce qu’on vient de dire, il résulte que si, 0, t, x étant infiniment 

petits du premier ordre, on pose

( 1 9 2 )  0  +  l  - j -  X "

ç sera une quantité infiniment petite du troisième, pourvu que les 

coefficients L, M, N, P, Q, R vérifient les conditions ( i 56), (160), (1G4). 

D’autre part, en admettant que ces conditions soient remplies, on tirera 

des formules (181), (182)

j (M — P ) (N —  Q) (L  —  R) =  8 P Q R e0+lH-* =  8 PQRe?,

(l03) ( (N —  P ) (L —  Q )(M  — R) =  8 P Q R e - 6- ‘- * = 8 P Q R e -S

(P  —  Q) (M — R) (N —  P ) +  (L  —  R) (M — P ) (N —  Q)

=  8 PQU(c« +  e - ï ) = i 6 P Q R ^ +  Ç

et par suite, en négligeant les puissances de ç supérieures à la seconde, 

( ig5) ( L - Q )  ( M - R )  (N —  P) +  (L — R) ( M - P )  (N — Q) =  i 6 PQ R  +  8 P Q R ç2.
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Donc alors la formule (172) sera sensiblement Vérifiée, et la différence 

entre ses deux membres sera une quantité infiniment petite du même 

ordre que ç2, c’est-à-dire du sixième ordre. Donc, en négligeant seule

ment les infiniment petits du sixième ordre, on pourra remplacer l’é

quation (171) par le. système des deux équations (173) et (174).

Lorsque les quatre conditions (i,56), (160), (164), (172) sont toutes 

remplies, on tire des formules (172) et (194)

et par suite

eï-t- e~? =  2,

1,  s  =  o ,

ou, ce qui revient au même,

(187) fl +  I  +  X  =  0 .

Donc alors l’équation (187) se trouve rigoureusement vérifiée.

Puisque, dans le cas où 0, t, x s’évanouissent, les formules ( i 83), 

(184) se réduisent à la formule ( i 85), il est clair que, pour des valeurs 

infiniment petites de G, 1, x, les différences

(196) R - Q ,  P - R ,  Q - P ,  M - N ,  N — L, L - M

seront elles-mêmes infiniment petites, et les rapports

, . P P Q Q R R L  L M M N N
Q ’ l t ’ R ’ P ’ P ’ Q ’ M ’ N ’ N ’ L ’ L ’ M

infiniment peu différents de l’unité. D’ailleurs, si l’on égale entre elles 

les valeurs de P, Q, R ou de L, M, N tirées i° des formulés ( i 83), 

20 des formules (184), on en conclura, en négligeant les infiniment 

petits du second ordre et ayant égard à la formule (187),

M ___  i  +  2 e 6 __3  +  2 0  4 0 N
- i  +  4 t

L

N 1 - f -  2 e - 0 3  —  2 d + 3  ’ L +  3 ’ M

0 i H -  2  e *
- i  - f -  T? ( x - f - 1 )  —  r —

2 fl R 2 P 2

K i - | - 2 e - ‘ 3 y ’ P
—  1 -  3  t,

"Q =  i  3 x(»99)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A L A  T H É O R I E  D E  L A  L U M I È R E . 437

et par suite

(200) M — N =  | 0N, N — L =  £iL, L - M  =  fxM,

(201) R - Q  =  f 0R, P — R =  f tP, Q - P = f * Q .

Les formules (200), (201) montrent que, dans l’hypothèse admise, les 

différences (19G) seront infiniment petites du premier ordre. De plus, 

en négligeant les infiniment petits du second ordre, on tirera des for

mules (201) ,

(202)
—  3 R — Q _  3 P — R _  3 Q —  P 
~  2 P ’ 2 Q ’ — 2 R ’

et de ces dernières, combinées avec les équations ( i 83),

(ao3) L =  3 (Q  +  R — P ), M =  3 ( R -+-P - Q ) ,  . N =  3 (P +  Q —  R).

Supposons maintenant que, les quantités ô, 1, x, et par suite les dif

férences (196), étant regardées comme infiniment petites du premier 

ordre, on cherche l’équation propre à représenter les deux nappes de 

la surface des ondes qui correspondent aux valeurs de s2 déterminées 

par la formule (180). Concevons d’ailleurs que, dans le calcul, on 

néglige les infiniment petits du second ordre. Si l’on pose, pour abré

ger.

( 2 o i)  s f ( a ,  ¿ , c )  =  H (Q  +  R )« J+ ( R  +  P ) i ! + ( P  +  Q ) c ’ ]

et

(ao5) f(<7, b, c) = |  v/(Q_R)s(R-P)^‘+ (P-Q)« c* +  a(P-Q) (P-R) (Q-H) (Q-Pjc^-r-2(K-l>7 (lT=Ô)^,

la formule (180) deviendra

(206) . sï —  § (a . b, c) ±  [(a, b, c),

et l ’équation cherchée se réduira, en vertu de ce qui a été dit plus 

haut, à la formule ( 58) ou plutôt à la suivante

( 2 0 7 ) i2 =  Î ( x , y ,  z ) q i f ( x , y ,  z),

les valeurs de x, y, z étant déterminées par les formules (37), qui,
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dans le cas présent, donneront

( 2 0 8 )
O h-R
— - - - - - - - x  =  x ,

2

R +  P P +  Q
— r ~ 3 ^y> — z

et par conséquent

('■ 209) Q +  R
X ,

U Q

En d’autres termes, il suffira, pour obtenir l’équation dont il s’agil, de 

substituer les valeurs précédentes de x, y, z dans la formule

; /  j  =  i  K O  h -  K )  x * + ( R  - h  P )  y 2 - + - ( P  ■-+- Q )  &  1

ta 10) j ± ’ /(O -  R)2 **+(.R—P)2 y*+ -  Q)2iM- 2 (P -  Q) (P -  R) y2 Z*+ a (Q -  R) (Q -  P) z2 x2+ a -

qu’on peut encore écrire comme il suit :

i t!l— [(Q +  R) x2+  (R +  P ) j! + (P  +  Q)z’ ] û 

(2,l) | +  (QRx2 +  RPy2+PQ z2)(x2 +  y2+ z 2) =  o .

L’équation cherchée sera donc

f T x î Yt 1
( * * -  4 L ( p r û  +  r T p  +  P T o J

(2,2)) „ r  O«*2 Ri’ r2 PQs* i  r >*2 y2 ] _
( + i6 L(Q+K)2 +  (R+P)2 +  (P +  Q)\] L(Q +  R)* + (R +  P)* +  (P +  Q)*J“ 0, .

Il importe d’observer que, en négligeant les infiniment petits du 

second ordre, on réduira l’équation identique

2 _1 / 1 1 \ (Q — R)2
Q " + Ï Ï  _  ï  V Q  +  R )  ~  2 Q R ( Q  +  R )

à la formule
2    l ( l  1 I

Q T Ü  2 \Q ïî

et qu’on aura de même, sans erreur sensible,

2 ___  1 {  l  ' l \  2 ___  I (  l ' I

R + T - n R  +  p J ’ P T T > ~ 2 \ P + Ô
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Par suite la fonction

J (x , y, z) =  -  [(Q +  R ) x 2+  (R +  P ) y 2 +  (P  +  Q) z2]

(213 )
r

Q +  R R-+- P P +  Q

pourra être réduite à

i  i  ’ 1 i. ’ l 1_ 1 ’
Q 2 R 2 R 2 P 2 P 2 Q 2/

D’autre part, la fonction f(x, y, z) étant, ainsi que les différences (196), 

infiniment petite du premier ordre, on pourra, dans celte fonction, 

substituer aux valeurs^de x, y, z, déterminées par les formules (209), 

d’autres valeurs qui n’en diffèrent qu’infinimcnt peu, par exemple les 

suivantes : .

( 2 i 5 ) \  =  - y  - ,  y  —  — — r —i -
Q 2 R 2 R 2 P 2 P 2 Q 2

On aura donc encore, en négligeant les infiniment petits du second 

ordre,

et, puisque l’équation (206) fournit les deux valeurs de s2 qui vérifient 

la formule (174)» ü est clair que les deux nappes correspondantes de 

la surface des ondes pourront être représentées, non seulement par 

l’équation (217), mais aussi par celle qu’on déduit de la formule (174).

Cela posé, la formule (207) deviendra
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en y écrivant t au lieu de s, et

-g y  ' t -g

Rïp ?  pÏQÏ

au lieu de a, b, c, c’est-à-dire par l’équation

i [(Q +  R) ^  +  (R + p ) ê  +  (p +  Q ) ^ ]

( +  (^  +  j 2-hs2) ^  +  ¿ p + p q ) = o-

ou

( 2 1 9 )
( ( a:2 +  J 2 -V -=2 ) ( P + ' Q J s H-R-s2 )

î - [ P ( Q  +  R)^2+ Q (R  +  P )/2 +  R(P +  Q )^ ]î2h-PQR^ =  o.

Si l’on coupe successivement la surface à laquelle appartient l ’équa- 

1 ion (219) par les plans des yz, des zx, des xy, les sections ainsi 

obtenues seront, comme on devait s’y attendre, les trois cercles et les 

(rois ellipses représentés par les formules (157), (161), ( i 65) e t( i58),

(162), (1G6).

Si, dans l’équation (219), on supposait P =  Q, elle se décompose

rait en deux autres, et ces deux dernières seraient précisément les 

formules (84), ( 85).

Cherchons à présent les directions suivant lesquelles se mesurent 

les vitesses et les déplacements des molécules dans les trois systèmes 

d’ondes planes correspondants aux trois valeurs de î 2 que détermine la 

formule ( i 36). Chacune de ces directions sera parallèle à une droite 

représentée par une équation de la forme

les cosinus x ,  itî>, G étant déterminés par les formules ( i 4 ), ( 56) et

( 38) du § I, ou, ce qui revient au même, par les suivantes :

l ( L a 2 +  R è 2+  Q c 2 —  s2)X-t-2Raèil!> +  2 Q c a G = : o ,

< 2Ra&X +  (Rfl2 +  M i’4 · Pc2— s2) a)ï> 4- 2PôcG =  o,

( 2Q c a X  +  2Pè<nl!) -h  (Q a 2 +  P è2-i-N c 2 —  s2)3  =  o.

(221)
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Si les conditions ( i 5G), (1G0), (164) et (172) sont remplies, l’équa

tion ( i 3G) pourra être remplacée, comme on l’a dit, par le système des 

équations (173), (174)· Or, si l’on substitue, dans les formules (221), 

la valeur de s2 fournie par l’équation (173), elles donneront

/ ¿>[2RaiJ!> —  (M —  R)f tJ l ]  +  c [ 2 Q f l 3  —  (N —  Q) c X ]  =  o,

(222) | c[2PZ»S —  ( N — P)cili>] +  a [ 2 R è X  —  ( L — R)«ilï>] =  0,

( a [ 2 Q ç X  —  (L — Q) «©] H- è[2Pci)!> —  (M —  P) 6 S ]  =  o,

et il est clair qu’on vérifiera celles-ci, en choisissant les cosinus x ,  -ut., © 

de manière à vérifier les trois équations

ill>_ ■ 2 P  b G _ 2Q c X _ 2 R a
(22S) 3 “  N ^ P c ’ ï  “  L  =  Q a ’ T -  j\T="R T

dont les deux premières, eu égard aux conditions ( i 56), (1G0), (164), 

(172), ( 178), entraînent la troisième, ainsi que les trois suivantes :

, -wb M - P  b
(224) —  = ----- rr-  ->
v ' © 2P c X ■

N - Q  c
2 O - a ’

X

U!)
L —  R a
" T i r  V

Observons d’ailleurs que, en vertu des formules (181) et (182), les 

équations (223) et (224) pourront être réduites à

(225)
lib b »
— =  - e 9 
G c

__ — _q* t
aRo et

cAs> €1 ,,
W* =  b e

et que ces dernières s’accordent entre elles, eu égard à l’équa

tion (193).

Lorsque, les conditions ( i 5G), (1G0), (164) étant remplies, les dif

férences (196) sont considérées comme infiniment petites du premier 

ordre, alors, en négligeant les quantités infiniment petites du troi

sième ordre, on obtient encore les équations (225 ). Alors aussi, les 

valeurs des exponentielles e0, é, ex étant très voisines de l’unité, 

les valeurs de x ,  al!,, ©, que fournissent les équations (225), diffèrent 

très peu de celles que détermine la formule

f «R»   llb ■  G  \/X2-t- llb2 —(— S 2 __!_ T

22 ~â ~~ b “  c I-
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On doit en conclure que, dans l’hypothèse admise, toute onde plane 

qui se propage avec une vitesse déterminée par l’équation (173) ren

ferme des molécules dont les déplacements se mesurent suivant des 

droites sensiblement perpendiculaires au plan de l’onde.

Il reste à trouver les valeurs de x ,  iiï>, e  qui correspondent aux 

valeurs de s2 déterminées par la formule (174)· Or, si l’on élimine s  

entre les deux premières des équations (221), on en conclura

aae|> R PZ>2 —  Q (R a 2+ M £ 2 - t-P c 2 —  s2)]

_ ifi,
~  a ô cfaQ R rt2—  P ( L a 2 H -IU 2 + Q c 2 —  s2)] ’

ou, ce qui revient au même,

et, comme l’équation (227) devra subsister encore après un échange 

opéré entre les axes des /  et s, on aura nécessairement

P  [^2 — ( L -  - j p ^ a 2 - R è 2 - Q c 2J £

=  Q ^ S- R a 2-  (m -  ^ y - ) 6s— Pc2] 5

=  R ^ !— Qa2 — P&2— (N — ^ j ^ c 2J | ·

Cette dernière formule, jointe à l’équation (10) du § I, suffirait à la 

détermination générale des valeurs de JU, ift>, a  correspondantes aux 

valeurs de s2 qui vérifient la formule ( i 36). Mais, si l’on suppose rem

plies les conditions ( i 56) , (160), ( i 64)> alors, en considérant les 

différences (196) comme infiniment petites, du premier ordre, et 

négligeant les infiniment petits du second ordre, on tirera des for-
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mules (ao3)

l - ^  =  q +  r - p  +  2( q +  r - p - ^  

=  q +  r - p  +  2 p̂ ~ l lH9 ,~ p ) 

c’est-à-dire, à très peu près,

L - - ^ - = r Q  +  R ~ P .

QR

( a»9)

■ On trouvera pareillem ent 

9 RP
M - - " -  = R  +  P - Q ,

2 PO
N - ^ = P  +  Q - R .

Cela posé, la formule (228) deviendra

!
P [ s 2 4 * P  —  P ( 6 2 +  c5) —  Q (c2 - l·« 2) —  R ( « 2 +  &s) ] ^

lie)

=  Q[is+ Q - P ( ^ + c 2) - Q ( c 2+ a 2) - R ( a 2-4-fc2)]77
O

=  R [s 2 -f- R -  P  (6 2 +  C2) -  Q (c 2 -t- «2) -  R («**■ +- &2)]

D’ailleurs, si l’on nomme s'-, s"- les deux valeurs de sJ qui vérifient 

l’équation (174)» on aura évidemment

(a3i) s'2 4 - s " - =  P ( 6 2-t- c2) +  Q ( c 2+  a2) -+-R(a2-t- b 1 ).

Donc, la formule ( 23o)-donnera

s '  i l V  G '
(232) P ( P - 5"2) ^ -  ^ Q (Q _ ^ ) _'_ — R (R sln) —

et
H " i l1,"  G "

(233) · P ( P - 5'2) —  = Q ( Q - i ' 2) - ^ - = R ( R ~ s ' a) ~ >

x ',  tfe', ©' étant les valeurs des cosinus x ,  oit, G pour s =  s', et x", 

e" les valeurs des mêmes cosinus pour s =  s".

Si, en considérant un système qui offre trois axes d’élasticité rectan-
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gulaires, on ne supposait pas les pressions nulles dans l’état naturel, 

il faudrait aux valeurs de s2, que détermine la formule ( i 36), ajouter 

le polynôme (72). Alors, en admettant que les conditions ( i 56), (160), 

(164), (172) fussent remplies, on obtiendrait, à la place des équa

tions (173), (174)» les deux formules

(234) (L -t- G)a* +  (M 4- II) ¿>2 4 - (N 4 - I ) c 2,

/(s*-G a*  — H ô*-Ic*)*

(235) I —  t ( Q 4 - R ) a 2 4 - ( R 4 - P ) ô 2 4 - ( P 4 - Q ) c 2] ( 52 —  G a 2— I I 6 * —  l e 2) .

( 4 -  (Q R a 24 -  R P ô 24- P Q c 2) (a 24- i»24- c2) =  o,

( 236)
U '

dont la dernière peut s’écrire ainsi qu’il suit

( Q 4 - R 4 - 2 G ) f t 2 4 - ( R 4 - P  +  2 H ) / - > 2 4 - ( P 4 - Q 4 - 2 l ) c ^ 2

( Q - R ) 2 î ?‘ + ( R — P ) 2 é ‘ 4 - ( P - Q ) 2 r * 4 - 2 ( P — Q )  ( P — R ) / ; 2 c 2 4 - 2 ( Q  — R )  ( Q  —  P ) c * a * 4 -  2 ( R  — P ) ( R . —  Q ) « 2 /;2

4

et l’une des trois nappes do la surface des ondes coïnciderait avec l’el

lipsoïde représenté, non par l’équation (175), mais par la suivante

(2 3 7 )
x- y

L 4- G M 4- H N 4-1
: f2.

Alors aussi, en supposant remplies les conditions ( 156), (160), (164), 

regardant d’ailleurs les différences (196) comme infiniment petites du 

premier ordre, et négligeant les infiniment petits du second ordre, on 

déduirait des formules ( 58), ( 236) une équation propre à représenter 

les deux autres nappes de la surface des ondes, et, pour obtenir cette 

équation analogue à la formule (2x2), il suffirait d’éliminer x, y, z 

entre les formules

(238)

(Q 4-  R 4-  2 G ) x24- (R 4- P 4-  2 H ) y 24 - ( P 4- Q 4- 2 l ) z 2 j 2 

(Q — R)2x* 4 - ( R — ,P)2y ‘ 4 - ( P  — Q)2z4-+-2(P — Q )(P  — R ) y 2z2-t-2(Q — R ) ( Q — P)z2x24 - 2 ( R  — P) (R —  Q)x2y>

4

(239)
1 2 2 

. Q  4 - R  4 -  a  G * ’ Y  ~  R  4 -  P  4 -  2 I I  ’ Z _  P - t - O - t - a f '
X =
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Par conséquent, l’équation dont il s’agit serait

«2 j 2 æ2 y ]2
O +  R 4 - 2 G +  R -h P 4 -  2 II +  P -H Q -H 2 1 J]

■ ( Q - R ) 2̂  . ( R - P ) 2/  ( P - Q ) 2* 4 .

' (Q +  R +  2 Ü ) 2 +  (R  +  P +  a H )4 +  (P  +  Q +  a i ) 2

2(P —  Q ) ( P  —  R ) j 2s 2 a (Q  — R ) ( Q — P ) s 2a:* a ( R —  P)  ( R —  Q ) « 2.y2
■ (R +  P -t-2 i I)2(P +  Q 4- 2 l ) 24' ( P  +  Q +  2 l ) 2( Q - h R  +  2G)2 + ( Q + R  +  2G)2(R +  P +  a l l ) 2

Quant aux déplacements absolus des molécules dans les ondes planes, 

ils se mesureraient toujours suivant des droites parallèles à celles que 

représente l’équation (220), quand on y substitue successivement 

les valeurs des cosinus x ,  ■ ifi,, 8  tirées des formules (223) et (228) 

ou ( 23o).

Nous remarquerons, en terminant ce paragraphe, que, si l ’on sup

pose

( 2 4 1 ) a ~ r ± i ,  b =  o, c  —  o ,

on tirera des formules (7), (8) du § I

( 2 4 2 ) 4  =  L +  3 ,  3K, =  R  +  a ,  X  =  Q +

(243) «  =  ü , ' $ =  V , · ¿ 1  =  W .

Or, des formules (242), (243), jointes à l’équation (10), il résulte 

que, pour les trois systèmes d’ondes planes renfermées entre des 

plans perpendiculaires à l’axe des x ,  les vitesses de propagation se 

réduisent aux trois valeurs positives de s déterminées par la formule

(L  4 - a  —  s2) (R  +  2  —  s2) (Q +  51 —  s2)

-  U2(L  +  a  -  s2) -  V 2(R  4 - 51 -  s2) -  W 2(Q -  s2) +  2 U V W  =  o.

Pareillement, pour les trois systèmes d’ondes planes renfermées entre 

des plans perpendiculaires à l’axe des y  ou à l’axe des s, les vitesses 

de propagation se réduisent aux trois valeurs positives de s détermi

nées par la formule

j (R  +  *  — 4*)(M +  * — s4) ( P - f  J§ — s2)

( —  U'2(R  +  & —  s2) —  V '2(M -f- ¡0 —  S2) —  W '2(P  -h & —  s2) -H 2 U' V' W '=  o,
(245)
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ou par la suivante :

( (Q +  C —  52) ( P + €  —  s 2) ( N  +  C - s2)

* I —  U"2(Q  +  € —  s2) —  V"2(P  +  € —  s2) —  W "2(N -t- Œ —  s2) +  2 U"V"W "

Dans le cas où le système de molécules que l’on considère offre trois 

axes d’élasticité rectangulaires entre eux et respectivement parallèles 

aux axes des x , y , z, les coefficients

U, V , W ; U', V ', W '; U", V", W "

s’évanouissent, et en écrivant G, H, I au lieu de 51, U, €, on tire des 

formules (244)» (a45), ( 2 4 6 )

( 2 4 7 ) (L  H- G —  s2) (R -1- G —  s2) (Q -t- G —  s2) =  o,

( 2 4 8 ) (R  -1- H — s2) (M +  H —  a·2) (P  4 - H —  s2) —  o»

( 2 4 9 ) ( Q +  I —  s2) (P +  I -  s2) (N -t- I —  s2) =  o.

Donc alors les vitesses de propagation sont respectivement : i° pour 

les trois systèmes d’ondes planes renfermées entre des plans perpen

diculaires à l’axe des x,

(a5o) y/L~+G, (/ÏT T G , y/Q + T Î; .

20 pour les trois systèmes d’ondes planes renfermées entre des plans 

perpendiculaires à l ’axe des y ,

(251) y/TT+H, y/ST+ H , y/P^TlI;

3° pour les trois systèmes d’ondes planes renfermées entre des plans 

perpendiculaires à l’axe des s,

( 2 5 2 ) y/'Q^TÏ, y / P T Ï ,  y / N + l.

Parmi les neuf vitesses que nous venons de calculer, une seule con

tient dans son expression la lettre L ou M ou N. Au contraire, deux de 

ces vitesses renferment l’un quelconque des coefficients P, Q, R; et, 

si l’on veut que ces deux vitesses deviennent toujours égales entre 

elles, il faudra nécessairement supposer

(253) C =  n  =  I.
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§ III. —  A p p l i c a t i o n  d e s  p r i n c i p e s  é t a b l i s  d a n s  le s  p a r a g r a p h e s  p r é c é d e n t s

à  l a  t h é o r ie  d e  la  l u m i è r e .

Plusieurs illustres géomètres ou physiciens, parmi lesquels on doit 

distinguer Huygens, Euler, Young et Frosncl, ont supposé la sensa

tion de la lumière produite par les vibrations des molécules d’un 

fluide impondérable qu’ils ont désigné sous le nom d'éther ou de fluide, 

éthéré. Nous adopterons cette hypothèse, et nous supposerons de plus 

que les molécules de l’éther sont sollicitées par des forces d’attraction 

ou de répulsion mutuelle. Cette nouvelle supposition nous fournira le 

moyen d’assigner les lois suivant lesquelles la lumière se propage 

dans l’espace ou dans un milieu transparent. En effet, soient

ut la molécule d’éther qui coïncide, au bout du temps t, avec le point 

(œ ;y ,z);

r le rayon vecteur mené primitivement de la molécule m à une autre 

molécule »z;

oc, [3, y les angles formés par ce rayon vecteur avec les demi-axes des 

coordonnées positives;

y), '( les déplacements de la molécule m  mesurés parallèlement aux 

axes rectangulaires des x , y , s .

Admettons d’ailleurs : i° que l’état primitif du fluide éthéré soit un 

état d’équilibre dans lequel les molécules soient uniquement soumises 

aux actions qu’elles exercent l ’une sur l’autre; 2° que, dans cet état 

d’équilibre, l’attraction ou la répulsion mutuelle des deux molécules 

nt, m soit représentée par le produit

m m f(r),

et devienne insensible pour des valeurs sensibles de r; 3° que, dans 

une première approximation, l’on néglige non seulement les produits, 

les carrés et les puissances supérieures de lj, r¡, '( et de leurs dérivées 

prises par rapport aux variables indépendantes x , z, y , t, mais encore 

tous les termes qui s’évanouiraient, si, dans l’état naturel du fluide
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étliéré, les masses m, m!, m", . . .  des diverses molécules étaient deux 

à deux égales entre elles et distribuées symétriquement de part et 

d’autre du point (x , y , z)  sur des droites menées par ce point. Les 

équations différentielles du mouvement de la lumière se réduiront à 

celles qui sont inscrites, sous le n° II , à la page i66. Cela posé, con

cevons que les déplacements et les vitesses des molécules éthérées 

soient nuiles au premier instant pour tous les points situés hors d’une 

couche plane très mince, dont l’épaisseur 2i est divisée en deux par

ties égales par un certain plan O O'O", et restent les mêmes pour tous 

les points de la couche qui se trouvent situés à la même distance de ce 

plan. En vertu du théorème Ier (§ Ier) , la propagation du mouvement 

do chaque côté du plan 0 0 'O" donnera généralement naissance à trois 

ondes lumineuses renfermées entre des plans parallèles. Chacune de 

ces ondes offrira une épaisseur égale à 2i. De plus, les vitesses de pro

pagation des trois ondes, mesurées suivant une perpendiculaire au 

plan OO'O", seront constantes, et respectivement égales aux quantités 

qu’on obtient en divisant l ’unité par les demi-axes de l’ellipsoïde que 

représente la formule (16) du § Ier. Enfin les déplacements absolus, 

ainsi que les vitesses absolues des molécules d’éther dans les trois 

ondes, se mesureront suivant trois directions respectivement parallèles 

aux trois axes de l’ellipsoïde.

Considérons maintenant un grand nombre d’ondes planes, qui, au 

premier instant, se superposent dans le voisinage d’un certain point 0, 

et qui soient renfermées entre des plans peu inclinés les uns sur les 

autres et sur le plan OO'O". Admettons d’ailleurs que les vibrations 

des molécules de l’éther, étant, dans ces diverses ondes, dirigées sui

vant des droites parallèles, soient assez petites pour rester insensibles 

dans chaque onde prise séparément, mais deviennent sensibles par la 

superposition ci-dessus mentionnée. Le temps venant à croître, l ’une 

quelconque des ondes primitives se propagera dans l’espace, et se sub

divisera, de chaque côté du plan qui divisait son épaisseur en parties 

égales, en trois ondes semblables, renfermées entre des plans paral

lèles, mais douées de vitesses de propagation différentes (voir la
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page 4o6). Par conséquent le système d’ondes planes, que l’on consi

dérait au premier instant, se subdivisera en trois autressystèmes, et le 

point de rencontre des ondes qui feront partie d’un même système se 

déplacera suivant une certaine droite, avec une vitesse de propagation 

distincte de celles des ondes planes. Ce point de rencontre est celui 

dans lequel on suppose que la lumière peut être perçue par l’œil, et la 

série des positions que prend le même point, tandis que les ondes se 

déplacent, constitue ce qu’on nomme un rayon lumineux. La vitesse de 

la lumière, mesurée dans le sens de ce rayon, doit être soigneusement 

distinguée non seulement de la vitesse de propagation des ondes 

planes, mais encore de la vitesse propre des molécules éthérées. Enfin 

l’on nomme rayons polarisés ceux qui correspondent à des ondes planes 

dans lesquelles les vibrations des molécules restent constamment pa

rallèles à une droite donnée.

Pour plus de généralité, nous dirons que, dans un rayon lumineux, 

la lumière est polarisée parallèlement à une droite ou à un plan donné, 

lorsque les vibrations des molécules éthérées seront constamment pa

rallèles à cette droite ou à ce plan; et nous appellerons plan de polari

sation le plan qui renfermera la direction du rayon lumineux et celle 

des vitesses propres des molécules éthérées.

Cela posé, il résulte des principes ci-dessus établis que, en partant 

d’un point donné do l’espace, un rayon de lumière, dans lequel les vi

tesses propres des molécules ont des directions quelconques, se subdi

visera généralement en trois rayons de lumière polarisée parallèlement 

aux trois axes d’un certain ellipsoïde. Mais chacun de ces rayons pola

risés ne pourra plus être divisé par l’action du fluide éthéré dans 

lequel la lumière se propage. U y a plus, les trois rayons se réduiront 

à deux ou même à un seul, si les vibrations initiales des molécules de 

l’éther sont parallèles à l ’un des plans principaux de l’ellipsoïde ou à 

l’un de ses axes, et dès lors il est facile de comprendre pourquoi les 

rayons polarisés ne se subdivisent pas à l’infini.

Observons encore que le mode de polarisation dépend tout à la fois 

de la constitution du fluide éthéré, c’est-à-dire de la distribution de
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ses molécules dans l’espace ou dans un corps transparent, et de la di

rection du plan O O'O" qui divisait primitivement l’épaisseur d’une 

onde en parties égales. En effet, les quantités 3TL, ac, <$, ¿A, à

l’aide desquelles on peut déterminer la grandeur et la direction des 

axes de l’ellipsoïde représenté par l’équation (16) du § 1er, dépendent 

en général, non seulement des valeurs que prennent dans un milieu 

donné les coefficients

A , 13, C, B ,  € ,  £ ;  L, M, N, P , Q, R; U, V, W , U', V ', W ', U 'W " ,  W ";

\voir les équations (7) et (8) du § Ie1'], mais encore des coefficients à, 

b, c, c’est-à-dire des cosinus des angles formés avec les doini-axes des 

coordonnées positives par la perpendiculaire au plan O O'O"..

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la surface représen

tée par l’équation (16) du § Ier était un ellipsoïde. Alors les vitesses de 

propagation des ondes planes, parallèles à un plan donné 00'0", sont 

toutes réelles et se confondent avec trois valeurs positives de s propres 

à vérifier l’équation ( i 5 ) (§ 1er). Mais la distribution des molécules 

étliérécs dans un corps pourrait être telle que les racines de l’équa

tion ( i 5) (§ Ier), et par suite les vitesses de propagation des ondes 

planes fussent imaginaires. Dans ce cas, l ’ellipsoïde (iG) du § Ier dis

paraîtrait, et, la propagation des ondes planes ne pouvant plus s’ef

fectuer, le corps proposé deviendrait ce qu’on nomme un corps 

opaque.

[Publication brusquement interrompue, à la suite dos événements politiques do 
juillet i83o.]

FIN Dû TOME IX DE LA SECONDE SÉRIE.
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IMPRIMERIE ET LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLA RS E T fF lL S  ·

Q u a i  d e s  G r a u d s - A u g u s t i n s i  55 ,  P a r i s .

L e  C a ta lo g u e  e s t  e n v o y é  f r a n c o  s u r  d e m a n d e

P U B L I C A T I O N S  RÉC ENT ES

ANNALES DE L’OBSERVATOIRE DE PARIS, fondées par Le Verrier, et publiées 
par l’amiral Mouchez, directeur. Mémoires, tomes I à XIX. In-4, avec planches : 185b- 
1890.

Les Tomes I à X, XII, XIII et XV àXIX, se vendent séparément...........................  ...............21 fr.
Le Tome XI ( 1876 ) et le Tome XIV ( 1877) comprennent deux Parties qui se vendent séparément. 20 fr.
Le Tome XX est sous presse.

ANNALES DE L ’OBSERVATOIRE DE NICE, publiées sous les auspices du Bureau 
des Longitudes, par M. Perrotin, directeur (Fondation Bischoffsheim).

Tome I.................................................................................................................(En préparation.)
Tome 11. Grand in-1, avec 7 belles planches, dont 3 en couleur; 1887.....................................  30 fr.
Tome III. Gr. in-4, avec 1 pl. et atlas, contenant 17 belles pl. (spectre solaire de M. Thollon) ; 1890. 40 fr.

ANNALES DU BUREAU DES LONGITUDES. Travaux faits à l’observatoire astro
nomique de Montsouris, et Mémoires divers. In-4; tome I, avec une planche sur acier don
nant la vue de l’Observatoire; 1877. (Rare.)......................................................... 40 fr.

Tome II; 1882. Tome III; 1883. Tome IV, avec 2 pl. ; 1890. — Chaque volume séparément. ; 25 fr.

ANNALES DU BUREAU CENTRAL MÉTÉOROLOGIQUE DE FRANCE, pu
bliées par E. Mascart, directeur.

I. — Mémoires. Grand in-4. — Années : 1886, avec 56 pl.; — 1887, avec 23 pl.; — 1888, avec 69 pl.;
1889, avec planches. Chaque volume........................................................................................... 15 fr.

II. — Observations. Grand in-4. — Années : 1886, 1887, 1888, 1889. Chaque volume . . .  15 fr.
III. — Pluies en France. Grand in-4, avec 3 pl. — Années : 1886, 1887, 1888, 1889. Chaque vol. 15 fr.

ANNUAIRE pour l ’an 1891 publié par le Bureau deé Longitudes, contenant les 
Notices suivantes : Compte rendu d’une ascension scientifique au Mont-Blanc, par J. Janssen.

' — La question des petites planètes, par F. Tisserand. — Notice sur le Congrès géodésique de 
Vribourg, par F. Tisserand. — Sur la méthode Doppler-Fizeau, permettant la détermination par 
l’analyse spectrale de lu vitesse des astres dans la direction 'du rayon visuel, par A. Cornu. 
In-18 de 820 pages, avec 2 cartes magnétiques.

Broché.............. ..........................  1 fr. 50 | Cartonné............................................ 2 fr.
Pour recevoir l'Annuaire franco par ta poste dans tous les pays faisant partie de l'Union postale, 

ajouter 35 o.

BOUSSINESQ, membre de l’Institut, professeur à la Faculté des sciences. — Cours élé
mentaire d’A nalyse infinitésimale, à l’usage des personnes qui étudient cette science 
en vue de ses applications mécaniques et physiques. 2e édition. 2 volumes grand in-8 , avec 
figures dans le texte.

Tome I. — Calcul différentiel; .1887...................................................................................  17 fr.
Tome II. — Calcul intégral; 1890................................................................................  23 fr. 50

On vend séparément :
Tome I. — Partie élémentaire. . . 7 fr. 50 | Compléments................................... 9 fr. 50
Tome II. — Partie élémentaire. . . 7 fr. 50 | Compléments........................................... 16 fr.

En offrant cet Ouvrage à l’Académie des Sciences, M. Boussinesq s'est exprimé ainsi :
« Ce Cours d’Analyse s’adresse surtout aux physiciens, naturalistes, élèves ingénieurs, philosophes, etc., peu 

habitués au maniement des formules algébriques, mais qui éprouvent le besoin pour leurs études propres de 
connaître, dans son esprit et dans ses principaux résultats, le-calcul des infiniment petits ou des fonctions con
tinues.

» J’espère, en les conduisant pas à pas par les voles qui m’ont paru les plus intuitives, les mieux appropriées 
à notre sentiment naturel de la graduelle var iation des choses, les y familiariser avec les idées et les méthodes 
qui ont valu à ce puissant instrument intellectuel, toujours en voie d'accroissement depuis le xvji® siècle, sa 
merveilleuse coopération aux progrès des Scierie» s de Ja nature et une place presque aussi grande dans l'ensei
gnement des Écoles techniques que dans celui de nos Facultés. » · >

BUREAU INTERNATIONAL DES POIDS ET MESURES Travaux et Mé
moires du Bureau international des Poids et M esures, publiés par le direc
teur du Bureau. Grand in-4. Tomes l à VII, (881-1890. Chaque t o m e .................  1S fr.
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—  Procès-V erbaux des Séances. In-8 . Années 1873-1889. Chaque vol. . . · 2 fr. 50

Pour faciliter la diffusion de ses travaux dans le monde savant, le Bureau international a adopté, à partir 
du 15 octobre 1890, le prix de 15 francs au lieu de 30 francs pour chaque volume des Travaux et Mémoires, 
et celui de 2 fr. 50 au lieu de 5 francs pour chaque volume des Procès-verbaux.

CAUCHY. — Œ uvres com plètes d’A ugustin Cauchy. (V oir  le Catalogue.)

Le Tome VIII de la IIe Série (Anciens Exercices. de mathématiques. 4e et 5° années) vient de 
paraître. Prix......................................................... ...........................................................-. 25 fr.

CHEVREUL (E. )— De la  Loi du con traste  sim ultané des couleurs e t de l ’a s
sortim ent des objets colorés d ’après cette loi dans ses rapports avec la  peinture,, 
les tapisseries des G obelins, les tapisseries de Beauvais p our m eubles, les ta p is , la  m osa ïqu e, les 
vitra u x  colorés, l ’ im pression des étoffes, l ’im prim erie, l'enlum inure, la décoration des édifices, 
l ’habillem ent et l ’ horticulture, avec une Introduction de M. H Chevreul fils. Grand in-4, avec 
40 planches dont 36 en couleur........................................................................................40 fr.

Cet ouvrage a été entrepris à l’époque où M. Chevreul fut appelé à la direction des teintures des manufac
tures royales. Des plaintes s’étaient élevées sur la qualité de certaines couleurs préparées dans l’atelier dé tein
tures des Gobelins,et notamment sur le défaut de vigueur des noirs employés pour faire les ombres dans les 
draperies bleues et violettes. M. Chevreul reconnut que ce défaut ne provenait pas de la teinture, et que le 
manque de vigueur reproché aux noirs tenait à la couleur qu’on y juxtaposait, et rentrait dans le phénomène du 
contraste des couleurs. C’est ainsi qu’il fut conduit à traiter ce dernier sujet dans toute sa généralité sous le 
rapport scientifique et sous le rapport des applications.

Depuis longtemps le Traité du contraste simultané des couleurs était épuisé. M. Chevreul, en effet, par 
une sorte de coquetterie d’auteur, n’a jamais laissé paraître ses œuvres qu’à un très petit nombre d’exem
plaires qui sont devenus très rares et qui étaient très recherchés. Aussi, peu de personnes ont eu entre les 
mains le Traité du contraste des couleurs. La réimpression de ce livre comble donc une lacune.

L’Ouvrage forme un magnifique Volume grand in-4, imprimé à l'Imprimerie nationale. Les Planches, qui 
formaient à l’origine un Atlas séparé, ont été reproduites avec une grande perfection au moyen de couleurs spé
ciales. C’est donc une édition de luxe digne du nom de l’auteur, digne de la Typographie française, digne de 
l’Exposition universelle de 1889, à laquelle elle était destinée.

CHEVREUL (E.). — Recherches chimiques sur les corps gras d’origine ani
male, précédées d’un Avant-Propos de M. Arnaud, aide-naturaliste au Muséum d’histoire 
naturelle. Un beau volume grand in-4, avec une belle photogravure de la médaille de Che- 
vreul gravée par Roty, un fac-similé et une planche. 2e édition publiée à l’occasion du ccn-

• tenaire de 1789; 1889............................................................................... ... 25 fr.
Chaque page de cet ouvrage, disait l’illustre Dumas, en lui décernant le prix d’Argenteuil au nom de la 

Société d’Encouragement, renferme une industrie nouvelle en germe. Les indications sont si précises, qu’en 
transportant sur quelques milliers de kilogrammes des opérations exécutées par M. Chevreul sur quelques 
gramme? de matière, le manufacturier retrouve avec surprise, et non sans respect, les chiffres exacts donnés 
par l’auteur. Mais, si beaucoup d’industries doivent la vie à M. Chevreul, une foule d’entre elles lui doivent la 
théorie qui les guide. Dans toutes les opérations dont les corps gras sont l’objet, il a fait succéder à la routine 
un raisonnement sùr de sa marche, aux ténèbres la clarté.

GOMBEROUSSE (Ch. de), ingénieur civil, professeur au Conservatoire national des Arts 
et Métiers et à l’École centrale des Arts et Manufactures, ancien Président du Jury d’admis
sion à  la même École, ancien professeur de mathématiques spéciales au collège Chaptal. —' 
Algèbre supérieure, à l’usage des candidats à l’École polytechnique, à l’Ecole normale 
supérieure, à l’École centrale et à la Licence ès sciences mathématiques. 2° édition. Deux 
forts volumes in-8. (Ces deux volumes forment les tomes III et IV du Cours de m athém a
t iq u e s .) ................................................................................................................... 30 fr.

. On vend séparément :
Ira Parue: Compléments dé Algèbre élémentaire (Déterminants, fractions continues, etc.). — Combi

naisons. — Séries. — Etude des fonctions. — Dérivées et différentielles, Premiers principes du Calcul 
intégral (xxi-767 pages), avec 20 fîg. dans le texte ; 1887................. ................................. ... 15 fr.

Il· Partie : Étude des imaginaires. — Théorie générale des équations ( xxiv-832 pages), avec 63 flg. 
dans le texte; 1890...................................................................................................................... 15 fr.

Dans cette seconde édition, l’Auteur, tout en développant avec le plus grand soin les matières exigées par 
les nouveaux Programmes, a fait rentrer dans son cadre toutes les Théories qui appartiennent directement

, à l’Algèbre supérieure. Convaincu que le rôle des quantités imaginaires est destiné a s’accroître encore dans 
l’avenir, il a donné à leur étude une place importante, ainsi qu’aux éléments du Calcul infinitésimal. Son Livre 
a donc été écrit à la fois au point de vue spécial de la préparation des Candidats à nos grandes écoles, et 
au point de vue plus général des Auditeurs des Facultés des Sciences, de ceux du moins qui se devinent a la 
Licence ès Sciences mathématiques.

COMITÉ I MÉTÉOROLOGIQUE INTERNATIONAL. -  Tables M étéorolo
giques in ternationales, publiées conformément à une décision du Congrès tenu à Rome 
en 1879. Grand in-4, avec texte en français, anglais, allemand, contenant de nombreux 
tableaux; 1890 . . ................................................................................................3b fr.

M. Mascart, en présentant cet ouvrage à l’Académie des Sciences, dans la séance du 
18 août 1890, s’est exprimé en ces termes :
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J’ai l’honneur de présenter à l’Académie, au nom de M. H. Wild et au mien, un exemplaire des Tables 
météorologiques internationales, destinées à rendre uniformes, dans tous les pays, le calcul et la réduction 
des observations. Cette publication importante a été décidée en principe par le Congrès météorologique inter
national réuni à Rome en 1879. L’exécution, dont le Comité international nous avait confié le soin dans sa 
réunion à Copenhague en 1882, en a été retardée par diverses circonstances ; car il fallait établir une entente 
entre les représentants les plus autorisés de la Science sur l’étendue et la disposition des Tables, la direction 
des calculs, ainsi que sur le choix des formules de réduction. Le plan détaillé de cet Ouvrage’ a- été approuvé, 
d’une manière définitive, par le Comité international dans sa réunion à Zurich en 1888, de sorte que deux 
années ont suffi pour mener cette entreprise à bonne fin.

L’Ouvrage renferme une Introduction, rédigée en trois langues, français, allemand et anglais, qui donne 
l’indication des sources, l’explication complète des formules et la marche des calculs. Les Tables elles-mêmes 
comprennent plus de 300 pages de Tableaux numériques, dont les titres principaux et les sous-titres sont 
également en trois langues : elles pourront donc être facilement mises à profit dans tous les pays civilisés.

Notre collègue, M. Scott, secrétaire du Meteorological Office de Londres, a bien voulu nous prêler .son 
concours pour la rédaction et la révision du texte anglais. Les calculs ont été faits au Bureau central météoro
logique par M .  Chauveau, météorologiste adjoint, qui s’est chargé en .outre de la correction des épreuves et de 
la rédaction de l’Introduction. C’est pour nous un devoir agréable de rendre hommage ' au désintéressement 
des Editeurs, qui ont pris la responsabilité matérielle de cette œuvre considérable et nous ont donné 
l'appui précieux de leur expérience. 11 est superflu d’ajouter qu’entre des mains aussi habiles l'exécution devait 
être de tout point remarquable.

Nous espérons donc que cette publication, sous le patronage des Comités internationaux, contribuera à aug
menter les relations entre les. savants qui s’occupent du même ordre d’idées, et sera favorablement accueillie.

CONGRÈS INTERNATIONAL DES ÉLECTRICIENS. Paris, 1889. -  Comptes 
rendus des trav au x , publiés par les soins de J. Joubert, rapporteur général. Grand 
in-8, avec figures; 1890..........................................................................................10 fr.

CONGRÈS INTERNATIONAL DE CHRONOMÉTRIE. Exposition universelle
de 1889. — Comptes rendus des travaux , procès-verbaux, rap p o rts  e t m é
moires, publiés sous les auspices du Bureau du Congrès, par M. E. Caspari, secrétaire. In-4, 
avec figures; 1890............................................................ ....................................  7 fr. 50

CONGRÈS INTERNATIONAL DE PHOTOGRAPHIE. Exposition universelle de 
1889. — Rapports et Docum m ts, publiés par les soins de M. S. Pector, secrétaire 
général. Grand in-8, avec ligures dans le texte, et 2 planches; 1890...................  7 fr. 50

CONNAISSANCE DES TEMPS ou des m ouvem ents célestes, à  l ’usage des 
Astronom es et des N avigateurs, pour l’an  1893, publiée par le Bureau des Lon
gitudes. Grand in-8 de 848 pages, avec 2 cartes en couleur ; 1891. ' ·

Broché..............................................4 fr. | Cartonné......................................... ... . 4 fr.' 75
Le volume pour l’année 1894 paraîtra en octobre 1891. ·' ' '

— EXTRAIT DE LA CONNAISSANCE DES TEMPS, à l’usage des Écoles d’Hy- 
drographie e t des m arins du Commerce, pour l ’an 1893, publié parle Bureau 
des Longitudes. Grand in-8 ; 1891............................. ..................... . . . . . . .  1 fr. 50

L’E x tra it pour les années 1891 et 1892 est également en vente. . . : ·. . /  . 1 fr. 50

Par arrêté ministériel en date du 13 juillet 1887, l’emploi de cet Extrait ou de la Connaissance des Temps 
est prescrit comme base des calculs effectués par les aspirants aux grades de capitaine au long cours.et de 
capitaine au cabotage. — Les circulaires du Ministre de la marine, en date des 17 et 22 décembre 1888, 
recommandent expressément et exclusivement ces deux ouvragés aux capitaines du' commerce·. ■ ·

DÂRBOUX (G.), membre de l’Institut, professeur à la Faculté, des. sciences..— Leçons 
su r la  Théorie générale des surfaces e t les applications géom étriques du  
Calcul infinitésim al. 3 volumes grand in-8, avec figures dans le texte, se vendant sépa-
rôment : - , ' "  ’ __ . .

Ire Partie : Généralités. — Coordonnées curvilignes. — Surfaces minima ; 1887. . . . . .  15 fr. 
Il® Partie : Les congruences et les équations linéaires aux dérivées partielles. — Des lignes tracées

sur les surfaces; 1889. ............................................... 15 fr.
. IIIe Partie : Lignes géodésiques et courbure géodésique. — Paramètres différentiels. — 'Déforrndlion ■ 
dessurfaces; 1890. Prix pour les souscripteurs............. ............................. ..  .... 15 fr.

Deux fascicules de la IIIe partie ont paru.

FERMAT.— Œ uvres de Ferm ât, publiées par les soins de MM. P a u l Tannery  et Charles 
H enry, sous les auspices du Ministère de l'Instruction publique. In-4. , ,

Tome I : Œuvres mathématiques diverses. — Observations sur Diophante. Avec 3 planches en Photo- 
glyptographie (Portrait de Fermât, fac-.dmile du titre de l’édition de 1679 et fac-simue d’une.pago de son 
écriture); 1891. . . . .  ........................ .................... ..........................22 fr.

Tome II : Correspondance de Fermât.......................... 1 . .  ......................... (Sous presse).
Tome III : Traductions des écrits latins de Fermât, du « Commercium epistolicum » de Wallis, de 

V « Inventum novum » de Jacques de Billy. — Suppléments à la correspondance. . . (En préparation.)

FOURIER. — Œ uvres de Fourier, publiées par les soins de Gaston Darboux, membre 
d e j’lnstitut, sous les auspices du Ministère de l’Instruction publique.
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Tome I : Théorie analytique de la chaleur. In-4, xxviu-561 piges; 1888..............................  25 ir.
Tome II : Mémoires divers. In-4, xvi-636 pages, avec un portrait de Fourier reproduit par la Photo- 

glyptographie; 1890...................................................................................................................  2b fr.

FRENET(F.), professeur honoraire de la Faculté des sciences de Lyon. — Recueil d’Exer- 
cices su r le Calcul infinitésim al. Ouvrage destiné aux candidats à l’Ecole polytech
nique et à l’Ecole normale, aux élèves de ces Ecoles et aux aspirants à la licence ès sciences 
mathématiques. 5° édition augmentée d’un Appendice sur l s résidus, les fo-étions elliptiques, 
les équations aux dérivées partielles, les équations aux différentielles totales, par H. Laurent, 

y examinateur d’admission à l’Ecole polytechnique. In-8 , avec figures dans le texte ; 1891.
Prix......................................................................................................................... 8 fr .

GÉRARD (Eric), (Directeur de l’Institut Electrotechnique Montefiore. — Leçons su r  
l’É lectricité, professées à l’Institut électrotechnique Montefiore, annexé à l’Université de 
Liège. Deux volumes grand in-8 , se vendant séparément :

Tome I, grand in-8, avec 2Û0 figures dans le texte. 2e édition; 1891 . , .....................................12 fr.
Tome II, grand in-8, avec 42 figures dans le texte; 1890.............................. ..........................  8 fr.

GRÉVY (A.),  agrégé des sciences mathématiques, professeur au lycée de Bar-le-Duc. — 
Compositions données depuis 1872 aux exam ens de Sainr-Cyr. Algèbre et 
Géométrie, Enoncés et Solutions. In-8 avec figures; 1891........................................ 2 fr. 80

JAMIN (J.), secrétaire perpétuel de l’Académie des sciences, professeur de physique à l’Ecole 
polytechnique, et BOUTY (E ), professeur à la Faculté des sciences. — Cours de P h y 
sique de l ’École polytechnique. 4e édition, augmentée et entièrement refondue par 
E. UouTY. 4 forts vol. in-8 de plus de 4000 pages, avec plus de 1500 figures dans le lexte et 
44 planches sur acier, dont 2 en couleur; 4885-1891. (Autorisé par décision ministérielle. )

O N  V E N D  S É P A R É M E N T  .’

Tome I. — 9 fr.
(*) l«r fascicule. — Instruments de mesure. Hydrostatique; avec 150 figures et 1 planche; 1888. . 5 fr.
2° fascicule. — Physique moléculaire. (Sous presse. )

Tome II. — Chaleur . — 15 fr.
(*) 1er fascicule. — Thermométrie. Dilatations·, avec 98 figures; 1885................................. 5 fr.
(*) 2e fascicule. — Colorimétrie ; avec 48 figures et 2 planches ; 1885.................................... 5 fr.
30 fascicule. — Thermodynamique. Propagation de la chaleur ; avec 47 figures dans le texte; 1885. 5 fr.

Tome III. — Acoustique ; Optique. — 22 fr.
1er fascicule. — Acoustique; avec 123 figures; 1887.....................................................  . 4 fr.
(’ ) 2« fascicule. — Optique géométrique ; avec 139 figures et 3 planches ; 1886........................ 4 fr.
3« fascicule. — Étude des radiations lumineuses, chimiques et calorifiques. Optique physique ; avec 

249 figures et 5 planches, dont 2 planches de spectres en couleur; 1887.................................... 14 fr.
Tome IV ( l re Partie). — Électricité statique et dynamique — 13 fr.

1er fascicule. — Gravitation universelle. Electricité statique; avec 155 figures et 1 planche; 1890. 7 fr.
2e fascicule. — La pile. Phénomènes électrothermiques et électrochimiques, avec 161 figures et 

1 planche; 1883.................................................................... .........................................  6 fr.
Tome IV(2» Partie). — Magnétisme; Applications. — 13 fr.

3·fascicule. -Les aimants. Magnétisme. Electromagnétisme. Induction; avec 210 figures ; 1889. 8 fr.
4" fascicule. — Météorologie électrique. Applications de l’électricité. Théories générales, avec 84 figures 

et 1 planche; 1891.........................................................................................................  5 fr.
Le 2* fascicule du Tome I paraîtra dans le courant de 1891. Ce fascicule complétera la 4° édition de ce 

grand Traité.

JUPTNER DE JONSTORFF (Baron Hann3). — T raité  p ratique  de Chimie 
m étallurgique. Traduit de l’allemand, par E. Vlasto, ingénieur des Arts et Manufactures. 
Edition française revue et augmentée par l’auteur. Grand in-8, avec nombreuses figures et 
2 planches; 1891................. ..........................................................................  10 fr.

Ce livre est sorti d’une Forge et s'adresse à ceux qui s’occupent de Métallurgie : son but est bien différent 
de celui que visent la plupart des Traités d’Analyse chimique.

L’Auteur n’a pas voulu seulement guider le débutant dans le laboratoire d’une usine. Le maître de forges, 
qui ne peut pas se livrer à des recherches de laboratoire, apprendra ici quelles questions il faut poser au 
laboratoire, ae quelle façon on doit les poser, comme.it il peut interpréter les réponses et surtout comment il 
les faut critiquer, dans les limites imposées à quiconque n’est pas soi-même chimiste.

Il fallait donc élargir le cadre de l’ouvrage et, en présence des nombreux problèmes qui s’imposaient, s’oc
cuper en dehors de la Métallurgie proprement dite, des questions suivantes : produits réfractaires, lits de 
fusion, effet utile des chauffages, bilans des hauts fourneaux. Tout en donnant plus d’ampleur qu’il est d’usage 

- i  certaines questions spéciales, — analyse des gaz, détermination de la valeur calorique des combustibles, — 
il fallait aussi faire un choix parmi les méthodes ; indiquer celles qui, essayées presque toujours par l’Auteur 
lui-même, assuraient le maximum de précision, de simplicité et de rapidité; prendre quelques analyses types,

(*) On peut aussi se procurer ces fascicules réunis en deux volumes. (Voir dans le Catalogue le Cours d e  
Physique à l ’usage de la Classe de Mathématiques spéciales.)
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les choisir parmi les plus fondamentales et grâce à leur développement, abréger la description dos analyses 
qui en dérivaient: telle a été la méthode suivie.

Le second but que l'on s’est proposé a été la discussion, la recherche des causes d’erreur dans les analyses, 
la manière de les éviter, surtout par les précautions à observer dans les prises d’essais.

Cette traduction, complétée par de très nombreuses additions que l’auteur a bien voulu donner au fur et à 
mesure de l’impression, répond à un besoin réel; il sera accueilli, nous l’espérons, aussi bien dans les labora
toires de nos usines que dans ceux de nos grandes Ecoles,

LACOUTURE (Charles). — Répertoire chrom atique. Solation raisonnée et pratique  
des problèmes les plus usu ls dans l'étude et l'em ploi des couleurs. 29 tableaux kn chromo-re
présentant 952 teintes différentes et définies, groupées en plus de GOO gamin s typiques. 
ln-4, contenant un texte de xi-144 pages, vrai Trait: de la science pratique des couleurs, 
accompagné de nombreux diagrammes, et suivi d’un Atlas de 29 tab'eaux en chromo qui 
offrent à la fois l’illustration du texte et de nouvelles ressources pour les applications; 1890. 
(Ouvrage honoré de la M édaille d'or de la Société industrielle du Nord de la France, séance 
du 18 janvier 1891.)

Broché. ; ................................... 25 fr. | Cartonné avec luxe.............................................. 30 fr.
Cet ouvrage est le complément pratique du Traité du contraste simultané des couleurs; il a pour but de 

simplifier et compléter l'œuvre fondamentale de l’illustre Cbevreul, en la rendant accessible, non seulement- 
aux savants, mais à tous ceux qui, par profession ou par attrait, s’occupent de l’étude ou de l’emploi des 
couleurs: artistes, fabricants et commerçants en tissus, teinturiers et apprèteurs, tapissiers, échan- 
tillonneurs, etc.

Les industriels, à Roubaix, Reims, Lyon, Paiis, auxquels a été soumis le travail de M. I.acouture, ont été 
unanimes à reconnaître l’importance exceptionnelle de cet ouvrage, qui offre la solution raisonnée et pratique 
des problèmes les plus usuels, grâce à ses Tableaux chromatiques, ou toutes les teintes échelonnées à la fois 
selon leur ton et leur nuance révèlent immédiatement leur dérivation, leur composition et leurs parentés 
harmoniques.

LAPLAGE.—  Œ uvres complètes de Laplace. (Y o trle  Catalogue.)
Le Tome VIII : Mémoires extraits des Recueils de l'Académie des Sciences (1891), vient de paraître. 

Prix...................................................................................................................................................20 fr.

LAURENT (H.), examinateur d’admission à l ’Ecole polylechuique. —  T ra ité  d’Analyse. 
7 volumes in-8 , avec figures dans le texte. ( Voir catalogue.)

Tome 1, 1885, 10 fr. — Tome II, 1887, 12 fr. -  Tome III, 1888, 12 fr. -  Tome IV, 1889, 12 fr. —
. Tome V, 1889, lu fr.

Le Tome VI, Equations aux dérivées partielles, 1890, vient de paraître. Prix.........................8 fr. 50
Le Tome VII et dernier paraîtra dans le cours de 1891.

LODGE ( O.), professeur à l’ University College de Liverpool. — Les Théories m odernes 
de l’Électricité. Essai d ’une théorie nouvelle Traduit de l’anglais et annoté par E . M eylan, 
ingénieur civil. In-8 , avec figures; 1891........................................................................ .... . 5 fr.

Une idée domine cette importante étude : tous les phénomènes électriques et magnétiques proviennen 
de modifications, de perturbations d’un milieu qui est en relation étroite avec l'éther lumimfère. Cette 
théorie est fondée sur uue conception duallstique de l’éther et conforme en cela aux idées de Faraday, de 
Maxwell et de sir W . Thomson, elle rejette au second plan les phénomènes de charge, de courants et de 
pôles magnétiques, pour s’attacher surtout au milieu qui est le véritable siège des forces ou qui les transmet. 
Le livre de M. Lodge cherche à parler à l’imagination et aux yeux par des symboles matériels, au lieu d’é
tablir les équations des phénomènes; il est éminemment suggestif et intéresse tous ceux qui s’occupent de 
cette partie de la physique.

L'édition française conserve, avec un rare bonheur, le caractère humoristique cher à quelques savants 
d’outre-Manche; le traducteur Ta complétée par des notes qui suppléent à ce que le texte a parfois de trop 
sommaire, et qui rectifient de légères inexactitudes de détail.

MALEYX (L.), professeur de mathématiques élémentaires au collège Stanislas. —  
Leçons d ’Arithm étique. In-8 ; 1891................................................................................4 fr.

MARIE (Léon), ancien élève de l’Ecole polytechnique, actuaire, examinateur à l ’Ecole des 
hautes études commerciales. —  T raité  m athém atique e t p ratique  des opérations 
financières. Grand in-8 , avec figures et tables; 1890. (Ouvrage honoré d’une souscription 
du Ministère du commerce et de l’industrie et de la Chambre de commerce de Paris). 10 fr.

L’Auteur s’est efforcé d’exposer avec méthode et aussl.cotnpTtemmt que possible les connaissances indis
pensables aux jeunes gens qui se destinent à la finance. Le programme adopté est celui qui a été fixé par la 
Chambre de Commerce de Paris pour l’Ecole des Hautes Études Commerciales. Malgré Retendue de ce pro
gramme tout a été mis, sauf quelques notes, à la portée de lecteurs possédant seulement l’Algèbre élémen
taire.

MASGART (E .), membre de lTnstilu!. professeur au Collège de France, directeur du Pu
reau central météorologique. — T raité  d’Optique. 3 volumes grand in-8 , se vendant 
séparément. .

Tome I : Systèmes optiques. Interférences. Vibrations. Diffraction, polarisation. Double réfraction;
avec 199 figures dans le texte et 2 pl. 1889........................ ... ............................... ... 20 fr.

Tome II : Polarisation chromatique. Propriétés des cristaux. Polarisation rotatoire. Réflexion vitrée.
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— 6 —
Réflexion métallique. Réflexion cristalline; avec figures dans le teite et planches, dont nne en couleur. 
1891. Prix pour les souscripteurs. (Un premier fascicule a paru)..................................................... 22 fr.

Tome III : Cause physique de la polarisation. Vitesse de la lumière. Dispersion. Influence du 
mouvement des corps sur les phénomènes optiques. Optique météorologique. Tables ; avec figures 
dans le texte...................................................... ■ . . ... .............................................. (En préparation).

M A T H IE U  ( E m ile ) , professeur à la Faculté des sciences de Nancy. —  T r a it é  d e  P h y 
s iq u e  m a th é m a tiq u e , comprenant les volumes suivants :

I. — Cours de Physique mathématique. Introduction à la Physique mathématique. — Méthode
d ’intégration. In-4; 1873................................................ ... ..............................................................  15 ir.

II. — Théorie de la Capillarité, ln-4; 1883.................................................... ........................  1 0  fr.
Ul-IV. — Théorie du Potentiel et ses applications à l’Électrostatique et au Magnétisme. In-4.

1™ Partie : Théorie du Potentiel; 1885................................................................................. 9 fr.
Il* Partie : Électrostatique et Magnétisme ; 1886................................................................... 12 fr.

V. — Théorie de l’Électrodynamique. ln-4, avec figures; 1888. . . ...................................  15 fr,
VI-VII. — Théorie de l’Élasticité des corps solides.

1« Partie : Considérations générales sur l ’élasticité. — Em ploi des coordonnées curvilignes. —
Problèmes relatifs à l’ équilibre d 'élastcité. —*Plaques vibrantes. In-4; 1890 ......................... 1 1  fr.

IIe Partie : Mouvements vibratoires des corps solides. — Équilibre d ’élasticité des lames courbes
et du prisme rectangle. In-4 ; 1890..............................................................................................  9 fr.

M É M O R IA L  D E S  P O U D R E S  E T  S A L P Ê T R E S , publié par les soins du Service des 
poudres et salpêtres, avec l’autorisation du Ministre de la guerre. Grand in-8 , trimestriel.

Le Mémorial parait depuis 1890 sous forme de recueil périodique, en 4 fascicules de 6 feuilles environ, et 
forme, chaque année, un beau volume de 24 feuilles au moins, avec figures et planches.

Le Tome 1(1882-1883) et le Tome II (1884-1889), parus avant la transformation du Mémorial en recueil
périodique, se vendent séparément......................................................................................................1 2  fr.

L’abonnement est annuel et part de janvier.
Prix pour un an.

Paris et Départements................. 12 fr. . | Union postale...................................13 fr ·

P O L L A R D  (J .)  et D U D E B O U T  (A .), ingénieurs de la marine, professeurs à l’Ecole du 
génie maritime, —  A r c h ite c tu r e  n a v a le . T h é o rie  du  n a v ire . Quatre beaux volumes 
grand in-8, avec figures et planches, se vendant séparément :

Tome I : Calcul des éléments géométriques des carènes droites et inclinées. —  Géométrie du navire, 
avec 191 figures dans le texte et 2 planches; 1890..................... ... ........................... ...  13 fr.

Tome II : Statique du navire. — Dynamique du navire dans le mouvement de roulis en mer 
calme, avec 224 figures dans le texte; 1891.....................................................................................13 fr.

Tome III : Dynamique du navire dans le mouvement de roulis sur houlê.— Dynamique du navire dans 
le mouvement rectiligne horizontal. Résistance des carènes............................................. (Sous presse.)

Tome IV : Dynamique du navire dans le mouvement curviligne horizontal, — Propulsion. — Vi
brations des coques des navires à h é lice ..........................................................................( Sous presse. )

L’ouvrage de MM. Pollard et Dudebout est le plus considérable qui ait été écrit, soit en France, soit à 
l’Étranger, sur l’Architecture, nava'e. Il peut être regardé comme une véritable encyclopédie exposant, avec 
tous les développements possibles, les questions théoriques et pratiques qui lient la Géométrie et la Mécanique 
à l’Art naval. Par leurs fonctions spèciales de processeurs à l'Ecole d’application au génie maritime, les 
auteurs étaient tout particulièrement préparés pour mener à bonne fin un travail aussi étendu, qui a sa place 
marquée dans la Bibliothèque de l’ ingénieur de la marine et du Constructeur.

S A L M O N  (G .). —  T ra ité  d ’A lg è b re  su p é rieu re . 2e édition française, publiée d’après 
la 4e édition anglaise, par O. Chemin. In-8; 1890........................... ...................... ...  10 fr.

S E R V IC E  G É O G R A P H IQ U E  D É  L ’A R M É E . -  T a b le  d es L o g a r ith m e s  à  h u it  
d é c im a le s  des nombres entiers de 1 à  120,000 et des sinus et tangentes de d ix  secondes en 
d ix  secondes d ’arc d an s le  s y s tè m e  de la  d iv is io n  c e n té s im a le  d u  q u a d ra n t pu
bliées par ordre du Ministre de la Guerre. Giand in-i de 636 pages; 1891 . . . .  40 fr.

Un spécimen des Tables est envoyé sur demande.

T IS S E R A N D  (F.), membre de l’Institut et du Bureau des longitudes, professeur d’Astro- 
nomie mathématique à la Sorbonne. —  T r a ité  de M éca n iq u e  cé le ste . 3 beaux vo
lumes in-4, se vendant séparément :
Tome I : Perturbations des planètes d ’après la méthode de la variation des constantes arbitraires, 

avec figures dans le texte; 1889.........................................................................................................  23 fr
Tome II : Théorie de la figure des corps célestes et de leur mouvement de rotation; 1891. .' 28 fr.
Tome III : Perturbations des planètes d'aprèsJa méthode de Hansen........................  (Souspresse.)

Le Tome II, qui vient de paraître, traite de deux sujets principaux, la figure des corps célestes et leur mou 
vement de rotation. L’auteur a exposé complètement les travaux classiques de Clairaut et de Laplace, et a 
fait une étude détaillée de tous les travaux les plus récents. Le lecteur sera ainsi mis au courant des derniers 
progrès de la théorie. Pour les mouvements de rotation, on a adopté la méthode de la variation des con
stantes arbitraires, qui permet d’embrasser dans uns même analyse les deux problèmes principaux de la Méca
nique céleste et d’établir entre eux des analogies intéressantes.
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Le Tome III est sous presse, et l'année 1892 verra se terminer ce grand travail qui, suivant l’expression 
d’un illustre savant, est « un monument élevé à la Mécanique céleste ».

V I L L I É  (E .) , ancien ingénieur des m ines, docteur ès sciences, professeur à la Faculté libre 
des sciences de Lille. —  Compositions d’A nalyse, de M écanique e t d’Astrono-
mie données depuis 1869 à la Sorbonne pour la Licence ès sciences m athém atiques, suivies 
d’ExEitcrcEs sua les variables imaginaires. Enoncés e t Solutions. 2 volumes in-8 , avec
figures dans le texte, se vendant séparément.

lr° Partie : Compositions données depuis 1869. In-8  ; 1885........................... ........................... 9 fr.
II8 Partie : Compositions données depuis 1885. In-8  ; 1890................. ..................................  8  fr. 50

EXTRAIT DE LA BIBLIOTHÈQUE PHOTOGRAPHIQUE
La B ib lio th è q u e  p h o to g rap h iq u e comprend 140 ouvrages; le catalogue spécial en est envoyé, 

franco sur demande. (FotV en particulier : Traité de Photographie, par Duvanne, et les ouvrages de 
MM. Audra, Balagny, Bonnet, Chardon, Eder, Fabre,_ Geymet, Klary, La Baume Pluvinel, Le Bon, 
Liesegang, Perrot de Chaumeux, Piquepé, Pizzighelli, Poitevin, Roux, G. Tissandier, Léon Vidal, 
Viemlle, Vogel, etc.).

N O U V E A U T É S

AIDE-MÉMOIRE DE PHOTOGRAPHIE pour 1891, publié sous les auspices de la 
Société photographique de Toulouse, par C. Fabre. (Seizième année, contenant de nom
breux renseignements sur les procédés rap'des à employer pour portraits dans l’atelier, 
les émulsions au coton-poudre, à la gélatine, etc.) In-18, avec spécimens et figures dans le 
texte; 1891.

Broché...................................  . 1 fr. 78 | Cartonné......................................  2 fr. 25

BALAGNY (George), membre de la Société française de photographie, docteur en 
droit. —  L’Hydroquinone. N ouvelle méthode de développement. Second tirage. In-18 jé- 
sus; 1890. P rix ......................... ................................................................................................1 fr.

BERTILLON (Alphonse), chef du service d’identification (Anthropométrie et Photogra
phie) de la préfecture de police. — La Photographie judiciaire, avec un appendice 
sur la classification et l'identification anthropométriques, in-18 jésus, avec 8  planches en photo- 
collographie; 1890 ................................................. · . . . . , ...................................................3 fr.

CHABLE (E.), président du Photo-Club de Neuchâtel. —  Les tra v a u x  de l’am ateur 
photographe en h iver. In-18 jésus, avec 2 planches phototypiques, une planche plioto- 
zincographique et nombreuses vignettes; 18 9 1................................ ........................... .... . 3 fr,

GHAPEL D'ESPINASSOUX (Gabriel de). — T raité  pratique de la  déterm i
nation  du tem ps de pose. Grand in-8 , avec tables; 1890. ................................  3 fr. 50

DUMOULIN. — La photographie sans  laborato ire  (procédé au gélatino-bromure. 
Agrandissement simplifié). In-18 jésus ............................................ ................................1 fr. KO

—  La Photographie sans m aître. In-18 jésus, avec figures; 1890. . . . . .  1 fr. 75

EDER (le Dr J.-M.). —  La Photographie à  la  lum ière du m agnésium . —  Ou
vrage inédit, traduit de l’allemand par Henry G authiér-V illars. In-18 jésus, avec .figures ; 
1890 .................................................................................................... ............................ . . 1 fr. 75

FABRE (G·), docteur ès sciences. —  T raité  encyclopédique de photographie.
4 beaux volumes gr. in-8 , avec plus de 700 figures et 2 planches; 1889-1891. . .·,. . 48 fr.

Chaque volume se vend séparément................ ... ........................................................... ...  14 fr.
Tous les trois ans un Supplément destiné à exposer les progrès accomplis pendant cette période viendra 

compléter ce traité et le maintenir au courant des dernières découvertes.

GARIN et AYMARD, émailleurs. —  La Photographie vitrifiée. Opérations pratiques. 
In-18 jésus; 1 - 9 0 ........................................................ ............................................................... 1 fr.

LONDE (A.), chef du service photographique à la Salpêtrière. —  La Photographie ins-
. tan tanée- 2e édition. In-18 jésus', avec belles figures dans le texte; 1890 . . . .  2 fr. 75
OGONOWSKI (comte E.). — La Photochrom ie, tirage des épreuves photographiques 

en couleurs. In-18 jésus; 1891....................................... ............................................................1 fr.

O’MADDEN (le Chevalier G.). — Le Photographe en voyage. Emploi du gélatino
bromure. —  Installation en voyage. Bagage photographique. Nouvelle édition revue et aug-

. mentée. In-18; 1890................................... ................................................................................A  fr.
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P A N A JO C J (P . J. chef du service photographique à la Faculté de médecine de Bordeaux. —  
M anuel du photographe am ateur. Petit in-8 , avec figures; 1891................  2 fr. 50

REEB (H .), pharmacien de lre clause. — Étude sur l’hydroquinone. Son applica
tion en photographie  comme révélateu r. Grand in-8 . 1 8 9 0 .................... 7o cent.

SCHÆFFNER (A nt.). — La Photom iniature. Conseils aux débutants. Petit in-8 ; 
1890...........................................................................................................................................  1 fr. S0

TRUTAT, directeur du Musée d’Hisloire naturelle de Toulouse. — T raité  p ratique  des 
ag rand issem ents photographiques. 2 vol. in-18 jésus, avec figures. 1891. (

Ire Partie : Obtention des petits clichés................................................................................ 2 fr. 73
II« Partie : Agrandissements........................................................................................ (Sous presse).

VILLON, ingénieur-chimisle, professeur de technologie. T raité  p ratique  de Photo
g rav u re  su r v erre , ln-18 jésus; 1890 ............................................................................ 1 fr.

VILLON. --  T ra ité  p ratique de Photogravure au m ercure, ou M ercurographie.
In 18 jésus; 1891........................................................................................................ 1 fr.

P U B L I C A T I O N S  P É R I O D I Q U E S

TITRES DES PUBLICATIONS FORMAT PÉRIODICITÉ
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fr. lr. fr.
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse................................. ln-4 Trimestriel 25 28 28
Annales scientifiques de l'Ecole normale supérieure....................... lu-4 Mensuel 30 3b 33
Annales de l’enseignement supérieur de Grenoble ............................ Gr. in-8 3 N»« 12 15 15
Annales du Conservatoire national des Arts et Métiers....................... In-8 Trimestriel 12 13 13
Bulletin astronomique, publié sous les auts· ices de l’Observatoire de

Paris, par F. Tisserand................................................................. Gr. in-8 Mensuel 16 18 13
Bulletin de la Société française de Photographie............................... Gr. in-8 Mensuel .12 12 15
Bulletin de la Société internationale des Electriciens.......................... Gr. in-8 Mensuel 25 27 27
Bulletin de la Société mathématique de France................................ Gr. in-8 6 N®· 13 16 16
Bulletin des Sciences mathématiques, publié par G. Darboux et J.

Ti.nnp.ry.......................................................................................... ,r. in-8 Mensuel 18 20 20
Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des Sciences. •4 Hebdomad. 20 30 34
Journal de l’Ecole polytechnique. Prix de chaque cahier..................... In 4 Semestriel 14 U 14
Journal de Mathématiques pures et appliquées, fondé par Liouvil/e,

continué par Resal, et publié, depuis 1885, par Camille. J o r d a n .... In-4 Trimestriel 30 35 35
Journal de Physique théorique et appliquée, fondé par d’Almeida,

publié par F. Bouty, A . Cornu, E . Mnscnrt et A . Potier ............ Gr. in-8 Mensuel 15 15 15
Journal de l'Industrie photographique, organe de la Chambre syn licale

de la Photographie......................................................................... Gr. in-8 Mensuel “ 7 7
L’Astronomie. Revue mensuelle d’Aslronomie populaire, du Météorolo-

gie et de Physique du Globe, publiée par Camille Flam m arion.. . Gr. in 8 Mensuel 12 13 14
Mémorial des Poudres et Salpêtres, publié par le Service des Poudres

et Salpêtres................................................................................... Gr. in-8 Trimestriel 12 12 13
Nouvelles Annales de Mathématiques, rédigées par Brisse et Rouchê. In 8 Mensuel 15 17 17

American Journal of Mathematics pure and applied. Editor in chief
Simon Newcomb.................................................... ........................ Gr. in-4 Trimestriel 30 30 30

Bulletin de l’Association belge de Photographie.......... ...................... Gr. in-8 Mensuel 27 27 27
Mathésis. Recueil mathématique à l’usage des écoles spéciales et des

étab'issements d’instruction moyenne, publié par Mansion et A'eu-
Gr. in-8 9 9 9

Les abonnements sont faits pour un an et partent do Janvier. — Envoyer un mandat de poste ou valeur sur
Paris à MM. Gaüthier-Villars et Fils, Éditeurs, quai des Grands-Augustins, 55, à Paris. On peut aussi s'abonner
sans supplément de frais, en versant le prix do l'abonnement dans un dos bureaux de poste de France et de
rUnion postale. — Lorsque l'abonnement n’ost pas payé en souscrivant, le prix est augmenté de 50 centimes
pour frais de recouvrement.
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