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P R E M I È R K  THESE. 

INTIGRALES A.BÉLIENNES 
DE T R O I S I E M E  ESPÈCE. 

C’est Jacohi qui  a f‘orinulé le problèrne des fonctioris iiiverses ùes 
i n té gr a 1 es a b é 1 i e n ne s. 

Riemann a nioii tré la possibilité d ’ e x p i h e r  des fonctions algébriques 
(Io celles-là au  inoyen de  fonctions O, ayant pour arguiiietits les iiité- 
grales normales de première espèce, riuçmentkes chacune d’une coi1 - 
staiite arbitraire. 

RIM. Clebsch et Goidan ont  résolu le prohléine posé par  Rieiii;iiii~~ 
dans Ie cas où l’équaiioii n’admet que des poiiits critiques (111 secoiid 
ordre. Ces géornktres ont introduit dans leurs recherches iine traiisceri- 
danle T défiriie par une sornine d e p  intégrales norniales de troisièiiicb 
espèce, e t  ils ont ramené le problkme qu’ils avaient en vue h l’étude 
de  cette transcendante. Ils ont procédé de façon h découvrir la foiic- 
tion O, e t  ils sont arrivés, en  effet, à exprimer T à L’aide d’une fonctiori 
développable en iine série convergente analogue à celle dc la fonction (-1 
et  jouissant. des méiiies propriétés. Celte fonction n’est autre  que  Ill 
fonction O. Coininc corollaire, ils ont  déduit l’expression (le I ’ i ~ i t ~ r a I t h  
de troisième espèce a u  inoyen de la fonction 8. 

hI. Hriot a résolu le problèine de l’inversion à l’aide des fonct ionse,  
1 .  
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c; D . EMMANUEL. 

dans le cas général où  l’équation admet des points critiques d’un ordre 
quelconque.’La inéthode qu’il a suivie est opposée à celle dont je  viens 
de parler. M. Briot part des propriétés connues de la fonction O h 
p arguinents arbitraires, et démontre quelques théorèmes fondamen taux 
sur  les fonctions O dont les arguments sont  ceux considérés par Rie- 
i n m n  :et un théorème sur  les conditions que doit remplir une fonction 
de deux variables, liées par une équation algébrique, pour être une  
fonction rationnelle de  ces variables. 11 compose ensuite une expres- 
sion de fonctions O qui  reinplisse les conditions pour  ê l re  une l’onction 
rationiielle, e t  particulièrement pour ê t re  le quotient de deux poly- 
ndmes de d e ç r é p ,  dont chacun, égalé ii zéro, admet pour  racines les 
limites supérieures des intégrales qui  figurent dans les fonctions O. 
Le problème de l’inversion se  trouve ainsi résolu dans le sens dans 
lequel l’entendait Jacohi. 

Je pars des propriétés de la fonction O dont j e  viens de  parler, e t  
j’obtiens dans le cas général l’expression des intégrales de troisième 
tbspèce a u  moyen de cette fonction; j’en déduis ensuite d’une façon 
très-simple les principales propriétés de  ces intégrales. Dans la seconde 
Partie de cette Thèse, j’arrive, en nie servant de  considérations ana- 
logues i celles qui  m’ont donné I’intégralc de troisième espèce, h 
exprimer la fonction T par les fonctions@, et, en faisant de cette: fonc- 
tion le n-iênic usage qu’en ont fait MM. Clehsch e t  Gordan, j’obtiens 1;) 
solution du problème de  l’inversion sous la forme obtenue par hi. Briot. 

1 .  Soient 
F(X,3”)=0  

une  équation algébrique irréductible e t  de degré rn par rapport h y, et  

une foiiction rationnelle quelconque ; l’intégrale 

est cc qu’on appelle une intégrale abélienne. On ramène, par  des traiis- 
formations qui  ne sauraient trouver leur place ici, les intégrales ab& 
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I T C I I E  DES INTEGRALES ABÉLIENNES DE TROISIEME E S P ~ C E .  7 
îiennes aux formes 

e t  à des intégrales qu i  se  déduisent de la dernière par la diîl’érentia- 
tion de  celle-ci par rapport au  paramètre a. Dans ces intégrales, Q @ , y )  
et. G ( y )  sont des polynômes à coefficients arbitraires e t  respectivement, 
(le degrés rn - 3 et rn - 2. 

La première de  ces intégrales ne peut devenir infinie qu’aiix points 
pour lesquels on a F“’(x,y) = o. On peut assujettir les coefficients du 
polynôme Q à des conditions qu i  font que  cette in’tégrale reste finie o n  
tous les points critiques. C’est alors l’intégrale de  première espèce. 

Soit A le  noinbre des équations linéaires auxquelles doivent satisfaiw 
les coefh ien ts  du polynôme Q ;  posons N = 2( k - I ) ,  k désignant le 
nombre des racines y qui  se  permutent autour  d’un point critique, e t  
le signe 2 se  rapportant à tous les points critiques. M. Elliot ( ’ )  a dti- 
inontré que  l’on a 

A =  + m ( n z - I ) - - ~  
N 
2 ’  

.le nombre des  coefficients arbitraires de  Q est donc 

c’est le nombre des intégrales abéliennes de  première espéce. 
Si l’on assujettit une courbe quelconque, dont le degré n’est 113s 

infërieur à m - 3, aux inêmes conditions que la courbe Q ( x , y )  = o, 
le nombre de conditions A sera évidemment le même, car ce nombre 

On démontre que  le nombre des périodes d’une intégrale de première 

Les intégrales de  preinière espkce qui  interviendront dans cette thèse 

ne dépend que  de l’équation F(x,y) - - o. 

espèce est 2p.  

sont  celles qu’on appelle nonnates, e t  qui  seront désignées p u  
f d ‘ ) ,  f d Z ) ,  . . , zdp) .  

(‘ 1 Annnles scicni$qites de i’I?cole Norinale sripèrierire, année I 876. 
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8 D .  EMMANUEL. 

La nioitié des périodes (le l’une quelconque de ces in tégrdes  est 
iiiille, i l’exceptioil d’une seule, qui est égale h 

Ce sont les périodes dites de rang impair. Les périodes de  r2ng pair c l c t  
l’intégrale zP), par exeniple, sont désignées par 

o i i  a 

2. Les intégrales dc la seconde fornie sont appelbes intègrales JP 

. h i  lieu dc ces intégrales, on considère les intégrales plus générales 
îroisième espèce. 

oii G ( z , y )  = O est une cotirhe de degré m - 2. 
Assujettissons les coefficieiits de la courbe G ( x , y )  = O aux conditions 

poiir qrie l’intégrale reste finie aux  points critiques; on aura, en vertu 
dc ce que nous avons d i t  plus haut, le même nombre A (le conditions. 
que pour la  courbe Q ( x , y )  == o. 11 en résulte que le nombre des coef- 
ficients arbitraires de la  courbe G ( x , ~ )  = O est 

+ - ?.)( n2 + I )  - h = p  + 17) - 3. 

On pourra assujettir l a  courbe G = O à passer par n2 - 2 points d’intei*- 
section d e F ( x , y )  = O avec la droite ucx + j3y + y = o. Oii ne peut 1;) 
faire passer par plus de m- 2 points sans la décomposer en cettc 
droite et en unc courbe de degré m - 3; dans cc cas, I’intégralc SP 
réduirait à une intégrale de première espèce. 

La courbe G(s,y) = O,  satisfaisant b ces conditions, contiendra 
twcore p paramètres arbitraires. 

Soient ( & E l ) ,  (u ; .v l )  les deux points d’intersection de la droite 
z x  + +y + y = O avec la courbe F(z ,yj  = O par lesquels l a  c w i i h l  
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I ~ T U D E  DES I N T ~ C R A L E S  A B ~ L I E N N E S  DE TROISIEME E S P ~ C T : .  9 
G @,y) = O ne passe pas. Pour tous les points d u  plan autres que ( g ,  E ,  1, 
( q ,  q, ), l’intégrale que  nous considérons reste finie. Examinons, en 
tléveloppant le calcul de NN. Clebscli e t  Gordan, coinment cette i i i t t -  

g a l e  se comporte dans le voisinage de  ces d e u s  points. 
Po so n s 

zx +py+Y=(x: -E)(El -u l l ) -  ( & w ) ( , y - E 1 ) ,  

eii mettant en évidence que  la droite passe par Ics d e u s  poiiits, c t  
iqwésentons cette fonction par *QI. Notrc intégrale sera 

Rendons les équations homogènes, e t  soient, pour  le nioinciil, 
(g,, e2, Es), (q,, v 2 ,  q 3 )  les coordonnées de  ces points. Les coordonnées 
d’un point quelconque de la droite sont  données par lcs expressions 

1. étant un paramètre variable. Les points d’intersection de la droittt v t  

de l a  courbe F = O sont donnés par l’équation 

= u , t  Au, +. - t PU,,, 
où l’on a 

Les 
Par 

F (  il, 52, 5 3 )  == 0, F ( w ~ ,  ~ x j  ~ 3 )  7: 0. 

points d’intersection de la iiiêine droite avec G-= O sont doiiiiés 
l’équation 

11 faut que lcç racines en A soient les mêmes dans les deux équatioiis, 
et, en multipliant G par  ilne constante convenable, on peut. faire vn 
sortc que  l’on ait 

(’1 - (’9 - - 011-l = 1. - -  - -...-- 
I I I  112 ~ 1 1 - 4  
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I O  D . EMMANUEL. 

o u ,  en revenant aux coordonnées primitives, 

I l  est important de reinarquer que G prend aux deux points consi- 
dérés des valeurs indépendantes des p points choisis arbitraireineii t 
sur la  courbe F(x,y) = o. 

Le point ( 5 ,  E , )  étant un point ordinaire pour l a c o u r b e F ( x , y )  = O ,  

la dérivée Fil est différente de zéro*et l'équation admet une seule racine 
Toisine de 5,. Cette racine, étant une fonction holomorphe de x, est 
développable, dans le voisinage du point (6, c,  ), en une série ordonnée 
suivant les puissances croissantes de r; - 6, 

' 

eî l'on a 

On en déduit 

G La fraction rationnelle étant aussi holomorphe dans le voisinage 

d u  point ( S ,  E,), est développable de la même manière, 
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kTUDE DES ISTÉGRALES ABELIEKNES DE TROISIkME ESPLCE. I I  

d’Où 

par suite, dans le voisinage de  ce point, on  a 

S;, = -  IO^ (2 .- 6) + A + A; ( Z  -- 5 ) i- A’, ( .Z - 5)’ i- . 

On aura,  dans le voisinage du  point ( v ,  y , ) ,  la série suivante de for- 
mules, analogues aux précédentes : 

F‘ 
1’- Ï], = b, (x - Ï]) + b 2 ( x  - Y$+-. . ., G, = - 2, 

F; 1 

G 
[ E ’ Ï ] ]  = 4 ( x  - - Y I ) +  bé( . z -YI) ’+ .  . . ,  

F, 1 

F; - F;, 
G - - 5 + B, (z - + B , ( ~  - -,,y + . . . . 

Enfin 
+ Bi t 2BL ( Z  - Ï])  + . . . , ~~ G - ’  - 

[:,VIF; x - Y I  

et l’on a ,  d a n s  le voisinage de ce point, l’expression suivante de I ’ i i i -  

tégrale Siri : 

Les deux points ( 6 ,  E,), ( y ,  v , )  sont donc deux points critiqucs 
logarithmiques de  l’intégrale SEïi, et ,  par conséyuent, cette inthgrale 
auginente de t m\i- I suivant que  la variable tourne autour ( ] r i  

point (6, c , ) ,  ou ( v ,  v , )  dans le sens d u  mouvement de  l’aiguilla d’urie 
montre. 

3 
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12 ’ D. EMMANUEL. 

3. Prenons pour intégrale de troisième espèce l’expression 

k = u  

les quantités ck étant des constantes arbitraires. 
Soient Sk$ Si:), . . . , Se) les valeui*s de SEïi le long des cycles q u i  

clonnent les périodes de  rang impair des intégrales u.  Ce seront les 
périodes de  Stïi correspondant aiix inênies cycles. Les périodes cor- 
respondantes de l’intégrale que  nous considérons sont 

Si nous donnons à ch la valeur 

les périodes de rang impair de  l’intégrale choisie de  troisième espèce 
seront toutes nulles. 

Cette intégrale est appelée intégrale normale de  troisièine espèce. 
On la désigne par  TIEïi. 

Les périodes de rang pair de  cette intégrale se déduisent de  la rela- 
tion qui  existe entre les périodes d’une intégrale de première espèce 
et d’une intégrale de troisième espèce. Formons avec les points (5, el ), 
(q, -qI ) deux nouveaux lacets, e t  siipposons d’une facon générale que 
les deux lacets n’entrent pas dans lin même circuit. Soient (C):; le c i r -  
cuit dans lequel entre le lacet (t), e t  (C):; celui dans lequel entre 
le lacet (q). 

La relation entre les périodes d’une intégrale U de  première espèce 
et d’une intégrale S de  troisième espèce s’obtient, comme on sait, en 
kgalant à zéro la soinme 

oii i’intégrale S U  ( x ,  yh) dS (x, y*) est prise suivant la suite des lacets 
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ETUDE DES INTÉGRALES ABELIENNES DE TROISIEME ESPkCE. 1 :3 

qui entrent dans le circuit (C);. Tous les circuits, à l’exception des deux 
considérés, ne sont pas aflectés par les lacels (5) et (Y$ Considéroiis 
les deux autres. Soient UL,, Uar et  UL,., Uerles valeurs de l’intégrale U en 
deux points infiniment voisins, l’un sur le bord de  gauche, i’autre sur  
le bord de droiie, correspondant aux lacets ( 6 )  et (q), quand on arrive 
en ces points en suivant les chemins indiqués par la théorie qu i  donne 
la relation enlre les périodes de deux intégrales de  première espèce ( ’  ). 
Soient aussi S;,,, Sa,., Sb,,, Sp, les valeurs correspondantes de S. Le lacet (6) 
donnera 1’ u:,. nsa, + 271 4; u a ,  ( 5 )  +Io u a ,  nsa, - 

5 

- Or on a 
U i , = U a ,  et Sa,.=Sa,.- 2 x 4 -  1 ;  

donc l’expression précédente se réduit à 

Le lacet (q) donne 
- 2n\i=aJu,,(Ï;). 

Les autres lacets des deux circuits considérés se coiiqiorteiit comme si 
les deux intégrales étaient de  première espèce. 11 en résulte que  12 

Il = TI7 - 1 

somine ~ u ( z , y ~ ) d s ( x ,  y h )  peut se décoinposer en deux parties, 
~~ 

h = O  

dont l’une, indépendante des lacets ( e )  e t  ( v ) ,  est de la mérne forme que 
si les deux intégrales étaient de première espèce, et dont l’autre es1 

Le chemin auquel se  rapporte la dilférence U,,(v) -- LJar(g) est parfai- 
tementdéierminé; nous le désignerons, pour abréger le langage, par le 
nom de courbe 6.4, et nous représenterons cette différence par l’intégrait. 

Jh prise le  long de  cette c o u r l x  

( ’ ) BRIOT, Théorie des fonctions (i&/icnncs. 
3 I 
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14 D .  EMMANUEL. 

Si l’on désigne par Si, les périodes normales correspondantes aux 
intégrales U et S, la relation entre  ces périodes sera 

Si l’on reinplace les intégrales U e t  S par les intégrales normales dh) 
et HEq, les périodes Qii-i deviennent toutes nulles, et, parmi les périodes 

i l  n’y a que S 2 2 h - î  qui  est différente de zéro et  égale à m4-T : 
la relation précédente devient 

Les périodes de rang pair de l’intégra 
intlgrales 

fidlrc“’, f1 = I 
C’ : 

e l&, sont donc données p a r  les 

Expression des intégrales abéliennes de troisiéme espéce 
B l’aide de la fonction O. 

I .  Considérons la fonction 

dans laquelle l’intégrale dn,, est prise à parlir de l’origine  IL?,,,^^,,) 

jusqu’au point variable ( x , y ) ,  le chemin étant quelconque, e t  exami- 
nons coininent cette fonction varie sur toute la  sphère. 

Désignons par q’(x,y) e t  par  Ill, les valeurs de la fonction p(x,y) et  
de l ’ intégi’ale~ri~,  quand on va de l’origine au point (%,y)  en suivant, 
un cheinin déterinink, en  particulier un chemin qui  ne traverse auCui1 

lacet. Si l’on fait varier le chemin, mais de telle faqon que la  variable 
soit assujettie h ne traverser aucun des lacets relatifs aux  points cri- 
tiques algébriques, tandis qu’elle soit libre de  traverser les lacets relatifs 

LX 
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ETUDE DES INTEGRALES ABÉLIENNES DE TROISIÈME ESPkCE. 1 5  
aux points critiques logarithmiques, \a  valeur que  prend alors l’in- 
tégrale nEri au  point ($, y) est tlonnée par II:.~ = n;, + 2 m 4 Ï ,  
m étant un nombre entier positif, négatif ou nul. Si l’on appelle y” I:i 

valeur correspondante de y ,  on a y”== y‘. Enfin, si le chemin qui  con- 
dui t  clu point (xo,yo) au po in t  ( z , y )  devient absolument quelconque, 
on a 

les coefficients ni étant des nombres entiers dont  les valeurs dépeiident 

des chemins qu’on suit, tandis que  l’intégrale ddi)  a une valeur ilai*- 

taiteinent délerininée. Cette intégrale est prise le long de la corirhe 
que nous avons définie dans le nurnkro PrPcédent. 11 résulte de là t 1 ~ ’ ~ ? 1 i  

u n  point ( z , y )  la fonction q ( z , y )  est susceptible d’une infinité de VI- 
leurs, qui  sont dorinées par ‘la forinule 

( 4  

f 

t = p  

= ? r e i = i  
2 n, [‘tiu 11 

5. Examinons maintenant coinment la fonction p ( x , y )  se comporte 
h s  le voisinage des points critiques logarithmiques ( & E ,  ), ( r i ,  a , ) .  On 

;1 V U  que dans le voisinage du  premier de  ces points l’intégrale 

est représent.ée par 

dans le voisinage de  ce 

cp (x9 3’ 

point, on aura 

O II 

Le point (6’6,) est donc un pôle simple de la fonction y(x,yj. 
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I (i D . EMMANUEL. 

Dans le voisinage d u  point ( Y J , ~ ] , ) ,  on a de même 

ct, pour  la fonction y (x , y )  dans le voisinage de  ce point, on aura 

Le point ( v ,  v , )  est une racine simple de  cetic fonction. 
Ainsi la fonction p(x,y), susceptible en chaque point ( x , , ~ )  d'une 

infinité de valeurs données par la formule ( 2 ) ,  n'admet su r  toute la 
sphère qu'un seul  zéro (q, Y), )  et un seul infini ( 5 , & ) .  

6.  Je vais rappeler ici quelques théorèmes démontrés par M. Brioi 

Si l'on pose 
clans ses Leçons sur les fonctions abéliennes. 

ak ,h  = ai . ,h  t 4- 1 ai,A, 
- 

i l  rksulte de l'étude des périodes normales des intégrales norinales ( 1 ~  
première espèce que  l'on a l'inégalité 

ce q u i  est la condition nécessaire e t  suffisante pour que l'on puissc 
foimei* avec les quantités GI une fonction O à p argiiments arbitraires. 
En i e n i p i a ~ a n t  l e s p  arguments arbitraires par l e sp  intégrales norinales 
tle première espèce considérées comme fonclions de ( x , y ) ,  on a une 
fonction @ qui  iie dépend que  de la seule variable @ , y )  

A u  lieu cle d'), d2) ,  . . . , zP), on prend, avec Riemann, les aiaguments 
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  TU DE DES INTEGRALES ABÉLIENNES DE TROISIEME ESPECE. ' 7  
g,, g,, . . . , gp étant des constantes arbitraires. On a ,  en définitive, k 
considérer la fonction 

7. Voici les théorèmes dont i l  s'agit : 

I .  La fonction 8 uinsi formée admet sur toute la sphère seulement 

Ii . Entre les zéros et les constantes arbitraires g, il existe les p relations 

p zéros, que nous désignons par (x, ,y ,  ), (x2, y?) ,  . . . , ( x p ,  y,,). 

suivantes : 

. . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . ,  

où C I  , c2, . . . , CI, dèsiyent des constantes indépendantes des arbitracres g. 

L'étude des équations différentielles abéliennes permet de conclure 
que, réciproquement, si l'on prend pour gi la valeur 

u(')( X k , Y & )  - ci, ( i  = 1 ,2 , .  . . , p ) ,  
x = p  z: h = t  . 

la fonction 

admet l e sp  zéros ( x , , y , ) ,  ( x 2 , y 2 ) ,  . . . , ( x p , y p )  choisis à volonté. 

8. Faisons en sorte que l'un des zéros, (xp,yp) par exemple, coïncide 
avec le point ( q , ~ , ) ;  les autres zéros seront l e s p  - I points arbitrai- 

* 
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rement clioisis (x, , y , ) ,  ( x 2 , y 2 ) ,  . . . , (a+ ,y,,-J. Mettons en évidence 
que  la fonction admet le zéro (Q, q) : 

Considérons encore une fonction @ analogue à la précédente, qui  ad- 
inette les mêmesp  - I zéros e t  dont lepIèmcsoit le point ((, & )  : - 

9. Considérons le quotient des deux fonctions précédentes, e t  posons 

[ 3 )  

Les intégrales zdi)(t,eî), z d i ) ( v , y i ) ,  qui  figurent dans le second membre 
sont déterminées de la façon qu’il a été dit ( n o  3 ) ,  savoir : zdi)( SrEr ) 
est la valeor de zdi)(z, y )  quand on arrive au point ( & E l )  aprks 
avoir décrit le chemin formé des lacets fondbientaux  de seconcle 
espkce qui  conrluisent de la racine y. à yar, de la suite des lacets 
qui  entrent  dans le citzuit (Cjz:: jusqu’à l’entrée d u  lacet (5)  et  de  
Ia droite 0 6 ;  u ( i ) ( ~ , ~ , )  est la valeur de z~(~)(x,y) au  point (q ,v i )  quand 
on suit les lacets foiidamentaux de seconde espèce qui  font passer de 
la  raciiiey, à la racine ypr, les lacets qui  entrent dans le circuit (C);: 
jusqu’h l’entrée dii lacet ( y )  et la droite 0 ~ .  Quant aux  intégrales q u i  
composent la somme 

A = 1  

il est iiitliffkrent, pour  riotre objet, de  prendre pour elles l’iiiie quel- 
conque (les valeurs qu’tilles ont  aux points (xk, y k ) .  

La fonciion + ( x , y )  admet sur toute la sphère le seul zéro (v,y;) et 
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ÉTUDE DES INTÉGRALES ABÉLIENNES DE TROISIÈME ESDECE. '9 
le seul infini ( e ,  6,). On sait qu'à chaque point analytique (x,y) cor- 
respondent une infinité d e  valeurs des intégrales ~ ( ' 1 ,  d2), . * .) uw), va- 
leurs qui dépendent des chemins qu'on suit e t  qui  sont données par 
les expressions 

k = l  

les coefficients mi, nk étant des nombres entiers. Si l'on pose, pour 
abréger, 

k E p - 1  

i = l  i , k = t  

Désignons par +'(GY) la valeur de  +($,y) quand on suppose quc 
la variable ait décrit une courbe x,x ne traversant aucun des lacets 
relatifs aux poinis critiques algébriques. La formule précédente pourra 
s'écrire 

i = p  
2 n , W i  PhTd-utiJ KEd1 

qJ (x,y) = +'(%Y) e'=l 9 

or, d'après ce que nous avons dit des valeurs des intégrales zdi)(6, 6,). 
u(')(w, u l , ) ,  on a 

u(i)(n,vl)  - U ' ' ' ( [ , ~ , )  =J 'du( i ) ,  
E 

3 
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20 D. EMMANUEL. 

l'intégrale étant prise le long de la courbe c"/l. On a ainsi 

10. Supposons que  les deux fonctioiis v(x,y), +(z, ,y)  données par 
les formules ( 2 )  et ( l l )  se rapportent à un  même cheinin quelconque 
alJant d u  point (x0,y,,) au  point (...,y); les coefficients ni seront les 
mêmes dans les deux forniules, et l'on aura 

c'est-à-dire que, quel que  soit le cheniin qu'on sui t  pour aller du point 

(xo,yu) aii point (x,~), le rapport !? prend une valeur unique en (x,y). + 
La fonction analytique 

*Y ( X J )  + (X'Y) 

est donc une fonction monotrope de h , y )  s w  toute la sphère, y étant 
lié à x: par l'équation algébrique F(x,y) = O irréductible et de degrts 
M en y. D'ailleurs cette fonction est finie siir toute la sphère. 

i l .  M. Briot a démontré clans son Cours le théorème suivant : 
E'tant donnie une kquaiion algibrique F(x, y >  = O irréductible et de 

degré M en y ,  toute fonction analytique monotrope de (x, y >  qui n'a pas 
djautres points singuliers que des pôles est une fraction rationnelle de 
(x, y> ; si cetle fonction reste j n i e  sur fouie la sphère, elle est une con- 
stante. 

La fonction ~ cp(x") remplit précisément ces conditions; dotic e l k  + ( x d  
est égale à une constante, e t  l'on peut poser 

ou 
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Pour déterminer la constante, donnons k (z, y)  la valeur iniiiale 
( x o , y o )  ; on aura,  zP)(q,,y,,) étant n u l ,  

O [ - r d ‘ q  5 ,  C l )  + h;]  
q- u y v , V , )  + 4’ A =  

et, par suite, on a p o u r  l’intégrale de troisièiiie espèce 

L J L  h = i  - 1  

où 1’011 a écrit x, 5 ,  ul au lieu de  ( ~ , y ) ,  (&!,), ( v ,  Yi) .  

t l esp  - I points xi ,  x,, . , 
second membre en soit aussi independant. 

Remarque. - Le premier membre étant évidenîiiien t indépendaiit 
il est absolument nécessaire q u e  lc 

1% On peut inettre l’intégrale dc iroisièine espèce sous une a u i i ~  
l‘orme. Je ine servirai à cet e r e t  de la fonction O en laquelle la fonc- 
tion 

se transforme à l’aide du  théorème d’Abel ( j. 
Faisons passer par les p- I points xi, x2, .. ., xP+ une courbe 

sj = O de degré m - 3, satisfaisant aux  mêmes conditions auxquelles 
satisfait la courbe qui figure dans les intégrales de  première espkce. 

Le théorème d’Abel, appliqué i cette courbe, doiîne les égalités 
Cette courbe coupera F = O en p - I autres points x ‘~ ,  x ’ ~ ,  . . . , xp-1* ’ 

X=I>- l  X = n - t  
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d'où 

D .  EMMANUEL, 

La fonction O considérée devient 

q u i  admet nécessairement les mêmes zéros que la précédente. En rein- 
plaçant successivement xp par q et 5 ,  les deux fonctions 

admettent respectivement les zéros v ,  e et p - I zéros communs. Lc 
rapport 

d i n e t  donc le seul zéro q et le seul inf ini  5. 

ment 
Le raisoniiement q u i  nous a fait obtenir la formule (fi) donne évideiii- 

Or, cette expression hant  indépendante des p - 1 points z', , "II-, . . ., 
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ETUDE DES INTÉGRALES ABÉLIENNES DE TROISIfiME ESPECE 23 
nous pouvons les supposer reinplaces par les p - I points x,’ 

x , ,  . . .) xP i ;  on a ainsi 

L . = 1 1 -  I 1 

13. Dans tout ce qui  précède, on a supposé que la limite inférieure 
des intégrales était le point fixe (q,, y,,) choisi pour origine, e t  toutes 
les quantités qui  figurent dans nos expressions n’ont de signification 
précise qu’autant qu’on suppose l’origine toujours la même. Supposons 
qu’on veuille prendre pour  limite inférieure de l’intégrale HE, un  point 
quelconque (a,  a,); il est facile de voir corninent on peut ramener c(: 
cas à celui où la limite inférieure était l’origine des intégrales de pre- 
mière espèce. Joignons à cet  effet le  point ( a ,  u , )  à l’origine par  unch 
courbe ne traversant aucun lacet; l’intégrale ns, prise le long de cctto 
courbe aura une valeur bien déterminée, qui  s’annulera quand It!  

point (a, a,) ,  en suivant cette courbe, viendra se confondreavec l’origine. 

Nous entendrons par intégrale dns1 la somme des deux intégrales 

dont la première est prise le long d u  clieiiiin que  nous veiioiis (le tldi- 
iiir e t  dont l a  seconde rentre dans le cas considéré précéùeniinent. Cet t v  
somme peut s’écrire 

d’où 

h 1 
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24 D .  EMMANUEL. 

011, en partant de  la formule (5  bis), 

14.. Considérons les deux intégrales nt,, e t  f l a p  e t  supposons que  l'on 
ai t  formé avec les points (CI, a,), ( p ,  ,8,) deux nouveaux lacets, qui  ne  
coupent aucun des autres  lacets. D'uiie manière générale on passera 
du  point (a, a,) au point ( p ,  13,) en traversant certains lacets. Suppo- 
sons que  l'on ait construit une courbe réunissant ces deux points et 
analogue à la courbe déjà considérée. Prenons les deux intégrales 
respectivement entre les points a ,  /3 et 5 ,  q le long des courbes déter- 
minées qui  réunissent ces points. En prenant la première sous la 
forme ( 6 ) ,  la seconde sous la forme ( 7 ) ,  on aura 

=-= log 

k = î  _ I L  
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Or, les intégrales se rapportant à des chemins parfaitement déterminés, 
chacun des seconds membres n'est susceptible que d'une seule valeur: 
les seconds membres sont donc égaux, et l'on a 

formule qui constitue le princke d'e'change entre les paramètres et IPS 
argimen is . 

î 5. Considérons les deux intégrales 

et 

où nous supposons que  l'on ait réuni les points 5 7 ,  
points 5 ,  
En faisant la somme des égalités (6 ) ,  ( 7 )  et  (8), on aura 

ainsi que I C S  
par des courbes analogues à la courbe SV dkjà considéréth. 

ce qui inontre que trois intègrales normales de troisième espèce, forniècs 
îdenïiquernent et ayant deux à deux un point logarithmique commun, 
prises entre les mêmes limites, ont une somme nulle. 

Cette propriété résulte aussi immédiatement si l'on fait la S O I ~ I I I J O  

des trois intégrales après qu'on a changé les paramètres et les argii- 
in en t s. 

16. Considérons \'intégrale générale 
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26 D. EllMANUEL . 
~ e m p l a ç o n s  ri,, par sa valeur en fonction ùe O; on hura 

Si l’on forme de la  inêiiie façori les deux intégrales 

et qu’on fasse la somme des trois intégrales, on aiira 

c’est-à-dire que  : 
La somme de trois intégrales ge‘nérales de troisième espc‘ce qui ont cleux 

à deux un point logaridzmique commun et qui sont prises entre les mêmes 
limites est une intégrale de troisième espkce. 

i 7 .  Si l’on remplace: l’intégrale SEri par une autre  Si, ayant les mêmes 
points logaritlimiques, on aura sous le  signe log la même expres- 
sion, car cette expression ne dépend que  de 5 ,  q, qui  sont les mêmes 
dans les deux intégrales. 11 en  résulte que  la différence 

est une intégrale de  première espèce. 

Application au probleme de l’inversion. 

48. Reprenons la fonction 

qui s’annule au point xp e t  en p - I autres points dépendants des 
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p - r points ,q. Regardons ces derniers comme variables e t  considérons 
la fonction 

qui  s'annulera toutes les foie qu'un des points xk viendra coïncidt!i* 
avec le point a+,. Remplaçons successivement xp par y e t  5 : 

Ces deux fonctions s'annulent en  même iemps,  excepté iorsqu'un 
ou le  point 5 ;  dans ces cas, c'est des points xk coïncide avec le point 

respectivement la premièlre ou la seconde qui  s'annule. 
Posons 

@ D i e  . . . e 
et 

- [di) ( r )  ) 

-c] 

Les limites inférieures des intégrales de  troisième espèce qui  figurent 
dans le second membre de  @ sont p points fixes liés à l 'origine par des 

chemins ne traversant aucun lacet, e t  les intégrales r dTr, sont prises 

de la façon que  noils avons indiquée dans la première Partie. 
Les deux fonctions @ et  Y s'annulent et deviennent infinies pour les 

niêmes points. Si l'on suppose pour un moment les points x B c  z,, . . . , 
x,fiaes et  le  point LE, seul variable, le raisoimement que  nous avons 

Q, fait ailleurs montre que  le rapport est une constante par rapport à x, 

r i  

t/ Q I  

4 
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28 D e  EMMANUEL. 

0 Si l'on suppose le point x2 seul variable, le rapport sera indépen- 

dant  de x,, et ainsi  de suite. Ce rapport, étant indi:peiitlant d e s p  points 
J-, r2 ,  . . . , xp, est une constante absolue, et l'on a 

Déteiminons la constatite en donnant à x,, x,, . . . , LI+ les valeurs 
M ~ ,  u 2 ,  - .  . , g p ,  d'où , 

Posons, avec M h l .  Clebsch et  Gordan, 

on aura ,  pour  l'expression de  la fonction Ttri, 

19. Jc rappelle qu'en désignant paix n,p une intégrale dc troisiènicl 
espèce, par ?@,y)  = O et  + (x,y) = O deux courbes algébriques d e  
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 TUD DE DES INTÉGRALES ABÉLIENKES DE TROISIEDIE t w i m .  2 $1 
riième &gré, le théorème cl’Abel tlonnc l’égalité 

où les e l  les u) désignent respectivement les points d’intersectioii des 
courhes y @ ,  y )  = O et $@,y) = O avec la courbe F(x,y) = o. Ajou- 
tons que  les chemins des iniégrations qui  se rapportent au second 
inembre, ainsi que les logarithmes d u  premier, sont coinpléteinen t tléier- 
minés par les conditions que le théorème impose. E n  éclmigeant  Ics 
paramètres et les arguments, I’égali té prkcédente devient 

20. Considérons les p équations différentielles 

. . . . . . . . . . . . . . . .  

L’intégration de ces équations par rapport à x,, x2, . . . , xp constitue ce 
qu’on appelle le problèmè de Z’inversion. Les x, ou plus généralcinent 
des fonctions symétriques de ceux-ci, sont appelées fonctions abéliennes 
des variables ui. 

21. Prenons, pour  les courbes cp = O et  9 = O, les droites 

I 3 )  

et remplaçons successivement dans ( 2 )  le point cc par  les points x , ,  
4. 
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30 D. EMMANUEL. 

G, .  . . ,x,, e t  siinultanément le point p par les points a,, a-, . . . , up. 
On aura lesp égalités 

1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 

En faisant la somme, on a 

d'où 

Remarquoos, avant d'aller plus loin, que, la formule précédente 
iiyant lieu en vertu d u  théorème d'Abel, on pourrait croire que  les 
wr iab les  x,, z2,. . ,xp devraient ê t re  assujetties à ne suivre que  cer- 
tains chemins déterminés; mais il est facile de  voir qu'il n'y a lieu de 
faire aucune restriction à l'égard des chemins que ces variables doivent 
suivre. En effet, supposons que les chemins deviennent quelconques ; 

la valeur primitive de l'iritégrale l z ' d ~ e q  se trouvera augmentée de 

x1 

ou, en  désignant par  U(i) l ' i n t é g r a l e x  nkzdk)(zi), l'intégrale[ d&, se 
k = l  
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trouvera augmentée de  

et, par suite, la somme z(t,q, [,x'd&n sera augmentée de  la quanti té 

Or, les points 6, sont  supposés réunis par des courbes qui ne se 
coupent pas entre  elles e t  qui  ne traversent aucun lacet, e t  c'est le long 
de  ces courbes que  nous prenons les intégrales précédentes; par  con- 
séquent, en vertu d u  théorème d'Abel, la dernière somme est nulle, 
e t ,  par suite, la fonction 

-1T-  
t? cq  

n'est nullement affectée de  la façon dont  les variables se ineuven t .  

22. Désignons par (6, 6, ), (6, g2),  . . . , (5, cm) les points d'intersec- 
tion de la droite x:-+ O avec la courbe F(x,y) = O e t  par (q, v , ) ,  
( v , v 2 ) ,  .. ., ( v , v rn)  ceux de la d r o i t e x - q = o  avec la même courbe;  
nous aurons, après avoir remplacé dans la formule ( 5 )  Ttq par sa valeur 
en fonction des 8, 

ou, si nous supposons que  les points GI,, a 2 ,  . . . , a,, coïncident avec 

l'origine, on aura,  en  remplaçant 
l i = p  

zdi)(sk) par ui, 
k = i  z 
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p valeurs différentes, on aura autant d'équa- 
lions linéaires pour déterminer' les coefficients A , ,  A 2 ,  . . . , A,. Les 
p valeurs x, , x2, . , . , x, sont évidemment les racines de l'équation al@- 
lir iq II e 

En donnant à et à 

X P  + A , x P - - '  + A2xP-2 + . , . + A, = o .  

Vu el approuvé: 

Paris, le 18 avril 1879. 

LE DOYEN DE LA FACULTÉ DES S C I E N C E S ,  

MILNE EDWAR1)S. 
Permis d'imprimer : 

Paris, le 18 avril 1879. 

LE VICE-RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE PARIS, 
GRÉARD. 

. 
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SECONDE THÈSE. 

P R O P O S l T I O N S  DONNÉES P A R  LA FACULTÉ. 

Exposer d’une manière  çéiiérale l’emploi de la iiîétliode de la varia-  
tion des constantes arbitraires pour la détermination ùes inégalités t h  
i i i~uveinent de la Lune .  l‘ii faire l’application h 1;i r~tclierclic t l ~ s  
riioyens iwuveiiieiils d u  ncu+ucl e i  tiu périgée. 

Vu et approuve : 

Paiwis, le 18 avril 1879. 

LE DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES. 
MILDE EDWARDS. 

Permis d’imprimer : 

Paris, le i 8  avril iS79. 

LE VICE-RECTEUR D E  L’ACADÉMIE DE PARIS, 
GRËARD. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1


	Titre
	Première thèse
	Seconde thèse

	a: Consultable sur http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine
	d: Thèses de D. EMMANUEL.


