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AVERTISSEMENT. 

LE volume précédent, publié en i 8 i i , fut suivi d'un Sup- 
plément à la première partie, qui parut au commencement 
de i 813. Je regardais alors l'ouvrage comme terminé, et je 
ne pensais guère à lui donner une continuation ; mais les tra- 
vaux récens de plusieurs Géomètres sur les intégrales définies, 
et de nouveaux moyens que- j'ai aperçus de perfectionner la 
thCorie exposée dans la seconde partie, m'ont engagé à publier 
successive~nent la quatrième et la cinquième parties, l'une 
en juin 1814, l'autre en août 1815. Revenant ensuite à la 
théorie des Fonctions elliptiques, qui est l'objet principal de 
cet Ouvrage, j'ai cru devoir donner, avec tout le détail néces- 
saire, des méthodes propres à construire les Tables ellip- 
tiques : j'en ai pris occasion de traiter quelques points de la 
théorie de ces fonctions, et de simplifier surtout les formules 
relatives aux approximations ; enfin j'y ai joint quelques 
Tables utiles dans la pratique, et particulièreinent celle qui 
donne, avec douze décimales ou plus, les logarithmes des 
fonctions coinplètes F1c; E'c; Table qui m'a coûté beaucoup 
de peine et de temps, malgré toutes les ressources que j'ai 
pu tirer de l'analyse. 

Cette partie, intitulée Construction des I à61es elliptigues, 
qui a été publiée en juillet 18 16, devra commencer le troi- 
sihne volume ; mais il reste à construire une suite de Tables 
par le moyen desquelles on puisse trouver, sans un calcul 
trop pénible, la valeur de chacune des fonctions F et E, cor- 
respondante à des valeurs données du module et de l'ampli- 
t ude. 
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ri AVERTISSEMENT. 
En attendant que ce travail, qui compléterait le troisième 

voluine, soit exécuté, je donne en ce moment, pour termi- 
ner le second volume, une sixième partie qui contient plu- 
sieurs applications de la théorie des Fouctions elliptiques, 
propres à en faire sentir tous les avantages. 

Les améliorations successives qu'ont reçues quelques par- 
ties de ce t Ouvrage, et la libertE que me laissait son titre, me 
serviront d'excuse auprès des lecteurs hienveillans , pour les 
imperfections nombreuses qu'ils y remarqueront. Si je pou- 
vais espérer d'en donner par la suite une seconde édition, il 
ine serait facile alors de faire disparaître une partie de ces 
imperfcctioiis, en refondant les articles qui traitent d'un 
même sujet, et mettant plus d'ordre dans les matières. Mais 
cette circonstance n'étant guère probable, je me croirai suffi- 
samment récompensé de inon travail, si on juge que j'ai atteint 
le but principal que je me suis proposé, celui de mettre dans 
tout son jour la théorie des Fonctions elliptiques, et de faire 
voir qu'un nouvél algorithme, fondé su r  cette théorie, peut 
servir à étendre les applications du Calcul in tégral, en soumet- 
tant à un calcul rPgulier et uniforme, semblable A celui des 
fonc~ions circulaires ct logarithmiques , toutes les foriliules 
que les Géomètres avaient ramenées jusqu'ici A la rectification 
des sections coniques, et une infinité d'autres encore plus 
composées. 

Paris, le ier ji& i 8 i 7. 
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TABLE DES MATIGRES. 

QUATRIEME PARTIE. 
SECTION PREMI~RE. 

5 1. PRO P R I B T É S  gknérales des intégrales Eulériennes, pag. 3 
Les intégales désignées en général par ( p ,  4)  , s'expriment par l a  fonction ru, 

qui ne dépend que de  la seule quantité a. Celle-ci est une fonction continue de a ,  

représentée par I'intégraie Jdz  (1 Ay-', prise entre les limites s = O, r = 1 : 
x 

elle suppose a positif. 
L'équation r (1 +a) -ara sert à passer d'une période à la suivante. C'est la 

première propriété générale des fonctions r. 
L'équation des compléniens est la seconde propriété ; il y en a une dans chaque 

période, 9 
Troisième propriété des fonctions r , i 3 
Application de ces propriétés à la  réduction des intégrales (p, q ) ,  dans l'hypo- 

thèse où p et q sont des fractions rationnelles, 15 

$j I I .  Recherches ultérieures sur les propriétés des fonctions I' , I 6 
La série harmonique dont les termes sont élevés à une même puissance, peut être 

sommée par les coefficiens différentiels de la fonction log r ( 1  +cc), 
.' 

l7 
Quatrième et cinquième propriétés générales des fonctions r, a L 

Propriété générale qui renferme toutes les précédentes, à compter de la troi- 
sième, 23 

Tableau gé.néral de toutes les propriétés, 25 

§ I I I .  Réduction génémle des fonctions ï, 26 
On prouve que la fonction rx sera déterminée par toute valeur de x, si elle est 

connue dans une seule période, ou seulement dans une partie déterminée de cette 
période : par exemple, depuis x = O jusqu'à x = 2. 
§ IV. Formules pour réduire au moindre nombre possible les trans- 

1 a n - i  cendantes contenues dans la suite --, l? ;. . . . -- , n étant un 
n 

nombre entier donné> 3 3 

On fait yoir que le nombre des transcendantes nécessaires pour déterminer toutes 
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viij TABLE DES RIATI~RES. 
les autres, est en général celiii qui exprime combien il y a de nombres premiers à 11, 

et moindres que f n. 

V. Propriétés générales des coe#ciens dzférentiels de la fonc- 
tion log T a ,  pag. 44 

L e  premier coelficient diff6rentiel peut toujours s'exprimer par une constante 
connue, jointe à une intégrale definie qui ne dépend que des logarithnies et des 
arcs de cercle. 

$ VI. Divers exemples d'interpolation, 56 
Reniarque générale sur l'indétermination du problème de l'interpolation. 

§ VII. Des valeurs p e p r e n d  la fonction Ta,  lorsguea est négntf ,  60 
En considérant re cenime l'ordonnée d'une courbe dont a est l'abscisse, l'équa- 

tion r (1 + a)  =ara sert a construire la  courbe dans le sens des abscisses néga- 
tives. On obtient ainti, par induction, l'expression générale de  r (- k - x )  , k 
Etant un entier, et x une fraction plus petite que l'unité. 

§ VIII. Fornzulespour calculer par approximation les fonctions I', 63 
Au moyen de deux tables auxiliaires, on simplifie , autant qu'il est possible, 

l'usage des forniules déjà données dans la ae partie. 
Calcul du  minimum de la fonction m. 

5 I X .  Construction et usage de la Table des Logarithmes des fonc- 
fions r, 7 a 

Pour construire la table depuis n = I . ooo jusqu'à a = a.  ooo , on fait voir qu'il 
suffit de calculer directement les ternies depuis a = 1 .  ooo , jusqu'à a = i .250. 

Interpolation de la fonction Lra et de ses coefliciens différentiels. 
Table des logarithmes de la fonction ru, 85  

SECTION II. 

Q 1. De rint~~rnZe[= et autres semldables, prises depuis z = o 
9 - 

jus7ua z = W ,  97 

Forniules pour sommer les deux suites 

1 1 
cos B - - GOS 29 + - COS 38 - etc. 

alk Pk 
1 1 

sin ô - S, sin 28 -b sin 38 -etc., 304 

6xen1ple d'une difïérence finie et assigiiable entre deux intégrales infinies, 107 
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TABLE DES MATI~RES. ix 
1 -x6-1 ) (1 -xm) JX 5 II. De Z'întégmle Z = f L- . -- , prise depuis 

1 - x  I 5 

xp-'d ~1 § III. De Pintégrale Z = --- Sc1 -.y (1+a.)n' 
prise depuis x x: 0 

- * 

- .  
zdz sin gaz § IV. De Pink&ule Z = fF+- . ---- et autres sent- 

z2 1 - 2l.COS 2az + P 
blables, prises depuis z = O jusqu'à z = CO, 125 

§ Y. Fornzules propres à rendre plus étendue la théorie des inté- 
grales définies, I a 6  
Une même formule peut en fournir une infinité d'autres, soit en partageant l'in- 

tégrale en deux ou plusieurs parties, soit en employant les transformations néces- . . 
saires pour substituer aux limites x = O, x = 1 , les 11mites z = O ,  z =a, , ou 
réciproquement, 126-130 

§ VI. Formules pour trouver par approxinzation les d@ërencesJrzies 
Jns6-, $us-a, lorsque n est un grand nombre, I 31 

Les différens cas de ce problème se résolvent avec tel degré d'approximation 
qu'on voudra, par les quadratures, excepté celui où l'on a n< a+ 1, et qui dr- 
mande de nouvelles recherches, i 36 

§ VII. De quelques suites dont la somme peut être exprimée par les 
puissances du nombre v ,  37 

On présente, sous un même point de vue, un grand nombre de forniules ré- 
pandues dans les ouvrages d'Euler. 

Théorème particulier sur l a  suite qui rePréiente/lo- cos m ' 144 

.j VIII. Forntule pour1 la so?nnzation des suites dont le tenne général 
est donné, 145 

L a  formule ginérale est susceptible de diverses formes, lesquelles ne sont cepen- 
dant pas convergentes dans toute leur étendue. 

Elle peut se réduire à une intégrale ordinaire, soumise à certaines coriditions, 151 

CINQUIEME PARTIE. 
d log ru § 1. Usage de la fonction Z'a ou -da- pour trouver 2'intégra le 

~ a - l d x  

lx+-2 et autres se~nZZubbs, prises d e p i s  x = O jusqzla x= I ,  r 54 
b 
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xm-'dx 
Valeur de l'intégrale p ~ g .  161 

x 
xadx 

Valeur de l'intégrale - lorsque l'angle 8 est conimensurable 
~ i + n r c o s b + z ~ >  

avec l'angle droit, i 63 
sin ax cos ux t; 11. Du développement des fonctions =--, m--, etc., i 66 

Les formules très-reniarquables qui naissent de  ces d é d ~ p ~ e n i e n s  sont diffé- 
rentes selon que a est < b ou > 6 : dans le second cas, elles contiennent une 
partie entière dont il faut tenir compte, 

sin ax dx $$ I I I .  De l'intégrale - -- S s inbx  O i + xx 
et autres senzl?labbs, prises Je- 

puis x E O jusquJi x = CQ > = 7 4  
Rbultats  lorsque a est < b, 175 
Résultats lorsque a est > b, 181 

II y a exception dans quelques cas où a est un multiple de &. 

e +e-"" 
$j IV. De PintLgrale Z =IF- TT -r-z dx sin rx , et autres sent- - e 

blables, prises depuis x = O jusqu'i x = 3 185 

V .  De  l'intégrale S zmdx sin x 
cosx+  a ' 

On fait voir quelles sont les transcendantes les plus siniples dont cette intégrale 
dépend, suivant les différentes valeurs de a ,  et suivant le3 différentes linlites de  
l'intégration ; ce qui donne lien de considérer un grand nombre de formules dont 
quelques-unes rentrent dans les formules dCjà connues. 

Explication d'un paradoxe analytique, 213 

§ VI. De quelques transcendantes exprintées en fractions conti- 
nues, 2 1  9 

Explication de l'erreur remarquée pag. 367, Ir' partie, 220 

Exemple d'une autre erreur qu'on pourrait coinmettre dans l'emploi d'une frac- 
tion continue, 222 

$j VII. De quelques formules relatives au &eloppenzent des fonc- 
tions et au relour des suites, 224 

On démontre la  loi de la série donnée par Lagrange, et celle de plusieurs au t rw  
semblables. 

Formules de Burniann, 
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§ VIII. Fornzules pour sommer un nombre donné de termes consé- 

cutlfs dans le développement de (1 + a)", - pag. 235 

§ IX. Métlzodes pour développer en séries convergentes l'arc dont 
la tangente est donnée pur une fonction rationnelle des sinus et 
cosinus d'un autre arc indgni ,  a38 

On fait voir que ce développement peut toujours s'effectuer par un nombre déter- 
miné de suites régulières et toujours convergentes. 

Intégrales définies qu'on peut tirer de ces développemens, 946 

§ X .  Tliéorèrnes sz~r une espèce particulière de fonctions algz'briques 
1 

nées dzd dt!veloppernent de ( I - 2x2 + rs )- ', 247. 
§ XI. D'une autre espèce de fonctions plus générales et tirées de la 

même source, 263 

Ces fonctions, ainsi que les précédentes, sont celles dont on fait iIsage dans la  
th4orie de l'attraction; e l l s  présentent un grand nombre de belles propriétér , 
relatives principalement à la théorie des intégrales définies. 

XII .  Du Développement de la puissance ( I + a" - 2a cos q)- ", 
n étant un nombre fractionnaire, 274 
Le développement, pour chaque valeur déterminée de n ,  dépend de deux seules 

transcendantes, de sorte qu'avec deux coeficiens de la  suite cherchée , on peut 
former tous les autres. 

Formule pour trouver immédiatement l a  valeup approchée d'un terme kloigné 
pelconque , 278 

Méthode pour calculer d'une nianiére sûre la série des coeficiens, sans craindre, 
dans aucun cas, la multiplication des erreurs, 28 L 

Formules pour dEduire le développement de D-n du développement de D-n-!, 
et réciproquement, 282-285 

Dans le cas de n = $, les coeficieiis se déterminent par les fonctions ellip- 
tiques, 989 

Exemples pour les cas de a = A, a = $ , a = o. 723323, 289-293 
Transformations pour rendre plus convergente l a  série qui donne le développement 

1 

de  la  fonction D-", 295-297 
Formules pour calculer les coeficiens diffsrentiels de la  fonction P(A), 299-308 

Récapitulation des propriétés générales de  la fonction P ( A ,  12) , qui représente 
un coefficient quelconque du développement de D-", 308-312 
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SIXIÈME PARTIE. 

SECTION 1. Bu mouvement de rotation d'zm corps solide autour d'un 
point j î x e  , pag, 315 
On donne les équations générales du mouvement, siinplifiées par la considkration 

des axes principaux. 
Application de cesformu2es nu cas où les forces accélératrices sont nulles, 319 
D'après l'état initial du nlouvement, on détermine la position de la  directrice, 

telle que les deux constantes A' et B' soient nulles, ce qui permet de ramener tout 
d'un coup au premier ordre les équations différentielles du niouvement, 

Equation des forces vives, 52.3 

Solution du cas particulier où l'on a B = C , ibid. 
Béveloppenaent des f o m u l e s  générales, 324 

L a  solution sera différente selon que l'axe principal AL, dont on considère le 
mouvement, est l'axe moyen, ou l'un des axes extrêmes. 

Première solution, AL étant Paxe moyen, 326 
L e  corps fait autour de son axe moyen des oscillations dont l'éteidue est moindre 

que 180°, tandis que cet axe a un mouvement de nutation par lequel il s'approche 
e t  s'éloigne alternativement des deux pôles de la  directrice. Chaque oscillation se 
fait dans le même temps qu'une nutation, et l'état du système par rapport à la 
directrice, se retrouve le même après un intervalle de deux oscillations ou de deux 
nutations. 

Si  l'on a cos 2r - m = O, l'axe moyen s'approchera continuellement de la  di- 
rectrice ; et après la réunion de ces deux axes, qui a lieu sensiblement au  bout d'un 
temps assez court, le corps n'aura plus qu'un mouvement de  rotation unifornie an- 
tour de l a  directrice, 332 

Le temps d'une oscillation, et en général la position du corps par rapport à la 
directrice, se détermine par les fonctions elliptiques de la première espèce. 

Quant à l a  position absolue du corps dans l'espace, elle est donnée par l'angle q ,  
qui mesure l a  longitude du idridien où se trouve à chaque instant l'axe principal 
AL. Cet angle q~ dépend en gknéral des fonctions elliptiques de la  troisième espèce; 
niais, pour tout intervalle de temps qui comprend un nombre exact d'oscillations 
ou de nutations, il s'exprime par des fonctions de la  première et de la seconde 
espèce, 336 
Développement du cas particulier où Pon a nz = - r , 337 

On fait voir que les intégrales exactes qu'on obtient dans ce cas,  donnent la 
même solution qu'on a déjà obtenue pour le cas où deux des trois axes principaux 
out des momens d'inertie égaux. 
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TABLE DES RIATIERES. xiij 
Application des formules au second cas du problème; Pa% 339 

Ce cas, considérÉ analytiquement, ne diffère pas du premier, et conduit aux 
niênies résultats. 

Formzrles particuliéres pour le cas où Paxe de rotation prinzitzf est 
très-près de t a x e  du plus grand ntonzent AM, 341 

Cas où le mouvement est le plus conzpliqué, 343 
Seconde solution, AL étant t a x e  du plus grand moment, 344 

I l  y a deux cas : dans l'un, le corps ne peut faire que des oscillations d'une éten- 
due moindre que i 80° autour de son axe principal AL ; dans l'autre, il tourne sans 
cesse dans le même sens autour de cet axe. Dans le premier cas, la  nutation de  
l'axe est telle, que la  distance DL varie depuis go0 - g jusqu'à go0 + C. Dans le 
second, la nutation est telle, que l a  distance DL est toujours moindre que go0. 

Dans les deux cas, la  position du corps par rapport à la directrice fixe se déter- 
mine par les seules fonctions elliptiques de la  première espèce. Quant à la  position 
absolue dans l'espace, elle dépend toujours des fonctions elliptiques de la troisième 
espèce. 

En général on peut, au  hout d'un temps donné quelconque, déterminer avec tel 
degré d'exactitude qu'on voudra, l a  positiou absolue de l'axe AL dans l'espace, 
e t  celle du corps par rapport à cet axe. 

Bu cas où Paxe de rotation initial est très-près de Paxe du plus grand 
moment A L ,  351 

Recherche de I'axe de rotation et de llz vîtesse angulaire à c h q u e  
instant, 555 

On observe que la vîtesse angulaire est toujonrs réciproquement proportionnelle 
au cosinus de la dijtance de l'axe de rotation à la directrice : d'où il suit que l'axe 
de rotation ne peut jamais s'éloigner jusqu'à go0 de  l a  directrice. 

On prouve que dans tom les cas, I'axe de rotation, considhré relativement au 
méridien mobile où se trouve l'axe principal AL, décrit une sorte d'ellipse, par un 
mouvement coordonné avec ceux d'oscillation et de nutation, de manière qu'après 
une p6riode de deux oacillatious ou de deux nutations, le système est rétabli dans le 
même état par rapport à la directrice. 

Remarque sur le mouvement de l'axe de la Terre,  363 

SECTION I I .  DU mouvement d'un corps attiré vers deux cel~tres 

f ;xes ,  5G6 
Analyse du problème , en supposant que la courbe décrite est située toute entiire 

dans un même plan. 
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Connaissant la  vitesse initiale et la position du point pris pour origine du mouve- 

nient relativement aux centres des forces, on peut décider inmédiatement si l'or- 
bite s'étend ou ne s'étend pas à l'infini. 

On  ne considère, dans cet ouvrage, que les seuls cas où l'orbite est renferniée dans 
un espace fixe, Pa!+ 372 

Les différens cas du problénie se rapportent à deux systèmes : dans le premier, 
la  valeur de p% est toujours coniprise entre les deux limites m et nr' ; dans le second, 
p" varie depuis m jusqu'à zéro. 

Remarque szw I'e~nploi des variables p et 7, 374 
Par le  moyen de ces variables, on détermine facilement les différens points d'ic- 

tersection de la  courbe avec l'axe, lesquels servent à compter les rCvolutions et 
demi-révolutions du corps dans son orbite. 

Ces variables cessent d'être réelles, lorsque la courbe passe par l'un des cen- 
tres F et G ;  ce qui donne lieu à exception dans les formules du niouvenient. 

Du cas particulier où rune /tes forces est nz~lle,  5 79 
Alors la courbe décrite est une section conique. 
On determine le tenips du niouvenient dans l'ellipse. 

Bu cas particulier où I'on a nz = m' dans le premier système, 382 
Alors la  courbe décrite par le concours de deux forces attractives est encore 

une ellipse. 
On  détermine le temps de la révolution, et on compare ce temps à celui q u i  

aurait lieu dans l'hypothèse des deux forces réunies dans le même foyer. 

Solulion Bune d f i cu l t é  analytique, 385 

Du cas particulier où B = - A ,  388 
L'ellipse peut encore être decrite, en donnant une valeur convenable à la vîtesse 

initiale ; niais alors le mouvenient du corps est un mouvenient d'oscillation dans 
la  demi-ellipse terniinée aux extréniités du petit axe. On détermine le tenips de 
cette oscillation. 

Du cas particulier où l'on a C + C' = O, 389 
Il y a une infinité de courbes algébriques coniprijes dans ce cas particulier. Ce 

sont toutes celles qu'Euler a indiquées dans les Méni. de Berlin, année 1760. 

Rccherdhe des cas prirlclpaux conlenus dans le premier système, 391 
Ces cas sont au nombre de deus; l'équation de la courbe est toujours de la forme 

XF (c,  S.) - IrF ( c ,  t )  = F ( n ,  <) ; elle pourrait se rkduire à deux termes , savoir, 
k F  ( c ,  f )  = F (r, 4 )  ; d'ailleurs le coefticient Ir est toujourii donné par les deux 
iiiodules c et x .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



TABLE DES MATI~~RES. t-$ 
Recherche des cas principaux contenus dans le second système, p. 398 

Ces cas principaux se réduisent à quatre, dans lesquels l'équation de la  courbe 
décrite est toujours de la forme kF (cl +) = F ( x ,  5) - F ( x  , r ) , k étant donné en 
fonction des niodules c et x .  

Tableau général des cas principaux du pro blime, 409 
Déueloppenzent du cas 1, 412 

On détermine les intersections successives de l a  courbe avec l'axe, par lesquelles 
sont terminées toutes les demi-révolutions. 

On prouve que, quand le corps passe deux fois par un même point, la tangente 
de l'orbite, si elle n'est pas la même dans les deux cas, doit être également inclinée 
sur la droite qui divise en deux parties égales l'angle des deux rayons vecteurs, 4 1 5  

kF'r 
Si l a  - est rationnelle, l'orbite rentrera sur elle-même après ua 

F 'n 
certain nombre de révolutions, et cette période de mouvement se renouvellera à; 

l'infini. C'est ce qui aura toujours lieu si l'orbite est une courbe algébrique. 
liF1c 

Air contraire, si la quantité - est irrationnelle, l'orbite sera composée d'une 
F'x 

infinité de révolutions, toutes diffkrentes les unes des autres. 
Détern~ination des apsides supérieures et infbrieures , c'est-à-dire des points 

dans lesquels l'orbite touche les ellipses terminatrices p' = n~ , p' = m', 4 8  
Formules pour trouver Ie temps qae le corps met a parvenir à irn point dktcr- 

miné de son orbite, après tant de révolutions qu'on voudra. Ce temps dépend en 
général des fonctions elliptiques de la froisième espèce, 42 i 

Réciproquen~ent, on détermine la position du corps après un temps quelconque 
aussi grand qu'on voudra, 425 

Des courbes algéhiques gui satisfont a u x  fo~nzules du cas 1, 426 
En supposant x = c ,  et k égal à une quantité rationnelle ) 2 ,  on trouve une 

infinité de cas dans lesquels l'orbite est une courbe algébrique. 
Les suppositions n = cO,  a=coO, etc., font connaître pareillement tant d'autres 

séries qu'on voudra de courbes algtbriques. 

Du cas pn~.ticulier où L'on a ni = O, 434 
Alors la courbe décrite est du genre des spirales; elle fait une infinité de révolu- 

tions autour de la droite FG, considérée comme une ellipse infinimentpetite. 

Développement du cas I I ,  435 
On détermine, comme dans le cas 1, les intersections de la courbe avec l'axe e t  

ses apsides, tant supérieures qu'inférieures. 
Formules pour calculer le temps, 
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Des courbesalgébriques quisalisfont uux formulesdu cas II, pag. 440 

Si l'on fait r= CO, e t  k ( 5 F )  = à une fraction rationnelle plus grande que 

+, on aura une série infinie de  courbes algébriques qiii satisferont au problème. 
Les suppositions r = coO, u = cooo, etc., fourniront chacune une semblahle série. 
L'échelle des modules étant prolongée dans un  sens inverae, on p o u r t a  faire 

sen~blablement x =cr, z= c", etc., ce qui donnera de nouvelles séries; mais il fau t  
observer que celles-ci supposent les deux forces A et B d e  signes contraires, c'est- 
à-dire l'une attractive e t  l'autre r6pulsive. 

Du cas particulier où I'on u u = a', 446 
Développement du cas III, 447 

L a  courbe décrite est toujours circonscrite par l'ellipse p9= m qu'elle touche 
dans toutes ses apsides supérieures. 

Les apsides inférieures soct en mênie temps des intersections de  l a  courbe avec 
l'axe, savoir, celles qu i  ont lieu entre les deux centres des forces. 

kF1c 
L a  courbe rentrera sur elle-inême, s i  la quantité -- est rationnelle : dans le 

F'n  

cas contraire, elle fera une infinité de  révolutions toutes inégales entre elles, e t  
renferniées dans l'ellipse terniinatrice p" = m. 

Formules pour déterminer l e  tenips du niouvenient, 452 

Bu cas particulier où l'on a na' = m, 453  
Il y a ,  dans ce cas ,  une infinité d e  courbes algébriques qui satisfont a u  pro- 

blème ; elles sont d'ailleurs cornpises dans l'hypothèse du no ioa. 
Du cas où lu courbe devient algébrique, 456 

Outre les cas déja remarqués, on en obtient une infinité d'autres p a r  les sup- 
positions x = cO, n = CO", etc. 

Développement du cas IV, 457 
Les observations faites sur l e  cas III s'appliquent aux fornides du  cas IV. 
L e  temps se déduit des forniul-s dtjà comues ,  et  on trouve semblablenient les 

courbes algebriques qui satisfont au prob!ènie. 

Du cas particulier où I'oa a E =Amni, 455 
L a  courbe décrite est transcendante ; niais elle est très-remarquable par  sa figure 

coniposee d'une infinité de feuilles qui s'approchent graduelleiiient de  l'un des cen- 
tres d'attraction. 

Développement du cas 7, 461 

Ce cas et  le suivant se distinguent des précédens , e n  ce que la courbe dicrite 
n'einlrasse 
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n'enibrasse que l'un des centres dans ses diveraas révolutions. D'ailleurs cette 

kF1c 
courbe rentre sur elle-même, si l a  quantité -! est rationnelle; et dans le cas 

F n 
contraire, elle est con~posée d-'une infinité de révolutions toutes inégales entre elles. 

On dktermine dans quels cas la  courbe peut passer par le centre qui est com- 
pris dans ses révolutions. Ces cas donnent lieu à exception dans les forniules gé- 
nérales. Cependant on peut avoir une idée d e  l a  continuation du nlouvement, en 
altérant infininient peu les données nécessaires pour que l'orbite passe par le centre. 

Des courbes algébriques qui satisfont au cas 7, pag- 464 
Exemple d'une courbe décrite par un niouvenient d'oscillation, dans lequel la 

vitesse est nulle aux deux apsides supérieures. 
Autre cas très-remarquablel dans lequel l'orbite passe par le centre G ,  468 
On déduit de que le corps doit décrire l'orbite anguleuse terminée au  

centre G ;  mais de manière que, parvenu à ce centre, il revienne sur ses pas en 
suivant la niênie route, ce qui produit encore un mouvenient d'oscillation. 

Ce résultat de l'analyse, qui parait peu adniissible, est cependant justifié par le 
calcul de la courbe dkr i te ,  lorsque la vitesse initiale est supposée très-peu différente 
de celle qui fait passer l'orbite par le centre des forces, 474-479 

Cas particulier où le corps décrit librement un arc d'hyperbole par un mouve- 
ment d'oscillation, 480 

Dé~eloppenzent du cas 71, 481 

Ce cas a beaucoup d'analogie avec le cas V, mais il faut une formule particu- 
lière pour déterminer le  temps. 

D u  cas particulier où l'on a nt'= m, 483 
Les courbes algébriques qui sont conlprises dans ce cas particulier, font partie 

de celles dont on a fait mention dans l'art. 102, et qui satisfont a la condition 
c+cr=0 .  
Des courbes algébriques qui salisfont au cas VI, 486 

On peut en trouver tant de systèn~es qu'on voudra, différens de celui que donne 
le cas de m' =m. 

Solution du problème général, Lorsque ln courbe décrite est A double 
courbure, 488 

On donne l'analyse du problème d'après la méthode d'Euler. Elle conduit à une 
équation différentielle séparée, dont l'intégale est l'équation de la courbe dé- 
crite dans le plan mobile FMG. On obtient ensuite l'expression du temps et celle 
de l'angle décrit par le plan mobile autour de la ligne des centres, lesquelles sont 
composEes chacune de deux intégrales additives, et qui dépendent en générdl des 
fonctions elliptiques du troisième ordre. c 
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On développe cette solution dans l'hypothèse que l'orbite ne s'étend point à l'in- 

h i .  Il en résulte qiie la courbe décrite dans le plan mobile FMG, est circonscrite 
par un trapèze hyperbolico-elliptique, dont elle doit toucher les cotés, ce trapèze 
étant situé tout entier d'un i~iênie côté de l'axe, Page 496 

Les forniules gén4rales offrent neuf cas principaux à considéfer, ce qui donne- 
rait lieu à former un tableau analogue à celui de l'art. 130. On donne les forniules 
qui conviennent à l'un de ces cas, 500 

Cas particulier où la courbe décrite dans le plan mobile FRIG est un arc 
d'ellipse. 

Autre cas où cette courbe est un arc d'hyperbole. 
Troiaiènie cas où elle se rtduit à un point, 50 i 

Du nzouvenzent rectiligne d'un corps attirévers deux centresjîxes , 502 

On considère toujours le seul cas où le corps ne peut s'éloigner à l'infini; alors 
il ne peut faire que des oscillations plus ou nioins étendues. 

En général, ces oscillations sont composées de deux ou trois partie.;, et le tenips 
nécessaire pour les accomplir se détermine dans tous les cas par les fonctions el- 
liptiques de la  première et de la seconde espèces. 

Examen particulier d u  cas où le mobile serait situé entre les centres des forces 
supposées toutes deux répulsives, 509 

SECTION III. 

§ 1. Sur l'attraction des ellipsoïdes homogènes, 512 
On démontre par la méthode d'Yvory, que le cas le plus difficile du problème, 

celui où le point attiré est situé hors de l'ellipsoïde, peut se ramener inmédia- 
tenient an premier cas où le point attiré est situé dans l'intérieur de l'ellipsoïde ou 
6ur sa surface. 

Solution du cas où le point attiré est situé dans l'intérieur de l'ellipsoïde ou sur 
sa surface, 5 i 8 

Solution du cas où le point attiré est situé hors de l'ellipsoïde, 528 
On remarque que les forniules de l'attraction sont exprimées absolunient de la 

même nianière dans ce second cas que dans le premier; la  seule diff6rence e ~ t  dans 
la  valeur de l'amplitude p qui sert à limiter les fonctions. 

5 I I .  Sur la fomzule de la page I 56, pr.enziAre partie, 531 
On dEmontre que cette forniule est con-iprise dans les formules générales de 

l'art. 115. Elle conduit d'ailleurs à un résultat assez remarquable. 

- ka  sin") IlI. De Pintégrale Z1 ~ $ 4  ':( bin , prise depuis 4 = 0 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



TABLE DES M A T I ~ R E S .  ni x 
1 + uxl dx . -- prise depnis S IV. De PiniégraZe Z1 ( a )  

( l  -z+), . > l  x = o p s q u a x =  1 ,  pag. 538 

5 V .  Éclaircissement sur un article du Calcul intégral d'Euler, 540 

§ VI. Démonstration succincte d'une propriété générale de la y- 
cl0 ïdc , 54 1 

FIN DE LA TABLE.  
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Page. 
- 

66 

7 

84 
Ib. 

104 

110 

I 25 

136 

174 
213 

ni 6 
22 1 

222 

240 

263 

970 

"7' 

974 
9.93 
3 I O  
Il?. 

338 

378 

392 

28 

dern. 

a 

4 

8 

'7 
1 O 

2 

i 8 

dern. 
d a n .  
dern. 

3a 

1 4  

1 O 

1 P 

3 

14 

a5 
6 

25 

'9 
18  

d a n .  

Corrections. 

l'article 51 

log ( i  + rt -+ ar cos aaz) 
(- I ) " + l  sin as - 

v ' w  
sin 0 
- 6' x" 

log (z + za + l u )  
1 - 2 c  COB x + 9c3c0s SX 
pag. 88, Ir" partie 

- a  2 blP) 
Q+z,(' 1-- 

pu-' 

- -- 
dpk ' dxk 
+ cos 38 

1-n ~ + i - n  

a + - 1  
a= 3- 

O n  en jugera 
q u i  lui sont 
cnn~plénieiitaireî 
celle 
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EXERCICES 

DE CALCUL INTEGRAL. 

QUATRIÈME PARTIE. 

'CETTE partie est divisée en deux sections. 
Dans la première, notre objet a été de compléter la théorie 

exposée dans la seconde partie de cet ouvrage ; nous nous sommes 
attachés surtout à développer avec toute l'étendue nécessaire , les 
propriétés de la fonction T, qui est le lien mutuel d'une multitude 
de transcendantes, et la source d'où se tirent aisément toutes les 
formules qui concernent la comparaison de ces transcendantes , 
leur réduction et leur évaluation. Nous espérons que cette théorie, 
considérée sous un nouveau point de vue et augmentée d'un grand 
nombre de formules nouvelles, méritera de fixer l'attention des 
Géomètres, et qu'ils y verront une nouvelle branche d'analyse 
amenée à peu près au point de perfection dont elle est susceptible. 

Pour étendre davantage les applications de cette théorie, il était 
utile de calculer de nouveau avec un plus grand nombre de dé- 
cimales, la table qui termine la seconde partie; c'est ce qu'on a 
exécuté avec tout le soin nécessaire : on a porté la précision 
jusqu'à douze décimales ; et on peut assurer que le douzième 
chiffre sera rarement en erreur d'une unite', jamais de plus de 
deux. Ces calculs ont donné lieu de rectifier et de porter à une 

1 
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a EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL. 
étendue à peu près double, la table donnée par Euler, page 4.56 
de son Calcul diff'érentiel , pour les sommes des puissances réci- 
proques des nombres naturels. 

La seconde section contient diverses recherches qui peuvent 
être regardées comme faisant suite à la troisième partie. On y 
trouvera la démonstration d'un assez grand nombre de formules, 
dont quelques-unes sont ou entièrement nouvelles, ou d'une dé- 
couverte récente; de ce dernier nombre sont plusieiirs intégrales 
définies données par M. Bidone , dans les Mémoires de Turin , 
année 1812. Nous avons donné aussi quelques vues nouvelles sur 
la sommation de différentes suites et sur les formules qui servent 
à trouver la somme d'une suite dont le  terme général est donné. 
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Q U A T R ~ ~ M E  PARTIE. SECTION 1. 3 

PREMIERE SECTION. 

$ 1. Propriébés générales des intégrales Eulériennes. 

(1). Eiv désignant par ( $) l'intégrale f XP-~& , prise depuis 
V(l -xn)"-' 

x = O jUsqu9à x = I ,  Euler avait pour but de comparer enir'elles 
les diverses intégrales de cette forme qui répondent à une même 
valeur de n , et il supposait d'ailleurs les nombres p , g , n entiers ; 
mais on peut considérer les choses d'une manière plus générale. 

P-, 
Soit sn = y ,  on aura la transformée A dy ( r -y)" ; n 

mettant dans celle-ci p et p à la place de et , elle deviendra 
i 

fj.p-'dy ( 1 -y)<-., nouvelle intégrale qui devra toujours être rn 

grise entre les limites y = O, y = I .  

De là on voit que l'intégrale fxp-'dx (1-x)q-', prise entre les 
limites x= O ,  x = i , comprend l'intégrale d'Euler, lorsque p 
et q sont supposés rationnels; mais elle pourra en représenter une 
infinité d'autres. 

Nous désignerons cette nouvelle intégrale par le symbole (p, q), 
qui ne laisse rien de sous-entendu; les nombres p et Q seront à 
volonté raiionnels ou irrationnels ; niais ils devront être positifs 
l'un et l'autre, parce que sans cette condition , l'intégrale aurait 
une valeur infinie. Au moyen de ce nouveau symbole, l'intégrale 
Eulérienne s'exprime ainsi, 

(2). Il est essentiel d'observer que l'intégrale désignée par ( p  , 9 )  
peut être regardée comme une fonction continue de p et 4 ,  ou 
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4 EXERCICES DE CALCUL I I ~ T ~ G R A L .  
comme la troisième coordonnée d'une surface courbe dont p et g 
seraient les deux autres coordonnées. En effet, si l'on fait croître 
par degrés insensibles l'une ou l'autre des variables p et q ,  la 
fonction (p , q ) diminuera de ndme progressivement. Si , par 
exemple, on augmente p de la quanlité infiniment petite a, la 

puissance s p - .  deviendra XV-I (1 -a log:), et Pintégrale dont il 

s'agit diminuera de la quantité infiniment peiite.. . . . . . . . . . . . 
a f 2 - l  dz log' ( 1 - x),-l. 

x 

(3). Pour découvrir plus facilement les propriétés de la fonction 
( p ,  q )  , il est utile de considérer en même temps les intégrales 
Eulériennes de la seconde espèce. En donnant à ces intégrales la 

P - I  

formeJdx (1 , Euler supposait que les nombres p et g sont 

entiers , et son objet était de comparer entr'elles les diverses valeurs 
de l'intégrale qui répondent à une même valeur de q ;  mais nous 
avons déjà observé qu'on peut considérer I'intégrale dont il s'agit, 

comme une fonction continue de la variable qu'on snpposera 
4 '  

positive, mais qui peut être un nombre quelconque rationnel on 

irrationnel. Ainsi nous regarderons l'intégrale Jds (I:)'-', prise 

depuis x = O jusqu'à x= I , comme une fonction continue de a ,  
que nous désignerons par Ta, et dans laquelle o pourra avoir toutes 
les valeurs, depuis a=o jusqu'à a - - 00. 

9 Ç  Intégrant de part et d'autre depuis x = O jusqu a x = I , et 
observant que V s'évanouit dans ces deux limites, on aura 

c'est la première et la principaIe propriété des fonctions r. La 
démonstration que nous venons d'en donner suppose a positif, sans 
quoi V ne s'évanouirait. pas lorsque x - - I. 
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On peut distinguer dans les valeurs successives de ru, plusieurs 

périodes ; la première comprise depuis a = O jusqu'à a = I , 1,a 
seconde depuis a=: I jusqu'à a = 2, et ainsi de suite à i'infini. 
Cela posé, il résulte de l'équation précédente que si l'on connaît la 
fonction ï dans toute l'étendue d'une de-ces périodes, on pourra 
déterminer cette fonction dans toute autre période. 

Par exemple, si la seconde période est donnée , on connaîtra r; 
qui appartient à la première période, et ï ( 5 )  qui appartient à 
la quatrième, par les valeurs suivantes, déduites de l'équation (1) , 

(5). La fonction Ta est la plus simple lorsque a = I ; alors on a 
r (a) = fdx = x= I .  Donc lorsque a est un nombre entier, on 
a généralement 

c'est-à-dire que la fonction Ta est égale au produit de tous les 
nombres entiers moindres que a. 

Cette notion, fort claire lorsque a est un entier, ne présente plus 
aucun sens lorsque a est fractionnaire ; mais l'analyse y supplée en 

donnant pour valeur de la fonction , l'intégrale fdx l ;r , ( 'Y-' 
prise depuis x = O jusqu'à x = I ; intégrale qu'il sera toujours pos- 
sible d'évaluer avec tel degré d'approximation qu'on voudra. 

(6). La  fonction Ta est très-remarquable par l'utilité dont elle est 
dans la théorie des intégrales définies. Nous pensons qu'il est 
nécessaire de lui imposer un nom particulier, et nous proposons 
de prendre pour ce nom celui de la lettre grecque T'. Nous appel- 
lerons donc en général ganznza du nombre a ,  le produit de tous les 
nombres inférieurs à a, savoir , I .2.3.  . . . .(a - I ). 

Lorsque a ne sera pas un nonlbre entier, le gamma du nombre a 
sera en général une transcendante. Mais nous verrons que ces 
transcendantes ont beaucoup de propriétés, et qu'elles peuvent 
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être évaluées dans tous les cas avec presqu'autant de facilité que 
les arcs de cercle et les logarithmes. 

Réciproquement le nombre n pourra être regardé comme l'ex- 
posant ou la racine de la fonction Ta , et nous le désignerons de 
cette manière, 

(73. Reveiions maintenant à l'intégrale définief~-'dx (1-2)-', 

que nous avons représentée par (p, q ). Cette intégrale est facile 
A déterminer lorsque l'un des deux nombres p et q est entier. 
Supposons que ce soit q , et faisons U = xp ( r - s ) v c r ,  nous auronq 
par la différentiation , 

Intégrant de part et d'autre depuis x = O jusqu'à x = 1,  et obser- 
vant que  dans ces deux limites U est nul,  puisqu'on suppose à la 
fois p > O et q )  I , on aura 

on aurait de la même manière 

et ainsi successivement, jusqu'h ce qu'on parvienne à l'intégrale 
1 

fxp-'dx qui, dans les limites données, se réduit à - Donc 9 étant 
P' 

un   ombre entier, on a généralement 

Mais dans la même hypothèse on a ,  par l'équation ( I ) ,  

donc la valeur de l'intégrale trouvée pcut se mettre sous celte 
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forme 

On aurait trouvé le même résultat en supposant p entier et q un 
nombre quelconque, ce qui d'ailleurs se voit immédiatement en 
mettant I - x à la place de x. 

(8). L'équation précédente ne contenant plus de facteurs en 
nombre indéfini , ,acquiert une plus grande généralité, et ne sup- 
pose plus que l'un des deux nombres p et q est entier ; car 
d'ailleurs chaque membre doit se réduire à une même fonction de  
p et q , laquelle est 

1 q-1 1 q - 1  q-!% 1 --- -+--.- 4-1.4-2.4-3 1 - 
P 1 ' p - b  i . a  p f z  i.z.3-- 

. prg Ç etc. 

Nous aurons donc , quels que soient p et g , l'équation 

qui sert à exprimer généralement la fonction ( p ,  q)  au moyen 
des fonctions r. 

(9). L'équation (3) simplifie considérablement la théorie des 
fonctions ( p ,  q),, puisqu'elle fait voir que ces fonctions, qui 
dépendent en genéral de deux variables, peuvent se déterminer 
par la fonction r qui n'en contient qu'une. Cette même équation, 
en établissant une relation entre les fonctions ( p ,  q ) et les fonc- 
tions l? , va donner les moyens de découvrir les propriétés des 
unes et des auires. Et d'abord on voit que dans la fonction ( p ,  g), 
les quantités p et /j peuvent être échangées entr'elles, puisqu'il 
en résulte toujours la  meme valeur de ( p ,  q ) .  On a donc la 
forniule 

( P ,  9 )  = (CI> P). ( 4 )  
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On a eiis;ite, d'après I'équation (3), 

et celles-ci élan t mu1 tipliées entr'elles donnent 

Si l'on observe maintenant que dans le second membre de cette 
équation deux des lettres p , q, tg, peuvent ê tre échangées entr'elles 
à volonté, on en conclura cette nouvelle formule 

laquelle contient une propriété fondamentale des fonctions (p, q). 
Ces propriétés, au reste, s'accordent avec celles que nous avons 

démontrées dans la deuxième partie, relativement à la fonction 

désignée par ($) ; mais elles ont dans notre nouvelle notation une 

plus grande généralité, puisqu'elles ne sont pas restreintes à la 
supposition que  p et c~ soient des nombres rationnels. 

(IO).  L'intégrale (p , q) peut être déterminée exactement lorsque 
p + q = r ; en effet, considérons la formule 

(a, I -a)  L j ' ~ ~ - ~ d x ( ~  -x)-o; 

x z 
si l'on fait I-x= - OU x=- 

z' 
l'intégrale aura pour trans- 

1 + z y  
za-'& formée f TTt , laquelle devra être prise entre les limites z=o, 

s 
z=m. Or Euler a prouvé que cette dernière intégrale = --; 

sin as 
aiasi on aura 

(n 

(a, I-a) = - 
sin rra' 

Mais 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



QUATRIÈME PARTIE. SECTION 1. 
Mais par l'équation (3) on a aussi 

Far ( i  - a) ( a ,  1-a) = - - = I'aT(1-a). 
r 1 

Donc entre les fonctions T a ,  r (1 - a ) ,  on a cette équation très- 
renlarquahle 

a Ta T ( I - a )  = -: 
sin ur 

c'est la seconde propriélé générale des fonctions r. 

(1 l). On voit par cette équation que les fonctions T a ,  T(I-a), 
placées symétriquement dans la première période, peuvent se dé- 
duire l'une de l'autre, puisque leur produit est toujours une quan- 
tité connue. Et parce que les racines a  , I - a ,  sont compléniens 
l'une de l'autre, nous regarderons la fonction T(I-a) comme 
étant le conzplénzent de T a ,  et réciproquement. 

On a déjà remarqué que pour déterminer la fonction Ta dans 
toute son étendue, il sufit de connaître cette fonction dans la pre- 
mière période, depuis a = o  jusqu'à a-= 1 ,  ou dans une autre: 
période quelconque, comprise entre deux entiers consécutifs na, 
nt $- I .  En vertu de l'équation (6), il silfira de connaître la fonc- 
tion r a  dans la moitié d'une par exemple depuis a  - o 
jiisqu'à a=$, ou depuis as=+ jusqu'à a= 1. 

Dans la seconde période, les fonctions T(I +a),  T ( 2  - a )  ; 
également éloignées des extrémités de la période, seront pareil- 
lement regardées conme complémens l'une de l'autre ; et puisque 
d'après l'équation (1) on a T ( I + ~ ) - a r a  et T(2-a) =( I -~ )T( I -a ) ,  
il s'ensuit que les deux fonctions T ( I  +a),  T(z-a) pourront se 
déduire l'une de l'autre par l'équation 

n(l  -a) a 
T(z + a )  T(z -a) = --. sin as 

0 1 1  trouverait de même, dans la troisième période, que les fonc- 
tions r(2+) et r(3 - a) se servent mutuellement de compléinent 
ea s e  déterminent l'une par l'autre. 

a 
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I O EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL.  
(12). Ces formules entre les fonctions complémentaires prendront 

une forme plus élégante en les comptant du milieu de chaque 
période ; alors on aura pour les périodes successives les équations 

Si l'on fait a = o  dans ces diverses équations, on aura les valeurs 
des fonctions qui se rapportent au milieu des périodes, savoir : 

Ces fonctions, et celles où a est un entier, sont les seules qu'on 
puisse déterminer exactement, sans employer de transcendantes plus 
composées que Ics arcs de cercle et les logarithmes. 

3 
( i  3). Sil'on considère les fonctions successives r:, r:, r . . . . . 
n-i r -  
n 

dans lesquelles n est un nombre entier, il suffira de 
n-I connaître les - 

2 
premiers termes de cette suite, si n est im- 

IL pair, et les - I premiers seulement, si n est pair. Les autres 

se détermineront par l'équation (6) ,  à laquelle on joindra, dans 
le second cas, l'équation r i  = r / ~ .  

A l'égard des intégrales (i) qui, dans la notation d'Euler , 
répondent à une même valeur de n, elles s'expriment par les 
foilctions r, de la manière suivante : 

-- (9 ( O )  
p + 4  (:) - (p+q-nlr(T - 1 )  , 
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QUATRIÈXE PARTIE. SECTION 1. 11 

Ia première devant être employée si l'on a p + q  < n ,  et la se- 
conde si l'on a p+q>n. 

Au moyen de ces deux forniules et de l'équation (6) ,  toutes les 

intégrales ($) dans lesquelles les nombres p et p sont pris à vo- 

lonté dans la série I , 2, 3. . . n, pourront s'exprimer par les pre- 
1 2 3 n-L iniers termes de k suite I' ;, T - , T - , etc. , savoir, par -;- 

n n 
n 

termes si n est impair, et par - - i si n est pair. 
2 

(14). Comme on a ($) = (B), on pourra toujours supposer 

que p n'est pas > q ;  alors les intégrales (:) qui répondent à 

une n~ênie valeur de n pourront être disposées dans un ordre trian* 
gulaire, comme il suit : 

n L e  nombre de toutes ces fonctions est donc ; ( I  + n). 11 faut 

déduire de ce nombre, I O .  les n fonctions de la forme (e), dont 
n 

1 
la valeur exacte est - 20. les fonctions de la forme (%), 

P '  71 - 
li n-i n-2 dont la valeur est - le nombre de celles-ci est 3 u  7, 

Pm ' n sin- 
n 

selon que n est impair ou pair. Il restera donc dans la série des 

intégrales ($) , nn nombre de transcendantes égales à f (n- 1); 

n si R est impair, et à --(non) si n est pair. 
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19 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL . 
Dans le premier cas, un nombre f (n- 1)' de iranscendantes 

n-  I (:) peuvent s'exprimer par les - premiers termes de la suite 
2 

3 , , - etc.; dans le second, un nornhre 2 (a- 2) de trans- 
n n 2  2 

n andantes (:) peuvent s'exprimer par les - - i premiers ternies 
a 

de la même suite. 
De là on voit qu'il peut être établi un grand nombre de co111- 

paraisons entre Ies transcendantes (F) qu i  répondent à une même 

valeur de n, et qu'elles peuvent toutes être exprimées par un petit 
n-1 n 

nombre d'entr'elles ; nombre qui  sera 7 OU - - 1, selon que a 

n est impair ou pair. Mais ce nombre, dans le cas où n n'est 
pas premier, pourra être réduit ultérieurement par les autres pro- 
priétés de la fonction I', que nous démontrerons ci-après. 

(15). Considérons maintenant le cas où les deux nombres p e t  
g sont égaux dans la fonction (p,  y) ;  alors on aura 

( a ,  a) lxa-'~1.x ( I - x)~-'.. 

Soit x = (1 +y), la transformée sera a'-"f@,(~ -y"'-' ; et 
comme cette nouvelle intégrale doit être prise depuis y= - r 
jusqu'à y = + I , il revient au même de la prendre depuis y= o 
jusqu'à y = 1, et de doubler le résultat. On aura ainsi 

( a ,  a)  = 2"aaSdy (1 -ya)"-'. 

Metlant x à la place de y", ce qui ne change pas les limites, il 

viendra ( a ,  a) = al-aa/jc'dx(i-x)a-', ou 

(a ,  a) = a), 

farmuIe/quj_t s'accoïcle avec l'équation (1.) de la page 232. 
Elais d'après l'équation (3) ci-dessus, on a 

Fa ra r ' ra 
(a, a) 5= - p, a> - -- r (za) ' r ( i t 4  ' 
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QUATRI~ME PARTIE. SECTION 1, I 3 
donc en substituant ces valeurs, l'équation précédente donne 

1 

rd'(+ + a) E= 21-aar i I '(zn) = 2'-sa7ry. T(za)  : (9) 

c'est la troisième propriété générale des fonctions r. 

(16). Il ne sera pas inutile de faire voir comment on peut par- 
venir à ce résultat par une autre voie. 

Considérons pour cet effet la fonction +(n), dont la valeur est 

si l'on met n+ I à la place de n, on aura 

de là résulte 

Donc en général 4 (n) = A . 4 ,  A étant une constante qu'il faut 
déterminer dans un cas particulier. Or en faisant n = r , on a 

+(n) = 4 ;  donc A =  I j donc n étant un nombre entier quel- 
conque, on aura 

Mais en vertu de l'équation ( I ) ,  on a 

Faisant successivement m = n et rn =- - a ' 7 cette formule donne 
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14 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL. 
Divisant la première équation par la seconde, il vient 

Lorsque n est un nombre entier, le premier membre se réduit 
à aan ; ainsi dans ce même cas on aura 

Cette équation ayant lieu lorsque n est un nombre entier à volonté, 
elle aura également lieu pour toute valeur de n, puisque Ta est 
une fonction continue de n. Si l'on fait ensuite n s a  - +, on re- 
tombera exactement sur l'équation (9). 

(17). Si l'on combine l'équation (9) avec la première des équa- 
tions de l'art. 1 2 ,  on aura l'équation (Y) de l'art. 61 , dont nous 
avons montré l'usage pour déterminer la fonction Ta dans toute 
l'étendue de la racine a, pourvu qu'on connaisse la valeur de cette 
fonction depuis a = $ jusqu'à a = I.  On pourrait prendre égale- 
ment pour intervalle connu celui de a = o à a= :, ou celui de 
a = I à a=:, comme on le verra ci-après. 

(18). Pour revenir maintenant aux réductions dont nous avons 
parlé dans l'article 14, il faut voir quel usage nous pourrons faire 
de l'équation (9). 

Si n est impair, il n'y a pas lieu de faire usage de cette équation, 
parce qu'il en naîtrait de nouvelles transcendantes dans lesquelles 
les quantités a auraient des valeurs fractionnaires dont le dénominc- 
teur serait zn ,  et qui ne seraient plus conlprises dam la suite des 

1 2 3 
transcendantes n ,  i' ;, T n  , etc. 

Mais si n est pair, l'appikation de l'équation (9) aux valeurs 
1 2 successives a = -  a = -  etc. permettra de réduire le nombre 
n ' n ' 

1 a n-2 n des transcendantes r -, T- , etc. à - ou - selon que n sera 
n n 4 4' 

de la  forme 4i+ 2 ou 4;. 
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QUATRI~RIE PARTIE. SECTION 1. r 5 
(19). Toute la théorie des intégrales Eulériennes , tant de l'es- 

pèce ($) que de l'espèce Ta, est comprise dans le petit nombre 

de fornzules que nous venons d'exposer. On en peut déduire, sans 
exception, toutes les formules qu'Euler a données dans ses diffé- 
rens Mémoires sur ces intégrales, et toutes celles que nous leur 
avons ajoutées, d'après l'équation (d'), page 237, qui n'était pas 
connue de cet illustre auteur, non plus que l'équation ( v ) ,  page a84, 
qui en est une conséquence. 

L'application de ces forn~ules au cas de n = I 2 a été donnée 
avec détail dans l'art. 18, page 238. On y a fait voir que, dans 
l a  méthode d'Euler, cinq transcendantes A, A,, A,, A4, Aa sont 

nécessaires pour déterminer toutes les intégrales ; elles suf- (3 
fisent aussi pour déterminer toutes les fonctions i? A, r A..  .rg, 
ainsi qu'il résulte des formules des art. 59 et 60. 

Au moyen de l'équation (d'), ces cinq transcendantes ont été 
réduites à trois seulement, savoir, A, ,A,,  AJ ce qui s'accorde avec 

le  résultat général de l'art. précédent, qui donne pour le nombre 
4 

de transcendantes nécessaires lorsque n est un multiple de 4. 
Enfin, au moyen de diverses intégrations dont le résultat a été 

donné no 15.5 de la première partie, on est parvenu, dans l'art. 19 , 
à déterminer exactement le rapport de A,  à A,, ce qui réduit les 
trois transcendantes aux deux seules A,, A,. On peut donc réduire 
à deux seulement les fonctions I'&, T A  . . . . 2, de manière 
que ces deux fonctions étant connues, toutes les autres peuvent 
en ktre déduites. 

Cette dernière réduction, qu'on n'avait obtenue que par des 
intégrations très-compliquées , méritait une attention particulière; 
elle donnait lieu de croire que la théorie des fonctions r devait 
contenir d'autres fornlules propres à opérer leur réduction. Ces 
formules ont en eff'et été découvertes par des recherches ultérieures, 
dont nous allons donner le résultat. 
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I 6 EXERCICES DE CALCUL INT~~GRAL, 

5 I I .  Recherches ulkb-eures sur les propric:lrS des 
fonctions r. 

(20). Considérons la fonction Q ( x )  exprin~ée par la suite infirie 

dans laquelle nous supposerons x < 1. Si l'on développe cette 
quantité suivant les puissances de x, et qiion désigne, conme 
ci-dessus, par S, la somme des puissances réciproques, de degré n, 
des nombres naturels, on aura \ 

q (x) = S,x - S,x" + S,x3 - S5x4 + etc. 

Mais par l'équation (o) du ne 77, deuxième partie, on a 

log r (1  + x) =: - C x  + Saxs - $ S3x3 + t S4x4 - etc. 

Différenciant celle-ci et comparant le résultat à la valeur de q ( x ) ,  
on en tire 

d'où i'on voit que la suite désignée par p (x) peut être sommée 
inimédiatement, au moyen du coefficient différentiel de la fonc- 
tion logr  ( I  -+ x) , puisque d'ailleurs C est une constante dont la 
valeur a été donnée no 73. 

Observons que la fouction g ( x )  peut etre mise sous Ici forme 

alors on voit qu'elle est la différence de deux suites qui ont l'une 
et l'autre une somme infinie, niais qui étant aitisi retranchées 
terme à terme, se réduisent à une quantité finie. Cette quan- 
tité est d'ciilleiirs la même qui a été désignée par Cr-N dans 
l'art. 75, et elle représente par conséquent aussi la somme de la 

suite 
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QUATRX~ME PARTIE. SECTION 1. 17 

cuite harmonique 

(21). Puisqu'on a généralement 

on trouvera, par des différentiations successives, les sommes de 
différentes séries, savoir : 

etc. 

1 1 1 (m d- O. * (3+~y  + (* + etc. ; 

on  aura 

de sorte que les sommes de toutes ces suites se déterminent par 
les coefficiens différentiels successifs de la fonction Z ~ ( I + X ) ;  il 
faut seulement excepter le premier terme +,(I +x), d'où l'on a 

d l r ( i + ~ )  
déduit tous les autres, et qui ne se détermine par - - dx ' 
qu'en ajoutant la constante infinie I + 3. $ 3- $- etc. 

(22). Dans l'art. 4 1 ,  deuxième partie, nous avons représenté 
3' 
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i 8 EXERCICES DE CALCUL INTCGRAL. 
par (a, n)* la somme de la suite infinie 

Si l'on fait a = nx,  cette suite devient 

1 1  1 1 

~ ( ~ + ( l + ~ ~ l n +  ( 2 + ~ y  + etc.). 

a Ainsi en faisant x = - l'expression générale de la transcendante 
n' 

(a, n)* sera 

On peut encore remarquer qu'en faisant 

on aura en général q,(x) + 4,(1 +x) = const. = Sn; donc 

C'est simplifier la théorie de ces diverses transcendantes, que de 
faire voir qu'elles dépendent d'une même fonction II '  ( I  +- x) et 
de ses coeficiens différentiels successifs. 

( a3 ). Considérans maintenant d'une manière particulière 
l'équation 

ddZr(r+x) -- I 1 1 
&- == - (1+5) ' * (<d7~)1~-  + etc. , 

que nous, mettrons sous la fornie 

Cette formule est le principe d'où nous allons déduire de nou- 
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Q U A T R ~ ~ M E  PARTIE. SISCTfON 1. L 9 
veaux théorèmes, qui serviront à perfectionnet et Irniéme B corn- 
pléier entièrement la théorie des fonctions î'. 

soit, pour abréger, f ( x) la fonction qui forme le ~ a c o n d  
membre de l'équation ( 12 ) ; si l'on met 2x à la place de x , on 
aura 

dans la suite renfermée en parenthèses, les termes de rang impair 
ont pour somme f (x) , et les termes de rang pair ont pour somme 
f (i + x 1. Ainsi on a 

f (2x1 = $f (4 +- if ( f  -l- X) : 
dd 1 r x  &Zr ( ; + x )  

or l'équation ( I  z) donne f (x) = - dic2 ,f (14-2) = - dx' I 

dd Zr (ax] f ( 2 ~ )  = -- ; substituant ces saleurs, il +ietit 
4dx 

&Zr (ax) - ddlrx  d d l r  (: + 3 1  
dxa 

c- 
dxz -b d .  9 

multipliant par dx et intégrant, on a 

Multipliant encore par dx et intégtant, 41 vient 

QU, en passant des logarithmes aux nombres, 

Il reste à déterminer les deux constantes A ,  a ,  introduites par 
1 l'intégration. Pour cela , soit x infiniment petit, on aura Tx= - 
x 

1 
et I'(2x) = - . donc A s 2T f .  Soit ensuite x = 2 , on aura 

2x ' 
AC;@ =r $, donc sa= a ; donc l'équation générale est 
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2 O EXERCICES DE CALCUL INTÉCRAL. 
Nous retombons ainsi sur l'équation (9) déjà démontrée de deux 
autres manières; mais la même méthode va nous faire découvrir 
de nouvelles propriétés. 

(24). En appelant toujours f ( x )  le second membre de i'équa- 
tion (12)~ si l'on met 3x à la place de x , on aura 

La suite contenue dans le second membre se décompose en trois 
autres, savoir : 

1 1 1 
+ + (;+.zy -/- etc. =  XI; 

1 1 1 

( i + x ~ f  (3+c1'f + etc. = f ( + + x ) ;  

donc on a 

f ( 3 4  = t[fW +f ( t + x )  +- f ( +  t ir ) ] .  

dd l rx  Remettant au lieu de f (x) sa vaIeur - 
'&Ca ' et semblabIemen t 

pour les autres termes , il vient 

Intégrant cette équai io~ deux fois consécutives, on obtient pou3 
résultat 

rxI' ( ;  + x )  r ( ; f  X )  = r(Ss).Ae-.r. 

Pour déterminer les deux constantes A et a, soit, I O .  x infiniment. 
3% pet i tJonauraA=31"+ï :=-=zr f3 ;  s d t ,  a e . z = + ,  

sin T 
1 

on aura Ae-r"= r ; i' f k j A,  et par conséquent $ = 3'. Donc 
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QUATRI&UE PARTIE. SECTION 1. 21 

on a l'équation 

r ~ r  ( + + x ) r ( ; + x )  = ~ . 3 t - ~ ~ r ( 3 4 :  (131 

c'est la quatrième propriéte générale des fonctions T. 

(25). Si l'on considère semblablement la fonction f (5x) ,  et qu'on 
décompose la suite qu'elle représente en cinq autres, provenant 
des termes comptés de cinq en cinq, à commencer par le 1.1, le ae, 
le  3., le 4 e  et le 9, on obtiendra l'équation 

f(5x)=&[fx+f(;+x)+f(f+~)+f(;t~)+f(5+~)]> 

ce qui donne l'équation différentielle 

d d l r  ($+x) d d l r  ($4 X )  .+ 7*- 4- Tx7 Y 

dont l'intégrale est 

Pour déterminer les constantes A et a, on f e ~ a  successivement x 
infiniment petit et x F $, ce qui donnera 

donc e. = 55 : ensuite on a ,  par l'équation (3) ,, 

5# 
ce qui donne A c 

R . 27r - = 47r2d5. Donc enfin Ia fonction r 
sin srn5 

satisfait encore à l'équation 

(26). Il est facile de voir qu'ou peut généraliser ces résultats et 
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2 2 EXERClCES DE CALCUL, INT~GRAL.  
les comprendre dans une même formule. En effet, n étant un entier 
quelconque, la valeur de f (nx) pourra se décomposer ainsi , 

il en résulte 1"quation différentielle 

dont l'intégrale finie est 

Pour déterminer les deux constantes A et CL, faisons successive- 
1 nient x infiniment petit et x = - nous aurons ces deux équations 
n ' 

i a 3  n - i  ~ = n r - r R r  ;.... r - 
n  n '  

la dernière donne immédiatement ea = nn. Pour avoir la valeur de 
A, il faut distinguer deux cas, selon que n est pair ou impair. 

1 a n-2 n - i  Soit, 1". n = zm , les fonctions r ; , r -. . . . . r - 
n n jrn 

auront un terme moyen r = /a, et les termes également éloi- 
gués des extrêmes étant complémens l'un de l'autre, leur produit 
sera donné par l'équation (3) ; et on aura pour le produit tolal de 
ces fonctions, 

= *  a 71 ,m - + * -  T T .  -. -- - 
n' 2% 3 ~ ' " '  -. . m-i n .  2 % .  3% . rn-1 

sin - sin- sin- sin -- s sin - sin - sin -. . . . .siil - s 
n n n  n n IÛ n  n 

filais en faisant z infiniment petit dans la formule qui termine 
l'art. 240, Introd i n  An. i?$ , on trouve 

r-n - a .  9 % .  371. m-I - sin -sm-sin-. . . . .  sin- d =  2 a a n ;  
n n 1) 
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ce qui donne, dans le premier cas, 

n - r  
1 2 3  n - 1 -  -- 2 r - r -  r- . .*. .r-  

n 
(SV) a n ", 

n n n  

et par conséquent 

Soit, 20. la = a m  $- i , il n'y aura point de terme moyen dans 
l a 3  n-I la  suite I' ;, r ;, r ;. . . . r - ; mais les termes également éloi- 

n 

gilés des extrêmes étant toujours compléillens l'un de l'autre, le 
produit de toutes ces fonctions sera 

w ?T % bn - 
4- .,...- = 

Q . 9% mz . % . a %  . m%' 
sin - sin- sin - sin - sin-. . . . .sin - 

n n n n n n 

D'une autre part, la fornlule citée d'Euler donne , lorsque n est 
impair, 

r - n  
W 2% . 3% . ms - L 

sin n sin - sin - . . . . . s in  - = 2 a n'; 
n n n 

donc on a encore dans ce cas, 

et par conséquent 
n - r  

A = (2rr)"n;. 

Donc, quel que soit le nombre entier n, on aura généralement 
la formule 

(27). Cette formule très-remarquable comprend comme cas par- 
ticuliers , les formules (9) , ( I 3 ) e t ( 14) ; elle en donnera tant 
d'autres qu'on voudra, en prenant pour n des valeurs en nombres 
entiers au-dessus de 5. 
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24 EXERCICES DE CALCUL INT~~GRAL. 
Il est bon néanmoins d'observer que les formules qui résultent 

de l'équation (15)~ en prenant pour n un nombre composé, ne 
sont que des conséquences de celles qui ont lieu en ne prenant 
pour n que des nombres premiers, et qu'ainsi il sufi t de considérer 
ces dernières, en donnant à n les valeurs successives 2 ,  3 ,  5 ,  7 ,  
1 I , etc. On obtiendra encore de cette manière une infinité d'équa- 
tions auxquelles les fonctions r doivent satisfaire , et qui donnent 
les moyens de multiplier à l'infini les comparaisons et les réduc- 
tions dont ce genre de transcendantes est susceptible. 

(28). Nous observerons encore que dans les usages de la for- 
mule (15) et de toutes celles qui en dérivent, on peut se borner à 

1 
faire r < ; car si l'on met -+ x à la place de x ,  la formule 

qu i  naît de cette substitution ne diffère pas de la formule (15) ; 
de sorte qu'on n'obtiendra entre les forictions r que les mêmes 

1 
relations qui peuvent être obtenues en supposant x < 2 

(29). Nous pouvons même aller plus loin, et démontrer qu'il 
1 suffira de faire x < - , parce que l'équation qui viendrait en sup- 

an 
1 posant x = - -t. w , ne différera pas essen tiellemeut de celle que 
2n 

i donne la supposition x = an - W. 

En effet, si l'on fait successivement ces deux substitutions dans 
l'équation ( I 5), on aura 

multipliant ces deux équatious entr'elies , et observant que chaque 
fonction r dans une équation, trouve son complémei~t dans l'autre, 
on aura pour le produit to ta1 cette équation , 
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a 
laquelle , en faisant - + w?i= z , peut être mise sous cette furme, 

2n 

. n - i  s i n a z = ~ - ~ s i n s s i o ( ~ + z ) s i n ( ~ + z )  .... m~(~a+z): 
c'est l'équation déjà citée de l'art. 240, lntrod. in An. in$ 

De la on voit que les deux équations obtenues en faisant 
1 x = -+ 1 

W ,  Xr;=-- O ,  
2n 2n 

ne donnent qu'un seul et mihie ré- 

sultat, et qu'ainsi dans l'application de l'équation (15), il suaira 
1 de faire x < -. 

212 

On peut remarquer encore qu'en faisant w = O , on a la forniule 

laquelle se déduisait aisénient de la fosinule générale 

(30). 11 n e  sera pas inutile de rassembler ici sous un m h e  
point de vue, toutes les équations qui  contiepnent les propriétés 
générales des fonctions r. Voici ces formules, accompagnées des 
lettres qui serviront dans la suite à les désigner. 

(A) rx= 1 . 2 . 3  .... (x-~), 

(B) T ( I + x ) = x ~ x ,  
7%- 

(C) rxr(1-x)=- sin r x  ' 

(D) r ~ r  (++XI  = r ( a x ) . ( î v ~ ) ~  2'-", 

(E) r~ 3C (++x) T (; +LE) = r (35) .  (241 5 ' - 3 x ,  
1-52- 

) rxr (;+x)~(;+x) r ( ;+~)r ($+~)=r(5~) . (2~)~5~ , 
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aG EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL.  
Ces équations offrent une infinité de manières de comparer entre 

elles les fonctions T , et d'opérer toutes les réductions que leur 
nature comporte. On peut dthontrer  , par exemple, qu'il sufit de 
connaître la fonction r dans une petite partie de la première p i -  
riode, pour pouvoir déterminer cette fonction dans tout le reste 
de la période. On  peut aussi considérer parmi les fonctions Tx , 
celles qui se rapportent aux diverses valeurs rationnelles de  x qui 
ont un m h e  dénominateur , et se proposer de réduire toutes ces 
transcendantes au moindre nombre possible. De là naissent différens 
problèmes curieux qui  jetteront un nouveau jour sur la nature des 
fonctions T , et sur lesquels nous allons donner quelques recherches. 

$ III. Réduction gérzémle des fonctions r. 

(31). Nous nous proposerons d'abord de faire voir qu'au moyen 
de l'équation (D) , il sufit de connaître la fonction Tx depuis x=o 
jusqu'à x = t , pour pouvoir déterminer cette fonction dans tout le 
reste de la p r e n d r e  période, depuis x = $ jusqu'à x = I. 

Coinine il s'agit ici non d'effectuer la solutiou , mais d'en démon- 
trer la possibilité, nous ferons usage de quelques signes propres à 
abréger les calculs. Pour cet effet, désignons log rx par ( x ) ,  les 
équations (C) et (D) pourront s'écrire ainsi, 

TX (x)+-(1-x) = 2- 
sin sr ' 

( ; + L x ? )  - ( 2 ~ )  = ; l(271) + ( t - 2 ~ )  

Les seconds membres de ces équations étant des quantit& con- 
nues lorsque x est donné, nous les représenterons par la lettre d, 
initiale du mot donnée, qui désignera également toüte quantité 
composée de termes connus: Nos deux équations peuvent donc se 
représenter par la notation siiivante , 
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QUATRIÈME PARTIE. SECTION 1. 27 
Cela posé, si dans l'équation (D) on fait .x = Q + a, on aura 

(:+a) -+ (;-/-a) - ( $ + s a )  =d. 

Mais par l'équation (C) on a ( + a) = - (; - a ) -1- d , et par 
l'équation (D), ( t  + 2a) = (41) - ( S X )  + d; donc 

(;+a)= ($-a) 4- ( 4 4  - ( 2 0  4 - d .  

Tant qu'on aura ct < lr;: , cette équation déterminera la fonction (x) 
ou ( $  + CL) par d'autres fonctions où x est moindre. Ainsi en  
donnant à a toutes l e s  valeurs depuis a = O jusqu'à a = 2, on 
connaîtra la fonction (x) depuis x = jusqu'à x = $. 

(32). Par exemple, soit x = ,7.5 ou a = & , on aura 

ainsi la valeur de (5) est composée de quantités connues. 
Soit encore x = 5 ou a = ;4J , on aura 

Dans le second membre, la fonction (5 )  n'est pas donnée imnlé- 
diatement, puisque 4 est > f ; mais on  aura sa valeur par la 

' 5  meme formule, en faisant ru. = 5 - ; = & , c e  qui donne 

(A) = (a + (6) - (&) 4- 4 
d'où l'on voit que (g) deviendra entièrement connu. 

(33). Lorsqu'on fait x = + ou a = ;i , la formule précédente 
ne détermine pas la fonction (i) ; mais alors les équations (C) et 
(D) donnent in~inédiateiment 

( f ) + ( 5 ) = 4  ( ; ) - t - ( 5 ) - ( a = d ;  

d'où l'on tire la valeur cherchée 
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zs EXERCICES DE CALCUL INTI~GRAL. 
Connaissant la fonction (x) depuis x x:= O jusqu'à 2 = +, il reste 
à la déterminer depuis x = jusqu'h x = :. O r  par la combinai- 
son des équations (C) et (D), on  a la formule 

( f  -a) = (a) -. (aa) + d. 

Si l'on donne à a toutes les valeurs depuis cc= O jusqu'à cc=+, 
le  second membre sera connu ; ainsi on aura la valeur de la fonc- 
tion (x) ou ( - a ) ,  depuis x = 5 jusqu'à x = 3. 

On peut donc déterminer la fonction rx pour toute valeur de 
la racine x , pourvu qu'on connaisse celte fonction depuis x = O 

jilsqu'a x = f . 
Ce problème revient à celui que nous avons résolu dans l'art. 61, 

deuxième partie ; mais la méthode précédente fait voir plus claire- 
ment la possibilité de la solution. 

(34). Il ne serait pas dificile d'aille~irs d'obtenir les soliitions 
effectives, en réalisant les quantités désignées par d ; on trouverait 
alors les trois équations 

(f + a) = (;-a) - (2a) + (4a)+{+ + na) 12+Isin ($-a) z', 

2(+) = ( t )  +$ Zr-: 12-Zsin 5 T, 
(+-.) = (a) - (2.) + i ln. - ( I  -2") Z2- 2 cos UT. 

La première servira à déterminer la fonction (x) depuis x x:= 5 jus- 
qu'à .x = + ; la seconde déterminera la fonction ($)  , et la troisième 
servira à déterminer la fonction (x) depuis x = 5 jusqu'à x = f. 
Enfin, d'après ces données, l'équation (C) servira à déterminer la 
fonction (x) depuis x = jusqu'à x = I. 

(35). Puisque l'emploi des équations (C) et (D) donne les moyens 
de réduire à + la partie de la première période où la fonction Tx 
doit être connue, afin de déterminer cette fonction dans la période 
entière, on peut conjecturer de là que si à ces équations on joint 
l'équation (E) , il sera possible de réduire ultérieurenîent à i(r - 5 )  
ou i, la partie de la période qui sert à déterminer tout le reste. 
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Q U A T R ~ ~ M E  PARTIE. SECTION 1. 89 
C'est ce que nous allons vérifier par une analyse semblable à la 
précédente. 

Supposons que la fonction (x) est connue depuis x = O jusqu'à 
x = 2; d'après l'équation (E) on aura 

Mais l'équati6n ( D )  donne (:+a ) = (2a) - (a) + d, ( ; + 3z ) 
= ( 6 ~ ) -  (3a)+d, et l'équation (C) donne (++cc)= - ($-a) + d ;  
on a donc la formule 

Tant que 6% sera plus petit que 2 + a, ou tant qu'on prendra 
cc < & , cette équation donnera la valeur de (x) ou ( + +- a) par 
des fonctions dont la racine est moindre. Ainsi on connaîtra la 
valeur de la fonction (x) depuis x =i 2 ksqu'à x = j. 

La formule précédente ne détermine pas la valeur de la fonc- 
tion ( $ ) ; mais par une autre formule que nous donnerons ci- 
après (art. 45) , on a 

7s (36). Il reste à déterminer la fonction (2) depuis x = 5 jlisqu a 
r: = 4. Pour cela, soit o = + + z , l'équation précédente de- 
viendra 

Pour faire usage de cette formule, il faut supposer connue la fonc- 
tion (:+ a )  depuis z = o jusqu'à z = w , w étant une quantité 
aussi petite qu'on voudra. Alors donnant à a toutes les valeurs 
depuis z = O jusqu'à z = A, on connaîtra la fonction ( x ) ou 
( $  + 62.) , depuis x = $ jusqu'à x x:= f .  

On peut aussi ne faire usage de la formule précédente que depuis 
z = O jusqu'à a = 5 , ce qui fera connaître la fonction ( x )  depuis 
x = g jusqu'à x = +. On déterminera ensuite cette fonction depuis 
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3 O EXERCICES DE CALCUL INTCGRAL. 
x il= 5 jusqu'à x = + , par la formule 

( $ M X )  = (x) - (2x) -f- CI. 

Cette solution est fort siinplc , puisqu'elle est fondée sur une seule 
formule mise sous deux formes diff'lërentes ; mais elle suppose 
qu'outre la partie de la période connue depuis x = O jusqu'à 
x = , on connaît encore la partie comprise depuis x=$ jusqu'à 
x = 3 + w , u étant une quantité qui,  h la vériié , peut être aussi 
petite qu'on voudra, mais qui qe peut être tout à fait anéantie. 
Voici un autre moyen de résoudre le même problème, en supposant 
connues deux parties de la période non contiguës, mais telles que 
leur somme se réduit précisément à 2. 

(37). Supposons la fonction (x) connue dans deux parties de la 
première période, savoir , depuis x= O jusqu'à x = ;', , et depuis 
x = & jusqu'à x 2:= 5 : ces deux parties réunies font une somme 
égale à i; et pour déterminer la fonction (x) dans tout le reste de 
19 période, il faudra exécuter les opérations suivantes : 

I O .  Par les formules (E) et (C) , on a 

' \ le  second membre est connu depuis cc = O jusqu a a= 6, ainsi 
on connaîtra la fonction (x) depuis x = O jusqu'à x i. 

zO. D'après les équations (C) et (D) , on a 

le second membre est connu depuis = O jusqu'à a = ; donc 
on connaîtra la fonction (s) depuis x  = O jusqu'à X= 6. 

30. Mettant a - I à la place de a dans l'iquation précédente, 
on en tire 

Je second mejnbre de celle-ci est connu depuis a = o  jusqu'à 
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QUATRIBME PARTIE. SECTION 1. 3i 
>. tt r - 2 7 donc on conn:~îtra la fonction (x) depuis x = jusqu a 

x=& 
Par ces trois premières opérations, la fonction (x) devient connue 

depuis x = O jusqu'à x = & , et depuis x =A jusqu'à x = 5. 
11 faut maintenant remplir la lacune que laissent ces deux espaces, 

' jusqu'à depuis x = & jusqu'a x &, ou depuis x =: + - , 
X = ' + -4-, 

5 1 8 0  

4. D'après l'équation (D), on a 

les termes (A+ z ] ,  ($+ 22) peuvent être remplacés pat leurs 
coniplémens - (A  - z ) ,  - ( 2  - 22); ensuite, par l'équation (D), 
le  terme (2 - zz) peut êIre remplacé par (+ - 42) - (5 - za). 

On aura donc 

Dans cette équation, le second membre sera toujours connu , 
pourvu que 2 positif ou négatif ne surpasse pas A. 

Cela posé, donnons ?I z toutes les valeurs depuis a =& jus-- 
qu'à a=& ; la fonctioa (+ - 42 )  est connue dans cet intervalle, 
ainsi on connaîtra la fonction (x) représentée par ($- /-a) ,  depuis 
x = j +- + jusqu'à x =f +. &. Donc l'intervalle ou la fonction 
(x) reste inconnue n e  s'étend plus que depuis x=$ - & jus- 

' >  q u a  x=j+&. 
Donnons maintenant à z  des valeurs négatives, depuis z=-:.& 

jusqu'à z=-&;  la fonction ( 5  - 42) sera connue dans cet in- 
tervalle, ainsi on connaitra la fonction ($+a) depuis z= -,', 
jusp 'à  ,z=-'-. , de sorte que l'intervalle où la fonction (x) 
reste inconnue se trouve de nouveau resserré entre x=+zlso 
et x=$++. 

On continuera de procéder de Ia m h e  manière, en attribuant 
à a des valeurs alternativement positives et négatives. Si I'inter- 
valle inconnu s'étend d'abord depuis x = $ - w  jusqu'à x=$+49, 
une première opération resserrera cet intervalle entre- les limites 
x = 5 - w , x= f + + w ; une seconde opération le resserrera en- 
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core entre les limites X = ; - + U  et x = $ + $ w ,  et ainsi de 
suite. D'où l'on voit que l'intervalle inconnu finira par s'anéantir 
dans la limite x=%; et en ce point on aura, toujours d'après 
la même formule, 

5". La valeur de la fonction (x) étant connue depuis x = o  jus- 
qu'à x = $; pour la trouver depuis x =$ jusqu'a x =+) on fera 
usage de la forrnule 

( t-X) = ( x )  - (ax) + d. 

(38). On voit donc qu'il est possible de déterminer la valeur 
de la fonction rx, dans toute l'étendue de la première période, 
et de là pour toute valeur de x ,  pourvu qu'on connaisse cette 
fonction dans une partie assez petite de cette période. 

La partie qu'il faut connaitre est :, quand on ne fait usage que 
de l'équation (C) ; elle se réduit à i , lorsqu'on fait usage des deux 
équations (C) et (D), et elle se réduit de nouveau à +, lorsqu'on 
fait usage des trois équations (C), (D),  (E) .  Elle se réduirait ul- 
térieurement en faisant usage de 1'Cquation ( F  ) et des suivantes; 
mais la proportion de cette réduction et la distribution des parties 
qui conduisent à la  plus grande réduction, pourraient faire l'objet 
d'un genre de recherches analytiques qu'il ne nous pas né- 
cessaire de continuer plus loin. Nous nous contenterons de remar- 
quer que les fonctions r se rapprochent, par ces propriétés, des 
fonctions circulaires, logarithmiques et même elliptiques , qu'il 
suffit de connaître dans un intervalle aussi petit qu'on voudra, 
pour pouvoir les déterminer dans toute leur étendue. 
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0 IV. Formules pour récluire au moindre nombre possible 

les transcendantes contenues dans h suite I' a , r l ,  
3 n-1  r o .  . . J? 7, n &,tant un nombre entier donné. 

(39). Si n est un nombre premier, on ne pourra faire usage 
que de l'équation des complémens (C) , et les transcendantes dont 
il s'agit ne poui~ont  être réduites à un nombre moindre que 
+ (n - 1). Mais si n est un nombre composé, chaque facteur pre- 
mier de n donnera lieu èI l'application de celle des équations 
(D) , (E),  (F) ,  etc., qui est relative à ce facteur, et il en ré- 
sultera des réductions d'autant pliis multipliées, que n aura plus de 
facteurs simples. 

Si n est divisible par 2, on pourra appliquer I'équation (D) ,  
1 2 3 dans laquelle on fera successivement x=;, x=;, x= - etc., 

n 7 

jusqu'à x = 5 ,  ce qui donnera autant d'équations de condition 
1 2 3  n-i entre les fonctions r -, r -, r -. . . .r -. On se borne à chercher 
n n n  zn 

des relations entre ces fonctions, parce que les suivantes, jusqu'a 
n - i  r- 
n 
, se déduisent de celles-ci par I'équation (C), excepté T:, 

dont la valeur est connue. 
Si n est divisible par 3, on fera l'application de l'équation (E); 

i a 3 .  en donnant à x les valeurs successives --, , -. . . jusqu'à 2 exclu- 
n 

sivement, ce qui donnera de nouvelles équations de condition. 
On fera un semblzble usage de l'équation (E),  si % est divi- 

sible par 5; de I'équation (F), si n ~ s t  divisible par 7, et ainsi 
de suite. 

On aura de cette manière toutes les équations de condition qui 
serviront à réduire au moindre nombre possible les transcendantes 

1 2  n-1 r i ,  r;....r- ~t , et qui feront connaitre en même temps ceIIes 
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34 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL: 
de  ces fonctions qui sont nécessaires pour exprimer toutes Ies 
autres. 

(40). Considérons pour premier exemple le  cas de n = 12, et 

désignons, pour abréger, l o g r  (A) par Zk;  la question est de 

réduire au moindre nombre possible les transcendantes Zr , Z2, 
2 3 ,  24, 2 5 ;  et pour cela nous aurons à faire l'application des 
équations (D) et (E) ,  puisque n a pour facteurs premiers 2 et  3. 

Les valeiirs à substituer dans l'équation (L)) se réduisent à deux 
seulement, x=&, x=%, parce qu'on doit supposer x< i; il en  
rSsulte les deux équations d e  condition 

'Au lieu de Z7 et Z8 il faut introduire leurs con~plémens 2 5  et 
24, ce qui se fera par l'équation (C), qui donne, en faisant AT=@, 

Cette substitution donnera 

L'équation (D)  ayant fourni deux équations de condition, on  
voit que les cinq transcendantes dont il s'agit se réduisent à trois, 
qui sont Z I  , Z2, 23; et cette solution est dans le fond la même 
que celle de l'art. 18, deuxième partie, où l'on n'a fait usage que 

des équations q u i ,  pour les fonctions (:), répondent  aux deux 

équations (C) et (D) relatives aux fonctions r. Mais l'application 
de l'équation (E),  due au facteur premier 3, fournira encore une 
nouvelle réduction. 

Puisqu'on doit prendre x<;, on n'aura A substituer dans l'é- 
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Q U A T R I ~ I E  PARTIE. SECTION I. 3 5 
quation (E  ) que la seule valeur x =+, ce qui donnera l'équa- 
tion de condition 

mais par l'équation (C) on a 2 3  $- Zg = 1 O = t??, + B 1 2  ; 
sin 3m 

Substituant dans celle-ci la valeur de Z5 exprimée par Zr et 22, 
il viendra 

d'où l'on voit que les deux transcendantes ZI , Z2 sufisent pour 
déterminer toutes les autres : c'est le dernier terme des réductions 
qui peuvent avoir lieu entre les diverses transcendantes désignées 

k par ï'-. 
i a 

(41). NOUS avions déjà atteint ce terme dans les formules de 
l'art. 19, deuxième partie; niais nous n'y étions parvenus qu'à l'aide 
de diverses intégrations fort compliquées, dont le résultat est con- 
tenu dans l'art. 15.5, première partie. En vertu de ces intégrations, 
on a déterminé (art. 19) le rapport des deux quantités M l ,  M,, 
comme il suit : 

2 1 -- 
O L a 335 5 -  

M3 
- 2s34 COSW = - 

sin m ' 

Or, par la formule du no I 3, on a 

donc 
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36 EXERCICES DE CALC'LJL I N T ~ G R A C  
Cette équation permet de déterminer r par le moyen des deux 
transcendantes r &, r A, et on en tire, suivant la notation pré- 
cédente, 

valeur qui s'accorde entièrement avec celle qu'on a déduite de 
l'équation (E). 

Ainsi le résultat qui avait été trouvé presque fortuitement par 
des intégrations très-dificiles , est donné immédiatement par I'équa- 
tion (E). En général, il paraît que les seules réductions qui peuvent 
avoir lieu entre les fonctions ï, sont celles que donnent les équa- 
tions (C), ( D l ,  ( E )  et les suivantes , lorsque l'application peut 
en être faite, à raison des nombres premiers qui sont diviseurs 
de n. Ces équations ont d'ailleurs l'avantage de conduire aux ré- 
ductions par la voie la plus simple et la plus courte, comme on 
vient d'en voir un exemple ; elles paraissent donc ne rien laisser 
à desirer sur la théorie des fonctions r, 

(42). Dans l'exemple dont nous venons de développer la solution, 
le  calcul nous a conduits à prendre ZI et Z2 pour les termes avec 
lesquels on devait exprimer tous les autres. Mais ZI  et Z a  étant 
relatifs aux fonctions r&, r+, il peut paraître plus simple de 
prendre pour termes de comparaison les fonctions T +  et T t .  Dans 
cette hypothèse, il faudra exprimer Zr, 22 et 2.5 par le moyen 
de 2 3  et 24. C'est ce qu'on peut faire facilement, au moyen des 
forn~ules précédentes, et voici le résultat du calcul dans lequel 

k nous comprenons toutes les valeurs de log r - excepte l o g r i .  
19' 
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(43) .  Dans les articles 18 et 19 de la deuxième partie, on a 
trouvé qu'en faisant B 2 F ' (~ in45~)  et C = F1(sin 150) , les trans- 
cendantes r i, r i peuvent s'exprimer par les fonctions B et C, 
au moyen des équations 

niais par la théorie des fonctions elliptiques, on trouve Ies loga- 
rithmes vulgaires de B et C , comme iI suit : 

log B = o. 2681 2 72224 I 192, 
log C = o. 20361 53657 1262. 

De 1à résultent les valeurs des transcendantes log r A et 

log r ( I  + - , comme on les voit dans le tableau suivant, qui 
12 1 

pourra être fort utile dans diverses recherches d'analyse. 
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58 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL: 
(44). Après avoir développé fort au long le cas de n= 12, nous 

prendrons encore pour exemple quelques autres valeurs de n ;  
mais ne voulant point entrer dans le détail des solutions effec- 
tives, nous nous contenterons d'en démontrer la possibilité, et à 
cet effet nous ferons usage des mêmes signes d'abréviation que 
dans l'art. 31. 

Soit d'abord n= 24, et soit désignée par (x) la quantité 

log r (3) : on connait déji, par le cas de n = 12, les réductions 

qui  ont lieu entre les termes de rang pair (2), (4 ) ,  ( 6 ) ,  (8), (IO), 

puisqa'en général l'expression ( î k )  désigne Zr ( 2 )  , qui est la 

même chose que Zr (A). Ainsi eu appliquant les résultats trou- 

vés dans le cas de n = 12, on aura entre les cinq transcendantes 
dont il s'agit, ces trois équations : 

Pour obtenir d'autres réductions, on fera d'abord dans l'équation 
(D) les substilutions x = & , x=&, x = 2 2 4 9  ce qui donnera 

Mettant dans ces équations, au lieu des termes ( I  3) , (i 5 ) ,  (1  7), 
leurs complémens - (I 1)  , - (g), - (7) , on en tirera 

Ces équations font voir que sur les six transcendantes (1)  , (3), 
( 5 ) ,  (7), (g), ( I I ) ,  il suffit- d'en connaître trois. 

Mais de plus, l'équation ( E )  fournira de nouvelles réductions, 
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Q U A T R I ~ I E  PARTIE. SCCTlON 1. 39 
en y substituant lcs valeurs x =: & , x = 3 3 4  9 toutes deux plus 
petites que i; cette substitution donne deux équations qui, au 
moyen des termes complémentaires, deviennent 

Celles-ci, en vertu des relations déjà trouvées, se réduisent à une 
seule, qui donne 

Cela posé, on voit que les deux transcendantes (1) et (3) de 
numéro impair, et les deux (2), (4) de numéro pair, sufisent 
pour délerminer toutes les autres, puisqu'on a les valeurs suivantes : 

Ainsi dans le cas de n = 2 4 ,  les quatre ~ranscendantes r 3 ,  ï' 3 ,  
r 224 , r 5 sufisent pour déterminer toutes celles qui sont corn- 
prises dans la même série, jusqu'à r 2. 

(45). Considérons enfin le cas de n = 60, et proposons-nous de 
trouver combien il faut de termes de la suite F & , r &. . . . ï' s, 

\ 
pour déterminer tous les autres, et quels sont ces termes. 

k 
Désignant toujours log r - ar (k) , on pourra d'abord considé- 

60 p 
rer les termes où k est un multiple de 5 ,  et appliquer à ces termes 
les forniules trouvées pour le cas de n = I a ,  ce qui donnera 

(15) = ( 5 )  - $ (10) -F d ,  
(20) =+(IO)+ d ,  
(25) = (5) - (ro) + d. 

Ainsi les deux termes (5) et (10) suasent pour déterminer toutes 
les tradscendantes (k) dans lesquelles k est un multiple de 5. 
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Si l'on considère séparément les termes où k est pair, on aura, 
par l'application des équations (D) et (C) , les relations suivantes c. 

On trouvera ensuite, au moyen des équations (E) et (C) ; 

Ces quatre équations combinées avec les six q u i  précèdent , 
offrent deux coïncidences, et ne déterminent que huit quantités, 
savoir : 

(28) = (2) - (4) + d ,  
(26) = (2) - (6) + 4 
(24) = (6) - (4+ 4 
(22) =2(12)- (2) + d, 
(18) =2(12)- (6) + d, 

(16) = (4) -t- (6) - 2(12) + d ,  
(14) = (2) -t (6) - 2(12) 4- d,  
(8) = (6) $1 (4) - (2) + d ;  

d'où l'on voit que les quatre quantités (2), (4 ,  (6) , (12) sutrisent 
pour déterminer tous les termes (k) dans lesquels k est pair et non 
divisible par 5. 

Enfin l'applicalion des équations (F) et (C) donne 
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et ces deux-ci se réduisent à une seule, savoir, 

d'où il suit que tous les termes (k) où k est pair,  pourront s'ex- 
primer au moyen des quantités (2) ,' (4, (6), (IO). 

(46). Venons maintenant aux quantités où k est impair. On aura , 
par l'application des équations (D) e t  (C) , ces six conditions : 

Ensuite les équations (E) et (C) en fourniront quatre, savoir : 

Mais ces quatre conditions se réduisent aux deux suivantes : 

Enfin l'équation (F  ) donnera deux conditions qui, en vertu des 
relations déjà trouvées, se réduisent à une seule , savoir , 

De là on voit qu'avec les quatre données impaires (1) , (3) , (5) ,  (7), 
jointes aux quatre données paires (2)) ( 4 ) ,  (6), ( 1  O) , on pourra 
achever de déterminer toutes les transcendantes désignées par (A). 

6 
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On aura en efTet pour les termes impairs, ces expressions : 

Quant aux termes où k est pair, nous avons donné ci-dessus 
leur expression, où il ne reste pl* à substituer que la valeur 
(1 2) = (2) - $ ( I O )  + d. 

(47). Remarquons que le nombre des transcendantes nécessaires 
pour déterminer toutes les autres, étant nommé N , on aura 

pour n = l a ,  N = 2 = ? ( I  - : ) ( I - i ) ,  
popr n = 24, N = 4 = % ( I  -+) ( 1  -+), 
p o u r n = 6 0 ,  N = $ = g 1 - ; ) ( 1 - ; ) ( 1 - ; ) .  

Dans cette formalion du nombre N ,  le facteur f est dû à l'équa- 
tion (C) , le facteur ( I - f )  à l'équation (D) , le facteur ( I - 5 )  à 
l'équation (E) , et le facteur ( I - $ ) à l'équation (F). 

En général, si a, C, 7 ,  etc. sont les nombres premiers inégaux 
qui divisent N , on aura 

nombre qui exprime combien il y a de nombres premiers à n et 
moitîdres que f n. 
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Cette loi a été vérifiée dans plusieurs autres exemples, et il y 

a lieu de croire qu'elle est vraie en général; d'où il suit qu'étant 
donné un nombre quelconque n, on peut trouver immédiatement 

1 2 3  n - i  
combien il faut de termes de  la suite T --, I' ; , I';. . . .I' - 

n '  
pour déterminer tous les autres. 

Ainsi si l'on voulait construire avec le moins de données p s -  
sible, une table des fonctions T a  pour toutes les saleurs de a, de 

'\ millième en millième, depuis a = o. ooi  jusqu a a  = I . ooo , on 
pourrait le  faire en supposant connu un nombre de termes de cette 
suite ;= 500. .$ = zoo. Si au lieu de donner aux valeurs succes- 
sives de  a, le dénominateur commun 1000, on leur donnait le dé- 
nominateur 1050, qui a pour facteurs premiers 2 ,  3 ,  5 , 7 , le 
nombre des termes nécessaires serait y. $ .: .$. $ = I 20. Airisi il ne 
faudrait que I 20 termes pour en de'terminer algébriquement I 050, et 
la table ne serait guère moins facile à interpoler que dans l'autre cas. 

(48). On sait de cette manière combien il faut de transcendantes 
pour déterminer toutes les autres; mais i l  n'est pas aussi facile de 
prévoir quelles sont,  pour chaque valeur d e  n , ces transcendantes. 
Dans le  cas de n = 60, on  aurait pu penser que ces quantités , 
dont le  nombre est fixé à huit, pouvaient être les huit premiers 
termes de la suite r & , r 5 ,  r &, etc. ; mais le calcul a fait voir 
que la fonction r doit être exclue comme étant déterminée par 
les précédentes , au moyen de l'équation (8) = (6) + (4) -(2) +d.  
Cette circonstance a forcé de prendre pour huitième ternie la 
fonction I' S. Au reste, le problème qu'on a résolu par les hu i t  
fonctions mentionnées, pourrait l'être de beaucoup d'autres manières; 
c'est-à-dire qu'une ou plusieurs de ces fonctions pourraient btre 
remplacées par d'autres en nombre égal; ce qui ferait toujours 
huit transcendantes par lesquelles on  déterminerait toutes les autres. 

(49). Nous remarquerons encore que les équations que nous 
avons trouvées pour les cas de n = I z , n = 2 4 ,  n = 60 , et toutes 
celles qu'on trouverait de meme pour d'autres valeurs de n ,  sont 
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autant de théorèmes qui établissent des réductions plus ou moins 
reinarquables entre les fonctions r. 

Par exemple, l'équation (12) = (2) - + (10) + d ,  obtenue dans 
l e  cas de n ;=; 60,  est l'expression abrégée de ce théorème 

P étant une fonction donnée de ?s et de quantités algébriques. II 
est même facile de voir, a priori, de quelle nianière doit enlrer 
dans cette fouction. 

En effet, si dans les équations (C)  , ( D )  , ( E ) , etc. , on fait 
Tx = TI-" (9 (x) , étant une nouvelle fonction , on trouvera que 
n- disparaît entièrement de ces équations, de sorte que la quan- 
tité .irZ-l Tx devra être indépendante de a dans tous les résultais 
qu'on tirera de ces équations. 

Dans l'exemple précédent on a + - -/- f .; = $ ; donc 

Q étant une fonction purement algébrique qui ne doit plus con- 
tenir a. Pour trouver cette fonction algébrique, il faudrait déve- 
lopper tout au long les équaiions qui ont conduit à l'expression 
abrégée (1 a )  = (2) - (IO) + d ,  comme nous l'avons fait dans l e  
cas de n = 12. 

O V .  Propriéiés gènérales des coe@ciens cZzf2rentiels de 
la fonction Zog I 'x,  

(50). D'après le théorème de l'art. 37 , deuxième partie , si l'on 
fait 

xp-rdx ( 1  - xq) - 
fxp-' dx (1 - x)q-' = V , .f 1-s - T ,  

on aura 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



QUAT~IÈME PARTIE. SECTION 1. 45 

Mais par l'équation (3) on a V = rprq  , o u l o g V ~ Z ~ p + ~ ~ ~  
' ( P  + Q I  

- l r ( p + q ) ;  donc 

Mettant r au lieu de p + q  , on aura l'équation 

d log r r  d  log r p  XP - xr ---= 
dr d ~  1 - 5  

à laquelle on peut donner aussi la forme 

d l o g r ( ~ + r )  d l o g r ( l + p ) -  -- ( X P  - x l )  d x  
dr 

l'intégrale du second membre est prise à l'ordinaire entre les lin~iles 

(51). Soit p = O et r = a ,  le coefficient différentiel d l r  ( 1  +pl 
C ~ P  

se réduira à - C d'après la formule ( w )  du no 77, deuxième partie ; 
ainsi on aura 

c'est l'expression du premier coeficient différentiel de la fonctiou 
log r ( 1  + a). Ce coefXcient pourra se déterminer exactement 
lorsque a sera un nombre rationnel, puisque sa valeur est coin- 
posée de la constante connue - C  et d'une intégrale définie qui 
ne dépend que des arcs de cercle et des logarithmes. 

m 
Soit alors a = - , et soit x =yn, on aura 

n 

Cette dernière intégrale est la même qui a été désignée par B, 
dans l'art. 35, deuxién~e partie ; ainsi on aura 
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différentiel ' ( '+  a) aura pour expression 
da 

ce qui donne aussi 
d l r a  -- -. - C - nBm. 

da 

On pourra substituer dans ces expressions la valeur de B, donnie 
dans l'article cité; mais il faut observer que cette valeur suppose 
m < n. Dans le cas contraire, il faudrait séparer de la différen- 

tielle 9. Yrn-J'" , la partie entière qu'elle contient, et l'intégrer 
Y '-Y" 

dans les limites y = O ,  y = I. Le  reste de cette différentielle 

représenté par 3. aurait pour intégrale la quantité B,. y 
La même opération peut être faite d'une autre manière, en dimi- - 

nuant successivement la valeur de a jusqu'à ce qu'elle devienne 
plus petite que l'unité. On a pour cet effet les fornlules T(i+a)snTa,  
T ( 2  + a )  = ( 1  + a) ara, etc.; d'où l'on tire 

etc. 

( 5 2 ) .  On a dé+ remarqué (art. 20) qu'en désignant par q (a) la 
1 

somme de la suite harmonique I + $ + 5 $- +. . . .+ - on a 
a" 

dlogr (1 + a )  
q (a) = C + da 

La fonction p(a) sera donc aussi exprimée par l'intégrale définie 

Cette expression se vérifie immédiatement lorsque a est un nombre 
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entier. En effet, dans ce cas on aura 

1 -xa 
1 - 5  dx = ( 1  + x-t-xa,. ..+ xQ-l) dx, 

> * et l'intégrale de ce polynome, prise depuis x = O jusqii a x= I , 
donne la suite r -/- f + $.. . . . +- désignée par p (a). 

a 

Ce résultat étendu à toutes les valeurs de a, en vertu de la con- 
tinuité de la fonction Q, (a), aurait suffi pour donner l'expression 
de (a)  en intégrale définie, et de 1à celle du coeficient diffé- 

I r  ( ' + '), qu'on aurait trouvé ainsi sans le secours du rentiel --- 
da 

théorème de l'article 37. 

(53). 11 résulte de la formule précédente que ,  toutes les fois 
que le nombre a sera rationnel, la somme Q (a) de la série har- 
monique pourra être exprimée par le moyen des arcs de cercle et 
des logarithmes, ce qui est un théorème assez remarquable. 

Pour avoir la valeur effective de (a) dans le cas dont il s'agit, 
on observera d'abord que par la nature de cette fonction, on a 

d'où il suit que la détermination de la fonction Q, (a)  se réduira 
toujours à celle d'une pareille fonction dans laquelle a sera plus 
pelit que l'unité. 

nt Soit alors a = - rn étant < n , et on aura, comme ci-dessus, 
n' 

Les cas les plus simples peuvent être calculés directement par 
le moyen de l'intégrale définie. Ainsi on trouve 
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Lorsque u est infiniment petit ,  on aura 

Cette valeur se déduirait aussi de la formule 

d~ r i d l o g r ( i + a )  
da- d a 7  Y 

dont le second membre se réduit à S, ou 2 lorsque a = o. 

L a  fonction q ( a )  décroît donc continuellement depuis a = I 

jusqu'à a = O; elle est égale à I dans la première limite, et à 
zéro dans la seconde. 

Xous remarquerons qu'Euler a donné la valeur de (:) dans 
son Calcul diffkrentiel , pag. 8 1 4 ,  mais d'après une suite infinie qu'il 
ne sonme que dans ce cas particulier. 

(54) .  Si l'on différentie logarithmiquement les équations ( C  ) , 
( D ), ( E ) , etc. , on aura diverses relations entre les coefficiens 
diflerentiels de même ordre de la fonction r ( x ). Et d'abord 
l'équation ( C ) donne 

d l r a  d Z r ( 1 - a )  - -- 
da --- - ~ cot a72. 

d (1 - a)  

d l r ( 1 - a )  Ainsi le coeflicient différentiel -- peut se déduire d u  
d ( i  - a )  

coefficient différentiel d l r a  7 , que nous regardons coninle son 
cbmplément. 

Cette équation fait connaître la différence de deux coefiiciens 
qui sont con~pléniens l'un de l'autre, et elle a l'avantage de 
donner cette diîfërence pour toute valeur de a ratioiinell~ ou ir- 
rationnelle. 

L'équation ( 16 ) donnerait pour la même diffirence , cette 
valeur 

d i r a  dZr  ( 1  - a )  - T d ( i - a )  1-x ' 
donc 
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formule qui a lieu pour toute valeur de a ,  et qu'il est aisé de vé- 
rifier lorsque a est rationnel. Cette formule s'accorde entièrement 
avec celle du no 44, deuxième partie. 

(55). Différenciant de même l'équation (D), et changeant x en a ,  
on aura 

d l r a  d l r ( F + a )  z d l r ( z a ) -  
-4- d ( i + n )  

- -- - -212. 
da d (su) 

Le  premier meizihre se compose de deux différences qui se déter- 
minent par l'équation (16), et dont les valeurs sont 

Donc en faisant les substitutions, on aura la formule 

De l'équation (E) on déduirait semblablen~ent la formule 

et ainsi des autres. 
Ces formdes peuvent aussi se mettre sous la fornie suivantc : 
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et l'on peut remarquer qu'elles sont toutes contenues dans la for- 
mule générale 

(56). Ce résultat est facile à vérifier lorsque a est un nombre 
entier. En effet, appelons f (a) le premier membre de l'équation 
précédente ; si à la place de a on met a -+ 1, on aura 

na-'&. +If--. Faisant x= I dans les parties hors du signe, et 
1 - -Ln 

retranchant une intégrale de l'autre, on aura F ( a  + 1) = F (a), 
et par conséqiieat F(a)  =. F (1). Mais lorsque a = 1, on a 

faisant ensuite x = 1, on aura F (1) = l n ;  donc F (a)  =ln. La 
formide générale est donc démontrée lorsque a est un nombre 
entier. 

(57). Supposons maintenant a= F ,  p et q étant des nombres 
4 

entiers, si l'on fait x=y4, on aura 

sous la forme 

c'est-à-dire que 

intégrale qui devra toujours être prise depuis J-=O jusqu'à I . 
Si l'on faisait y n = a ,  la valeur de  c(a) pourrait se mettre 

F serait la différence de deux intégrales de même 
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forme et prises entre les mêmes limites; d'où il semble qu'on 
devrait conclure que F est nulle. Mais il faut observer que les 
intégrales dont il s'agit sont toutes deux infinies, et que leur 
différence, qui peut être finie, dépend de la relation qui existe 
entre z et y, et ne peut être trouvée que lorsqu'on aura écarté 
les infinis de  part et d'autre. . 

Pour cela, je remarque que p et q étant toujours supposés des 
nombres en tiers, on a ,  par les règles de  la décomposition des 
fractions rationnelles , 

N étant un dénominateur qui ne s'évanouit pas lorsque y = 1. On 
aura donc l'intégrale indéfinie 

f (y) étant une fonction d e  y exprimée en arcs de cercle et lo- 
garithmes, laquelle est nulle lorsque y = O ,  et ne devient pas in- 
finie lorsque y = I . O n  aura semblablenlent 

f (2) étant la nièrne fonction de 2; que f ( y )  est de y. De là ré- 
sulte l'intégrale indéfinie 

ou, en mettant yn à la place de a ,  

Maintenant si l'on fait y= I , comme on peut préalablenient mettre 
-- -.yn sous la forme I + J +y3 . . . -f--Yn-', on aura la valeur 

-Y 
cherchée 

F (a) = Zn, 
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d e  sorte que la formide générale est démontrée a priori pour toute 
valeur rationnelle de a. 

(58). Pour revenir à la fonciioo T, que nous pouvons re- 

présenter par Z1(a), on voit que les équations (C) , (D) , (E) ,  etc., 
ne font connaître aucune propriété particulière de cette fonction, 
et qu'elles conduisent sealement à des formules relatives aux in- 
tégrales définies. Il ne reste par conséquent à considérer d'autre 
propriété de cette fonction, que celle qui est contenue dans 
l'équation (16) , et qui consiste en ce que ,  toutes lcs fois que a 
sera rationnel, la fonction Z1(a)  pourra toujours s'exprimer par 
la  coustante - C jointe à une quantité qu'on peut toujours évaluer 
par arcs de cercle et par logarithmes. 

Nous avons traité fort au long des réductions qui peuvent avoir 
lien entre les fonctions log ï a  ou Z(a ) ,  lorsqu'on donne à la 

1 2 3 1 2 - 1  racine a les valeurs successi~~es -, - - . . .- 
n n' n n 

. Un semblable 

problème n'a point lieu relativement aux fonctions Z1(a), puis- 
qu'elles sont toutes déterminables, ainsi qu'on vient de le dire. 

&Zra Passons donc aux coelficiens différentiels du second ordre 

que nous désignerons senlblablement par Z1'(a). 

(59). L'équation (16) étant différenciée par rapport à p, donne, 
en mettant a au lieu de p, 

dd 2 ru -= daa 

De'veloppant la différentielle du second memhre en série, et in- 
tégrant les différens termes d'après la formule de l'art. 40,  deuxième 
partie, on aura 

dd Z ra 1 1 --- 1 - 
daz d f  -+- +- etc. 

Cette fornlule et celles qu'on pourrait en déduire par la diff'éren- 
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&Lion, sont les n~&ines qui ont été données dans l'art. 22; et comme 

1 
zn-'dx 1 - 

x on ne connait aucun autre moyen d'obtenir l'iniégrale IF, 
i l  ne résultera de l'équation ( 1 6 )  aucune propriété des fonc- 
tions ZV(a). 

(60). L'équation ( 1  9) étant diGrenciée, donne 

d'où l'on voit que la fonction Z"(I-a) se détermine par la fonc- 
tion ZV(a), qui en est le coinplénwnt. 

Lorsque a =a, la formule précédente donne Zr'(+) = rra. 
Lorsque a= 1, on a Zrl(l) = 2 T' ; en effet, la valeur générale 
de L''(a) étant 

1 1 1 Z"(a) = - $- - 
a, ( , + a l a f  + etc. , 

7r4 cette quantité, dans le cas dont i l  s'agit, se réduit à S. ou 

C'est aussi ce qu'on déduirait des fornlules 

Z1(l 4- a) = - C $- S,a - S,aa +- S4a3 - etc., 
Z"(I + a) = S,  -2S3a +3S4aD - etc. , 

en faisant n = o. 
Pour avoir d'autres propriétés de la fonctioii Zrl(a), on pren- 

dra la diffe'rentielle seconde logarithmique de l'équation .(Dl, ce 
qui donnera 

Z"(a) + Z"(i + a)  - /+ZV(za) e O ; (2 3) 

de même la différentielle seconde des équations ( E )  et ( F )  
donnerait 
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ce sont les mêmes équations qui ont servi à démontrer les équa- 
tions (D), ( E ) , (F  ) , etc. 

11 résulte de ces équations, qu'on peut faire sur les fonctions 
2" les mêmes réductions qui ont lieu pour les fonctions r, c'est- 

à - dire que si l'on considère les fonctions successives Z" ( : ), 
n-i 2" ( 2 ) .  . . 2'' ( y ) , ces fonctions se détermineront par le 

I t  

moyeu d'un certain nombre d'entr'elles, et ce nombre sera en 
général le même que celui des nombres premiers à n et plus pe- 
tits que + n. Ainsi dans le cas de n = I 2 ,  deux des transoendantes 
Zr1(A), Zr'(&). . .Zr/(&), suffiront pour déterminer toutes les 
autres :' ces deux transcendantes se trouveront d'ailleurs par la 
même méthode qui a été employée à l'égard des fonctions r. 

(61). En effet, si l'on désigne, pour abréger, la fonction 
w 

par ( k )  , l'équation (sa) donnera, en faisant - = cb , 
1 2  

on aura ensuite, par l'équation ( a 3 ) ,  les deux conditions 

et par l'équation (24), cette autre condition, 

Ces neuf écIuations permettront de déterminer toutes les trans- 
cetidantes dont il s'agit, par le moyen de deux d'enir'elles. Par 
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exemple, si l'on prend pour donnies Zr'(&) et Z1 ' (%)  , que 
nous désignons par ( 1 )  et ( 2 ) ,  les autres transcendantes se dé- 
terrniiieron t ainsi : 

Il ne reste, pour la déterminatioii absolue de ces quantités, qu'à 
connaître Z"(&) et Zf1(5). Pour cela, il faudrait pouvoir sommer 
les suites que ces quatitités représenlent, savoir : 

On pourrait aussi déterminer ces quantités par les intégrales définies 

Mais la dificulté d'exprimer ces intégrales autrement que par les 
séries précédentes, rend ces expressions peu utiles. 

Lorsqu'on voudra obtenir ces valeurs par approximation, on y 
parviendra aisément par la formule de l'art. 46, deuxième partie. 

(62). Considérons niaintenant le troisième coefficient. . . . . . 
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dl 1 ra Z" (a) = ; on aura d'abord, par l'équation (C) ; 

ce qui détermine la fonction Z"'(I -a) par son complément Z1"(a). 
On  a ensuite, par les équalioiis (D), ( E )  , etc. , 

et ainsi de suite; ce qui établit les mêmes réductions entre les 
fonctions Z1"(a) qu'on a obtenues entre les fonctions Zfl(a). 

L e  cas de a = I donne, par les formules de l'article 60 ,  
Z"'(I) = - 2S3 ; si dans la première des deux équations précé- 
dentes on fait a= $, on aura Z1"($) = 7Z1"(1) = - 14S3 j enfin 
dans le  cas de a = + ,  on aura les deux équations 

ce qui détermine les deux transcendantes Zr''(+) et  Zn'(+), par 
le moyen de Z"'(I) ou de S3. 

Toutes ces solutions reviennent à celles que nous avons déjh 
données ou indiquées dans les art. 45 à 49 de la deuxième partie; 
n~a i s  on voit plus clairement dans cette nouvelle méthode la sé- 
rie des opérations, et on connaît le nombre de transcendantes 
nécessaires à chaque solution, nombre qui a été fixé par la règle 
de l'art. 47. 

$ VI. Divers exenzples d'inte~olation. 

(63). Euler, dans le chapitre XVII de son Calcul diff&enticl, 
a résolu divers problémes d'interpolation par des suites infinies 
dont il ne donne la somme que pour le cas de  n = +. Nous allons 
faire voir que ces interpolations peuvent être effectuées d'une nia- 

nière plus simple et plus générale au moyen des foilctîons T. 
Exeny le 
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Exenaple 1. Supposons qu'il s'agisse d'interpoler la suite dont le 

1 
nieme terme est N = I + + +. . . .+ - ; la question est de savoir 

n 
ce que deviendra N lorsqu'on donnera à n une valeur fractionnaire 
quelconque. 

Nous avons désigné (ar t .  5 2 )  ce terme général par cp (a), et. 
nous avons fait voir que p (n) est donné par la fornlule 

cette intégrale étant prise depuis x= O jusqu'à x = 1. On pourra 
donc déterminer ( n )  par les arcs de cercle et les logarithnies, 
toutes les fois que n sera un nombre rationnel. Dans les autres cas, 
on déterminera Q (n) par la suite 

1 A' B' C q(n)=C:+ln+---+--- 
an ma 4n4 6n6 + etc., 

où A', B', C', etc. désignent les nombres Bernoulliens. On pourra 
toujours faire ensorte que cette suite converge rapidement dans 

les premiers termes ; car on a q (n) = Q ( n  -/- r ) - - ; l .  Ainsi 

(n) peut être déterminé par qi ( n  -+ k )  , k étant un entier qui 
pourra être prisassez grand pour que la série qui détermine Q (ntk), 
ait les conditions requises. 

(64). Exemple II. Soit proposé d'interpoler la suite dont le terme 
général ou le ni'*" terme est 

d + n 6  & + ab - U R  
Puisqu'on a - - 

a + n b H b  
, on voit que ce cas se ra- 

mène au précédent, et que  l'expression de  N pour toute valeur 
de n , sera 

C ab - Ca 
N = é n - f -  7 O(:+ n). 
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Ainsi on pourra déterminer N par les arcs de cercle et les Ioga- 

cl 
rithmes, toutes les fois que + n aura une valeur rationnelle. 

(65). Exemple III. Pour interpoler la suite dont le terme général 
1 1 1 1 

N = I + , + + $... .+ ;, on pourra se servir de la formule 

d r 1 r ( 1  + x )  et appliquer les réductions propres à la fonction dx, - , dans 
laquelle on fera x = n. 

Dans les cas où cette fonction ne pourrait s'exprimer exactement 
en vertu de ces propriétés, il faudra, pour trouver la valeur de N ,  
avoir recours à la série qui vient des différentiations répétées de 
la formule 

dZr(1-I-x) - 
, - C + S,x - S# + S4x3 - etc. 

dx 

Mais comme cette formule suppose x < I , il faudra préalablement 
ramener le cas proposé à celui où n est < I ; ce qu i  n'a aucune 
difîiculté, puisque N étant une fonction de n qu'on peut désigner 
par f (n), on aura 

f(4 = f<.- 1) + f. 
(66). Exemple IV, Soit proposé d'interpoler la suite dont le 

a + C  rr+26 a + 3 6  a  + nC 
terme général N = n+b . a . ---. . . . . .- a + nb' 

Lorsque n est un nombre entier, on a 

Donc le terme général Ilt' a pour expression 
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valeur qui pourra être employée quel que soit n. 

1 1 .3 1 .3 .5  Si l'on propose, par exemple, la suite ;, a, m, etc,, son 
terme général sera 

r ( n 4 - ; )  N =  r ; r ( n + ~ ) *  

1-1 a Ainsi pour l'indice n = +, o n  aura N = - = - ; pour l'indice r i l - 2  
. i n  - - 

3 r: r6 -- - n = + , on aura N=- - valeur qui pourra se ré- r $ r $  w r . r i y  
duire ultérieurement par la relation connue entre r $ et I' $. 

1 1.4 1 . 4 . 7  Soit encore la suite , , 6 .  , etc. , l'expression de son 
ternie général sera 

N =  r(7i.41) - 
r i  r ( n +  1).  

2 rz Ainsi pour l'indice n= + , on aura N = - - - r $ r p  VW*F+,  pour 
r 1 1 -- 3sin;a 3 ~ ~ 3  l'indice n =  j, o n a ~ r a N = ~ = . ~ ~ ~ ~ - -  =-. 
3 J  3 3 3  2a 4~ 

(67). 11 est bon d'observer que la queslion d'interpoler une suite 
donnée, est susceptible d'une infinité de solutions, quand on 
l'envisage analytiquement et sans application à un objet déterminé. 
En effet, soit N le terme général de la suite donnée, terme dont 
la valeur est connue lorsque n est un entier, et soit cD ( n )  la fonc- 
tion continue égale à N ,  dans .laquelle on peut mettre pour n un 
nombre quelcorque entier ou fraclionnaire ; si au lieu de N on prend 
N- sin ( a m  -b PL)  ---- Y cz étant un angle qnelconque , pourvu qu'il ne soit 

sin a 

pas zéro, il est visible que la suite résultant de ce terme général, 
ne dirérera pas de la suite donnée. On pourrait donc ,  au lieu de 

sin (znr+a) 
@ (n) , prendre @ (n). -- 

sin ol 
, valeur qui différerait de @ ( B )  

lorsque n n'est pas entier. On  pourrait même prendre plus générale- 
ment, au lieu de @ (n)  , 17expressiou 

(4- 
A -+ B sin (anr +a) + C s in t  an%+ 63 + etc. - 

A + B sin a + C sin $ etc. 2 
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et une infinité d'autres b i  se reduisent à (n) lorsque n est entier ; 
ce qui doimerait ilne infinité de solutions diffërentes de celle qui 
est donnée par la fonction continue (n). 

On pourrait appeler fonctions ondulées, les fonctions ainsi affec- 
tées d'un facteur qui se réduit à l'unité pour toute valeur entière 
de n. Ces fonctions serviraient à expliquer quelques paradoxes qui  
peuvent se rencontrer dans les applications de l'analyse. 

$ VII. Des vcdeurs que prend h Jonction r a  , lorsque 
la mcine a est ~zégatiue. 

(6s). Tant que a est positif, on peut regarder la fonction ra 
comme représentant l'aire , prise depuis x = O jusqu'à x = I , de 

la courbe dont l'ordonnde y - - (z: y-'-'. Mais cette coi~struction, en 

quelque sorte géométrique, ne peut donner aucune idée de ce que 
devient la fonction T a ,  lorsrp'on suppose a négatif. Il faut suppléer 
à cette construction par les formules mêmes qui contiennent les 
proprié tés générales de la fonction T , et auxquelles on donnera 
)'extension nécessaire. On liera ainsi, suivant une même loi , les 
fonctions T ( x ) , considérées comme les ordonnées d'une même 
courbe qui répondent à des abscisses quelconques x positives ou 
négatives. 

Si l'on prend d'abord l'équation (B) et qu'on y change le signe 
de  x , on aura 

r ( - x ) = - -  I ~ ( I - x } .  
x (261 

Pour voir plus clairement l'usage de cette équation, nous distin- 
guerons différentes périodes dans le sens négatif, comme nous les 
avons distinguées dans le  sens positif. La première sera coniprise 
depuis x = O jusqu'à x=- I , la seconde depuis x=-I jusqu'à 
x = - 2  , ainsi de suite. 

D'après l'équation précédente , l'on voit que la fonction r (- x) 
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est nflgative dans toute l'étendue de la première période, et qu'elle 
es! infinie aux extrémités de cette période. 

Si dans la même équation l'on met I -+- x à la place de x, 
on aura 

d'où il suit que la fonction r (-a) est positive dans la seconde 
période, depuis a = I jusqu'à a= 2 , et que daus ces deux limites, 
elle est infinie. 

Mettant dans cette dernière équation I -+ x au lieu de x , on 
aura encore 

d'où il suit que la fonction r (- a )  est négative dans la troisième 
période, depuis a = 2 jusqu'à a s: 3, et qu'elle est infinie dans 
ces deux limites. 

En continuant ainsi , on voit que la fonclion T (- a)  sera infinie 
pour taules les valeurs entières de a ,  et qu'elle sera alternativement 
posilive et négative dans les périodes successives. 

(69). La courbe dont les ordonnées représentent r (x), est donc 
composée, dans le sens négatif, d'une infinité de branches séparées 
par des asymptotes perperidiculaires à l'axe des x , et menées 
successivement aux distances x= O ,  - I , - 2, - 3, etc. Ces 
branches qui touchent chacune des asymptotes, sont situées alter- 
nativement d'un côté et  de l'autre de l'axe ; de sorte qu'il y a dans 
chacune un point où la fonction r est un rnininzum. 

La fonction Ta  étant supposée connue pour toute valeur positive 
de a , on en déduit aisément par les formules précédentes, l'ex- 
pression de toute fonction de cette sorte où n est négatif; car on 
a en général, k étant un entier quelconque, et x un nombre 
nioindre que l'unité , 
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OU encore 

Cette dernière formule se déduirait directement de l'équation (C) , 

dans laquelle mettant k + I + x au lieu de x , on trouve 

Ces formules s'accordent parfaitement avec les résultats que donne- 
raient les autres équations (D), (E), (F), etc,, en y changeant le 
signe de x. Elles offrent conséqueniment la théorie complète des 
fonctions Ta pour toute valeur négative de a. 

(70). Pour confirmer cette théorie , nous allons démontrer, 
d log Px 

d'après la valeur générale du coefficient -- , que la fonction r dx 
n'est susceptible que d'un minimum dans le sens positif, mais qu'elle 
en admet une infinité dans le sens négatif. 

En effet , si l'on fait log rx = 2 ,  on aura ( art. 2 I ) 

rEz Loraqu'on fait x = I ou x < I , la valeur de d; est négative ; 
lorsqu'on fait x = 2 , on a 

valeur posilive. Donc entre x = I et x = 2 ,  il y a une valeur 
dZ de x qu i  rend nulle - et alors Z est un minimunz. 
dx ' 

dZ 
Si l'on fait x > a ,  la valeur de a, sera positive et augmentera 
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jusqu'à l'infini. Ai~isi  il n'y a aucuii autre mininaun& dans le  seiis 
posilif, 

Dans le sens négatif, au contraire, il y a un minimum dans chaque 
période, ou en général entre 3 = - k et x 21= - k - I , k étant 
un entier quelconque. Prouvons, par exemple, qu'il existe u n  

. . 
rnuz~nzum entre x = -2 et x= - 3. Lorsyu'on fail x - - - 2 - W ,  

dZ 
o étant infiniment petit , la valeur de - contient différeils ternies 

dx 

dont la somme est finie, et un terme 1 qui est un infini positif. 
Ci) 

dZ 
Lorsqu'ensuite l'on fait x = - 3 + w , la valeur de - con tien- dx 
dra de meme des termes dont la sonme est finie, et un terme 

-- qui est un infini négatif. Donc entre ces deux extrêmes, il y a 

dZ 
une valeur de - nulle ; donc il y a un ~nininzurn entre x - 

dx --9 

et x t. - 3, conformément à la théorie précédente. 

g VIII. Formules pour calculer par upproximation les 
fonctions II. 

( 7 1 ) .  Nous avons pour cet objet deux fornlules générales qui 
ont été présentées dans les articles 73 et 77 de la deuxième partie. 
La  première est 

A ' l  B ' l  C ' l  
1 o g ~ x = ' ; I z r r + ( x - ~ )  l x - s + - . - - -  . - + - - - etc. 

1.2 x 3 . 4  x3 5 . 6 ' 2  

Elle donne pour Zr x une valeur d'autant plus approchée que x 
est plus grand, et nous avons fait voir dans les articles 70 et 71 , 
quels sont les moyens d'obtenir par cette formule, tel degré d'ap- 
proximation qu'on pourra desirer. I l  faut qu'on ait x > 5 pour 
que cette formule donne I f x  avec douze décimales exactes, e t  
alors on devra calculer les sept ou huit premiers termes de la suite 
A l  B ' l  -.- -- .- -+ etc. 
1.2 ;x: 3.4 x3 
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Si x n'est pas > 5 ;  par exemple, si x est compris entre 1 et 2; 

on augmentera x de quatre unités, on calculera log I' (4  $. x ) 
par la formule précédente, et on en déduira 

(72). Quant aux coefficiens différentiels successifs de la fonction 
Z = log rx , leurs valeurs déduites de la formule précédente, 
sont 

dZ 1 A' i B ' i  C ' i  
z=  lx -+.- - - a -24- ~.;i-6.;6-l-etc., 

ddZ 1 1 1 1 _- - 1 

dx2 - +t. -f A'. >- B'.2+ C'. - - etc., 
(1: x2 x7 

etc. 

Ces suites sont de moins en nioins convergentes, à mesure que 
les différences deviennent plus élevées ; et la convergence qui a 
lieu daris les premiers termes, se change bientôt en divergence. 
Mais leur usage n'en est pas nloins utile, en suivant les règles que 
nous avons posées dans les articles 70 et 7 I .  

Les logarithmes donnés par ces formules, sont des loçarilhmes 
hyperboliques ; pour les convertir en logari~hmes vulgaires, il faudra 
multiplier tous les ternies des séries par le module m= 0.43429 etc., 
excepté les termes exprimés en logarithmes, dans lesquels on substi- 
tuera directement les valeurs données par les tables. 

(73). L'autre foriiiule pour calculer log r ( I  + x )  , a été donnée 
dans les articles 77 et 78 de la deuxième partie. Mais pour en faire 
usage, il faut connaître les valeurs fort approchées des transceii- 
dantes Sz, S3, Sd, etc. qui représentent les sonmes des puissances 
réciproques, de même degré, des nombres naturels. Ces valeurs 
sont données jusqu'à la 161ue puissance et avec seize décimales , 
dans le Calcul diffirentiel d'Luler , page 456. Mais l'examen que 
nous avons fait de cette table, nous y a fait apercevoir quelqiies 
erreurs assez grayes, et nous avons été obligés de la calculer cle nou- 

veau ; 
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veau ; nous avons cru devoir en m&me temps la prolonger jusqu'à 
fa 35i"e puissance, terme passé lequel chaque fraction qui suit 
l'unité devient la moitié de la précédente. Voici cette nouvelle 
table corrigée. 

I .64493 40668 482264 
I .zozo5 69031 595943 
1.08232 3a337 111382 
I ,03692 77551 433700 
I .01734 30619 844491 
I .00834 92773 819227 
1.00407 73561 979443 
1.00200 83928 260822 
I .ooogg 45331 278180 
I .ooo49 41886 041194 
I ,00024 60865 533080 
I .ooo13 271% 475785 
I .00006 I 248 I 350587 
1.00003 05882 363070 
I . oooo I 52822 594086 
I . ooooo 7637 1 976379 
I .ooooo 38172 932650 

I.OOOOO 19082 127166 
I.OOOOO 09539 620339 
I .ooooo 04769 329868 
1.ooooo 02384 50502~  
1.ooooo 01192 199260 
~ . o o o o o  00596 081891 
1.ooooo 00298 035035 
~ .ooooo  00149 015548 
~ . o o o o o  00074 507118 
I .ooooo 00037 253340 
I.OOOOO 00018 626597 
1.000oo oooog 313274 
1.ooooo 00004 656629 
1.ooooo 00002 328312 
I.OOOOO 00001 16415.5 
I.OOOOO ooooo 582077 
r . ooooo ooooo 291 038 

(74). Au moyen de cette table on aura, pour calculer Io~T(I+x), 
l'une ou l'autre des formules : 
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Lorscp'il s'agit de calculer l og ra  pour une valeur donnée de a, 
on peut toujours réduire la question au cas où l'on a a =  I + X ,  

.z étant < f , ou même < t. Les suites précédentes seront donc 
convergentes et auront l'avantage de l'être dans toute leur éten- 
due, de sorte que le degré d'approximation auquel on  peut par- 
venir par ces suites, n'est limité que par celui qui a lieu dans les 
valeurs des transcendantes S,, S,, S4, etc. 

La  seconde formule est préférable à la première , comme con- 
tenant une suite plus convergente. Cependant lorsque x sera très- 
petit, il vaudra mieux faire usage de la première, parce que la 
valeur de log sin XX, donnée par les tables, pourrait n'être pas 
suffisamment exacte. Or  le moyen de  suppléer aux tables serait de 
calculer log sin ?rx par la formule 

1 sin ex = E (ex) - S,xl - S4x4 - 5 Ssx6 - etc. , 
ce qui revient à faire usage de la première des forniules ci-dessus; 
mais lorsque x est assez grand pour que les tables donnent sans 
clilIlculté la valeur de log sin ?rx , il y aura un avantage marqué 
à se servir de la seconde formule. 

(75) .  On pourra simplifier encore assez notablement cette for- 
mule, en lui donnant la forme suivante : 

T X  
log T (I+x) = 1 + x  flog- -$log - 

$in ax 1 - x  

x3 x5 (29) +(i-C)x-(S,I) - ( S s - ~ ) 5  - etc. 

Enfin pour convertir ces logarithmes en logarithmes vulgaires, il 
faudra multiplier les termes algébriques par le module nh; soit 
donc 

m m m ( i - C )  = B ,  ( S I )  B - & & - i ) = B 5 ,  etc., 

e t  la formule adaptée aux logarithmes vulgaires deviendra 

Bx - B3x3 - B g 5  B7af - etc. 
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Cetle formule pourra servir à calculer log r a  jusqu'à 14 déci- 
males, si l'on a des tables telles que la Trigonomet~ia Britanraicn, 
qui donnent ce nombre de  décimales pour Z s i n ~ x ;  quant aux 

14- x logarithmes de x et de 1, il sera toujours facile de les avoir 
-x 

avec ce degré d'exactitude, ou un plus grand encore, par la table 
connue qui donne les logarithmes des r I ou 1200 preiiiiers nombres 
avec 20 décimales. 

Pour obtenir le nombre de décimales dont il s'agit, i l  sera bon 
de  calculer le terme Bx par la simple multiplication, afin d'éviter 
l'emploi des logarithmes à 14 décimales , pour .lesquels on n'a 
point de tables complètes, ou auxquelles on ne supplée que par 
des calculs plus longs que la niultiplication. D'ailleurs si l'on ap- 
plique la formule à la construction d'une table, la muliiplication 
dont i l  s'agit peut être entièrement évitée, puisque chaque produit 
B(x + w )  se forme du produit précédent Bx, auquel on ajoute la 
constante Bm. 

Quant aux autres termes B,x5, B5x5, etc., ils se calculeront par 
les tables ordinaires à I O  décimales, au moyen des logarithnies 
des coeficiens qu'on trouvera ci-après, art. 79. 

Il ne faut pas perdre de vue qu'on peut toujours supposer 
x < <f ou même x < t .  Dans le cas de x= +, le terme B15x15 ne 
vaut pas trois unités décimales du onzième ordre; dans le  cas d e  
x=d, il n'en vaut pas une d u  quinzième. Au surplus, quand 
on est parvenu aux derniers termes de l i  formule, ces termes 
forment avec les suivans une progression à très-peu près géomé- 
trique, de sorte qu'il est facile de tenir compte des ternies qui 
restent à calculer. 

(:6). La  valeur de la constante C a été calculée par Euler 
( Calcul diflérentiel , page 144), au moyen de la sui te harino- 

1 1  
nique I + - + -. . . + i, dont la somme q(s) est donnée par 

a 3 
la formule 
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A', B', C', etc. étant la suite des nonibres Bernoullieiis. Appli- 
quaiit cette formule au cas de x = r O, on a , par la sommalion 
effective , 

q = 2.92896 82539 68253 96825, etc., 

et par la soniniation approchée, 

de là on tire 
C = 0.57721 56649 01532 8606, 

valeur qui s'accorde, dans les 15 premières décimales, avec le 
résul~at donné par Euler. 

La valeur de C peut se calculer aussi par l'équation (29), en 
faisant soit x = I , soit x=f ; il en résulte ces deux expressions: 

I - C = + Z 2 + ;(S3-1) -/- $&-I) + $(S7-1) +etc. , 
I - C = 1 + + $(S3-~)i+ +(S5-1)h+ ;(SI-I)&+ etc. ; 

substituant les valeurs des quantités Ss, S 5 ,  S, , etc., données 
dans l'article 73, on trouve 

par la première expression C = 0.57721 56649 01532 85, 
et par la deuxième C = O ,57721 56649 01532 861, 

ce q u i  s'accorde aussi bien qu'il est possible avec la valeur déjà 
trouvée, et o n  voit que celle-ci est exacte jusque dans la dix- 
huitième décimale. Ïl suit de là que les valeurs des transcendantes 
S3 ,  S5, S, , etc. , contenues dans la table citée, sont exactes, et 
qu'on peut les employer avec confiance dans le calcul des quan- 
tités ï'. 

( 7 7 ) .  Pour faire voir, par u n  exemple, l'usage de la formule (30), 
proposons-nous de déterminer le rninimunz de la fonction Ta. Nous 
savons que ce nzinimum a lieu à peu prcs lorsque a = I .4616; 
nous zlloris donc chercher la valeur de log ï ( i  + x )  , en fai- 
sant x s O ,  4616. Ce cas est l'un des moins favorables pour la 
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tonvergence des, suites, mais il pourra servir de type pour les 
cdcwls semblables où l'approximation s'obtiendra avec plus de 
facilité. 

'75.. . 0.49714 98726 9413 I+x.. . 0.i648a 85343 4448 
x... 9.66426 58001 4768 I-x... 9.73110 50512 1592 

as... 0.16141 56728 4181 Diff .... 0.43372 34531 2856 a 
s i n e x . .  . 9.99683 20907 2586 .. -- B3. S. 46613 67490 35 

Diff.. . o .  16458 35821 1595 x3.. . 8.99279 74004 43 
a . . .  0.43372 34831 2856 -- 

(1). .. 7.45893 41494 81 
Diff. ... 9.73086 00989 8739 B5... 7.50616 72144 

t .  * 9a8G543 00494 9169 . . 8-52, j2 gooo7 
Bx. .. o. 08475 57 163 7949 - (2). .. 5.82749 62 151 
A.. . 9.95018 57658 7318 

B,. .. 6.71433 5161 
(1) ... 0.00287 Gy621 5818 
(2). ........ 6 7 2 I 96 4509 

........... (3) 23131 0721 
(4). ............ 922 i 098 
(5). ............. 39 5556 
(6) ............... l 7709 
(7) .................. 815 

...... Pour les termes suivans 3 9 
Somme. .. o .  00294 6591 2 6265 

A.. . 9.95018 57658 7318 

.. B,,. 5. 29028 44 
x" ... 6.30692 38 
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(78). Pour avoir le poh t  précis du minimum il faut, pour la 

valeur donnée x = O ,461 6, calculer les coefliciens différentiels 
dZ ddz ddZ &, 2F, as, Z étant mis pou" Ir (1 +x). 

II conviendra, pour cet objet, de revenir à la première des équa- 
tions (28). Cette équation légérement modifiée et adaptée aux lo- 

garithmes vulgaires, donnera, en faisant toujours B . = E ( S ~ I ) ,  n 

les formules suivantes : 

Z =- Z ( I + X )  + B X + B ~ X ~ - B ~ X ~ + B ~ X ~ -  Bjx5 + etc. ; 
dZ m 
_-A - 
dz - i+z 

+ B + 2B,x - 3B,x2+4B4x3- 5B5x4 + e tc. , 
ddZ -- - m 
dxa - (1+xj2 

+ 2B, - 6B,x + I 2B4xS - 2oB5x3 + etc., 

1 d3Z m - -=---- 
a ' dx3 c l + ~ ) ~  

3B, + l2B4x - 3oB5xa + etc. , 
1 d Z  m 
2.3*== (l+ ZY + 4B4 - noB5x + etc. , 

etc. 

Au moyen de ces formules on trouve, pour le cas dont il s'agit, 

az - - o. oooor 35093 33, z -  

Désignant ces trois coeniciens différentiels par - f, g , - h , 
respectivenient, on aura 

Au point du minimum, la différentielle de cette quantité prise 
par rapport à w doit être nulle, ce qui donne pour détermi- 
ner w l'éqnatiou f - gw + + hua si o. Et comme f est très- 
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Q U A T R I ~ I E  PARTTE. SECTION 1. 7d 

petit par rapport à g et I I . ,  on e n  tire w =-- I + -- , et le mi- 

ninaum cherché = Z -: gw" + ; hwS. 
'( R 

Subslituant les valeurs trouvées de f, g,  h ,  on aura.. . . .. 
w = 0.oo003 21451 105, et la correction qu'il faut appliquer à 2, 
= - o.  ooooo 00002 1 7  I 3. On peut donc fixer comme il suit le 
mininzurn de la fonction Ta, 

a = I ,46163 a1451 105 
log Ta = 9.94723 91743 9340. 

(79). Pour faciliter l'usage des formules précédentes, on joint 
ici une table des valeurs des coefficiens B, et de leur? logarithmes, 
calculés jusqu'au quinzième terme, ce q u i  est plus que sufisant 
pour les applications où l'on n'a pas besoin de plus de 12 déci- 
niales exactes dans la valeur de l og r (1  +x). 

o. 18361 29037 6840 
0.14004 56532 118 
0.02925 07326 917 
0.00893 81315 34 
0.00320 75040 58 
0.00125 53326 86 
o.ooo51 80064 42 
0.00om 13466 62 
o.oooog 69148 80 
O, 00004 31938 49 
0 . 0 0 0 O ï  95112 17  
o.ooooo 89061 69 
o.  ooooo 40995 17  
o.ooooo 18999 80 
o.ooooo 08856 20 
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$i I X .  Construchon ei mage de la table des logarit7~mcs 
des fonctions r'. 

(Bo). La  table que nous avons donnée à la fin de la seconde 
partie, n'ayan~ été calculée que jusqu'à sept déciniales, nous avons 
pensé qu'à raison des applications multipliées que peut avoir la 
fonction dans diverses recherches d'analyse, il serait utile de 
calculer de nouveau cette table en poussant l'approximation jus- 
qu'à douze décimales. C'est ce que nous avons exécuté de la ma- 
nière suivante. 

Comme les séries qui servent à calculer les différences succes- 
s i v e  de la fonction log T a ,  sont moins simples et moins conver- 
gentes que celle qui donne immédiatement la valeur de cette fonc- 
t ion, nous n'avons point fait usage des différences, et nous avons 
calculé directement chaque terme par la formule (30), et pour les 
cas où x est très-petit , par la formule 

On a calculé ainsi les valeurs de log r (1 +x) , depuis x= o .  O O I  

jusqu'à s, 0.250 ; ces valeurs ont servi dans chaque cas à déter- 
miner leurs complémens au moyen de la formule 

z(1-x) 9r r (2 -X)  S: -- - r ( 1  + x )  sin ZX' 

On a donc obtenu à la fois les valeurs de log T a  , depuis a = I . ooo 
jusqu'à a=  I ,250, et depuis a = I ,750 jusqu'à a = 2 .ooo. 

Au moyen de ces valeurs qui .conlposent déjà la moitié de la 
période, on a trouvé les valeurs de log Ta depuis a = I .375 jus- 
qu'à a = I .625,  ce qui forme un troisième quart de la période, 
par les forn~ules . 

(32) 

dans 
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QUATRIBME PARTIE. SECTION I! 73 
dans lesquelles on a donné à x les valeurs successives depuis x -0.00 - I 

jusqu'à x = o .  I 25. 

La  seconde des équations (33) jointe à l'équation (31) , donne 
les formules 

au moyen desquelles on a déterminé log Ta depuis a= I .a50 jus- 
qu'à a= I . 3  I z , et depuis a = I .688 jusqu'à a = I .75a. 

Pour achever de calculer le reste de la période, on a passé des 
forniules (33) aux formules (32) , et ainsi alternativement, jusqu'à 
ce  qu'on eût les valeurs de log Ta, qui s'approchent le plus des 
limites des deux suites qui sont I + d'un côté, et I + de l'autre. 

(81). A chaque logarithnie de la table, on a joint ses diffe'rences 
première, seconde et troisième. Ces différences marchent avec la 
régularité nécessaire pour garantir l'exactitude des calculs ; elles 
serviront à faire reconnaître et à corriger les fautes, s'il s'en était 
glissé dans à'impression; de sorte qu'avec tous ces secours, on 
peut regarder les transcendantes r comnie étant connues avec un  
degré de précision plus que sufisant pour toutes les applications 
qu'elles peuvent recevoir. Il faut maintenant entrer dans quelques 
détails sur les interpolations auxquelles donnera lieu l'usage de 
cette table. 

Soit pour abréger, A = log T'a, et soient d'A, d''A, ,P3A les 
différences successives de A , telles qne la table les donne, en 
supposant que les valeurs de a croissent continuellement d'une 
quantité w E O . OOI . Pour avoir le ternie X qui représente 
log l? (a+ w x )  , on aura la formule 

dont le calcul se fera de la manière suivante. 
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74.  EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL.  
htaiit donnée la valeur de x qui sera toujours plus petite que 

2 - x  l i t  , on calculera le ternie 7 J 3 A  jusqu'à la douzième déci- 

male seulement, et on formera, en observant les signes, la quan- 

tii6 J2A - (y) J3A, qu'on pourra appeler la dgérence seconde 

corrlpée, et qu'on désignera par 6'Ax. On calculera de même 
1-x juorp'a la douziime décimale seulement, le ternie - P A X ,  et 

a 

on formera la quantité d'A - (' - d 'Ax , qu'on appellera la 

cl~&rencepremière corrigée, et qu'on désignera par 6 A x .  Cela posé, 
il ne restera plus qu'à former la quantilé A + x6Ax qui sera le  
logarithme cherché X. 

(Sa). Soit proposé ., par exemple, de trouver la valeur de 
log r ( 1 A) ; on fera a = I .083 , x = $, et on prendra dans la 
table, les nombres q u i  répondent à la racine I .083. Ces nombres 
soiit, en donnant aux différences les signes coiiveuables, 

011 tire de  là successivement, 

valeur qui  s'accorde avec celle que l'on trouve dans le  tableau de 
l'aï ticle 43. 

(53). Réciproquement, s'il s'agit de trouver la racine c p i  répond 
à un logarithme clonné X ,  on prendra dans 13 table le logarilhme 
procl-iainemeu t moindre A , et la racine correspondante étaii t a ,  la 
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QUATRI~ME PARTIE. SECTION 1: 7s 
diné'rence o.  oor == o , on supposera que a +- w x  est la qui 
répond au logarithme donné X s A +y ; et pour déterminer x , 
i l  faudra résoudre l'équation 

ce que l'on fera aisément par les deux opérations suivantes. 

I O .  On négligera dans y ,  $A,  P A ,  les quatre derniers chifies , 
cornme si la table n'était calculée qu'à huit décimales, l'équation 

X - 1  à résoudre deviendra y = x ($A +- - $'A), et on en tire 
2 

2- 1 On pourra négliger d'abord le terme d''A, ce qui donnera 

une première valeur approchée de x ;  tenant compte ensuite de 
ce terme, on aura une seconde valeur de x , calculée jusqu'à la 
septième décimale. 

2". Soit LX' cette valeur, et a la correction qu'il faut lui appli- 
quer, ensorte qu'on ait x = x' + a, on calculera y' par la valeur 

e t  il restera à déterminer CL d'après l'équation 

valeur dans laquelle on devra ne pas conserver plus de chiffres 
significatifs qu'il n'y en a au numérateur. 

Connaissant ci, on aura la racine cherchée = a + w (x '  -+- a). 
(84). Soit , par exemple, le logarithme proposé.. . . . . . . . . . . . . 

X s 9.950 241 672 373 ; le logarithme prochainement nioi~idre , 
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7 6 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL. 
pris dans la table, a pour racine a I .585, et  les nombres cor- 
1-espondans sont 

de Ii on tire y = X - A = 16 140 787 ; et la première valeur de 
x, désignée par x', sera donnée par I'équalion 

d'où I'on tire x' = 0.333. Au  moyen de cette valeur, on aura 
successivement 

y' = 16 124 625, 
y - y i =  16 162, 

d'A + ( x i  - f ) P A  A 48 485 264, 

L a  racine cherchée est donc r .583 333 333 34, ce qui s'accorde 
avec la valeur de log r ( I  A) portée dans le tableau de l'article 43. 

(85). Puisque la fonction Ta augmente à l'infini de part et d'autre 
du point où elle est un ininimui;~, il s'ensuit que pour toute valeur 
donnée de T a ,  plus grande que le minimzun, il y aura toujours 
deux valeurs réelles de la racine a.  Dans l'exemple précédent, on 
voit par la table que la seconde valeur est comprise entre I .  344 
et 1 .345. Les nombres cpi correspondent à la racine a = 1.344, 

D'après ces données, on aura y = X - A = - 15 149 445, 
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[QUATRIÈDIE PARTE SECTION I. 77 
Au moyen de cette valeur de x', le calcul s'achève ainsi: 

donc la racine cherchée a+ w (x'+ a) = I .344 290 077 61. 

, 
(SG). Etant doniie'e une valeur de a non comprise entre I et a ,  

il n'y a aucune dificulté h trouver log r a  ; il faut pour cela réduire 
la valeur donnée à celles qui sont comprises dans la table, ce qui 
se fera au moyen de l'équation r ( I -+ x )  = x rx. Ainsi si l'on 
demande la valeur de log T (3.3 la ) ,  on la déterminera par l'équa- 
tion log r ( 3 . 3 1 4 8 )  =log ( 2 . 3 1 4 8 )  + l ï ( 2 . 3 1 4 8 )  = l(z.3148) 
+- Z(1.3148) + lT(1.3148). De même on aurait l r ( 0 . 3 1 4 8 )  
- - ZT(1.3 i48)  - l ( o . 5 1 4 8 ) ;  aiusi tout se réduit à trouver 
Z ï (1.3 148) ; ce qui se fera aisément par la formule de l'art, 81. 

(87). Mais s'il s'agit de trouver la racine a qui correspond à une 
valeur de log Ta non comprise dans les limites de la table, voici la 
mithode qu'il faudra suivre. 

Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de c qui donne 
rc = ?t , ou log Tc= o. 497 149 872 694. 11 y a deux de ces valeurs , 
l'une qui est comprise dans la première période, l'autre qui appar- 
tient à la troisième. Bornons-nous à déterminer cette dernière. 

On trouve d'abord, par essais, que la valeur cherchée 
est comprise entre 5 -448 et 3.449. Pour trouver la valeur exacte, 
il est nécessaire d'avoir les valeurs de log r qui répondent ailx 
racines successives 3 .448 ,  3.449 , 3 . 4 5 0 ,  3.451. Voici le calcul 
de ces valeurs : 
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78 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL, 

Désignant comme ci-dessus 3.448 par a, et log T a  par A ,  on aura 
la valeur de A et de ses différences successives comme il suit : 

A d'A 
o. 496 858 36a I 78 

Soit encore c = a + w x ,  l o g I ' c = X ,  y = X - A ,  on aura 
y=291 510 516, et la première valeur approchée de x sera donnée 
par l'équation 

Soit enfin x = x' + a, on aura 

Donc la racine cherchée c = a + w (x' 4- a) = 3.448 6 I 8 I I I 047. 

La seconde racine de l'équation TC = rr serait c - o. 286 3641 , 
et il serait facile de la trouver avec un plus grand nombre de 
dc'cimales. 
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(88). On peut encore, par notre table, trouver les valeurs ap- 

d lcg r n  d(! h g  ra  d log r n  -- ~rochées  des coeiliciens dinëi-enticls 7, da, , d < r 3  9 qui 

soiit des transcendsn~es par:iculières dont nous avons f a i t  roi,. diffd- 
rens usagcs. Ces coeff ciens se calculeront par les forindes suivantes, 
où l'on a fail log Tn = A. 

d A 
ai', = $'A- aJ5A + etc. ;  du 

td est la différence par laquelle on fait croltre la racine a pour 
former les différences successives d'A, d'°A, J 3 A ,  etc. On a 
w = O . o o ~  quand on prend dans la table les ternies qui se suivent 
imii~édiatenient; mais oti pourrait également faire w = o .  002, o. 003, 
ou plus, afin de rendre serisible la difftrence d4A qu i  
est presque toujours au-dessous d'uiie unité décimale du douzikme 
ordre , lorsqu'on prend w = o. o s  r . 

Eti se bornant à l'hypothèse w = 0.001 qui  est la plus simple, 
puisque la tahle donne, sur une même ligne, les ilonibres A ,  d'A, 
d'*A, J3A, on voit que la valeur qui en résultera pour le coeficient 
d A - , ne sera approchée que jiisqu'à la neuvième décimale à peu,près ; 
da 

&A d {A 
celle de - ne le sera que jiisqu'à la sixième, et celle de ;is' da' 
jusqu'à la troisième. Mais c'est déjà un  grand avantage d'avoir les 
deux premières transcendantes d'une maiiière si facile et avec un 
pareil degré d'approximation. 

(89). Soit, par exemple, a= 1.500; les ditrgrences données im- 
médiatement dans la table pour cette valeur de n , sont 
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80 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL'; 
on en tire les coefficiens différentiels 

Si au lieu de faire w = o.  O O I  , on fait w = o. 002 ; c'est-à-dire ; 
si on prend dans la table les fonctions A qui répondent aux racines 
successives I .500, I .502 , I .504 , I .506, I .508, on  aura les 
valeurs de d'A, P A ,  a 3 A  , ,PA,  comme il suit, 

De là résultent les coefhiens différentiels, 

Ces valeurs diffèrent très-peu de celles qu'on a obtenues imn~é- 
diaiement par les différences des termes consécutifs. 

Soit encore w = O .005 ; on aura à considérer les différences 
successives des termes de la table qui répondent aux racines I .500, 
1.505, I ,510, I . S I  5 ,  I .!ho; ces différences sont 

et on en déduit les coefficiens différentiels 

Ces valeurs different peu des précédentes et semblent devoir &tre 
plus approchées de la vérité, parce qu'on a tenu compte des diffé- 
rences quatrièmes devenues sensibles par une plus grande valeur 
de w ; cependant la valeur de w ne doit pas passer une certaine 
limite , et cette limite qu'il serait difficile de déterminer avec pré- 
ciSion, dépend de la loi que suivent les différences successives de 
l a  fonction A. 

(go). Dans l'exemple précédent , il est facile de vérifier la valeur 
obtenue 
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QUATRII&X PARTIE. SECTION 1. .SI  
dA obtenue pour dn; car en faisant a = f dans la formule ( 1 7 )  , 

art. 51 , et observant que les logarithmes de  la formule doivent 
1 être multipliés par le module m = - pour les changer en loga- M 

rithmes vulgaires, on aura 

L'intégrale du second membre, prise depuis x = O jusqu'à x = 1, 

est égale à 2 - 2RI l2 ; donc 

dR 
Mais on a fait ci-dessus B=nt (1-C) ; ainsi on aura -=m+B-zlz; da 
ce qui donne, en substituant les valeurs connues , 

valeur qui doit être exacte jusqu'à la quatorzième décimale : elle 
prouve que les résultats obtenus par la méthode précédente, sont 
moins exacts dans l'hypothèse w s; o. 005 que dans l'hypothèse 
cd = 0.002. 

(91). Les formules précédentes donnent les coeficiens différen- 
tiels de la fonction A = log T a ,  en supposant que a se trouve 
immédiatement dans la table ; mais s'il faut trouver les coeficiens 
différentiels de la fonction X = log r ( a  $- w x )  , qui est in termé- 
diaire entre les deux fonctions consécutives données par la table 
A = log T a ,  A + d'A = log T ( a  + w )  , voici comment on résou- 
dra ce problème d'interpolation. 

On a généralement 

X Z A + ~ $ A  + -T-- 
2 

6 ' ~ - t - ~ . ~ -  2.3 1 iX -2  JSA + etc., 

et si l'on fait a+wx=a, on  aura, en supposant que s seule varie, 
I I  
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d X  dY da = odx, d'où o - = Différentiant donc la valeur de X par 
da 

rapport à x, et réitérant les diffe'rentiations , on aura 

d X  2 s - 1  3xa- 6x +2 
w -- =: $A + - P A  -f- 

da a 2.3 d''A 

+ 4x3- 18x1+ m x  - 6 
2 . 3 . 4  d'4A -b etc. , 

ddX 
wa-- - - J S A + ( x -  1 )  J3A + 6x2- 18x + 1 1  

da' 3.4 - d'4A -/- etc., 

d3X 
w3--  = J3A -+ (X - $) d'4A + etc., 

da' 

etc. 

On  connaîtra donc Ics coeGciens différentiels dont il s'agit, par les 
différences d'A, $"A, PA que la table donne immédiatement. 

(92). Dans le cas de x = I , on a a = a+  w ,  et les formules 
deviennent 

91 
@ -- - 

da - SA -)- + P A  - ;J3A + I d \ 4 A +  1 3  etc., 

ddX a+ - - 
da4 - P A  - Ad'4A + etc., 

Celles-ci olrrent des forn~ules un peu plus convergentes que celles 
de l'article 81 , de sorte qu'il y a quelqri'avantage à déterminer 
les coefliciens diffirentiels de la fonction log r (a + w ) par le 
moyen des différetices q u i  répondent à la fonction précédente 
log i'n. 

(cj3). Appliquons les formules précédentes à la fonction. . . . . . 
X = log T ( 1  $- :). Alors on fera U = I  .333,  x =  +, et les diffé- 
rences domées immédiatement dans la table seront 
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d'où résultent les valeurs suivantes des cocfXciens différentiels 

d a  -- 
da' - 

Pour vérifier le premier de ces résultats, on peut avoir recours 
à la formule ( r 7 )  qui donne 

Effectuant l'intégration indiquée entre les limites x = O ,  x = r , 
il vient 

d X  mlr - = B + a r n - f  log27-- 
da 1 2  ' 

et en substituant les valeurs numériques, 

d'où l'on voit que nos déterminations sont aussi exactes qu'on peut 
le desirer. 

(94). Lorsque a est un nombre rationnel T, on a vu dans l'ar- 

ticle 51 que l'intégrale Z =[(-)--, I -x prise depuis = o 
1 jusqu'à x x:= I ,  est exprimée par - - nB,, B,,, étant une quantité 
a 

dont la valeur est donnée par arcs de cercle et par logarithmes 
(art. 35, deuxième partie). Mais si l'on suppose , par exemple, 

563 a=- 
1000 ) 

la valeur de B, dont  il s'agit sera tellement compliquée, 

qu'il deviendra à peu près impossible d'en tirer la valeur numé- 
rique de l'intégrale Z , et la dificulté serait encore plus grande 
si a était une fraction plus composée. 
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Dans ce cas, l'iniégrale dont il s'agit pourra se trouver d'une 

manière beaucoup plus facile par la formule de l'article 1 7 ,  qui 
donne 

d log ra Z = C + 1 \ 1 7 :  

or pour la valeur a = I ,563, on trouve le coeacient différentiel 

Ainsi on aura l'intégrale cherchée Z = o .  67 I 009 958 , laquelle 
doit être exacte au nioins jusqu'à la huitiènie décimale. 

Nous sommes entrés dans d'assez grands détails sur ces diverses 
niéthodes d'interpolation , parce qu'elles sont peu connues , et 
qu'clles peuvent s'appliquer à toutes les tables dans lesquelles il 
est nécessaire d'avoir 6gard aux différences du troisième ordre. 

TABLE 
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TABLE 

DES LOGARITHMES DE LA FONCTION ï a ,  

Calculés à douze décimales, pour toutes les valeurs de la racine a, de millième 
en millième, depuis i.ooo jusqu'à a.ooo. 

On y a joint l e u s  différences première, seconde et troisiéme. 
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89 

I 
. u Log. ru. Diff. 1. II. III. a Log. ru, Diff. 1. 
- --- 
1.300 9.953 oao a77 150 73 9% 457 492 081 519 1.350 9.949 951 514 191 49 244 477 
i 3 0 1  g .952 - 4 7  044 693 7a 740 376 491 569 519 1 -351 g ,949 90a 269 714 48 777 128 
i .%a 9.95a 8 74 304 317 7a 248 814 491 043 518 1.352 9.949 853 49a 586 48 310 a51 
i .303 9.95s 80a 055 503 71 757 771 490 525 513 1 .U53 9.949 8c5 i8a 335 47 843 844 
1.3049.952 730 a97 732 71 267 246490 012 517 1.3549.949 757 338 491 47 377 
i .305 9.952 659 030 486 70 777 274489 4+ 512 1.355 9.949 709 960 588 46 912 - ---- 

8 I ,306 9.952 5 8 8 X G  70 887 73 488 983 514 i .356 9.949 663 04t(6 46 447 
1.3079.952 517 965 513 69 98 75 488 469 511 1.3579.949 616 600 727 45 982 
1.308 g .95i 448 166 757 69 5 10 287 487 958 512 1.358 g .949 570 617 837 45 518 

. i .309 9.95a 378 836 470 68 822 399 487 446 50.9 I .359 g .949 525 099 020 45 055 
i .3io 9.952 310 054 141 68 334 883486 937 508 i 2 6 0  9.949 480 043 81 i 44 599 

- 
8.341 9,950 415 8a3 
1.342 9.990 362 351 
i .343 q .g5.o 309 350 

- 
i .344 g , , 9 5 ~  256 821 
i .345 9.950 204 763 

*. 
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III. 

187 
181 
187 
187 
i8E 
1% 

184 
18F 
184 
I 8F 
184 
18~ 
182 
i8~ 
lac 
18: 
182 
18s 
18s 
i 81 
185 
182 
1% 
18: 
172 
185 
181 
17E 
181 
181 
177 
i 85 
177 
181 
17E 
181 
I 7E 
18c 
I 76 
179 
177 

17: 
174 
i 7: 
i 75 - 
i7E 
176 
176 
17F 
i7E 

Diff. 1. 

- 
1. go0 9.983 069 344 086 154 838 173 169 528 926 
1 . p i  9.983 2nd 182 259 155 136 758 169 817 883 
i.goag.g83 379 319 017 1% 435 142 170 106 653 
1 .go3 g .983 534 754 15, i 55 733 32.9 170 395 a38 
1 .go4 9.983 690 487 48! 156 a31 317 170 683 
1.905 9.983 846 518 805 156 3.99 108 170 971 847 -- 

171 259 
171 547 714 
171 835 371 
17% 122 843 
172 410 131 
172 6.7 
17" 984 
173 9 O 888 5 173 5 7 440 
I 73 843 808 
174 129 993 
174 415 995 
174701 
174 987 451 
175 272 
175 558 179 
175 843 270 
176 128 179 
176 412 908 
176 697 454 
176 981 821 
177 266 
177 550 
177 853 836 
178 "7 481 
178 400 945 
178 684 232 
178 967 
179 a50 265 
179 533 
179 81 5 553 

II. 
-- 
288 957 
288 770 
a88 585 
288 398 

636288 2 1 1  
288 026 --- 

873287 841 
287 657 
287 472 
287 288 
287 IO?) -- 

234286 919 
153286 735 

286 552 
286 368 
286 -- 185 
286 002 
a85 819 

814285 63 
a85 455 

go6285 273 -- 
2% 09 I 
284 go9 
284 729 
284 546 
284 367 -- 
284 185 

006284 004 
010283 826 

283 645 
283 464 
283 287 
283 ic5 

337282 928 
282 747 

012282 571 1-- 282 390 
180 0.97 973 
180 380 i 87 
180 662 221 
180 944 c79 

181 507 260 
181 788 5861281 
i 82 069 733 
182 350 706 - 
182 631 
182 912 
183 192 552 
183 472 829 
183 752 

282 214 
282 034 
281 858 
281 679 

iel2-75828i- 
281 326 

147 
280 973 
280 7g4' -- 

5co280 619 
119280 443 

280 267 
280 09 1 

920279 916 
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QUATRI~ME PARTIE. SECTION II. 97 

DEUXIEME SECTION. 

22-i dz $ 1. De Pintégrale Sm e t  autres semblables, prises 

&puis z=o jusqu'ù z = m. 

(95). Eumn a démontré ((7nlc. i n f . ,  tome 1, page 2 5 2 ) ,  qu'en 
supposant les nombres a et n entiers et a < n ,  l'intégrale 
jy9 , prise entre les limites z = O ,  a = CO, est égale à 

vr -. Si on met z à la place de zn et à la place de a ,  les 
ar  

72 sin - 
n 

limites de l'intégrale resteront les mêmes, et on  aura la formule 

laquelle est démontrée pour toute valeur rationnelle de a plus 
petite que l'unité. Mais comme deux quantités rationnelles peuvent 
différer entr'elles aussi peu qu'on voudra, il est évident que la 
formule a lieu pour une valeur quelconque de a ,  rationnelle ou 
irrationnelle, mais plus petite que l'unité. 

(96). Cette formule, I'une des plus remarquables de la théorie 
des intégrales définies, se lie avec plusieurs autres qui ne méritent 
pas moins d'attention. J'observe d'abord que l'intégrale dont il 
s'agit est coniposée de deux parties, I'une prise depuis z = O 

juçq11'à z = I , l'autre prise depuis .z= I jusqu'à z= m. Pour avoir 

cette seconde partie, il faut mettre 1 à la place de z ,  et on aura 
2. 

zra dz 
l'intégrale [-, q u i  devra être prise depuis a=o jusqu'à s=i. 

I 3 
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g8 EXERCICES DE CALCUL INTEGRAL. 
O n  aura donc, en réunissant ces deux parties et mettant x à la 
place de z ,  

(97). Cette dernière formule peut être démontrée directement, 
quel que soit a ;  en effet, l'intégration par séries donne, entre les 
limites x = O, X = I ,  

Ajoutant ces deux suites, on aura l'intégrale cherchée 

Or  suivant une formule de l'lntmd. in anal., art. i8r, le second 
I % 

membre se réduit à - . ainsi on a généralement Z = - 
sin a* ' sin aa' 

(98). Une troisième forniul,e, qui se rapproche beaucoup des 
deux précédentes, est celle de l'art. 54, savoir : 

- x - ~ ) &  - - d cot a?r. 
1 - 2  

Pour faire voir comment l'équation (b) se déduirait de  celle-ci, 
n 

mettons dans cette dernière x' à la place de x, et - au lieu de a, 
a 

nous aurons 

Dans celle-ci mettons I-a au lieu de a, il viendra 

( x - ~  - xa)dx - r - - tang + a?C. 
2 

Ajoutant ces deux formules, la somme donne exactement l'équa- 
tion (b); ainsi ceite équation n'est qu'un corollaire de l'équation (c). 
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QUATRI~YE PARTIE. SECTION II; 93 
(99). Soit V = za(r +a)-', on aura , en différentiant cette 

fonction 

Intégrant de et d'autre, et observant que V s'évanouit dans 
les deux limites z = O ,  z=ao , pourvu qu'on suppose a positif 
et < r ,  on aura cette formule de réduction : 

d'où I'on tire successivement 

et en général, r.  étant un entier quelconque, 

zn-*dz I-a.2-n...r-i-a r .- 
1.2.. ... .r-1 sin aa' 

Mais par la propriété des fonctions r, on a 

s et d'un autre côté, - sin as 
= rar(1 -a); la formule précédente se 

réduit donc à cette forme très-simple : 

Par cette trnnsfonnation, la formule a acquis un plus grand degré 
de généralité et doit avoir lieu quel que soit le nombre r; elle 
ne suppose même plus qu'on ait a < 1, mais seulement qu'on 
a a < 1.. 

(100). 11 est facile de parvenir, par une autre voie, à celte 
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100 EXERCICES DE CALCUL INT&CRAE. 
1 

formule générale. Pour cela, soit z = - - I , on aura la traiis- 
.z 

formée J ~ ' - ' - ~ d x  (~-x)&-l ,  laquelle devra 6tre intégrée entre les . . 
lin~ites x = o ,  x s  I .  O r  cette nouvelle intégrale est une fonction 
Eulérienne de première espèce, qu'on peut représenter par (r-a, a), 
et sa valeur, d'après la formule (31, est 

rm(r - a )  ( r -a ,  a) = -- 
rr 

ce qui s'accorde avec l'équation (d). Dans cette nouvelle démons- 
tration, les nombres a et r sont des nombres positifs quelconques, 
et on s a p 2 o s ~  seulement a < r ,  ce qui  donne une grande géné- 
ralité à 1 equation (H). 

z-'dz 
(101). Dans l'intégrale f Gm, on peut distinguer deux par- 

ties , l'une prise depuis z = O jusqu'à z= I , i'autre depuis z = I 

1 juscp'h a=  a. Pour avoir cette dernière on fera a = - et on au- 
x' 

Zr-a-~ dx 
ra 13 nouvelle intégrale r (l+.Clr a 

qui devra être prise depuis x=o 

jusqu'à x= I .  De là on voit que la formule (cl) équivaut à la 
suivante, o ù  l'intégrale est prise depuis x=o jusqu'à x= I , 

(102). Si dans la formule ( d )  on met ka à la place de  z ,  ce 
qui ne change pas les limites de l'intégrale, on  aura 

Soit k = c ( c o s ~ + ~ - 1 s i n 8 )  
aura les deux équations 

rnr  (r-a) = k-a.  
r r  

et k'=c(cose-t/-  si no), on 
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si l'on fait r= I ,  ces équations donnent les deux suivantes: 

S za-'dz(1 + cz COS 8) CC-' _ -  -.COS ad, 
1 + sczcos û + caz' - sin an 

mais j'observe que la première n'est qu'une conséquence de la 
seconde ; ainsi on peut s'en tenir à celle-ci, et faisant C=I, ce 
qu i  ne diminue pas sa généralité, on aura la fornrule 

zadz r sina0 z :Y O -- - Si + azcoso +$ - sin a r  ' rini z = o o  

Cette formule suppose a <  I ; si on change le signe de a elle donne 

r s i n a û  -- - -  
Ji +=Z$ +&2 - sin a r  O sin O 

ainsi l'intégrale conserve la mênie valeur, et c'est ce qu'on trou- 

verait imniédiatement 

mule (f ). 

( I  03). Considérons 

en mettant à la place de z dans la for- 

maintenant l'in tégrale comme 

composée de deux parties, l'une depuis z=o jusqu'à z= I , l'autre 
depuis Z=I jusqu'h z=oo : il est aisé de voir que cette seconde 

1 
partie est égale à la première; car en meltant - à la place de z, 

z 

l'intégrale reste la même, au signe près. On a donc cette autre 
formule, qui suppose a < I : 

(104). Si l'on multiplie par d s i n 8  les deux membres de  I'é- 
quation (f), et qu'on intègre par rapport à 0 depuis k o ,  on 
aura la formule 

1 +zz+zQ 2 r  z = a 
a sin aa z = m  
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1 oa EXERCICES DE CAJX'ZJL INT~~G'RAL, 
L'équation (g) donnerait semblablemen t 

elles supposent toutes deux a < I .  

(105). Dans la formule ( g  ), substituant les valeurs.. . . . . . 
aa aa 

sa= I +alx-j-; Px+etc., x-'=I-aZx+_ Px- etc., et sup- 

sin a4 posant que le diveloppement de la quantité G, suivant les puis- 
sances de a, donne la suite 

sina9 1 -- - - (1 + A'aa 4- A"a4 + A'"a6 + etc.), sin an 

on aura la formule 

a" 

2.3.4 ~ i r + e t c . )  - , 
1 +axcouB +> - - (1 +- A'a" -k Ar'& +- etc.) ; 

2sm B 

d'où résulte cette suite d'intégrales : 

dx 12x B -- - ~ s i n e  . A', 

+- dr: Px 0 

2 . 3 . 4  1 + ~ X C O S O + X ~  - a' A", 

etc. ; 

ensorte qu'on peut trouver en général la valeur de l'intégrale 
dx ( 

Z bh) =Il + 2 x  +?> prise depuis x = O jusqu'à x t.= r . Il 

sufirait d'en doubler la valeur, si elle était prise depuis x = O 

jusqn'à x = m .  

Si l'on siibs~itue les valeurs des coefficiens A', A", etc., on 
aura pour les premieres valeurs de la fonction Z ( 2 k )  : 
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8 
Z(0) = , , 

e sa-ffl Z(2) = - - 
as in^' 3 

0 r2-8" 7 ~ 2 3 8 ~  Z(4) = -. -. - a sin 0 3 5 
elc. 

La loi de ces expressions dépend, conime on l'a vu, du déve- 
loppement 'de la fonction 

a28' a484 
1 - -  $- - - etc. 

a .3  22.3.4.5 --- 
a'as aW 

= I -f- A'as + A"a4 $- etc. 
1 - -- 

2.3 +-- etc- 

(106). Par les propriétés connues des suites récurrentes, on a 

sin 8 -- 
1 f 2 x c o s $ + x "  

- sin 8 - xs in  28 + xLsin 39 - x3 sin 46 J, etc. 

Multipliant par dx et intégrant depuis x = O jusqu'à x - I , 
on aura 

Multipliant la même équation par dx E x y  intégrant le second 
1 . a  

membre par la formule / x f i h  l'x = (m + , et subst~tuwt la 

valeur de Z (2), on aura 

De même en multipliant par dxZ4x, intégrant le second membre 
1 .a.3.4 

par la formule fxmds 1 4 ~  = (,t,)i, et substituant la valeur de 
Z (41, on aura 
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104 EXERCICES DE CALCUL INT~~GRAL. 
Ainsi en général on peut sommer la suite 

sin 20 sin 50 sin 40 
sin 8 - ,, + 5"" - - - + etc. 4'"'-' 

(107). Ces équations, au reste, se déduisent assez simplemeut 
de la première que fournit l'intégration directe , savoir, 

En effet, multipliant celle-ci par de, et intégrant depuis 8 = O ,  

o n  aura 
1 1 1 0' 

1 -cos~--(r-cosz8) + I; ( I  COS 38) - etc. =- . -. 
2" 2 2 

1 1 1 Appelons Ma la somme de la suite I - + 3" - - -/- etc., laquelle 
1 7ra 

4' 
est égale à (1 -:)s,-~ -- S, =- on aura 

12' 

Multipliant celle-ci par de et intégrant depuis 8 = O ,  il viendra 

ce qui revient à la valeur trouvée dans l'article précédent. 

Continuant ces opérations de la même manière , et désignant 

par M. la somme de la mite I - $ + $ - etc., laquelle est égale 

à (1 - :) S., on aura cette suite ?e formules, 

1 1 e7 1 sin 4 - - sin 20 + - sin 30-e tc. = 8fif4- - e5 
s5 35 2.3 M a C à * m r  

etc. 
Ida 
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QUATRI~ME P.ART1E. SECTION II. I 05 
La  loi de ces expressions est manifeste ; elle dépend de celle des 
quantités Mn, et par conséquent de celle des quantités .Sn qui est 
bien connue. 

(108)~ Si on différentie l'équation ( f )  par rapport à 9, on aura 

Par des différentiations ultérieures, on trouverait en général la va- 
zn+" dz leur de l'intégrale[( + 2z cor a + z2 , k étant un entier quel- 

conque. 
De même par la différentiation de l'équation (g), on trouve 

l'intégrale 

- s n sin B cos ab-cos B sina0 XI:= O --- 
2 sin% C C = ~  

On connaîtra donc ainsi, par des différentiations réitérées, l'intégrale 

S( 
( x ~ - + ~  + xkdU) dx 

1 + 23 COS 9 + x~)~+' ' k étant un nombre entier. 

Mais ces formules ne sont point applicables au cas où l'exposant 
du polynome ne serait pas un nombre entier. 

za+r- l& 

Ainsi lorsquei. ne sera pas entier, l'intégrale z =LI +2zms 

parait dépendre d'un ordre de transcendantes plus élevé qye les fonc- 
tions r. Cependant si l'on a 8 = t T ,  on pourra mettre zià la place 

n r r  - . -  -- 
cl2 

de z ,  et l'intégrale précédente deviendra z = f y&; savaleur 

r + a  r - a  r-r- 
déduite de la formule (d) sera d0nc.Z = 2 2 - 

z r r  , de sorte 

qu'elle ne dépend alors que des fonctions T. 
Si l'on observe maintenant que la quantité ( r + 2z cos 4 +,za)7 

peut se développer en cette suite convergente , 
r r . r +  i 

(,+z2)-'- - .2a cos 0 (1 +aa)-r-' + -- 
1 1 . 2  . ~z"cos'~(I+~")-~- '-  etc, 
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et qu'ainsi on a 

les intégrales du second membre pourront etre évaluées par la 
formule qu'on vient de trouver pour le cas de 8 = 2 rr ; de sorte 
qu'en faisant pour abréger, r ($ r+ t a )  r (+ r - i a )  = q (r) , 
a étant constant, o n  aura généralement 

formile qui pourra se réduire ultérieureiiient au moyen de l'équa- 
x2- a2 

tion q (x + 2) = -. q (x). Soit pour abréger , 
4 

on aura la formule géne'rale 

Qliant aux suites désignées par M et N, leurs sonlmes sont connues 
lorsque r =  I , e l  même lorsque r est un entier, puisqu'alors l'inté- 
grale est donnée par la formule (f) et par ses différentielles suc- 
cessives prises par rapport à 8; mais il reste à trouver ces sommes 
pour une valeur quelconque de r. 

(~og) .  Considérons enfin la quantité P = za(x -f- 2)'-r- oa+'-' 9 

dans laquelle nous supposerons à la fois a < r et a + I > r; on 
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aura par la différentialion, 

Intégrant de part et d'autre depuis a = O jusqu'à z = oo , et obser- 
vant que dans ces deux limites P s'évanouit, on aura 

Substituant la valeur du second inenhre donnée par l'équation ( d l ,  
on a la formule 

(1 IO). Cette formule s'accorde avec celles de l'article 15, deuxième 
partie, qui  n'en sont que des cas particuliers ; elle est remarquable 

en ce que les deux parties J,ZQ-~~.Z,[& sont infinies, et que 

leur différence peut être déterminée par les fonctions f. 

Soit r=  a + I - o , w étant infiniment petit, la formule pré- 
cédeiite donne 

Mettant nz au lieu de a ,  prenant la différence des deux équations 
et supprimant w , on aura l'expression suivante de la différence de 
deux intégrales qui sont l'une et l'autre infinies, 
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I 08 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL, 
et on sait par 'l'article 50 que le second membre est aussi l'expresi 

J- ( xm 'h sion de l'intégrale -- prise entre les limites x = O , 
x = I ; intégrale qui  poilrra toujours être exprimée par arcs de 
cercle et par logariilimes, lorsque nz et a' seront des nombres 
rationnels. 

$ 11. D e  Z'in,tégrnle Z = 1-xa-') ( 1 - x m )  dx - . - 
1-X 

, prise 
1 I 

(1 I 1). Cette intégrale est une fonction de a et de In ; si on la 
différentie par rapport à a ,  n2 étant constant, on aura 

Mettant au lieu du second membre sa valeur donnée par l'équa- 
tion (1 7) , il viendra 

d'où résulte, en intégrant et observant que Z doit s'évanouir lors- 
que a s  I , 

(1-xa-l) (1-xm) d~ r ( a t m )  X = O  - .- = log. (- 
1-x 1 r a  r (1 +%)* x = l  z - 

x 

Si l'on met a $. n au lieu de a ,  on aura semblablement 

Donc en retranchant la première de la seconde, il viendra 
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Cette formule revient à celle qu'a donnée Euler dans le tom. 1 ,  
part. I I ,  des Nova Acta Petrop. 1777. 

(1 r 2). En appliquant à cette formule les propriétés connues des 
fonctions T , on en déduira aisément tous les théorèmes particuliers 
auxquels Euler est parvenu dans le mémoire cité. Voici, par 
exemple, deux de ces théorèmes : 

dx xp - 2x7+ x2F-P Pr = log sin - , 
1 - xar sr 

où l'on peut observer que le second se déduit du premier, en 
mettant r - p au lieu de p, <et qu'ainsi il suffira de démontrer le 
premier. 

D'abord on peut mettre x à la place de x"', ce qui ne change pas 
les limites de l'intégrale; et cette substitution revient à faire 21.- I .  

On aura donc à démontrer la formule 

Or  j'observe que cette intégrale peut se mettre sous la forme , ~ ~ b g l d r  ( 1 - = p l a  
1 - 5  

, et que sa valeur, d'après la formule (a), est 

Mais on a r +=  c/?r, et r ( t - p )  T(~+~)F--&; donc 

z = log'cos p r .  

Les autres théorèmes donnés par Euler se démontrent avec la même 
facilité ; mais le théorème suivant ne se trouve pas dans le mé- 
moire d'Euler, parce qu'il dépend d'une formule qui a été décou- 
verte postérieurement. 
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I IO EXERCICES DE: CALCUL INT~GRAL. 
(1 13). Puisqu'on a , en vertu de i'équation (D) , 

on voit qu'il y a un cas où l'on connaît exactement le second 
membre de l'équation (a) ; c'est celui ou l'on a a - -~,m=r-1, ' 
n = r - +. On aura donc 

mettant, pour plus de sin~plicité, x' au lieu de x , et faisant 
r= I + f n , on aura la forniule 

1:. ( l  
-P) ( 1  -*') - 

, a log 2. 
1 - xa - 

Cette formiale a lieu quel que soit a ,  pourvu qu'il ne soit pas né- 
gatif et plus grand que l'unité. Elle se vérifiera aisément lorsque n 

est entier, au moyen de la f o r n i u l e ~ ~  (1-xn)= Z (":z1> -- 

x 

Nous remarquerons que si on différentie par rapport à a l'équa- 
tion (c) , il en résulte 

ce qui s'accorde avec la première des équations 21, art. 55. 

III. De Gintégrale Z = , prise depuis 

(1 14). Pour que l'intégrale ne devienne pas infinie dans l'une de 
ses liniites, on suppose à la fois p > o et r f= I ; de plus il est 
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tiécessaiïe de supposer I -/- a > O pour que I -/- ax ne devienne 
pas zéro entre les deux limites de l'intégrale. Cela posé, soit 
I - x = a ,  on aura I + ax = I -j- a - az, et si aux suppositions 

a précédentes on ajoute celle que - soit < I , ce qui arrivera 
i+a 

toujours si a est positif ou si a est- négaiif et < f ,  on pourra dé- 
velopper ( I  + ax)-" en cette suite convergente, 

on aura donc 

Soit V 3 .-cpzk-', on aura par la différentiation, 

intégrant de part et d'autre entre les limites données, et observant 
que V est nul dans ces deux limites, pourvu qu'on prenne k > r ,  
on  aura 

De là résulte successivement, 

etc. 

Soit donc, pour abréger, A=[? = JZP-'~S(I -x)-', et on 

aura l'intégrale cherchée 

n 1-r a n . n f  i 1-r.2-r 
(a) Z=A(I +a)-" i+-,----+P.--- - +tc) ( 1 p r + i  i+a 1.2  p-r+ 1 .p-r+"s(~+a)l 

Quant à la valeur de A ,  on voit que cette intégrale est une fonc- 
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tion Eulérienne de preniière espèce, qui peut ètre représentée par 
( p ,  I - r ) ,  et qu'ainsi on a 

L'intégrale Z sera donc entièrement connue, si on peut trouver 
la sonime de la suite contenue dam son expression , savoir, 

il faut pour cela examiner différens cas. 

Premier cas : n + r = p  -/- I .  

(1 15). Alors en substituant la valeur de n ,  on aura 

Cette suite est évidemment soniniable, et la sonime est 

donc on a généralement 

Cette formule suppose n + r > I et r < I ; et comme la série a été 
sommée exactement, le résultat ne suppose plus que a ,  s'il est néga- 
t if ,  soit < $; il suppose seulement que I + a  est positif. 

(1 16). La forniule précédente peut se trouver inmédiatement par 
le développement de ( I + rrx)-" qui donne 
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o r  on a en géne'ral, 

ce qui donne successivement 

xn + dx r (n+r+i) r (1-r) - nf r-i . n+r 

r (4-4 
- c-- 

n.n+ 1 A ,  
etc. 

donc 

n + r - i . n + r - 2  
Z = A (1 - ( n + r -  ' ) a +  

i .a 
na - etc.) , 

(1 17 ) .  Si dans la formule (b) on fait n = r et a= 1 ,  on aura 

mais dans ce cas l'intégrale Z est e l l e - m h e  une integrale Eulé- 
rienne de première espèce, qui , en mettant x à ]a place de xn, 

devient $ f x r - 2  dx(~-x)-\  et peut être représentée par. . . . . 
r(r-:) r(1-7.) 

+ ( r - + ,  1-r); sa valeur est donc Z = + . -  r i  et en 

vertu de l'équation précédente, on doit avoir 

ou r ( r  - $) Tr = r f  ~(zr -1 ) .  2+". Faisant r= + a ,  on a ré- 
quation connue : 
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J 14 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL.  
ce qui vérifie nos calculs sans offrir une nouvelle propriété des 
fonctions ï. 

( r  18). Reprenons maintenant l'équation (A), pour en déduire 
quelques autres corollaires. Si l'on fait d'abord r=o,  on aura 

x c'est ce qii'ou trouverait immédiatement en faiant ~ + a x  =;. 
Si dans Ici niC.n~e équation on fait n = I ,  et qu'on substitue la 

n- valeur TIT(I--~.) = -- 
sin rr  ' on aura la formule 

Celle-ci peut encore se démontrer directenient d'une manière fort 
x z z -- simple. Soit - - ou x = -- 

a + i + z 9  
on aura la trans- 

i - x  Q + l '  

Zr-'dz 
formée (1 f a)-. l;-, laquelle devra être intégrée depuis 

7r 
z = O jusqu'à z = O) ; sa valeur devient donc (1 + a)dr  =.. 

( 1  19). Soit, pour abréger, X ~ - ' ~ X ( I - X ) - ~ =  ch; si on prend 
les différentielles successives de l'équation (c)  par rapport à a ,  

7t- -A, on aura cette nouvelle suite d'intégrales : et qu'on fasse K~ - 

etc. 
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Q U A T R I È ~  PARTIE. SECTION II. i 15 
Mais en faisant p=~+ax,  on a r=p-a~=(~-ax)*=(p-nx)~, etc.; 
d'où 

On connaît, par les formules précédentes, les intégrales f $, 
f F, SX$, e t c .  donc, par la substitution de ces valeurs, on 

aura les foriiiules suivantes : 

etc. , 
forniules dont la loi est facile à saisir; elles supposent toujours 
I +a positif et T < I .  

J; 
dv 

(1 20). Soit proposé de trouver l'intégrale 
l+axl (,+ br) ,  dans 

laquelle les nombres I + a ,  I + b ,  sont supposés positifs. Comme 

1 n I b =- --- 1 .- (If a x ) ( i + b x )  a - b m i + a x  a - b  i + b x 9  

a dv b dv 
l'intégrale proposée est la inèrne que - --- - . a - b L + a x  cz-bf i + b x J  
aiiîsi on aura généralement 

(f 1 
dv A 

~ l + a l . ) ( i + b . 4  = [4'+4-'- 6(1+b) -~1 .  

Dans cette formule faisons a=c(cose+ /-I sin~),b=c(cos6- d- i sine), 
c sin O ensuite p"= 1+2ccos0 +ca et tangh = nous aurons, 

i f  ccosd'  
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I 16 EXERCICES DE CALCUL IKT~CRAL.  
par ces substitutions , 

dv -- sin (8 - TA) - Ap-r .- 
sine 

. P 
(121). D'après ces diverses formules, il est visible que, si - est 

Q 
une fonction rationnelle de 2, dans laquelle le dénominateur Q 
ne se réduit à zéro pour aucune valeur de x comprise entre O 

Pxr-'dz et I , on pourra toujours exprimer l'intégrale [y, O U S ~ ~ > ; >  
7r par une quantité de la fornie - .13, B étant une fonction al- 

Sl l l  Z r  

gébrique de c p n  titis connues. 

Second cas. n = r ,  p = r + f .  

1 

.d- rdx 
( I  22). Alors l'intégrale proposée est Z , et 

r(r f p)r(i - r)  en faisant A = r 2 , on aura 

Pour voir plus clairement la loi de cette suite que nous désigneross 

par Q ,  soit r = -  ' -im , nous aurons 
2 

1-m2 a 1-m'.()-ma 1 -ntl.g-ma.a5-m2 a' 
Q = I + -  -+---- - - .- 

a' + 1.2.5.4.5.6.7 ( i + ~ ) ~ + ~ ' ~ '  i .2 .3 ' i+a 1 . 2 . 3 . 4 . 5  ' ( if  a)" 

Cette suite est connue, au moins lorsque JIZ est un entier impair, 
et suivant la formule donnée ait. 236 de l'lntrod. in An., on a 

sin ml -- 1-mZ 1 - m 2 . g - m Z  
- =  +1.2.3 sin4 + - 

msin 0 1.2.3.4.5 
sin40 + etc. 

a Donc si on fait - = siii20, ou a = taiig28, on aura 
1 i- a 

sin ml Q G -  
m sin 8' 
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QUATR~~II IE PARTIE. SECTION II. I I7 
Mais il faut démontrer que la formule précédente , trouvée pour 
le cas 0.ù nz est un entier impair, a lieu pour une valeur quel- 
conque de m. 

(123). Quel que soit rn, le  sinus de l'arc me a pour expression 

mye3 m505 
sin m9 = me - - $- -- - 

1.2.3 1.2.3.4.5 etc. 

Mais l'arc 8 que nous pouvons supposer < a T ,  se développe de 
n l h e  en cette suite convergente 

1 1  1.1.3.3 1 .1 .3 .3 .5 .5  9 = sin 8 + sin38 + ;3T415 + 2.3.4.5.6.7 sin70 + etc. 2.3 

sin 
Donc quel que soit n t ,  la valeur de - m 

peut se développer en 

une suite de la forme sin 0 + A sin38 + B sin58 + etc., les coefi- 
ciens A ,  B, C ,  etc. étant des fonctions de nz qu'il s'agit de 
déterminer. 

Pour cet effet, soit sin 9 = x , et 

sin m0 - -- x + A x 3 + B x 5 + C x 7 + e t c . :  
m 

on aura en différentiant de part et  d'autre par rapport à 0, et met- 
dx tant au lieu de ;iB sa valeur cos 9, 

cos m0 = cos 8 ( I + 3Ax" + 5Bx4-f- 7Cx" etc.) : 

différentiant de nouveau par rapport à 8 ,  il vient 

nz si~irn~=(1-2.3A)x+(3~~-4.5~)~~+(5"B-6.7C)x~-f-etc. 

hgalant le second memhre terme à terme à la valeur du premier 
qui est 

naax + nzaAx3 -f- m'Bx5 -1- etc. , 
on en tire 
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Donc on a généralement, quel que soit ~ n ,  

sin ml- I -m2 1 -7na.q-ma 1 -m2.9-ma. 95-rn" 
-- -1 + ---~iii'8 + -sin B f - - sin60 -/- etc.,  
~nsir i  0 2.3 2 . 3 . 4 . 5  2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7  

et il résulte de la même analyse qu'on a en même temps 

cos 7nb -- 1-m' . i-m .q-ml 1-ma.q-m .95-m" 
-1 + - sin28f -sin 9 + -- sinCd + etc. 

cos B 2 2 . 3 . 4  2.3.4.5.6 

(124). Cela posé, l'intégrale cherchée sera donnée par la formule 

r ( r + p ) r ( i - r )  dans laquelle A =  - , et où l'on suppose r < I et 
t b ' ~  

tang 8 = f a .  

Si l'on fait a = I , ce qui donne 0 = $ , la fornlule devient 

L e  premier membre est une intégrale Eulérienne de première es- 

pèce qui peut se représenier par , 1 - , et  .dont In 

r ( ; r + ; )  r(1-r) valeur est f . - - --. Ainsi en remettant la valeur de A ,  r(;-;r) 
on devra a ~ o i r  entre les fonctions r l'équation 

Si l'on a I. > +, soit r = $ $- z a ,  cette équation deviçnt 
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résulte l'équation connue ( *) 

équation à laquelle on serait également conduit en supposant 
r = + - 2a. 

(125). La formule (h)  ne pourrait plus avoir lieu si a était ne)- 
gatif; mais en éliii~inant l'arc 8 ,  qui alors deviendrait imaginaire, 
on peut parvenir à la vraie intégrale. 

E n  effet, si on change le signe de a', on aura tang 0 = /(- a ) ,  

sin 8 = d ( ~ )  -a , cos 4 = /(*) - a  ; substituant ces valeurs dans 

la  forniule 

(cos fl  + 1/- 1 sin 4)"-  CO^ B - v- 1 sin B ) ~  sin 1720 = 
a i/- 1 S 

et faisant nz =2r - I , on aura 

sin (9r- 1) B ( 1  f l/a)"-'-(i - 
- *  

sin 6 - %va. (1 - 
on a en même temps cosarO = ( I  - a)-r; donc 

sin (2t- ( 1  - va) ' -a r -  ( 1 + - Q.cos"e = 
sin B 2 Va 

(+) M. Poisson, dans le  tonle IX du Journal de l'École Polytechnique, a 
trouvé des résultats analogues à ceux que nous venons d'exposer. II parvient,  
page 1 4 6 ,  à une équation entre deux intégrales Eulériennes , qui  au fond est 
l a  niêiiie que l'équation ( i ) ;  et il ajoute que cette équation contient une nou- 
velle relation qui peut servir à lu réduction de ces transcendantes. On voit ici 
que cette équation ne  conduit qu'à une formule connue, dont l'équivalente a été 
donnée page 284 des Exercices r E È  Culcal intégral, et plus anciennement, 
page 96 d u  Mémoire sur les ii.ansce!zdantes elliptiques. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



120 EXERCICES DE CALCUL INT~CRAL. 
donc l'intégrale cherchée 

(126). Dans cette formule il faut qu'on ait a < I ; on peut ce- 
pendant faire a = I , pourvu qu'on ait 2r < I .  Alors la formule 
devient 

Nais le premier menibre est une intégrale Eulérienne de la pre- 
~ ' ( r  + ' )  ~ ' ( i  - w)  miére espèce dont la valeur est ----"-- ; donc on doit 

r ( a - r )  
avoir entre les fonctions r , l'équation 

Mettant au lieu de r (: - r )  sa valeur (: - r) T ( $  - r )  , et fdi- 
sant + - r = a ,  on retombe encore sur l'équation 

qui prouve l'exactitude de nos calculs. 

(12~). Il ne sera pas inutile de faire voir que la formule (k), 
q u i  est le  résultat d'un calcul assez compliqué, peut s'obtenir plus 
facilement par une autre voie. Si dans l'expression diffërentielle on 
développe le facteur ( 1 - ax)-', on aura 

Or en intégrant les termes successifs, on  a 
r 
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Donc l'intégrale cherchée 

z r . z r +  i 
a +  

a r . z r +  1.2r  + n . z r + 3  
2.3.4.5 

a* + etc.). 

Pl est facile ensuite de voir que la série qui multiplie A .  n'est autre 
chose que le développement de la quantité 

Ainsi on obtient immédiatement la forn~ule (k) , et de celle-ci on 
pourrait déduire facilement la forniule ( h ) ,  au moyen des réduc- 
tions que donne la formule 

Troisième cas : p = r + n. 
x~+n-i dx 

(I 28). Alors l'intégrale proposée z =A +xlr ax)a, et la sui te 
a 

à sommer est ,  e n  faisant a= - 
1 + a S  

Pour avoir la somme de cette suite, supposoris pour un moment 
qu'on ait 

1 - T  1 - 7 . 2 - r  2xnfa 
+ Y - -  .- 

Tl + 
+ etc.) : 

I 6 
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122 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL; 
en différenliant par rapport à x , on aura 

1 - 1  

d (  1 

1 - r .  2-1 dQ=nxn-l x I + - ~ X +  l.2 - aBxs+ etc.), 

nxn-'dx 
ou dQ = cette intégrale étant 

prise depuis x = O jusqu'à x =. I .  

Cela posé, comme on a en même temps 

l'intégrale cherchée sera exprimée ainsi, 

d'où il suit qu'en regardant les 

intégrale est ramenée à une 

prise entre les mêmes limites 

(129). Lorsqu'on change le 

fonctions ï' comme counues, cetie 

intégrale plus simple fG5 i*  xR-ldx 

a et dans laquelle a = - 
1 +a' 

signe de a ,  il convient de mettre 

sous une autre forme le facteur P = ( i - a  

- a  
( 1  - a )  z Soit alors x = -- , on aura P - 

1 - a2 et les limites 

de cette intégrale seront encore z = O ,  z = I ; de sorte qu'on 
peut changer z en x, et on aura pour ce second cas la forniule 

(130). On peut parvenir directement à ce résultat en développant 
dans la formule proposée le facteur ( I  - ax)-", ce qui donne 
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Or e n  intégrant les différens ternies, on a 

elc. 

Donc l'intégrale cherchée 

la série comprise dams cette formule n'est autre chose que la valeur 

de l'intégrale ,+,; ainsi on obtient la même formule que 
ci-dessus. 

Dans les deux cas, si lz est entier, on pourra trouver exactement 
Lxn-'dx fFdc, Ir- . il suPr pour l'une et l'autre des intégrales , i- +. , 

cela de faire I - crx ou r - ax = z ; mais ces cas particuliers 
sont compris dans le résultat général de l'article 121 , et il est 
inutile de s'y arrêter. 

5 IV. De Z7intt?grale Z =f*. sin zaz - 
lllaf Z' 1 - zr COS S ~ Z +  ra e t  autres 

semblables, prises depuis z = O jusqu'à z = m. 

(13 1). On pourra toujours supposer que r est plus petit que l'unité; 

car s'il était plus grand, on mettrait ' à la place de  r ,  et on aurait f 
une intégrale de nlènie forme dans laquelle r' serait plus petit 
que l'unité. 

Cela posé, si l'oil développe suivant les puissances d e  c la 
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sin aaz 
quantité P = - on aura par les propriélés des 

1 - s r cos  2a2+ r"' 

séries récurrentes , 
P = sin 2az -f- r sin 4az -t. r' sin 6as t 9 sin 8az +- etc. , 

ce qui donne 

zclz Z = fz (sin zaz $- r sin 4a i  + P sin 6az + etc. ). 

.Mais par la formule ( 2 ) de la troisième partie, page 358 , on a 
l'intégrde 

S zclz sin kz r - k m .  - _ 
ma f z" - 2 e 2  

donc 
7r Z = - ( e-2am re-dLrn + rie-6am + etc. ) , 
2 

ou simplement , 
z=&: t 

c'est la valeur de l'intégrale cherchée. 

O n  peut d'ailleurs changer le signe de r :  ainsi on  aura tout à 
la fois les deux forri~ules 

Ces deux formules supposent r < I ; mais elles seront encore 
vraies lorsque r = I , et alors on aura 

(132). Si après avoir ajouté les deux équations ( n )  et (fi), on 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



QUATRI~RIE PARTE. SECTION II; 125 

met a à la place de za  , et r à la place de le, on aura cette nou- 
velle forniule 

Faisant dans celle-ci r = I , on a 

(133). Si on multiplie par 4rda les deux membres des équa- 
tions (a) et (b), et qu'ensuite on les intkgre par rapport à a depuis 
a = O ,  on aura les deux formules 

Si dans ces équations on fait r = I , on aura ces deux autres 
formules, 

p s n m  

log sin az 1 log (' 
-2 ) , 2m 

d'où résulte cette troisième , 

(134). Si on différencie par rapport à r les équations (g) et (A), 
on aura encore les deux fornlules 

rtz r - COS 2az T 1 - - -  - 
ln;.~" i + ra - ar cos a o i  

- ., eaoin - r y  

r+ cos 2az _ -  7T 1 

Jz$z. 1 + p + s r c o î  zaz -, - - Sm ' e'4'n 4- r' 
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Ces équations se démontrer directement au moyen des 
deux formules 

cos p - r  -- 
i - ar cos Q + 2% - c o s ~ + r c o s 2 Q + 1 ~ c o s 3 ~ + $  COS 4Q+ etc., 

e-kin cos kz = - 
2 ln 

Si l'on différenciait les formules que nous venons de trouver 
par rapport aux constantcs qu'elles renferment, on en déduirait 
une multitude d'autres formules plus ou moins remarquables; mais 
nous n'entrerons pas dans de plus grands détails à ce sujet. Nous 
devons seulement ajouter que les formules (c)  , (d) , (f) , ( i )  , 
(A), ( 1 )  , très-remarquables dans la théorie des intégrales définies, 
sont dues à M. Bidone, qui les a publiées dans les Mémoires de 
l'Académie de Tur in ,  année 18 I 2. 

$ V .  Formules propres à rendre plus &.tendue la tlzéorie 
des in tégrales deynies. 

(135). Dans les recherches précédentes, on a p u  remarquer que 
des intégrales connues, prises depuis z = O jusqu'à z = CO, en ont 
fait connaître d'autres , prises depuis x E= O jusqu'à x = x. La 
transformation en~ployée pour cet objet, peut être généralisée, de 
manibre qu'en passant alternativenient d'un genre d'intégrales à un 
autre, on pourra assez souvent trouver une infinité de formules 
qni auront la même valeur; et par ce principe, la théorie des 
intégrales définies acquerra une nouvelle extension. 

Dans les transformations dont nous allons parler, nous désigne- 
rons constamment par a la variable qui s'étend clans les intégrales 
depuis a =  O jusqu'à z = C O ,  et par x celle qui ne s'étend que 
depuis x =: O jusqu'h x E= I .  

(1 %). Cela posé , soit la foriliule f d z  ( z )  = A ,  dans laquelle 
l'intégrale est prise depuis z = O jusqu'à s = oc , et a pour vriieur 
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QUATRIÈME PARTIE. SECTION II. I 27 
la quantité connue A. J'ohserve que l'intégrale dont il s'agit , peut 
être considérée comme composée de deux parties, l'une prise depuis 
z = O jusqu'à z = na ( m étant positif ) ; l'autre prise depuis a= nz 
jusqu'à z = W. Pour avoir la première partie, je fais a I mx, et 
j'ai l'intégrale imdx  cp (mx) , laquelle devra être prise depuis x = O 

m 
jusqdà x= I .  Pour avoir la seconde, je fais z= ;, et en changeant 

mdx le signe, j'ai l'intégrale SE ) (z) qui devra être prise également 

depuis x = O jusqu'à x = 1. Donc en réunissant ces deux parties, 
on aura une nouvelle formule 

(a) f mdx [g (14 f 2 P (:)] = A , 
laquelle devra avoir lieu, quel que soit rn, pourvu qu'il soit 
positif, et pourra même en fournir une infinité d'autres en la fai- 
sant varier par rapport à nt. 

 PX dp'x Ainsi en désignant par g' (x), et semblablement -- par @'(sr), 
dx 

on aura 

etc. 

za-l 

( i  37). Soit, par exemple, cp fz) = - 1 

1- t .2 '  
auquel cas A = - 

sin na' 
xa-~ ma-i xa-a 

on aura q (mx) = - 
i 4- mx , <:))=-, ce qui donnera la 

formule 

sin üa 

Cette formule, dans le cas de rn = I , revient à la formule de l'ar- 
ticle 96; mais elle est plus générale, puisqu'on peut donner à m 

une valeur quelconque positive. 
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(138). La &néralité de  cette formule est telle qu'on pourrait 
donner à rn une valeur imaginaire. Soit donc I ~ = C ( C O S ~ +  / - I  sin O), 
et on obtiendra par la substitution, ces deux fornzules , 

xa-'dx ( 1  +CS COS 8 )  xmadx (;I: -/- c COS 8 )  .ZC-~-' 

f ( i + î c x c o r ~ + c ~ ~ ~ ~ + l m c o s 8 + c 2 ) =  -- sin air 
(dl 
\ - - /  

xadx x-"dx , C a - i  -- sin a0 
~ ( ~ + s c ~ c o s i + c . r ~ f z a + z c r c o s a + c z  =--.-. sin a, sin O 

On peut remarquer sur celles-ci que la première est contenue dans 
la seconde, et que cette dernikre, dans le cas de c = I , s'accorde 
avec la formule du no 103. 

La  formule (c) contient une constante arbitraire na, la formule (d) 
en contient deux, c et 0 : il est visible que par la différentiatiori 
répétée de ces formules relativement à l'une des constantes arbi- 
iraires n t ,  c , 0 ,  on en déduira une infinité d'autres intégrales qui 
toutes auront une valeur connue ; d'où l'on voit combien est féconde 
1s transformation dont nous avons fait usage. 

(159). Nous avons considéré l'intégrale fdz q ( z )  comme compo- 
sée de deux parties; on pourrait de même la considérer conime 
composée de trois ou d'un nombre quelconque de parties, et de  là 
naîtraient de nouvelles formules dont le nombre pourrait être multi- 
plié h l'infini. 

Concevons , par exemple, que l'intégrale fdz 9 ( 2 )  soit composée 
de trois parties ; la première de z = O à z = nt, la seconde de 
a = nz à z = m + 72, et  l a  troisième de z = nz+ n à a =  CO. La 
première partie sera donnée par l'intégrale findx q (mx) ,prise depuis 
x = O  jusqu'à x = I ; la seconde par l'intégrale fndx @ ( m + n x )  , 
prise entre les mêmes limites; et enfin la troisième par l'intégrale 

f "$ g (ln + x -). On aura donc la formule 

(3 f d x ~ : m ç ( n m )  +nP(nz+nx)+$ (m+ f)] = A, {" x = L  = 

dans laquelle n z  et n sont deux constantes arbitraires qu'on doit SUD- 

poser 
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poser positives, mais qui a la rigueur pourraient ne pas l'être, puis- 
que si on coucoit l'intégration eIJèc:uée dans le premier mcmbre de 
l'équation (c)  , le résultat ne doit plus contenir les conslantes rn et 12. 

I 

(140). L e  nlênie principe de décornposition peut s'appliquer à 
l'intégrale f d x ~  (x) = A ,  prise depuis x = O jusc~u'à x = I .  En 
effet, cette intégrale peut être considérée comme coniposée de 
deux parties ; la première depuis x = O jusqu'à x = m, la seconde 
depuis x = 712 jusqu>à x = I.  La première partie est donnée par 
l'inte'çrale lnzdx (nzx) , prise depuis x = o jusqu'à x = I ; la se- 
conde se trouve par l'intégrale f (1-m) dx p [m+(r-ln) x] , prise 
entre les mêmes limites. On a donc la forniule 

Cf> Jdx [mp (nax) + (1  - 4 2 )  p (n+x-nzx)] = A. 

(141). Soit, par exemple, l'intégrale /Xe-' dx ( 1  - 3)'-' = A, 
on en déduira la formule 

L a  seconde partie se simplifie en mettant I - x h la place de x 
et changeant son signe, ce q u i  donne toujours les mêmes limites; 
par cette substitution, la formule devient 

r n  r r  on a d'ailleurs A = -- 
r ( a  + r>' 

Si l'on prend m = t , on a 

Cette formule peut servir à trouver, par approxiniation , la valeur 
de A ; elle ne diffère pas de celle qui a été donnée article 21 , 
deuxième partie. 

I7 
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(142). On concoit que les transforn~ations peuvent ktre variées 

d'une infinité de manières, de sorte qu'une formule assez .par& 
culière peut conduire à une infinité d'autres contenant des para- 
lnètres arbitraires ; mais il est surtout une d e  ces transforriiations 
que nous devons rapporter, et par laquelle une intégrale prise eiitie 
les liinites x = O ,  x = I , peut étre chaugee en uue autre doiit les 
limites seront 2 = O , a= m. 

Soit Jdx cp (x) = A l'intégrale donnée qui doit être prise entre 
. . n1 Z 

les limites x = O , x = I ; je fais x = --- 
i + m z 9  

m étant un riombre 

quelconque positif, et alors il est risible q u e  les limites de la trans- 
formée seront z = O ,  z = oo : on aura donc la formule 

(143). Soit , par exemple, la fo~-mule fxa-r dx ( I  -x)I-I = A ,  
on aura la transformée 

foriliule où l'on peut faire n2 = I , sans diminuer sa généralité. 

Soit encore proposée la formule 

mz 
la substitution x = Fz donnera 

formule dont les deux p r t i e s  sont infinies comme celles de l'in- 
tégrale en x d'où elles sont déduites. 

Si on fait m= I dans cette formule, on trouvera par l'équation (n), 
d l r ( i - a )  d l r a  

no I 1 0 ,  que le pernier membre se réduit à --- 
d ( i - a )  da ' 

quantité égale à T cot a*, suivant la formule (19) .) na 54. 
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Ces exemples sufisent pour faire voir combien est féconde la 
théorie des intégrales définies ; mais la richesse de cette branche 
d'analyse , coinnie celle de toutes les autres, consiste bien inoins 
dans le nombre des formules que dans le choix de celles qui 
réunissent l'élégance à la simplicité, seules qualités qui peuvent 
les rendre propres à de nombreuses applications. 

$ VI. Fomzules pour trouver, par approximation, les 
dgërences $nies C" sa et 6" sa, lorsque n est un grand 
no7nbre. 

(144). Lorsque le  nombre n n'est que de quelques unités , Ja 
difference finie de l'ordre n ,  Crinsa, prise en supposant que la 
variable .s croit coniinuellement de l'unité , se détermine par la 
formule connue 

n.n-i an sa = (s+n>"- n (s+n-1). + - 
1.2 

(SS-n-2). - etc. : 

il en est de même de 

On peut aussi déterminer 6" se, ou en général $7, par les coefi- 
ciens différentiels de la fonction y , au moyen de la forniule 

dans laquelle les coefliciens Nt, NI', etc. sont des fonctions de 1 2 ,  

données par le  développement de la fonction 

( e x -  i )" = xn (1 + N'x + N"xa+ N"'x3+ etc.). 

En effet, comme on a par le  théorème de Taylor, 

cette formule peut se représenter plus simplement par & ~ y ( , d , I ) ,  
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en convenant qu'après avoir développé e" i suivant les puissances 

dln 
de d , chaque terme ydm se changera en 2. Cela posé , on aura , ds"' 
d'après la même hypothèse, 6~ =y ( ed- I)", ce qui donne, après 
le développement de ( e d -  I)", la forniule précédeiite. 

dB sa 
Comme on a en général = a .a- I . a-a . . . (a-n+~) sa-", 

la diflereiice finie 6" se pourra s'exprimer ainsi, 

a-n n-n. a-n-1 (b) Cs5a.o-,.a-n ....(o-n+i)sa-n(l+h'- +Sn-- 
S sa +etc.), 

forniiile qui pourra servir à de'terininer d'"sa, lorsque a - n sera 
beaticoiip plus peiit que S. 

(145). On pcnt mettre ceite même diffërence sous une autre 
fort n e  pl 11s coiivci.gcti te. Pour cel:i , je rcpreiicls I'éqiia iioii sy mho- 
lique Jn1. = y ( ed - I )", à Iriqiielle je douiie In forme. . . . . . . 

- A  ( e; d -  e-: ( 2 ) "  
d'"y = ye" , et comn~e , en supposant y = 0 (s), 

1 Jn 3 la quaiiiiié dusignée par y e a  est y + ; n .g + $ (! n)* dr2 
1 cl'  y + ,. (i n)\ + etc., ou q (s+: n )  ; si en considérant d comme 

> . .  (; S 

une quai~liié alge'bri7ue, on fait le développement de la fonction 
' d  - - ( 1  

( e 2  - e  )", duquel  résulte 

on obtiendra cette nouvelle valeur de 6 7  ou 6" p (s) , 

(146). L'application de ceite fornlule à la fonciion sa donne 

C a-n . a-11-1 a-n.0-n-i o-n-2. a-n-3 
(d) J"'s"=IC(S+$II)"-" I +Af.  -- +Au.---- 

(s +: 1 1 )  ( s  $- : IL)* f e q .  
où l'on a fait K=a.a-1 .a -a  .... (a-n-J-1).  
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Cette formule pourra donc s e r ~ i r  3 déterminer 6" sa dans le c-ts 

où a - n serait ~ r è s - ~ e i i t  par rapport s + ', n. 11 faiidrû y s~ibsii- 
tuer les valeurs des coeflicieris A', A", etc. données par le déve- 

71 h2- 2n 
loppemerit indiqué. Ces valeurs sont A'= - A"= -- - , etc. 

24' 5760 
011 en déduirait , par exemple, 

etc. 

Mais ces cas ne sont que particuliers, et il convient de considérer 
le  problème sous un  point de vue plus général. 

(14,). Soit z = / s - l  dx (l:.y)4-1, cette intégrale étant prise de- 

puis x = O jusqu'à x s I ; si 011 fait xr= i:, on  aura la t?azisfor- 

mée Z = s-a fdz Z -  , laquelle devra être intégrée encore depuis ( 
z= O jiisqu'â z = I .  On aura donc Z = s -"ra ,  et de là, 

La puissance s-° étant mise sous cette forme, il devient facile 
d'exprimer aussi par une inlégrale défitiie la différence nieme de 
s-a ; car en faisant varier s d 'une  m i t é ,  on a successivement 
d\xs-a = XI-' (.x- I ) , JPx'-' = XI-' (x- I)., et en général $nx'-l - &-I - (x - I )" ; dorlc la difrérence cherchée 

Ainsi tout se réduit à évaluer dans les limites x = O ,  x 1 , 
l'intégrale 

Zt == J2-1 dx (1 ( 1 - ln, 
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et on aura 

(148). L'intégrale Z' peut se trouver assez facilement par la 
méthode des quadratures. Il sufit pour cela de calculer dans l'in- 
tervalle de x = O 3 x = I , quelques-unes des ordonnées de la 
courbe qui a pour équation 

Cette courbe touche l'axe aux deux extrémités x = O, x = I ; 
elle a tontes ses ordonnées positives dans cet intervalle, et la plus 
grande que nous désignerons par BI, répond à une abscisse x c  in 

déterminée par l'équation 

&où résultera B I  = nrl-l ( z ~ Y - '  (1 - ni).. 
Plus 'on supposera grands les nombres s et n ,  plus les ordon- 

nées décroîtront rapidement en s'éloignant du maxinzum. Ainsi 
l'aire Z' ne pourra être qu'une petite portion du rectangle RI x I , 
de sorte qu'on aura Z' = kM , Ji étant une fraction assez petite. 

Au reste, la niétliode des quadratures pourra, dans tous les cas, 
donuer la valeur de Z' avec un degré d'approximation aussi grand 
qu'on voudra, et auquel les fornlules analy~iques connues ne saw- 
raient atteindre. 

(149). Si l'on veut cependant avoir une expression analytique de 
Zr, on pourra appliquer à cette intégrale la méthode da no 29, 
troisième partie; on trouvera par cette méthode et en se bornant 
au premier terme de la série, 
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na étant la valeur de x q u i  répond au rnnximum d e y ,  et qui est 
déteriiiinée par l'équation (,y). Z' étant trouvé, on aura la diffireilce 

(- 1 )= r, chcrchee 6" s-a = - 
ra  

Connaissant la valeur ge'nérale de J n  ru, on pourra en déduire 
celle de &'"sa; mais pour cela, il est nécessaire de dis tiriguer deux cas. 

(150). Soit, IO. n > a  + I ; en changeant le signe de a ,  l'inté- 
grale 2' devient 

xJ-'dx (1 - x ) ~  "' = 
x 

Cette intégrale peut toujours être regardée comme l'aire, prise 
depuis s = O  jusqu'à x 2:= I , de la courbe dont l'équation est 

Cette ordonnée s'évanouit encore aux deux limites de l'intégrale, 
et si l'on détermine l'abscisse x = nr d'après l'équation 

-a-1 

le m a s i m m  de l'ordonnée sera M= m.-' (1 A) ( (i - nz).. Ainsi 

on peut déterminer l'intégrale Z', soit par la méthode des quadra- 
tures qui donne une approximation aussi grande qu'on voudra , 
soit par la formule de l'article précédent, où  il suffit de changer 
le  signe de a ,  et qui donnera 

Quant à Ta qui devient r (-a), il faut substituer sa valeur donnée 
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par la fornlulc de l'article 68, et on aura 

(151). Soit, 2". n <a+ I ,alors l'ordonnée y est infinie à la limite 

x= I ;  c a r e n f a i s a n t x = ~ - w ,  ona(r-x)" (J:)-*-' x = @n-a-~ . 
l'aire Z' devient donc infinie tant qu'on a n < a  et la méthode des 
quadratures n'est plus applicaljle, On ne peut donc, dans ce cas, 
détern~iner l'intdgrale Sydx qu'en supposant les limites imaginaires, 
et il faudrait supposer de m i h e  qu'elles le sont dans l'intégide 

-a-i 

fdx ( l i )  , représentée par r (- a). Mais on peut éviter ces 

calculs en observant que les formules générales doivent &tre indé- 
pendantes des moyens eniployés pour y parvenir, et qu'ainsi la 
formule qui a été trouvée pour la valeur de  6" s-., doit donner 
celle de sa par le seul changement du signe de a. 

Dans le cas présent où l'on suppose n très-grand et a> n , a sera 
un très-grand nombre, et par conséquent la valeur de Ta qn'il fmt 
substi~uer dans la fornicle de l'article 149, se trouve par la for- 
mule du no 7 3 ,  troisième partie, qui donne 

subslituant donc dans l'expression de  S n s - ~  de l'article 149, tant la 
valeur de Z' que celle de Ta, et changeant cnsuite le signe de a ,  
on aura la formule 

m5(m - i )n+ l ( /m) -aaa+ ie -a  
Crn sa = -- - 

VC(a+ 1 )  ( r n -  1)'- n m ( / m ) 2 ]  ' 

nz étant un nombre plus grand que l'uni té, déterminé par l'équation 

a +  1 n m  s - 1 = --- - -. 
logrn m - i  

Ces diverses formules dont nous devions faire mention, parce 
qu'elles se rattachent à la theorie des foilctions T , sont coriformes 

à 
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à celles que Laplace a données le premier dans les Mémoires de 
I'Acedéinie des Sciences, année r 782. Mais cette matière semble 
exiger de nouvelles recherches, soit pour obtenir des approxiina- 
tions plus certaines, surtout dans le cas où la méthode des quadra- 
t~ires  n'est pas applicable, soit pour fortifier par des méthodes 
rigoureuses , les inductions analytiques sur lesquelles les formules 
sont établies. 

O VIL D e  quelques suites chnt la  sommepeul être exprimée 
par les puissances c h  nombre H. 

(152). On a vu dans l'article 2 2 ,  qu'en désignant par 4, ( x )  
la somnle de la suite 

cette somme est donnée pour les diverses valeurs de n, à compter 
de n = 2 ,  par la formule 

%- Nais de l'équation r x  r (1 - x) = - on tire 
Yin rx ' 

dlrx dZr(1-x)- - -----7Ccotvx; 
G?x dx 

donc en supposant que n soit un nombre impair, on aura 

, dn-' cot zx dn-' cot (TX + a) la quantite est la même chose que en-'. - 
dxn-' dmn-' Y 

pourvu qu'après les différentiations on fasse w = O : on aura donc 
dans cette hypothèse , 
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Si l'on observe de plils que les puissances paires de w  sont les 

seules dont on doive tenir compte dans le développemerit de 
cot (<x + W )  , puisque les puissances ii-i~paireç disparaisseni nprks 
les différentiatious , on verra qu'au lieu de cot ( ïtx + 6, ) , on peut 

sin y r r  mettre f cot (ex + 3.) + + cot (?SX - rn ) ou 
COS scu -cos 2r.c 

. On 
aura donc 

ou , en mettant w à la place de 2w , 

Supposons qu'en faisant le de'veloppement suivant les puissances 
de w ,  on ait 

sin 2ax - 
CO:, 6, - COS %ZX 

= A + B w S +  Cd ..... + Nd-'+- elc., 

N étant le terme général de cette suite récurrente; on aura, en 
prenant la différentielle du degré n - 1, et faisant ensuite w = O ,  

dn-1 b i r l  --wr 
F (cor r - cor m r  ) = N . ( n -  ~ ) ( n - 2 )  .... I = N T ' n ;  

donc on a en général , 

(153). Cette équation peut servir à déterminer la fonction +, (s) 
par son complément 4, ( r - x) , ou réciproquement; mais notre 
ohjet est maintenant de considérer la seule suite représentée par 
I C n  (.T) - 4, ( I  - x )  , et on voit que la somme de cette suite 
sera donnée, pour toute valeiir impaire de n , par la quantité 
2"-'?rnN, où N est une fonciio~i rationnelle dc sin 2ax et de 
COS 2 rx. 

Considérons particulièrement les valeurs ra~iounelles de x , et  
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étant <+ q ; si l'on fait soit x=;, p 

on aura 
ICn(x) .- +n ( 1  - x) = qn Zn, 

et par conséquent la somme Z, sera donnée par la forinule 

g-I z, = - 
Q" 

N. 

Réciproquement on aura N - - ( 2 -  2Z. , ce qui donnera la for- 
mule générale 

d'où nous allons déduire quelques corollaires. 

(154) Soit, 1". p =  1 , q = 4 ,  n = z r n - / - I ,  la suite représen- 
tée par Zn sera la somme des puissances réciproques de degré im- 
pair des nombres impairs, avec des signes alternatifs, savoir, 

et les différentes sommes Z, , Z,, Z5  , etc. se détermineront par le 
1 - 

développement de &, au moyen de la formule 

Cette formule, la plus simple de toutes celles qu'on tire de la 
forn~ule générale , se trouve dans le Calcul différentiel d'Euler, 
page 544. 
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(155). Soit, a". p = I , q = 3, on aura la suite 

où se trouvent les nombres 3k + I avec le signe +, et les nombres 
3k  - I avec le signe -. La sonme de  cette suite pour les diverses 
valeurs de 1 2 ,  sera donnée par la formule 

"" = (2) Z, + ( ~ ) s r ~ ~ , + ( ~ ~ r 4 ~ ~ +  etc. 
COS ë + i 25 Sa 2% 

(156). Soit, 3". p = I , q = 6 ,  on aura la suite 

où les nombres (ik + I ont le signe +, et les nombres Gk - I 

le signe -. La soiunie de cette suite pour les diverses valeurs de 
n est doiiiiée par la formule 

Au reste ce cas peut se déduire du précédent; car on a immédiü- 

tement P. - Zn = $ Z,. , et c'est aussi ce qui  résulle des fonctions 

d'où naissent ces suites, puisqu'on a 

(157). Soit, 4'. p = I , q = 5, on aura la suite 

où les nombres 5k-f- I sont aflectés du signe +, et les nombres 
5k - i du signe -. La somme de cette suite pour les diverses 
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valeurs de n ,  sera doniiie par la formule 

f sin 5 s 
COS w - COS $ R 

(158). Considérons maintenant le cas où n est pair; on trouvera, 
par une analyse seniblable à celle du na 152, 

Supposons donc que le développeinent suivant les puissances de 
w donne 

+ sin w - = Aw + BaS + Cm5.. . . .+ Nun-' + etc., 
COS P, - COS 2ax 

- a représentant le terme général de cette suite, on aura la 
formule 

.\Ln (x) + 4. ( I  -2) = 2"7rnN. 

Soit, comme ci-dessus, s = , p < q et n  = 2171; si on fait 
(I 

1- Zsm = - 1 

pm + &= + (y+p>,,, + (2q:py + etc., 

on aura Zn = ~ < Y N ,  et réciproquement N = ($y&, ce qui donne 

la formule générale 

t - w sin w 

COS u - COS - 
4 

d'où l'on peut déduire différentes formules particuli&es , comme 
dans le premier cas. 
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dont la somme 2,. = ( i  - 5) Sm, Sam désignant , comme ci- 

1 l l 1 dessus, la somme de la suite complète I+ ,+F + + - + e t c .  4"" 5Lm 
On aura donc, d'après la fornlule ( c )  , 

Ainsi le développement de tang o fera connaître les valeurs des 
60iiinies s ~ c c e s s i ~ e s  S,, S4, S6, etc. 

(160). Si l'on fait en général S,,, =HmaPm, il est remarquable que 
les coefficiens H, , H, , H3, etc. pourront être déterminés indiffé- 
remment par celle qu'on voudra des quatre formules suivailtes : 

1 --- O cot w=EI,w1+H,w4+ H3m6+etc. , 
w fang W= (~~-I)H,~~+(s~-I)H,o~+(~~-I) H3u6+etc. 

8- I s5- 1 
L = 1 + ( a ' - i ) 1 1 , o ' + ~ H , o 4 + ~  sin a, H3u6+ etc,, 

a 
log - = H , w B + :  H,s4+ + H,w6+ etc. 

sin a, 

Réciproquement, connaissant les coeficiens H, , H,, H, , etc. , on 
aura immédiatement le développement des fonctions qui  forment 
les premiers membres de ces équations. 

Ces fornlules sont liées entï'elles de manière que la seconde et la 
troisième se déduisent de la première, au moyen des équations 

tanç w = cot w - 2 cot z w ,  & = cot + w -cot m. Quant à la qua- 
Sl l l  W 

trième , elle se déduit encore de la prenlière , en multipliant celle- 
a& 

ci par - et intégrant. 
CJ 

(161). Si on conipare la première de ces quatre formules avec 
celle du Calcul diffkrentiel , art. 221 , on verra que les nombres 
H,, H. , H, , etc. se déduiseut des nombres Bernouliiens A', Br, 
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Cf, etc'. , suivant cette loi très-simple : 

1 a3B' I EI1=A1  = g ,  Kr,=-----=- 
9 . 3 . 4  go' 

2 5 C  I a7D' I B , = - - 3 -  H, = -- - - 
2.3.4.5.6 945' 2.3.. . ..8 - 94509 

Ces valeurs peuvent se prolonger josqu'au quinzième terme, au 
moyen de la table des nombres Bernoulliens qu'on trouve dans 
le  Calcul ditrérentiel d'Euler, page 4 2 0 ;  niais on voit que ces 
valeurs deviennent fort compliquées dans les termes ultérieurs, et 
il est péférable dc calculer les coeficiens Hm , à compter de rn = G ,  

' l m .  car agnz est toujours connu avec tel degré par la formule H,. = F ,  

d'exactitude qu'on peut desirer, et la valeur de S,, est donnée avec 
seize décimales exactes dans le tableau de l'article 7 3  ci-dessus. 
D'ailleurs comme T' diffère peu de 10,  on voit que la valeur de Hm, 

1 Snm- I qui peut [ire mise sous la forme + - , pourra toujours être 
iT2 

calculée avec I G  + m décimales exactes. Lorsque nz sera > 1 7 ,  
1 1 

l'exactitude sera encore plus grande en prenant Hm = + --. 
(27r)2'n 

Ainsi la suite H, , H, , H, , etc. , finit par se confondre avec une 
1 

progression géométrique décroissante dont la raison est -,. Ce dS- 
.x 

croissement est plus rapide encore dans les premiers termes, puis- 
1 a I 

qu'on a H , = Z H , ,  H3= -H,, a i  H,. 

(162). Nous avons remarqué que les séries qui résiiltent du dé- 
a, W 

veloppement des quantités çot w ,  tang w , - 
sin a, log ZG , se de'- 

duisent facilement de l'une d'entr'elles, II n'en est pas de même de 
1 

la suite qui résulie du développenieo t de la quantité - ou séc ~ c ,  ; 
COS W 

elle ne peut en aucune facon se déduire de celles dont on vient 
de parler, et ses coefliciens doivent être déterminés par un calcul 
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particulier, afin de trouver par leur moyen la somme de la suite 

1 1 Soit -= i+K,oP+K,04+K3d+etc.,puisque cos w = I - - os 
COS 8, 9 .  

1 +- ~ 4 -  etc., on aura par la loi des suites récurrentes, 2 .3 .4  

etc. 

et les valeurs successives de Z,,,,, seront 

7r 7r 7r A z, =- 
2' 9 Z S = ~ K , ,  Zs=?K,, Z, = 3 K3,  etc. 

(163). Soit y - -J* = log tang (f d + t o ) ; si on substitue la 
COS s 

1 valeur développée de _, on aura en intégrant, 

Cela posé, je dis qu'on aura réciproquement 

c'est-à-dire que les coeficiens seront les inêmes dans les deux 
séries, à l a  réserve des signes qui sont tous positifs dans l'une, et 
qui sont al terna tivemen t positifs et négatifs dans l'autre. 

Pour démontrer cette proposition singulière, je fais u=q f- I 

n0, 
et y = z /- I ; alors l'équation dy = - devient 

CO5 W 

dP - 2 d q  --- aeOt+ dz = - e2 -- 
" + etc. ea + e-9 1 + Pa. =+,+xj 

In tégrsn t 
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intégrant et supposant que z et cp s'évanouissent en même temps, 
on aura 

9r 9 
- 3- + z - arc tang e , 4 

o u  p = log tang ( 2  f ; z ) .  Donc par le  développenient de y 
en w ,  on a 

p t= z -f- + K , z 3 +  f K,z5 + + K 3 a 7 4 -  etc; 

Remettant les valeurs cp = -2- , , L / - - - ~ ~  - Y il vient 

w = y  -- 5 K I y 3 +  f K , y 5 -  $K3y7+ etc., 

c e  qui est le théorème énoncé. 

$ VIII. F o m u l e s  pour la sommation des suztes dont le 
8erme général est donné. 

(164). Soit p ou lx ) la somme de la suite dont le terme 
général est une fonction donnée z ou a (x) , x désignant le nombre 
des termes, ou plus généralement ce nombre augmenté d'une cons- 
tante a, ensorte qn'on ait 

on déduirait aisément z de au moyen de l'équation z = (x) - (x - I ) ,  laquelle donne, par l'application du théorème de 
Taylor , 

Mais s'il s'agit de trouver la somme de la suite dont le ternie gé- 
néral est a ,  il faudra de cette équation tircr la valeur de en 
fonction de z. 

'9 
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Pour cefa nous supposerons 

et puisque cette équation doit être linéaire par rapport à z et $, 

les coeficiens A , B, C , etc. seront les rn6mes pour toute valeur 
de Q. Soit donc p = em", on aura a = emz ( I - e-"l) on a= kem", 

en faisant k = r  -e-".  
dz ddz - - kmÇ; - km'emz, etc. , de là résulte - - 

Ces valeurs étant substituées dans l'équation précédente ou plutôt 
dans sa diffthen~ielle 

on en tire, aprè.4 avoir divisé par kem", 

ei7n + e - : m  
I -p. Ama -f- Bm3 + Cni4 +- Dm5 + etc. = - . , - 1 .  

2 e z m - e  S m  

Le, second membre reste le même en changeant le signe de m ;  ainsi 
tous les coeficiens B, D , F , etc. des puissances impaires de rn 
sotit nuls. 

(165). Pour avoir égard à cette propriété, nous prendrons de 
nouveaux coeficiens A ,  B , C , etc. , au moyen desquels on ait 

et en vertu du résultat précédent, ces coeficieiis seront déterminés 
par l'éqiiation 

e $ m + e i m  
1 +Ams - Bm4 + Cna6 - DnP + etc. = - , .  - a ' , : ~ I Z - ~ ~ ~ I ~  

Mettant w v -  I à la place de + m , il vient 

I - w cot w = 2"AwZ+ 24Bd-/- 26C06 + etc. 
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@emparant cette formule avec la première des formules (d), art. 160, 
o n  voit que les coeEciens A ,  B,  C , etc, se déduisent des coefli- 
çiens H, , H, , H, , de cette manière : 

1 1 1 A = - H,,  3 - 1 ,  C = etc.; 
1 as 

o n  aura donc la formule générale 

Cette formule coïncide avec celle qu'Euler a donnée pour le mênie 
objet dans son Calcul diff.,pag. 418; mais la forme précédente parait 

I 
préférable, en ce que les coellieiens H., $ H, , aj H, , etc. offrent 

2 

évidemn~ent une suitc très-convergente , dans laquelle le rapport de 
chaque terme au précédent, tend de plus en plus vers la liniite 

1 1 

p' ou - à peu près. 
40 

Pour que les termes qui composent la valeur de forment aussi 
une suite convergente dans toute son étendue, il faut que les coeiE- 

dz d7z d5z ciens différentiels -- 
d~ ' Z" 22' etc. ne soient pas plus divergens 

qu'une progression géométrique dont la raison est 4 r 9 .  Dans le cas 
contraire, la suite dont il s'agit sera du nonibre de celles que nous 
avons appelées demi-convergentes , et dont nous avons fait connaître 
l'usage pour parvenir au degré d'approximation que leur naturv 
comporte. (Voyez part. II, art. 70.) 

(166). La formule (a) donne la somme de la suite finie z (a+ 1) 

-/- z (a+ 2) + z  (a +3) .  . . .+ z (x) , en déterminant convenable- 
nient la constante qui doit accompagner l'intégrale fzdx. S'il s'agissait 
de trouver la soninie de la suite infinie 
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en  supposant toutefois que les termes éloignés dinîiiluent conti- 
nuellement et finissent par être entièrement négligealdes ; cette 
soinnie que nous désignerons par 4 ( x ) ,  devra être telle qu'on 
ait p (x) + & (x) - z ( x ) = A ,  la couslante A étant ce que devient 
q (x) lorsque x est infini. De là on tire la somme cherchée 

C étant une constante qu'il faudra déterminer par la condition que + (x) soit nulle lorsque x = m. 

( i  67). Supposons, par exemple , qu'il s'agisse de trouver la 
somme de la suite infinie 

1 1 1 

S ( x )= ,C i - -T ; j"  f(,+,). -+- etc., 

on fera z = x-", et on aura la somme demandée 

HS n.nS-1 .n+2.n+3. ri+4 + 3. -- 
.-p+j - etc. 

On voit par la forme de cette suite qu'elle ne pourra pas être con- 
vergente dans toute son étendue ; niais elle le sera au moins jusqu'à 
un certain terme ; et en prenant x sufisamment grand, elle pourra 
servir a déterminer + (x) avec tel degré d'approxima~ion qu'on 
voudra, excepté seulement le cas de n s I , où la somme 4 devient 
infinie. 

(168). On peut rendre plus convergente la valeur de (x) , au 
moins dans un certain nonlbre des premiers termes, en substituant 

Sm- 1 au lieu de chaque coeficient H., sa valeur $ f - , et faisant 
,ln 
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QUATRI~ME PARTIE. SECTION II. 
Sa,- I = K,,; on aura de cette manière la formule 

i K6 d52 -- - . - -f- etc. 
25 ' d dx5 

où l'on a fait, pour abréger, 

Soit zrrx = t , on aura plus simplement 

de sorte que V devra satisfaire à l'équation différentielle 

L'intégrale complète de cette équation est 

V = sin tJz& sin t + cos tJzdt cos t ; 

elle peut être mise sous la fornie 

V = f i d t  cos(c-t) = 2 f l J z d x  cos 2?t ( a - x ) ,  

pourvu qu'après l'intégration , effectuée en regardant a coninie 
constante , on fasse a ;= x. Dans cette hypothèse, on aura Ia 
formule 

On aurait semblablement et avec la même condition, 
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II faut, pour l'usage de ces formu'les, qu'on puisse trouver l'inté- 
grale fzadx cos 27r ( CL - x) ; c'est ce q u i  n'aura aucune diflicnlté , 
si la fonction z est de la forme Aax+ Bbx + etc., ou en  général 
si la suite qui a pour terme général z ,  est une suite récurrente ; 
niais alors la sommation de cette suite n'est qii'uu problènie fort 
simple d'analyse algébrique. 

Dans d'autres cas on pourra au moins trouver, par la méthode 
des quadratures, l'in tégrale fzzdx cos 27r ( a  - x). En effet , pour 
une valeur donnée x= a , tout se réduit à prendre l'aire.. . . 
[zzdx cos 27t (x - a), depuis x = O jusqu'à x = a. 

(169). Pour obtenir des suites encore plus convergentes, on 
1 

pourrait faire K,, = - + L,,, L,, désignant la somme de la suite 
aLn 

1 1 + - + e te. ; et par des calculs seniblables , on parviendrait i 
4'" 

la formule 

+(x) =cons t+i  a- fzdx-[~zdxcos2~(a-x)- f d x  cos 4*(a-x) 

On pourrait continuer ainsi la suite des intégrales, sans y joindre 
aucun ternie différentiel, ce qui donnerait la formule 

4 (x) = const. + : z  -ficEx-Jzzdx cos 27r ( a -  x) 
(d 

- J ~ L ~ X C O S  47t(a-x) -fzzdx cos Gt(cc-x) -etc. 

Dans cette formule, toutes les intégrales de la forme. . . . . . . . 
J2dx  COS S ~ T  (CC - X )  devront être prises en supposant a cons4 
tan te ,  et faisant a s x après l'iiitégration; on déterminera d'ailleurs 
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QUATRI~ME PARTIE. SECTION Il.  151 
la constante, de manière que la somme + (x) s'évanouisse Iorsqu'on 
fait s = oo ou z = o .  

(170) .  Cette formule est remarquable dans son espèce; mais elle 
ne peut guère être utile dans les cas particuliers, soit à cause de 
la diaiculté des intégratioils , soit à cause du peu de convergence 
des termes successifs. Cependant si on donnait à z la forme qui  
convient au terme général des suites récurrentes, les intégrations 
ne présenteraient aucune difliculté. En effet, lorsqu'on a Z = A ~ - ~ ~ ,  
on trouve 

Ae-mZ [zm cos 2 k.n(a-x) + 4X.z sin 2 k r  (or -x)]  
$-zzdx cos 2 k d  (CL-X) = m'4-4k%' 

Faisant ensuite a = x,  cette intégrale se réduit à 

et une somme de pareilles quantités, pour les valeurs successives 
k = I , 2 ,  3, etc., forme une suite corivergente. 

( 1 ~ 1 ) .  Il y a un moyen d'exprimer beaucoup plus simplement le  
second membre de l'équation (g) ; supposons pour un moment que 
la série d'intégrales qui y sont comprises, soit 

1 

fzdx + r fzzdx cos 27(a - x) + raJ2adx COS 47 ( C L  - x ) 
-/- r3[liudx cos 67c ( a  - x) + etc. , 

1, étant un  nombre constant < I , on pourra faire l'application de 
la formule 

et on aura 
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Concevons maintenant qu'on fasse l'intégration indiquée, en regar; 
dant r et a coiurne des constantes indéterminées ; qu'après l'inté- 
gration on fasse a = x et r = I - w , w étant une pani i té  infi- 
niment petite ; cp'eufin la constante soit déterminée de manière que 
l'intégrale s'évanouisse lorsque x est infini; on obtiendra ainsi la 
vraie valeur de la sonime + (x). 

Un pareil résultat qui offre la possibilité d'exprimer une intégrale 
aux différences finies, par une intégrale aux différences infiniment 
petites, n'est sans doute qu'un jeu d'analyse qui ne présente aucune 
utilité réelle; niais il noiis a paru assez curieux pour inériter d'être 
souniis aux regards des Géomètres. 
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EXERCICES 
DE CALCUL INTÉGRAL. 

CINQUIÈME PARTIE. 

LES recherches de nature diverse contenues dans cette cinquième 
Partie, sont pour la plupart une continuation de celles qui font 
l'objet de la troisième et de la quatrième Partie ; les unes sont 
relatives au développement des fonctions en séries; les autres 
roulent en général sur les moyens de faciliter et d'étendre les ap- 
plications du calcul intégral, par l'évaluation exacte ou approchée 
de diverses sortes d'intégrales définies. 

Dans les § III, IV et V,  on trouvera un assez grand nombre 
d e  formules nouvelles, dont plusieurs sont dues à MM. Poisson et 
Cauchy, qui les ont données, le premier dans les Mémoires - d e  
l'Institut, an 18 I I , S~ Partie ; le second dans un Mémoire présenté 
à lïnstitut en août r814. 

Dans le § XII, nous avons traité fort au long des moyens de 
faciliter , autant qu'il est possible, le calcul des coefliciens de la 
série Po + 2P, cos +- 2P, cos 2p + etc.. qui naît du développe- 
ment de la fonction ( i - 2a cos O+ as)-". Ces coefficiens, et ceux 
qu i  résultent de leurs différentielles successives, prises par rapport 
à a ,  forment pour chaque valeur fractionnaire de l'exposant n , une 
espèce particulière de transcendantes qui jouissent de plusieurs 
belles propriétés, et qui méritent d'autant plus d'être examinées 
avec soin, qu'elles ont de nombreuses et d'utiles applications dans 
la théarie des perturbations des planètes, 

a Q 
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d log ra  5 1. Usage de la fonction Z'a o u  da , pour trouver 
1 xa-'dx et autres senzbla6les , prises depuis 

1 3. xn 

1. Nous avods déjà observé ( pag. 45) que la fonction Z'a ou 
d log ra 

peut se déterminer exactement, toutes les fois que a est 
da 

rationnelle , par la constante C dont la valeur a été donnée, 
page 68, et par une intégrale définie qui ne dépeud que des arcs 
de cercle et des logarithmes. On  a en effet 

1 L 5 4 4  

(1) zfa=-c+! 1 - x  cix. I x = o  
x = 1  

Les valeurs les plus simples de Z'a , tirées de cette formule, sont 
comprises dans le  tableau suivant : 

Nous reniarquerons de plus qu'en supposant w infiniment peiit, on a 

2. On voit donc que la fonction Z'n est plus simpIe que Zn 
on log T a ,  puisque dans chaque période on peut trouver exacte- 
ment une infinité de valeurs de Z n ,  en supposant seulement la 
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constante C connue. La forictioii Z'a a en outre d'autres propriétés; 
et d'abord on a l'équation 

Z' ( i  + a )  = +. Z'a, a 

au moyen de laquelle la fonction Zrx,  comprise dans une période 
quelconque, s'exprime Far une fonction senlblable comprise dans 
une période donnée, p r  exemple dans la seconde période pour 
laquelle la Table des Logarihrnes de ï a  a été construite. 

On a ensuite, pour toute valeur de a ,  une équation cles com- 
plérnens, lapel le  est, dans la première période , 

Dans la seconde période, cette équation est 
2c Z 1 ( g + c )  - Z ' ( 2 - c )  = ~ t a n g c f i - - -  1 - C a  1 

4 

c'est ce qui résulte des formules de la page IO. 

Enfin les équations ( D  ) , ( E )  , etc. , pag. 2 5 ,  donnent par la 
différentiation , 

Z'a+ Z ' ( + + a )  - z Z 1 ( z a ) = - a P z ,  

Z'a + Z ' ( + + a ) + Z ' ( i - + - a ) - 3 2 '  ( 3 0 ) ~ - 3 J 3 ,  
etc. 

Ces équations servent à établir entre les fonctions Zia, les mêmes 
réductions qui ont lieu entre les fonctions Ta, et elles offrent les 
nloyens de calculer ces fonctions pour une période entière, en 
les supposant connues dans une petite partie de cette période; 
mais il est inutile de construire une table particulière des fonctions 
Z'a, puisqu'elles peuvent se calculer aisément, avec neuf décimales, 
au moyen de la Table que nous avons donnée pour log Ta. (Voyea 
à ce sujet l'art. 85 et suiv., pag. 79.) 

3. Nous allons maintenant faire voir par quelques exemples, que 
les fonctions Z'n peuvent servir à exprimer des intégrales qu'on 
n'obtiendrait que difficilement par une autre voie. On aura d'abord, 
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en vertu de l'équation (11 ,  et en supposant a et 6 positifs, 

( 2 )  
xR- xb dl: 

{ 
x = o  JkX = Z'b - Z'a; 
X = Y  

on en déduit les corollaires suivans où l'on suppose a < I et O < 1. 

S xLa - 1 d x s i  Z'I -Z'(I-a) =- C-Z'(i-a), 
1 -x 

z-"-x-b 

C3) f i-x dx = 2' (1-6) - Zf (1-a), 

S x-" - xa 1 
dx= Z1(r+a) - Z'(I-a) = - - 

1-x a rr cot a r .  

Si l'on multiplie la dernière par da , et qu'on intègre les deux 
membres par rapport à a depuis a = , , on aura 

Faisant a = f , et mettant x9 à la place de x , il viendra 
1 -x  dx - log f 7r. 

x 

Soit encore a = $, on aura, en mettant x4 au lieu de x, 

S ( l -  x'd3 
7r = log T2 : 

(1 +XI ( 1  + P I  2; 

1-x dx 
le premier membre = ; f 7 - :S, ( 1  - zI2&. done 

1 - 1  ' 
1 + x 9 ) I -  

x 5 

S ( 1  - x ) ' d x  -- - log 4 ; 
( 1  + X a ) l ;  

ajoutant à cette équation ce que devient l'équation (5) lorsqu'on 
met X' au lieu de x , on aura 

dic - 
J I  -s)l - l o g a ,  

I - 
'X 

résultat qui s'accorde avec la formule (1) , III" partie, pag. 370. 
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4. Soit proposé maintenant de trouver la valeur de l'intégrale 
sa-' d x  

Q =f , prise depuis x = O jusqu'à x = I.  On pourra 

z5-l ( 1 - x )  d.r donner à cette intégrale la forme 1 1 - 9  
- qui, en mettant 

1 - (1 -xz) d x  
xs au lieu de x ,  devient .$ -. , on aura donc, par 

l'application de la formule (2) , 

Ainsi l'intégrale dont il s'agit sera connue, quel que soit a ,  an 
moyen des fonctions 2'. 

Si on met xn à la place de x, ce qui ne change pas les limites 
n de l'intégrale, on aura, en mettant - à la place de a, 
n 

Si on multiplie l'équation (7) par da , et qu'on intègre 
membres par rapport à a depuis a= O ,  on aura 

{;t: K : 
les deux 

formule qui se déduirait aisément de l'équation (a) , pag. r 08, 

5. Soit proposé maintenant l'intégrale Q (n) = [gz, prise 

toujours entre les limites X=O , x 5: I ; cette intégrale se ramène 
aisément au cas de n = I , lorsque n est un nombre entier. En effet, 

x" 
si on différentie la quantité V = 

( 1  +XI"'  
on aura 

intégrant ensuite entre les limites données, il vient 
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de là on tise successivenient 

3 - a  
Q4 = W 3 i -  + 3 5 ,  

etc. 

Ainsi n étant un eutier quelconque, on déterminera générale- 
ment Q ( n )  par le  moyen de QI dont la valeur est donnée par 
l'équation (7). 

5 z 

1+x 
- ,Joux=-  6. Soit - -- 

1 - 2 '  
l'intégrale Q ( n )  prendra cette 

forme 

Q (n)  = Jza-' dz ( I - z )n-a-i ; 

développant le binome et intégrant dans les limites requises, on 
aura Q ( n ) ou 

X - X ( : ) ~  a -  ( )  n-a-i . n - a-a (:)Ota ---- - -- 
i a + ~  1.2 

etc. 
4 - 2  

Cette formule se termine d'elle-même et donne une intégrale 
exacte, toutes les fois que n - a est un entier positif; dans tout 
autre cas, elle donnera pour l'intégrale une valeur approchée et 
facile à calculer, puisque chaque terme de la suite n'est qu'environ 
la moitié d u  précédent. 

7 ,  Pour trouver d'autres cas d'intégrabilité de  la formule.. . . 
1-2 on aura la transforinée 

Si on a n = za , cette quantité deviendra 2'vnJ(1 -zoy-ldz, et 
1 1 

en niettant zy à la place de z , elle se réduit à 2-" f Z-~~Z(I-Z)~-' ; 
celle - ci étant coinprise daus les iritéçrales Euléiiennes , sa va- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CINQU~I?,ME PARTIE. S 1. 
rar leur est scn -5 donc on a ' r (a+;)  ' 

8. Si, au lieu de 
général n=2a+h,  

Q ( 4  

supposer n = zn, on fait n = an -f- 1 ou en 
k étant un entier, on aura 

mettant zt à la place de z et développant la (1 f 23'7 
on aura . 

1' 

Q(n) = 2 - n / ( r  - ~ ) ~ - l l f  dz(r + k ~ y +  k.k-1 1.2 z + etc.). 

Les différens termes de cette série sont intégrables par les fonc- 
tions r et il en résulte la formule 

On peut séparer les termes transcendans des termes rationnels qui 
se succèdent alternativement, et on obtient de cette manièx  

Cette forn~ule se termine d'elle-même lorsque n est un entier. 

9. Il  est également facile de trouver l'intégrale Q( 2a - k) , 
ou hl:-'? ,,-,, k étant un  entier. E n  effet on .a ,  d'après la 

formule ( g ) ,  

Ainsi toutes ces intégrales seront connues, d'après la valeur de 
Q(2a) donnée par la  forniule ( I  1). 
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IO .  11 résulte de ce qui précède, que l'intégrale, Q(n) ou J-$s9 peut s'exprimer, soit exactement, soit à l'aide des 

fonctions Z'a et T a ,  dans les cas suivans : 

I O .  Lorsque a est un nomhre entier, I'iritégrale se trouve irnnié- 
diatemen t , quel que soit n , en faisant I + x = z. 

zo. Si on a n = a+ k ,  k  étant un entier, l'intégrale Q(n) ,  OU 
xa-'dx 2 .  se réduit à fzb-ld;(~ -:.)+l, en faisant x = - . 

1-z 
elle se détermine donc exactement pour toute valeur de a. 

3 O .  Lorsque n est un nombre entier, l'intégrale Q(n) pourra 
toujours s'exprimer par les fonctions Z'a, au moyen des formules 
(9) et (7). 

4". Si on a n = za =t= k , k étant un entier, l'intégrale Q(12) 

pourra toujours se ramener à l'intégrale Q(2a) par la forniule (g), 
et ne dépendra ainsi que des fonctions r. 

Si aucun de ces cas n'a lieu, on pourra trouver au moins une 
valeur approchée de ]'intégrale Q(n) par la suite convergente de 
l'article 6. 

I 1. Considérons maintenant l'intégrale 

que nous niettrons sous cette f ~ r m e ,  

L a  preniière partie , en vertu de l'équation (1 )  , = - C - Z'a ; 
seconde = log m (111' part., page 370) ; il reste donc à trouver 

troisième partie , 
1-x 

pz. Lorsque n est très-grand, on a Z'(I + n) =log n, et par 
conséquetlk 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CINQUI~ME PARTIE. § 1. 
conséquent la formule (1) donne 

mais la formule (2 11, page 50, donne 

I 

wcttsrit xn au lieu de x, les limites de l'intégrale seront toujours 
&tes mêmes, et on aura 

1 
1 1 mais A éiant infiniment grand, on a xi= I - - log ,; donc 
n 

C'est la valeur de l'intégrale V, telle qu'elle a été donnée par 
Euler (Nova Acta Petrop., tome IV). 

Si on la substitue dans la valeur de T de l'article précédent, 
on aura T = log m .- Z'a, ce  qui donne la formule 

3 3 .  L'intégrale que' nous venons d'évaluer est du iiiême genre 
que celles que nous avons considérées page 107; elle est compo- 
sée de deux parties infinies dont la différence est finie et assi- 
&?able. Quelquefois une 
seiilhlilbles parlies ; telle 

même intégrale contient à la fois deux 
est par exemple l'intégrale 
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prise depuis z = O  jusqu'à z=oo ; cette intégrale, où l'on sup- 
pose a positif et n> a,  est composée de deux parties, l'une po- 
sitive et infiiiie, depuis z = O jusqu'i z = r ; l'autre négative et 
aussi infinie, depuis z = I jusqu'à z = w ; cette dernière, en fai- 

1 y - a - ]  -S dx 
sant z =- , peut se mettre sous la forme 

x 1-5" 
, de sorte 

qu'on aura 

Mais en mettant xn au lieu de x, et au lieu de a, dans la for- 
n 

mule (c), page 98, on a 

donc l'intégrale cherchée, 

De là on tire les corollaires suivans : 

14. Soit proposé enfin l'intégrale 

Cette intégrale, prise depuis x = O jusqu'à x = CO, a pour va- 
r sinaB. leur ( page i or)  - . --, mais si oii la prend seulement de- 

sin QB si114 

puis x = o  jusqu'à x= I ,  elle 0ffi.e une transcendante d'une 
nature particulière, q u i  ne peut être évaluée facilement que dans 
quelques cas que nous allons examiner. 
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~1iS~~1hl.C PARTIE. § 1. 
Par un développement connu, on a 

sin O - sine-xsinzd+xasiii3fl-x3sin48 + etc. 
1 + z x c o s ~ f  P- 

Multipliant de part et d'autre par xadx, et intégmnt depuis x=@ 
j usqu'à x = r , on trouve 

mais cette suite est fort peu convergente, et on n'en pourrait tirer 
que très-clifricilement une valeur approchée de T. 

Si  cependant l'angle û est dans un rapport rationnel avec l'angle 
droit, on pouma sommer la suite précédente, au moyen des fonc- 

rn tions Z1(x) .  En effet, soit 0 =-7, rn et n étant des nombres en- 
n 

tiers, on aura sin ne = O ,  sin (12 + ~ ) d  = sin6 cosrnr, siri(n+z)O 
e sin 28 cos me, etc., sinme = O, &(an + 1)4 =sin 8, sin(m+z)fl 
c sina8, ele. De là on voit que lavaleur de T sine se partagera 
en un nombre n-I de suites, savoir, 

1 COS m a  1 COS mz - 
sin 20 ( .+a +a--t; +u+znfa+a+3n+a 

1 COS 772a 1 COS mrr +- sin 30 ( +-- a+ n +3+a+ln+3+-~+3 +etc-) 

Pour trouver la somme de ces diverses suites, il faut distinguer 
deux cas, selon que 7n est pair ou impair. 

15. Si rn est impair, on aura cos m7t = - I ; mais par la 
formule du ne 2 1 ,  page 1 7 ,  la suite infinie 
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s pour somme Z'(I +y) - Z'(I +x). De ln on tire aisément 

znTsinO= sin 0 p ( + ) - ~ ( L f ) l  
n+2+n a+z - sin e [z' - z (,)] 

a+3 + sin 3B [zf (II+-) - ZJ (_)] 

a + - - - )  (a+;;-1)] s i n -  O [Z ( -z# --- , 

oh l'on peut reniarqiier qne no -T étant de la forme z k n ,  puis- 
qiie nt est impair, on aura siii(n- i)O=siiiB, siti(n-z)d=siri28, etc. 
Mais il ne rbsulte de là aucuiie simplificatioii de la formule. 

16. Si m est pair, on aura cos i?m = 1, et alors les diverses 
suites qui multiplieiit siil 8, sin 28, etc. , dans la formule de I'ar- 
ticle 14, ont des soninies infinies. Mais il faut observer q u e  dans 
ce niême cas on a sin(n-1)6=-siii0, sin(r~-2j8 =-sin23, etc,, 
de sorte qu'en réunissant les termes également éloignés des ex- 
trêmes, la formule der ient 

1 1 -- 1 +-- -- 
a + 1 a+n+i + a+21~+t-i + etc. T sin0 = sin 9 

1 - -- - 1 - 1 

a+n-i cr+nn-1 a+3n-i - etc. 
1 -- 1 1 

a + =  + a + n + r ,  +a+an+s + etc. - sin20 
1 - -- - 1 1 - - -  - 

a+n-a u+zn-a a + h - ~  etc. 

1 1 -- 1 

o + k + o+n.+k a+m+k 
$- etc. 

ri= sink3 
1 1 

a+n-k a+an-k - a+3n-k 
- etc. 

n - I  k est mis pour -, car n doit être impair, puisqu'on suppose 
2 

rn pair. 
Cela posé, si l'on somme les suiles contenues dans cette ex- 
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C I N Q U ~ ~ ~ I I ?  PARTIE. S 1. r 65 
pression, par la forniule donnée ci-dessus, on aura 

nsind.T= sin 0 [Z'(&=)-Z~(+)] 

- sin 20 [z' (An=)- Z' ("q)J 

Noici les cas les plus simples de  ces deux formules : 

17. Par ces formules on pourra toujours trouver la valeur 
xadx 

de 1 ' in téPle  Q(a, 8 )  = J + ar cos@ +z2 9 quel que soit a, pourvu 
O 

que l e  rapport ; soit rationnel. D'un autre côté, on peut toujours 

trouver la '  valeur de cette intégrale, quel que soit 0 ,  si a est 
rationnel, puisqu'alors la fraction à intégrer peut être rendue  ra- 
tiontielle. On voit donc que dans ces deux cas on pourra trouvei- 
la somme de la suite 
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r C6 EXERCICES DE CALCUL INT~CRAL.  
dans le premier cas, elle sera exprimée par les fonctions 2'; dans 
le  second , elle sera exprimée généralement par des arcs de cercle 
et des logarithnies. 

xadx 
Représentons par Q (a, 8 )  l'intégrale [q2z cos l+z,, et suppo- 

sons la fonction Q (a ,  4) connue ; s'il s'agit de trouver l'intégrale 
x6dx - hi + g r  c o s 0 + 1 2 ) a >  prise toujours dans les limites x = O ,  x=: I ,  

xa ( x  + cos 8 )  
on différentiera la quantité V = + cos , + 2,  et on aura 

(a-  i)xa)nxa-' cos 6 2 x a  dx sina O a= - dx + -- 
1 + 2xcos O +  x" (1 + sx cos 9 +Y)" ' 

d'où l'on déduit 
xadx 1-a acos ti 1 - p ~ - Q  (a,  9) - - 

(20) f(lf2iTCOJ6fi. ) a sin'd 2 siu'd 

on procéderait semblablement si le polynorne était élevé à une plus 
haute puissance. 

sin ax c o s m  11. Du développemenl des fonctions =, zx, etc. 

sin a.x 
18. Considérons d'abord la fonction sxx : on sait que son dé- 

nominateur peut se mettre sous la forme 

sin 6.x = 6x (1 

sin ax 
Ainsi on pourra exprimer la fonction - par une suite infinie 

sin 1>x 

de fractions partielles, qu i  auront pour dénominateurs les différens 
facteurs dont sin bx est composé. 

L e  facteur x n'entre point en considération, parce qu'il se trouve 
détruit par un facteur seiilhlalle compris dam sin a x ;  prenons 

bx 
donc le facteur général I - - 

ks ' k étant un entier quelconque po- 
A 

sitif ou négatif, et soit la fraction partielle correspondante D~ ; 

kr 
04 délesminera le CoePcient A eu faisant x = 7 dans la valeur 
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CIIYQUIÈME PARTIE. § II. 167 
k w - b x  . ka-bx , b A = --sin US. Parcette substitution ona _J;;;~T - 

sin bx GZ= 
kas - cos k t  ; donc A = - cos k# sin -. b 

Si on prend k successivement positif et négaiif, on aura les deux 
b'xa 

fractions partielles qui naissent du facteur général i - x, et 

leur somme sera 

kas kas  kar 
cos k r  sin - cos km sin - 

b b 
zka cos kr sin - -- - =- b - 

ks - b x  kr  -+ bx kzn2 _ b n x ~  

Il ne s'agit plus que de douner à k les valeurs successives I , 2 , 
an 3, etc. , et d'ajouter tous les résultats ; on aura, en faisant 0 -  -, b 

sin a s  sin tî 2 sin 28 - 3 sin 38 - 4 sin 48 - = 2 T  (z2 - px' dr'- b ~ x z  + b'x' 1 Gr2-bix' sin b x  Ç etc.). 

19. Si on différentie cette fornlule par rapport à a, on en déduira 

le second membre peut se mettre sous la forme 

a 
b ( cos 13 - cos 28 + cos 33 - etc.) 

cos4 , cos 26 --- cos 38 + î6x' (%z - bilJ 4Ws - bax' + s9"'= + etc')* 

Or on a ,  pag. 103, la fornlule 

+ 0 = sin 0 - $ sin 28 f $ sin 30 - etc., 

qui donne, par la diErentiation , 
I , - , COS 0 - cos 20 + cos 36 - etc,; 

donc on aura en général, 
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I 68 EXERCICES DE CALCUL INTEGRAL, 
C'est aussi ce qu'on trouverait directenient en cherchant la frac- 

bx iion partielle qui répond au facteur I - - 
ka i dans le développement 

cosax de la fonction - 
sin bz0 

sin a.r 
ao. Considérons maintenant la fonction - 

cos bx 
; puisque le déno- 

minateur cos b x  est con~posé d'une infinité de facteurs de la forme 
4bZxa 

1 - ( a k +  I ) % ~ '  
il faudra chercher en général la fraction partielle 

- - -  

qui a pour dénominateur ( 2k + I ) ?r - 2bx. Soit cette fraclion 
A (zk+ i ) a - 2 b x  on pourra supposer A = cos 6 1 :  . sin ax , ( 2 k  + i)a- 2bx' 

pourvu que dans cette expression on  fasse x G= 
(zk + 1)  * 

-; par 
celte substitution on obtient A s - 2 cos k.n sin ( k + :) 8 ,  en 

n z  faisant toujours 0 = b. 
4b'x1 De là on voit que le facteur I - 

( 2 k +  1 )  
,, produira dans Ic 

dtheloppement to ta1 deux fractions dont la sonme est 

- z c o s k ? r s i n ( k + + ) e  z c o s k a s i n ( k + + ) ~ _  8bxcos krsin (k ++) 6 
-+ ( = / r + i ) z + 2 b r  

-- 
(2k + 1) c- zbx ( 2 k  + ' 

donnalit X. les valeurs successives O ,  I , 2 , 3 ,  etc., et ajoutant 
tous les re'sultats, on aura la formule 

sin ax sin $ 0 sin: 0 

Si on différentie cette équation par rapport à a ,  il en résultera; 
après avoir divisé chaque membre par x, 

formule à laquelle on pourrait parvenis directement par de sem- 
blables opérations. 

21. Les quatre formules précédentes réunies sous un même point 

de vue sont , en faisant toujours 7 = 8, 
sin ax 
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sin a z  - sin 4 n sin 20 3 sin 3e 
- " X  4+-bZz2 + s+azxz sin b x  

cos a.z 1 cos aO cos 38 
---+21>~ 4T2-b2LL.8 * gr'-bar2 

CU) sin b x  bx 
sin ax sin 4 B sin 2 0 --- sin $ O -- - 

(&-4b~sa 9r2-&s' + .5T146k" cos bx 
- etc.) ,  

Euler a donné les deux premières sous une autre forme dans ses 
Opusc. anal. tom. II, pag. 73 et 75. 

22. Si au lieu de x on  met xl/- I , on obtiendra les quatre 
formules suivantes. 

23. Si on fait b = w ,  la prep~ière et la secoude des formiiles (a) 
deviennent 

D'oh l'on voii qu'on peut généralement sommer les deux suites 

sin an sin 3a sin 4a sin a - - 'p,. + 3;r+; - -p- + etc., 

savoir, ]a première eu développaiit suivant Ics puissances de x, 
z sin ax 

la fOneiiOn ---.-, s sin RX et la seconde en développant de rnénie la 
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1 cosllx 1 
fonction - . - - - . 

ZTS sin nx z2x2 ' c'est ce qui  s'accorde avec les foriilulcs 

des nos iaG et 107, IVe &tic 

De niéme si on fait b = f a dans la troisibme et la quatrième des 
forniules (a) , on aura 

\"I T c m  a.c - cos a 3 c o ~ 3 a  5 cos 5a - - - --- - q cos *x 1 - ~ 2  g -x' + z z  - etc- ; 

d'où il résulte qu'on peut sommer généralement les deux suites 

r;in 3a sin 5n sin 7 a  
s ina  - 3- etc., 

7'k 

24. 11 est essentiel dc remarquer que les équations (a), ainsi que 
les écluaiions ( b ) ,  supposent a < 6 ou 0 < fi. 011 ne peut meme 
faire a= b que dans la deuxième et dans la troisiéme des équa- 
tions (a) ; car le cas de a = b qui donne 8 = e, rend défectueuses 
la première et la quatrième de ces équations. Il en est de même 
des équations ( b ) .  

Pour trouver le développement des mêrnes fonctions lorsque cr 
est > b ,  nous supposerons en géndral 

k étant un entier, et c un nombre posiiif OU négatif, mais moindre 
que 6. 

sin ax Cela posé, il faut réduire d'abord la quantité GTx, ce qui  se 

fera au moyen de la formule 

sin A x -  s i n ( A -  z b ) x  = 2s inbx  COS ( A -  6) x, 

On en tire successiveinent 

s i n ( d + ~ ) x  $in c.l: -- -- - 
sin bs siri bx +- 2 cos ( b  + c )  x , 
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CINQUL~ME PARTIE. II. 
sin ( 4 b + c ) x  - s i n ( z b +  c ) x  -- 

sin b x  sin bx 
3-2 c o s ( 3 l > + c ) x ,  

s i n ( 6 b + c ) s  - s i n ( 4 b + c ) x  
sin b x  - sin bx 

+ a  cos(5b3-c)  x ,  

etc. 
sin a x  - sin cx 

Donc si on fait - - - +. M , on aura 
sin b x  siri b x  

III = 2 COS(~+C) x+2 cos(3L>+c) X+S C O S ( ~ ~ + C )  X .  ., .+a cos(a-b)x, 

série dont le nombre des termes est k. 
c7r 

On voit maintenant qu'en supposant a = 2kb f c et = 8, 
sin ax le développement de -z sera donné généralement par la formule 

sin ar -= z c o s ( a - b ) x + - z c o s ( a - 3 1 > ) ~  ....+ n c o s ( b + c ) x  
sin bx  

sin 0 z sin 28 - 3 sin 38 + 2" (%* - /pLQ dir. - pXl + p3- 

25. Pour avoir , dans le même cas, le développement de la 
cos ax fonction - "observe qu'on a la formule 
sin b z  ' 

cos A x -  c o s ( A - z b ) x = -  2 s i n b x s i n  ( A - b ) x ,  

d'où résultent successivement les valeurs 

C O S ( S ~ +  r )  x - coscx -- - z s i n ( b + c ) x ,  . sin b x  sin bx 

c o s ( 4 b + c ) x - c o s ( z b +  C ) X  - 
sin b x  sin bx - 2 sin (3b-+-c) x ,  

et en généïal , 
cosnx: - cos cx  _a;- D~- 2 ~in(b-+-c)x-2sin(3b+c)x.,..-2sin ( a - & ) x ;  

cos ax donc en faisant toujours n= O ,  la développée de - O sin bx 
sera 
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1 7 3  EXERCICES DE CALCUL INTI?CRAL. 
sin nri 

26. Pour développer semblablenient la fonc~ion aT, nous ferons 

usage de la formule 

s i n A x + s i n ( A - z b ) x = z s i n ( A - 6 ) x c o s b x 7  

d'où résulle 

s i n ( a b + r ) ~ -  - sin c;ir --- 
C O ~  b .c COS 6 c + 2 s i n ( L + c ) x ,  

s i n ( d b + c )  x - _  _-  s i r i  ( n b + r )  x 
cos bx - - -- cos bx 

+ z s i n  ( 3 b + c ) x ;  

et en général, prenant cos Xzr pour désigner (- r ) & ,  

sin ar sin r r  - =coske.- 
coù bx cos bx +2sin(a-L)x-2sin(a-3L)x+2sin(a-56)r..- . . .- a cos AT sin (b+c) x. 

cos ax Enfin s'il s'agit de la fonction - on aura la formule 
cos bx ' 

cos A x  + cos ( A -  3 6 )  x = s COS Zx cos ( A  - b )  X ;  

d'où l'on déduit successivement 

cns(c>.b -!-C) x - COS cx - 
 CO^ 6x - - - cos bx 

+ z c o s ( b + c ) x ,  

cos ( 4 S + c ) x  - _  - cos ( a b  + c )  x 
cos bx -- cos bx -+-zcos  ( 3 b + c ) x ;  

CORUX - COS C X  

cosbx -cos  k r . - + z  cos(a-b) x - s   COS(^-36) x . . . . .  
cos 6s 
. . .- 2 cos L n  cos ( b 4- c )  x. 

27. Rassemblant les quatre résultats précédcns , on voit que si a 
est plus grand cpt: b ,  et qu'on fasse a = 2kb + c , k étant un 
entier , et c iiii nombre positif ou négatif, mais moindre que b ,  

cw 
ou tout au plus égal à I ,  ou aura, en faisant - b = 0 ,  les quatre 

formules 
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i 2 cos (a-L) x:+acos(a-3b)x+acos (a-5b)s . .  .+2 cos (b+) x 
gin a r  - 
s i n x  - 

sin O a sin 20 3 sin 5% 
4T2-baz% + ._bxxz 

- ' 
9" 

2 cos(a-b).c - 2cos(a-3b)z+zcos(a-5b) r . . .-zcos kacos(b+)x 
COS az - 

5 cns $ e - etc. 

Ces formules diffèrerit des formules ( a ) par la pariie entière 
qu'on en a extraite, comme cela a lieu dans le développement des 
fractions algébriques , lorsque l'exposant de la variahle clans le nu-  
mérateur, est plus grand que dans le dénominateur. Une seri-ihlable 
rédric~ion aurait lieu dans les formules (b) ; ii~ais ellc est indiquée 
plus in~médiatement dans ces formules oii, lorsque a sera plus 
que b ,  on pourra exécuter la division du numérateur par le déno- 
minateur, jusqu'a ce que le plus grand exposant de x soit moindre 
dans le numéra~eur que dans le dénominateur. 

28. L e  cas où n est un nîultiple de 6 mérite d'être examiné parti- 
culièrement et avec quelque détail. 

Supposons d'abord que ce ninltiple soit pair , et qu'on ait n = z k b ,  
sin n.z sin ux 

ce qui donne c = O ,  0 = O ; alors les fonctions - et -- se 
sin b x  COS b c  

réduisent aux parties eiitières de leurs valeurs données par les for- 
niules ( e )  , et les séries disparaikent. Quant aux deux autres foric- 
lions, elles deviennent 

2 cos (a-b)x-z cos(a-sib);c+a cos(a-5b)x ....- 2 cos kx cos 6~ cos ax 
1 - 3 5 

-etc. 
' r2  y 2 - 4 b Z z 2  + a58-4b  s 
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174 EYERCICES DE CALCUL INT~GRAL,.  
Soit. en second lieu n = ( z k  f 1 ) 6 ,  on pourra mettre k +: I au 

lieu de k ,  puisqu'on a également a = akb+B et a =(zk+z)b-O ; 
dans la première supposition, on aura c = 6 ,  et dans 13 seconde 

 in at: cos ax: 
c = - b. Alors les deux fonctions - et - 

sin b x  cos bx 
se réduisent à une 

partie entière, et ne contiennent point de série infinie. Quant aux 
COS nx sin a..r: 

deux autres fonctions - et - 
siil bx COS b . ~ '  leurs valeurs serontles mêmes, 

soit qu'on fasse a= zkb+h et c,=b, soit qu'on fasse a= ( ~ k + a ) l > - b  
et c = - 6. Ces valeurs sont 

x .  . .- 2 sin z b z  
COS nx  

1 1 1 - etc. 
f ,\ 
t&J 

( 2 rin (a-b) x-2 sin (a-3b)x+2 sin (a-5 6) x . . . -2 COÇ k r r s i n ~ b ~  sin ax 
7 1 1 1 

cos bx - \+ 8b.z cos k m  (wG + s q b ~  + a&qE + etc.). 

sin ax dx $ III. D e  .Tintégrale [=. - 
1 + X X J  

e t  auires semBZc~Oles, 

prises c l e ~ ~ u i s  x = O jusqu'ic x = m. 

29. Supposons d'abord n < b et " = 0 ; par la première ,des 
b 

formules (a)  du paragraphe précédent, on pourra mettre l'intégrale 
:in as dx 

sous cetle forme 

sin 0 2 sin 90 3 sin 36 x = o  
x = o o  

or suivant les formules ( 16) du § 1, on a çénéralcment dans les 
lirnites données , 
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CINQUI~ME PARTIE. § III. I 

Cette suite peut se soixmer par la première des formules (b)' du 
p;iragraplie précédent, et on en tire 

- T ea-eWa _-.__-. 
2 e )  - e - b  ' 

d x  sin a x  
c'est la valeur de l'intégrale cherchée IZx . nx. 

r.dx c o s a x  
L a  i d m e  analyse étant appliquée aux intégrales - - fi +Zr ' siii b x 3  

dx sin .ax d x  cos a.c 
f x ( ~ + ~ ~ ~ ' ~ b X : ~ f ~ x ' c _ b , >  on obtiendra les résultats 
suivans : 

sin a x  ddx a . - e-a - -  -- 
- a  

sin am ' z ir e n - ë a  - - -- 
fa.x(l+xxl 2 2 . e b + e - b y  

30. On peut parvenir clirectenîeut à ces résultats par les consi- 
dérations suivantes. Soit X ou X ( x )  une fonctiwil,lpaire de x qui 
, p i s s e  se déconiposer en un nombre fini ou infini -a 7 mctions par- 

A 
tielles de la forme - 

C2 - z2 9 c étant une quantité réelle J ensorte qu'on 
A 

ait X (x) = S (-), le signe somme se rapportant à toutes les 

valeurs correspondantes de A et de c. Pour avoir l'intégrale - L*rr 
depuis x = O jusqu'à x= KI, il faudra prendre entre les mêmes 

S, Adx limites l'intégrale c2 - x2 + x21, et réunir toutes les quanti- 

tés di: la même espèce. Or par la formule (16) du Cj  1 ,  on a 

donc 
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176 C I N Q U I ~ M E  PARTIE. § III. 
c'est-à-dire qu'il faut faire x3 =- i dalis la fonction X,  et multi- 

plier le résultat par f.  
sin ax 

Soit, par exemple, X ( x )  = Zx , on aura X ( r/- I ) a 

31. Les forinules (a ')  supposent a< 6 ; lorsqu'on aura a > 6 ,  
il faudra faire a= zkb + c , k étant un entier ct c une quantité 
positive ou négative, mais moindre que b ,  

Considérons d'abord la prcmière formule; nous avons trouvé 
dans le 5 précédent, que dans le cas dont il s'agit on a 

sin ax sin cx -- -- + ~ o ç ( a - b ) ~  + zcos(n-3b)x. . . + zcos(&c)x. 
si:] bx sin bx 

D'uii autre cbté, par la formule ( I ) de la .troisième partie, - . . 

page 355, on a 

S dxcos  nx a =- e-"; - 
1 + s x  2 

donc 

+S s!n cx tlx 
s in  bx ' I + xx' 

La somme &Ta suile comprise dans cette valeur est 

sin c x  dx 
et l'intégrale f - - 

sin b x  ' i + x x  
est donnée par la preiliikre des fornlules 

(a') ,  puisqu'on a c <b;  donc on aura 

32. Si on différentie cette équation par rapport à a ,  et  qu'on 
dr observe qu'alors = I , il en résultera cette autre formule 

(c')  
x coqax  d r  eC-p-C+9e-a - - -  - s inbx  i 1 - t ~  2 S-- 7- ,-a , .  - 

- 
C'est 
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CIISQU~ÈME PARTIE. g III. 177  
C'est aussi ce qu'on trouverait directement par le développement 

cosax 
sin us 9 

donné par la seconde des formules (e) da § II. 

Nous remarquerons cependant que la formule précédente est 
sujette à exception, lorsque a = (2k+ r)b ; car alors on pourrait 
faire indifféremn~ent a = 2kb + 6 ,  ou a = ( zk+z)b-  6 ,  c'est-i- 
dire c = b ,  ou c t -  6. Or le résultat de la formule n'est pas le 
même quand on fait c = b  et quand on fait c=- b, puisque dans 

a ae-" la première supposition elle donne + eb-e-b , et dans la se- 

re" 
conde, 2 -7  - $ m. Il faut donc recourir à une autre méthode 

pour trouver la valeur exacte de l'intégrale dont il s'agit. 

33. Lorsque a = (2k -/- ~ ) b  , on a la formule 

cosax cosbx - -- - - - 2sinzBx - zsin 4bx. . . - zsin ~ k b x ,  
sin bx sin bx 

laquelle ne souffre aucune exceplion. Si on inultiplie de part et 
xdx 

d'autre par -- le résultat dûaux termes --zsinabx,-zsin@x, etc. 
1 +xx' 

se trouvera exactement par la forniule connue ' 

ainsi l'erreur que nous avons remarquée ne peut venir que de l'in- 
cosbx  mix * eb+e-b -, qui ne peut être -. conime l'in- 

2 e -e-b ' 
diquerait la seconde des formules (a']. 
La vraie in tégrale, dans le cas de a = b , se trouve par l'équa- 

tion (cl, IVe partie, no 131, et cette intégrale est 

D'ailleurs on a sans difficulté 
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donc, lorsque a = (2k+ i)b, ou aura généralement 

xdr 
sin bs ' 1 +xx - eb-eëb' 

Ce résultat est le milieu précis entre les deux valeurs que semblait 
donner, pour le mênîe cas, la Ço~mule (c'). 

C'est, au reste, un  phéiiomène analy liqiie assez remarqiiahle , 
cnbnx  xdx 

que l'intégrale [ -- . - - ait trois valeurs très-différentes, 
siri bx I + L X  

lorsque a = (2k+ r ) h ,  et lorsque n diffkre infiniment peu de cette 
valeur en plus oii eii moins. Ainsi w étant infiniment petit, l'in- 
tiçrale Z corrcspoiirli.a de la niaiiiere suivante aux trois valeurs de a: 

La  première intégrale résulte de la formule générale (c'), en fai- 
sant c =  6 - m ,  et n$gligestit ensuite w ;  la troisième résulte de 
la morne forniiile, en faisant a=(zk+z)b-(b-w), ou C E - ( L w ) ,  

0- 1 < ' ~ 3 l l  t W .  puis 1 i 4 ~ l ' ,  
La seule exception à la fornlule générale a donc lieu dans le 

a 
cas où - est un nombre entier impair; cette excepiion est indi- b 

% F a  

quée par la formule elle-même, qui passe de la valeur -, + T 
eb-e 

7 r ) r ~ - ~  à la valeur - - -- 
eb-e-b 

: zr , dans l'iniervalle itifiiiimen t petit compris 

depuis a = ( 2 k + i ) b -  w jusqu'à a = (2k+r)b+ o. 

34. Venons maintenant à l'intégrale Z 

supposant toujours a = 2Kb + c, on aura. suivant l'article 26 du 
§ précédent, 

c m  ax -- cos cx 
cos bx -coskz. 2- cos b; +  COS (n-b)x- zcos (a-36)x. . . . . . 

- 2cos kn cos ( b  + c)x .  
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d x  

Mu1 tipliant par -- 
I + X X '  

et intégrant dans les linlites requises, on  

aura d'abord, par les formules (a') , 

f cos cx dx 
-7 - -  7r ec+e-c - - - .  
cosbx ' i + x x  2 ' eb+e-b' 

ensuite [acos(a-6)x-ncas(a-3b)x ...- ~cosk~rcos(~+c)x]  

a pour valeur ~ ( e - ( ~ - ~ ) -  e-G-3b) + e-(a-5b)- COS k#e-(b+c)), progres- 
sion dont la somme est 

Donc on a en général 

Cette formule n'est sujette à aucune exception; car si on avait 
a = (zi+ ~ ) b ,  ce qui donnerait en même temps a = (zi+z)b-h, 
il est aisé de voir que la formule donnera le niênie résultat, soit 
qu'on fasse k=i et c= b ,  soit qu'on fassé k = i + ~  et c=- b. 
Alors, en effet, les deux facteurs cos krr et ec - e-' , changeant 
à la fois de signe, 

35. Soit proposé 

leur produit reste toujours 

enfin de trouver la valeur 

le nlêine. 

de l'intégrale 

sin a x  d x  
~ C O S  bx 1 f t x  9 

lorsque a = 2kb + c. Alors on a, par les formules d u  S précédent, 

sin ax sin cx - -cosk.;lr.-- + P, 
cos bx cos bx 

P = zsin ( a - b ) x  - zsin(a- 3b)x + zsin(a -5b)x. . . . 
. . . - zcoskr  sin (b + c ) x .  

S dx sin rtx n 
Mais au moyen de la formule ----- - - - (1 -e-") , donnée 

x ( 1 + x x )  2 
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troisième parlie, page 360, on trouve 

La série I - I + I . . . .- coskz a pour somme zéro, si k est pair, 
et I si k est impair; donc cette somme est représentée généra- 
lement par i ( ~  -coskir); quant à l'autre série, elle a pour somme, 
comme dans l'article précédent, 

ëa - e-c cos kr 
T e -  

e" eea ' 

d x  1 . .  - donnée parles Donc en substituant la valeur de bz . 
forn~ules (a'), on aura - 

dx 71- ec+e'c --(1-cosAr)---- cos k ~ .  -- scosbx 1 + z x  2 e q e - a '  

Cette formule n'est encore sujette à aucune exception ; car lors- 
qu'on a a=(z i -+  1)6 ,  soit qu'on fasse k=i, c = b ,  ou k=i+~, 
c =- b, on obtient toujours Ie même résultat, savoir, 

R aën --- 
z eb+e-)' 

Ainsi, par exemple, lorsque a = b, on a 

Cette formule étant combinée avec la formule (d) du no 131, 
quatriéme partie, qui donne, 

xdx tang ax a ë a  = -- 
eu+ e ë a  ' 

on en tire 

[$ tang nî- = i T. 

Or celle-ci peut se démontrer directement; d'ailleurs elle se dé- 
duit de la formule (d) qu'on vient de citer, en faisant m = o .  
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96. 11 résulte de ce qui précède, que lorsque a est > b ,  si 
on fait a=zkb  + c ,  k étant un entier et c étant plus petit que b ,  
ou tout au plus égal à 13, on aura les quatre formules suivantes; 

cosax xdx Z: -- - -  -- I s i n b x ' i + x x  a eb--b - 8 

S cosux dx ?r ec-e-C sre-a - - _  COS k v  . -- + --. cosbx ' i +xx-2 eb+e-b eb+e-b 

L a  seconde de ces formules est la seule qui soit sujette à excep- 
t ion, lorsque a= ( 2 k + 1 ) 6 ;  alors cette formule doit être remplacée 
par la suivante : 

cosnx xdx - sre-a - -- S n x  . ;TI; e l - e b .  

37. Si on différentie par rapport à a la quatrième des équations 
(if), on aura, en observant que dc = da, 

sin a. xdx T 5-e-' - - -  ec+ cc 
("1 f c O s b & + ~  2 cos k ~ . - -  .'+ .-' -k F+F. 

Ajoutant cette équation à la troisième des équations (21, il viendra 

sin ax 1s. zx = ; ('-cosX7r). 

Ce résultat peut être vérifié directement de la manière suivante. 

38. Soit pour plus de simplicité b = I , ce qui ne diminue 
pas la généralité de la formule, et  soit proposé de trouver l'in- 

S dx sin ax tégrale Z = - - nous considérerons cette intégrale comme 
X C O S X  ' 

7 - composée de  plusieurs parties , la première depuis x = O jusqu a 
X = T ;  la seconde depuis x = v  jusqu'à x=zrr, et ainsi à 
l'infini. 

Pour avoir la première partie, je fais successivement x=+T-w, 
x = j?i + o , et prenant, dans les deux cas, dx = d s ,  j'aurai 
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l'in tégrale fi , ( s i n ( t a ~ - " a , )  -- s i n ( t a z + + a u )  

sin ri Z r - &  + T + Y  

OU 
au sin t a?r cos ari - a cos a ~  sin au 

i +'-riia . 

qu'il faudra prendre depuis w = O jusqu'à w = $ T. 

La  seconde partie , depuis x = rr jusqu'à x = 27;, se trouvera 
de même en faisant successivement x s $ N - o, x 3 9  T + w , et 
on aura l'intégrale 

sin $ a7 cos au - 3 r  cos a r  sin au 
sin ni 4 a'-- as 

qu'il faudra encore prendre entre les limites o = O ,  W =  7. 

Si l'on continue ainsi indéfiniment et qu'on fasse, pour abréger, 

l'intégrale cherchée Z sera transforniée en une autre qui doit être 
prise depuis w = O jusqu'à w = 5 T , savoir 

sinu -SN? . sin a, am 

Maintenant il résulte des forniules (a) du § II ,  qu'en supposant 
a < ~ ,  o d a  

sin au C O S  na, M=--  N=-• 
Y COS rii ' COS a 

Donc en faisant la substitution , on aura Z = o. Lors donc qu'on 
suppose a < I , on aura 

S dx sin ar: 
---- = 0. 
x COS r 

Lorsque a = I , cette formule cesse d'être exacte ; on voit en eiret, 
dans ce cas, que tous les ternies qui  composent la suite N ,  sont 

sin u  iiuls , et qu'ainsi on a N  O ; dans le niêrne cas on a N = G, 
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ce qui donne Z =Ida = W = f zr. Donc on a alors 

ce qui s'accorde avec une formule déj"a trouvée. 

Si claiis les deux formules: précédentes , on met b x  B la place de 
a 

x et au lieu de a ,  on aura, en supposant a < b, 

x sin ax - 
.c cos bx - 0 ,  

et lorsque a = b , . 

39. 11 faut maintenant trouver la valeur de la même intégrde 
lorsque a est > b;  pour cet effet nous supposerons à l'ordinaire 
a = 2kb + c , k étant un entier, et c étant moindre que b. Or on a 

sin ax + sin ( a  - 2b) x = 2 sin (a- b ) x ,  
cou bx 

de là on tire 

Donc on a successivement, lorsque c n'est pas égal à b ,  

j'dxsin ( d + c ) x  - -- 
X C O S  1 > ~  - *> 

S d ï  . sin ( 6b+c) -_- x - - Ir; x cos bx 
et en général, 

J'dx sinax -?  ( I  

s cos bx - 2 
- cos k a )  , 

ce qui s'accorde avec la formule (1). 

40. Cette formule est cependant sujette à exception lorsque a=b, 
et en général lorsque a = ( z k  + 1 ) 6. En effet, dans le  cas de. 
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dx sin bx - a a = 6 , o n  a f - - d'où l'on déduit 
x c o s  bx . a' 

S dx sin 5bx - r-r 

x cos 6x 
- 7 T Y G - i ;  

et en général i étant un entier quelconque, 

S dxs in  ( 2 ~ 4  1 )  bx-  T 

x COS bx - 9 '  

011 voit a priori poÛrquoi la fornlule (Z')  ne peut avoir lieu lors- 
q u e  a = ziO + b , c'est qu'on peut faire également a=(z i+  2 )  b-O, 
ce qui donne k = i ou X- = i $- I. Or ces deux valeurs de k donnent 

pour ( I - SOS k a ) ,  deux valeurs différentes O et a. La  vraie 

valeur de l'intégrale est une moyenne entre les deux. 
0 

41.  Puisque la formule (P) est sujette à exception lorsque 
a = (zi+ I )  b ,  il s'ensuit que la formule (k') est sujette aussi à 
exception dans le même cas, sans quoi la différence des deux ne  
pourrait donner la troisième des formules ( i') , laquelle n'est sujette 
à aucune exception. Or on a toujours 

S dx  sin ax s i n  ax xd.z sin gx dx 
x COS bx 9 .  -f- x cos bx 1 + x x  ' 

donc dans le cas de  a = ( a i  + I ) b ,  la formule (k' ) doit être 
remplacée par celle-ci, 

sin ax xdr ~ e - ~  

COS bx ' 1 +xx eb + e-" 
lorsqu'on a simplement a = 6, cette formule s'accorde avec la 

f xdx tang ax 
valeur connue de + _ . ( Voyez la formule (d) du no I 3 I , 
IV' partie.) 

g IV. 
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eax + 0 IV. De Piniégrale Z =[ én;-- - e-*X 
dx sin rx , et  autres 

semblables, prises depuis x = O jusqdà x = m. 

42. Il faut siipposer a < p, sans quoi l'intégrale deviendrait in- 
Gnie ; cela posé , on pourra, en vertu des formules ( b)  du § II , 
mettre l'intégrale Z sous cette forme : 

1 2xd;in rx cos a COS 2a cm3a 
(--=+- TX 

S 5 d x  sin rx - w e-mr Mais dans les limites données, on a trouvé , + - , 
ff e t l $ s i n r x = - ;  a donc 

Z = + - e-' COS a e-" cos 2a - e-3t cos 3a + etc. 

Or la suite a cos n - z3 cos 2a + z3 COS 38 - etc. est le développe- 
z c o s a + z a  -. ment de la fonction + 2d cos a + i2 , donc en faisant n, = edr, ou  

aura l'in tégrale cherchée 

eax+edax 45. Soit proposésemhlablementlyintégrale ~ = f ~ - ~  dxcosrx, 

dans laquelle on suppose toujours a < n ; on pourra, au moyen des 
formules (b) du § II, mettre cette intégrale sous la forme 

Effectuant les intégrations au moyen de la formule connue.. . . 
S dxcosrx T - eêW, il viendra ma+ 2 3rn 
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donc en faisant a = e-', 9 = a ,  on trouvera Z ou 

44. Par une analyse semblable, on diduira des fornudes ( 6 ) 
du II ,  deux autres intégrales , que nous comprenons avec les deux 
précédentes dans le tableau suivant : 

(e++ed+ ' - )  c m ; a  dx cosrx = +- e-"" er +e-"+zcosa ' 

enx - e-ax sin a dx cos rx = 
e r + e - r + a c o s a  

Il ne faut pas perdre de vue que ces intégrales sont prises depuis 
x s: O jusqu'à x = a, et qu'elles supposent a < .si. 

45. Les principaux corollaires qu'on déduit de ces foriuules, sont 

S d x  sin T X  -- - L er-  I 

effx-e-"x - 4 7 7 -  3 e 4 - 1  

d x  cos rx 1 - L 
a - !CF- e + r + e - - ~ r  =- er+i ' 

d x = + t a n g + a ,  

1 r2+-J dx = - z cos a- 

Ces formules sont faciles à vérifier par le développernent en séries 
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et les formules d'intégration connues. D'ailleurs on peut observer 
que la troisième et la- quatrième se déduisent de la première et de 
la deuxième , en diffkrentiant celles-ci par rapport à r. 

Ces formules sont d'ailleurs susceptibles d'en'fournir une infinité 
d'autres par la diflérentiation QU l'ii~tégraiion relatives aux coefE- 
ciens a et r. 

Par exemple, si on multiplie la cinquième et la sixième par da, 
et qu'on intègre chaque menlbre depuis a = O ,  on aura les deux 
formnles 

+ e-a"-a dx - - 1 

e7rx-e-7rx " 
(4 

.feux 

- . " 1: log tang (2 + 0 )  ; 
4 

la s'accorde avec l'équation ( b ) ,  page 109. 

46. Considérons de nouveau la première des équations ( a " )  ; si 
on multiplie chaque membre par e-l"ldr, et qu'on intègre par rapport 
à r ,  depuis r = O jusqu'à r= CO ; comme on a dans ces limites 

5 
Je-mr dr sin rx = - 

m 2 + x z 2  
il viendra 

Si on fait e-'= a, le second membre prendra la forme 

intégrale qui pourra s'exprimer par arcs de cercle et par loga- 
rithmes toutes les fois que m sera rationnel. Par exemple, si on a 
m = I , on trouvera 

e a X f  e-ax rdx - - L  
e"T, e-"x ' 1 + s a  - a (a  sin a-1) + t cos n log (2 + 2 ces a ) .  

Si on i?iultiplie celle-ci par da ,  et qu'on intègre chaque nienlbre 
depuis a = O ,  on aura 

- e - f l ~  dx 
, -= -+a  cos a +: sin a l o g ( a  + s  cosa). 

'3"x-e-x 1+xx 
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47. En général, soit' Z = tf <' 

1 + 22 cosa+z" 
le développement 

en série donne 

n~u l i i~ l i an t  par $ dz et intégrant depuis z = O jusqu'à z= I , il 
viendra 

Cette suite représente la valeur de l'intégrale proposée f Z - + z  -- 
xdx x -- . mais elle n'est pas assez convergente pour s e n i r  au 

nP + x2' 
calcul'nurnérique de cette intégrale ; et nous remarquerons seule- 
ment qu'elle a la propriété d'être sommable par arcs de cercle et 
par logarithmes, toutes les fois que rn sera un nombre rationnel. 

On déduit des formules de l'art. 14, 5 1 ,  une autre valeur de 
Z , laquelle est 

I s i n a  sinaa s i n 3 a  z =  =(m.-- m + i + , , + a -  etc.) 
1 sin n sin za sin 3a -- --- + - - etc.), 

2aioa ( m + 2  m + 3  m+4 
OU 

sin a sin za - sin 5a z=- 
m.m+a m + i . m + 3 +  m + a . m + 4  - etc.). 

Cette forinule est plus convergente dans les premiers termes que 
la précédente ; mais elle ne peut donner encore qu'une approxi- 
mation assez bornée, parce que le rapport de deux coeficiens con- 
sécutifs tend de plus en plus vers l'unité. 

ALI reste l'identité des deux expressions est facile à démontrer 
immédiatement; car si on multiplie par sin d la suite 

1 COS a cos an cos 3a 
G C - G + ~  -- + etc., 

le produit sera 
sin a , sin 2a - -- sin Sa-sin n , siri 4a - sin 2a ,.-$- f .  -3 - am m + l  " m f 3  l- elc., 

m f a  
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et il se réduit ultérieurement à 

sin n - sin aa sin 3a 
-- - etc. m . m + a  m+ i . m + 3 +  m+g.m+4 

On peut encore multiplier cette dernière expression par sin a ,  
et l e  produit sera 

- 2 COS za 2 cos 3n a cos 4n 
-+etc. ; 

n i . in+2 .mq ' t -  nz+1.m+3.m+5 - m+2.m+4.m+ 6 

mais la valeur de Z qui résulte de  ces transformations n'est con- 
vergente que dans les premiers termes, et ne. peut donner que 
difficilement un certain degré d'approximation. 

48. Reprenons la formule 

et soit a =  lr - w ,  o étant infiniment petit, on aura, en substi- 
tuant et négligeant les quantités de l'ordre bs dans le second 
membre, 

Mais en intégrant à l'ordinaire dans les limites x =O,  x = co , on a 
7- Se-~"dx sin rx = -- - 

? + m l '  
donc en négligeant les quantités de 

l'ordre w", dans les deux nienlbres, on aura la formule suivante, 
dans laquelle o n'entre plus, 

dz  sin rx - , er + 1 i 
- T m - - -  

er- i sr* 

Cette formule, développée siiivant les puissances de r, reviendrait 
aux formules connues par lesquelles on détermine la valeur de la 

1 1 1 
suite I +- ;. + g + 3 + etc. , n étant un nombre pair. 

49. Multiplions les deux membres de l'équation précédente par 
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e-lnrdr et intégrons depuis r = O jusqu'à r = oo , nous aurons 

z~"-'& 
Si on fait e-'=a, et qu'on appelle T l'intégrale 

z 
> \  prise depuis z = O jusqu a z = I , le second membre de l'équa- 

1 tion précédente se réduira à -- +:T ; il ne s'agit donc que de 
4m 

trouver T. Or, par la forniule (14) du § 1, on a T =log m - Z'm ; 
donc 

xdx _ -  1 
, - -'+;lognz-$Z'm; 

4m 

et dans le cas de m = 1, 
xdx 

- = - A - -  + : 2'1 = C - $ = o. 038607832450. 

50. Considérons maintenant la forniule 

et inultiplio~is chaque memhre par crnr A.; si on intègre de part 
el d'autre depuis I. = o jusqu'h r ; ~ :  oo , ce qui donne fe-mr dr cos rx 

m-L 
z ad2 Soit e-r = z , le second nîenibre deviendr~ Lf-- , cetle 

m I - C Z  ' t intégrale devant etre prise depuis z = O jusqu a z = 1. Donc en 
vertu de la fornîule (7) du § 1 ,  on aura 

de sorte que cette intégrale pourra toujours etre évaluée facilemeut 
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au moyen des fonctions Z' C a )  dont on a montré l'usage dans le 
§ 1. Elle sera d'ailleurs déteriiiinable par arcs de cercle et par loga- 
rithmes, toutes les fois que m sera rationnelle. C'est ainsi qu'on 
trouve, dans les cas de nt= I et n t = ; ,  les formules 

dx = log 2. f ( e r x  + enx) (i + .q 

$ V. De Pintégrale 1 xm dx silt x 
cos x 2 a '  

51. Supposons d'abord a < I , et soit n = cos fl ; cette valeur 
peut représenter une quantité négative en prenant 8 > $ T ;  mais 
pour plus de simplicité ,' nous supposerons 0  < rr , et nous con- 
sidérerons séparénient les deux inte'grales : 

xmdx sin x 
Q =J- x'" d x  sin 3: 

c o s x + c o s  8 '  cos x - COL 8 '  

que nous supposerons prises toutes deux depuis x = O  jusqu'à une 
même limite x = a. 

Les quantités P et Q sont des fonctions de a et 0 ,  qu'on peut 
désigner par P (a, O ) ,  Q ( a ,  O ) ,  et ces fonctions ont entr'elles 
des relations qui n~éritent d'être remarquées. On a d'abord 

P + Q = $  
2 2 "  d x  sin x cos x 

c0s2x - c0s2B 

OU, en faisant 2x = z , 
zmdz sin z .- + Q = a-y cos - al: 2,. 

L'intégrale en z n'est autre chose,cpe la fonction Q dans laquelle 
on mettrait 2a et 28 à la place de a et 0  ; ainsi on a généralement 

52. D'un autre côté, si on ne fait aucune hypothése sur la gran- 
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deur de 8 ,  on a évidemment 

donc la fonction Q  doit satisfaire à l'équation 

Q (a, fi) + Q  (a. e-O) = F Q  ( x ,  20). 

Re'ciproquement on tire de cette équation 

d'oh l'on voit que la transcendante Q ( a ,  8)  peut s'exprimer par 
deux transcendantes semblables dans lesquelles la limite a sera 
deux fois moindre. Celles-ci s'exprimeront sen~blablement , cha- 
cune par deux autres, dans lesquelles la limite sera encore deux 
fuis moindre, ainsi de suite. Donc la transcendante Q ,  pour une 
limite donnée a ,  peut se déterminer par des transcendantes sem- 
blables qui répondront à des limites aussi petites qu'on voudra. 

Lorsque x demeure très - petit dans toute l'étendue de l'inté- 

grale , on y eut faire Q - ce qui 
p + 2  

donne Q (a, 0 )  = 
( m + a )  (I - cose)' 

Mais si on se bornait à ce 

seul terme pour exprimer Q ( a, 8) , la formule (a) donnerait une 
valeur en tiéreme:it senihlable pour Q ( s u ,  0 )  , Q ( 4 0 ~ ~ 8  ) , etc. , 
laquelle cesserait bien tbt d'Cire assez approcliée. 11 faut donc atl- 
mettre d'autres termes dans la valeur de Q ( a ,  O )  lorsque a est 
très-petit , pour pouvoir en déduire avec une exactitude suffi- 
sante, la valeur de cette fonction lorsque a est d'une grandeur 
quelconque. 

53. Pour avoir maintenant la valeur de l'intégrale Q ,  j'observe 
qu'en intégrant par parties on a 

Q  = - xm log (cos x- cos 8 )  + nqxm-l dx log (cos x - cos 8) : 

il faut, pour aller plris loin , aroir la valeur dtheloppée de 
log ( cos x - cos O) .  Or en faisant nA cos 0 + /- I sin O ,  
N=COS (a- 0 )  + )/- 1 sin ($ - 1) = ~ , ( ~ - ' ) / - l ,  011 P C U ~  

nlettro 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CI~QUIÈME PARTIE. § V. 193 

mettre cgs x - cos 0 sous cette forme 

Prenant les logarithmes et développant en séries, il viendra 

Substituant les valeurs m=cos O+/- ï sin 0 > L M =  (T-6) 1/-1, 

011 aura 

2 cos 3x - - (cos 3d+)/-1 sin 36) 
3 - etc. 

Cette équation en donne deux autres savoir3 

elles supposent d'ailleurs l'une et l'autre x < 9. 
L a  première des deux équations précédentes est une suite de 

l'équation connue 

car si à la place de 6 on met successivement 13 + x et 6 - x , 
et qu'on ajoute les deux résultats, on aura la première des équa- 
tions (3). 

54. Au moyen de la valeur trouvée de log (2  cos x - 2 cos 8 ), 
on aura l'intégrale 

Q = - xm log ( 2  cos x- 2 cos 0) - ~ ~ ~ ~ ~ X ~ - ~ ~ X ( C O S X C O S ~ +  ;COS sxcos 23-/-5co~ 3xcos 38-f-eta. 

25 
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Con~inuant d'intégrer par parties, on aura l'int6grale cherchée Q ou 

C O S  ze cos 30 

(4) 
-2.rn.m-r .X'~-'(COSO eosr+--cos z ~ + - ~ ,  cos3,r+eic. 

as 
cosne .  CO^ 38 +inmi-I .nr-s .sm-' (cos 0sinx+---pin 2x+ sin 3&etc.) 

Lorsqiie n z  est impair, la constante C cst nulle ; mais lorsque nz est 
pair, la constante C sera égale au dernier terme clc la série prise avec 
un signe contraire, en y supposant x=o;  on aura donc en 

m r  cns a l  cos 31 
c = - 2  ~ o ~ ~ r ( n z + i ) ( c o s O + ~ - + ~ + e t c . ) ,  

r (na+ r ) étant mis pour le prodoit I .  2.3 . .  . . . .m. Cette valeur 
de ê; pourra m h e  être eniployée lorsque nt est impair, parce 
qu'alors elle devient nulle. 

55. 11 faut observer que la formule ( 4 )  éprouvera une 'modi- 
fication, si on l'applique a une laleur de x plus graride que O ; 
alors le terme - xmlog ( 2 cos x - 2 cos 8 )  devra être changé en 
- xUL1og ( 2  cos 8 - 2 cos x). 

Ainsi, par exemple, si on veut avoir l'iiitégrale Q dcpuis x= O 

jusqu'à t T ,  on trouvera, en vertu de la remarque précédente, 

cos 31 cns 58 
$- -5. -etc. 

m-3 cos 34 cos 58 
+2m.m-I .m-2.6) (cos O - -j;- $-T- etc.) 

cos 38 
-2nz.m-I .m-2.1î2-3. 
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S xm d x  sin x 
56. Ayant trouvé en général lavaleur del'intégrale Q= --- 

COS .Z- COS 0 ' 
il s u 6 t  de mettre ir - û au lieu de 8,  et on aura la valeur de 
l'intégrale P , laquelle sera 

xmdx sin x 
cos x+coù 0 - C -xmlog(2 C O S X + ~  cos €i j 

cos 28 . cos30 . + ~ r n . ~ ~ - ~ ( c o s ~  sins- -;-sin 2 3x+ --bin3x-etc. 3 

cos 'LB cos 38 
(6) +2m.m-1 ,x~-~(cos~cos~-,cosax+-~~cos3~-etc. 2 

( 
cos 2.4 

-2m.n~- I .ln-a . x ~ - ~  COS 0 sin x- - 
2 4  

sin z x  + etc. ) 
cos 20 

-2nz.nt-I .m-2.xm-4 cosax$-etc. 

+etc. 

Prenant d'ailleurs, comme dans le premier cas, la valeur de l'inté- 
grale à compter de x= O ,  on aura la constante 

ma cos 28 COS 38 
C = ~ C O S - r ( m + ~ )  2 cos0 -;,+3,-etc.). 

57. Si l'on prend l'intégrale depuis x= O jusqu'à x = + rr , 
il faudra faire x = $ .n dans la fornlule (6), ce qui  donnera 

m-4 cou 48 
-2rn.m-i .m-z.r11-3. (E) (s - - s5 45 + etc.) 
-/- etc. 

S . pdx  sin x 
- pourra toujours Dans ce cas , on voit que l'intégrale 

+ c o s ,  
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s'exprimer exactement au moyen des deux transcendantes 

cos 38 cos 51 A ( 2 k )  = cos 6- 5,f -51 -etc. 

cos ab cos 48 cos fi8 
B (2k+1) =a, -4'"'t 6'"1- etc- 

cosa8 cos % 
11 faut y joindre encore la transcendante cos 8 - ;l, + 3.+; - etc. 

qui entre dans la valeur de la constante lorsque m est pair; mais 
celle-ci n'est autre chose que la fonction B ( m $- I ), dans laquelle 
on mettrait + 8 au lieu de 8 ,  et qu'on niultiplierait ensuite par znl+'. 

En général si on supposait connues les deux transcendantes 

sinse sin38 cos a0 cns 38 
~ i n 8 - ~ + ~ - e i c . ,  et c o s e - - + F - e t c . ,  

on  pourrait déterminer exactement l'intégrale donnée par la for- 
mule (6) pour toute limite x = a. 

58. L e  cas de 0 = O mérite d'être développé ; alors on a 
xmdx sin x - P =f i + COS .Z -J'xmdx tang f s ;  si donc on prend cette intégrale 

depuis x = O jusqu'à x = $ d , on aura 

fim& tang f x = - Gr log 2 

1 1 + 2 cos " 2 I. (m+i) (1 - F+3, -etc.) 

m-4 - 2m (m-i)(m-~j(rn-3)(:) N5 
$- etc. , 

formule où l'on désigne en général par II (2k) , N ( 2k + I ), les 
deux transcendantes 

1 1 1 M ( 2 k )  = ~ - ~ + ~ - ? + e l c . ;  
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la dernière a un rapport connu avec la transcendante 

mais elles ne peuvent s'exprimer ni l'une ni l'autre par les puissances 
du nombre v. 

59. Si dans la formule (4) on fait 0 = O  , ce qiii oblige de changer 
log(2 cos x-2 cosd) en log ( 2  - 2 cosx) ,  on aura 

1 -wn.m-I . ~ - z . x - ~  sinx+'-sinzx+ - sin3x+etc ( 24 3+ - etc. 
1 

Dans cette formule faisons x = + v , afin d'avoir. l'intégrale 
fxmdx cot + x depuis x = O jusqu'a x ;s $ v ;  nous aurons 

1 j ~ x ~ d s c o t  tx= (~~log2+2cos~r(n~+I)(i+F+3&+etcC) 

f 2 * . ( 3 - l  M. 

- 2m.m-1 .(:y-' N3 

(10) - 2m. m- 1 . .(3"'-3 8~~ 

+ mz.rn-i.m-a.m-3.~)"-4 N~ 
+ etc. 

On retrouve dans la composition de cette formule, les mêmes 
transcendantes qui entrent dans la valeur de fimdx tang $ x, prise 
entre les mêmes limites. 
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1 1 60. Nous avons déjh fait S (na+ I ) =  I + +-+etc., 
1 1 faisons semblablement T ( nz + I ) = I - -- Sm+, + - etc. ; 

ces deux transcendantes n'en font réellenlent qu'une, puisqu'elles 
ont entr'elles cette relation 

Cela posé, les deux formules (8) et (IO) donneront, par leur somme 
et leur différence, les résultats suivans : 

c o s ' r ( ~ n + ~ ) . [ S ( m + r ) + T ( m + i ) ]  
sin x a 

+ 2 m .  (z)m-' AT, 

(4 - 2m.m-1 .m-2. IV4 

4- 2m.m-I .m-2.m-3.m-4. (75 iv6 
- etc. 

- etc. 

61 .  Les cas les plus sin~ples de ces formules sont 

sin x 2 $1, , 
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78- [xdx cot x = - log 2 ,  
2 

Sxqx cot x = (---log z - 2 (S, - T3) - 2 . 2 N 3 ,  

jx3dx eot x = c y l o g  a - 3 . 2  $ . 2 N 3 ,  

Ces formules donnent des rapports assez remarquables entre les 

intégrales rxrndx cot x ,[%:: , prises depuis x = o  jusqu'à x=t*, 
et les transcendantes désignées par nf (zk) , N (zk+i) , S (zk+~), 
'I' ( 2 k + r ) ,  lesquelles peuvent se réduire aux deux RS(ak )  , S(&+I), 
parce qu'il y a des rapports connus entre S ( 2 k  + I ), T ( z k  + I )  

et K (2k+ 1). On peut coiiclure de ces équations , 
10. Que la transcendante N3 ou S3 se détermine également par 

l'intégrale [xadx cot x et par l'intégrale Jx3d.x cot x ;  il y a donc 
une relation entre ces intégrales, et cctte relation est 

,r3 gzlx2dx cot x - 14[x3dx cot x = y log 2. 

zO. Que la transcendante N5 peut se déterminer par N3 et 
par JxVx cot x ,  et qu'elle peut l'être également par N3 et par 
fx5dx cotx, ce qui donnera encore une relation entre N3, Sx4dx cotx 
et Jx5dx cot X. 

62. Si l'on se propose seulement d'avoir des valeurs approchées 

des iiit&grales S E ,  Jxmdx cot s, pour toute valeur de x ,  on y 

parviendra aisément par les formules du no 160, quatrième partie. 
En eKet on a par ces formules, 

smdc -- ( 
gl- I s5-1 - xm-ldx 1+(2--r)H. x2+ --'- H, x4+ H, x6+etc. , 

sin x 

xmdx cot x = xm-ldx (1 - 2H1xa- 2H, x4 - 2H3 x6 - etc.) ; 
) 

ces expressiom étant intégrées depuis x = O ,  on a 
.yl-t-2 S3-1 5 ~ n + ~  25-1 . yn+6  [SE$ + H, .--+-2 H2--+- H3-?+etc. 

(13) 
~n+a 2 m+4 z t  rn+O 

xm y++ xm46 
$ X ~ ~ ~ X C O I X =  --2H,.-- - 2H, -- - 2H3 -- 

m l n + ~  1.f 4 ~ ~ r i - 6  etc. 
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Il en résulte cette troisième formule plus convergente que les deux 
autres, 

63. Si l'on fait x = ;n-, pour avoir ces m h e s  intégrales prises 
depuis x = O jusqu'à x- + T ,  et qu'on substitue la valeur rramHC,,) 
- - Sczml, il viendra 

S, 1 S4 1 Sg 1 fxmdxcot~x= cy(2- m+;. 4----47.2 - ;+x. -p - etc.). 

Ces forinules ont l'avantage de ne pas supposer m entier; elles 
serviront dans tous les cas à calculer, par approxiniation , les valeurs 

des intégrales - , Jxmdx cot x, Jxmdx: cot $ x , prises depuis 
ùin z- l xmdx 

x = O jusqu'i x = $ f i ,  au moyen des valeurs de S, , S, , S6 , etc. 
données ci-dessus, page 65. L'expression de fxmc?x cot f x est sur- 
tout remarquable, en ce que les termes successifs décroissent dans 
le  rapport de 16 à r environ ; de sorte qu'elle offre un moyen facila 
de déterminer cette intégrale pour toute valeur de m. 

64. Blais eii vcrtu de la formule ( I O ) ,  on a successivement 

%- 

fxdxcot + x s  - log 2+2M, , 
2 

Connaissant donc ces diverses intégrales, on coiinaitra Par la 
peniikrg 
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première équation la valeur de M2; par la seconde, on connaîtra 
2 2  1 la valeur de S3 et TV,, puisqu'on a d'ailleurs N, = Is SJ. On 

connaîtra de même, par la troisième équation, la valeur de M,; par 
24- 1 la quatrième celles de N5 et S5,  puisqu'on a Tu', = - S5 , et ainsi 
29 

de suite. 11 serait peut-être dificile d,e trouver des moyens plus 
simples pour calculer, par des suites convergentes et régulières, les 
~ a l e u r s  des transcendantes S (zk+ I)  et M (2k). 

G5. On pourrait rendre encore plus convergente la formule em* 
ployée pour ces calculs; car si l'on fait 

La suite B est fort convergente, puisque chaque terme est moindre 
que la 64"' partie du précédent : quant à ia série A, elle est facile 
à calculer jusqu'à tel degré d'approximation qu'on voudra; mais 
on pourrait aussi trouver sa valeur en logarithmes, par l'intégrale - - - 

X * + ~ ~ , X  ~=f- 1-x2 9 prise depuis x = O jusqu'à x = $. 

66. Revenons maintenant à la forniule {6), et supposons que 

f intégrale S xmdx sin x 
cos z + cos e , que nous désignerons par Pm, soit prise 

depuis x = O jusqu'à x = T. Il résulte de cette formule que si on 
£ait pour abréger, 

cos 28 cos 38 cos 48 F (n)  = cos O + 7 +, + 7 + etc. , 
cos 20 cos 34 cos 40 G ( n )  = cos0 - 

4" 
+ etc., 

l'intégrale PM aura pour expression 
26 
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- m. rn-i . d'""", 2F3 

(l 7 )  + m.m-i.m-2.n2-5.~~-4.~F~ - nz . m- I . m-2 . ni-3 . nz-4.112-5. T ~ - ~ .  2 F, 
+ etc. 

L a  formule (6) donne pour premier terme - T~ log ( 2  cos 4 2 a) ; 
mais ce ieiine a dh être cllangé en - ?rm log ( 2 - 2 cos 0 )  , cori- 
formément à l'observation de l'art. 55. Ce m h e  terme peut être 
aussi remplacé par <m. aF r , qui conserve l'analogie avec les suivans; 
car on a F I = - +  l o g ( 2 - 2 ~ 0 s  0 )  et CI  = : log(2+zcos8) .  

67. Si dans la formule précédente on met a- 0 à l a  place de 8, et  

qu'on désigiie semblableiiient par Qm l'intégrale cos - cos S """ "- , prise 

depuis x = O jusqu'à .T = e, on aura la formule 

Q- = - V I O ~  (2+2 COS 0 ) - 2 COS r (TU+ I )  F (UZ+I) 
+ 19. 112-I . T ~ - ~ .  2G3 

(18) - m. m- I . nt-2. nz-3. 7rm-4. 2 G5 
+ FIZ . m-I . nz-2. nz-3.172-4.772-5. W - 6 .  2G, 
- etc., 

où le premier terme - ./rmlog ( 2  + 2 COS 0 )  peut être remplacé par 
- 7 T m . 2 ç 1 .  

68. Soit d = O ,  on aura dans ce cas , 

et la formule (18) donnera successivenient 
Jxdx cot +x= 273- 2 2 ,  

fx9dxcot+x = S~PL'S-S. I . (zF,+2G3), 
(19) f~~dxcot4~=2~~22-3.2-fl-2G3, 

[~4dxcot+~=2~4J>~-4,3..ir'.2Gs+4.~.~*1 .(S~S+~c3), 
j k 5 d x c o t + ~ =  27~5~2-5,4.*~.2G3+5.4.3.2 .%.& 

etc. 
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Réciproquement on voit qu'à l'aide de ces formules, les transcen- 
dantes S,, S5 , S7 ,  etc. peuvent etre déterminées au moyen des 
intégrales j"xrndx cot f x, prises depuis x= o jusqu'à x =: a; mais 
comme il y a plus d'équations qu'il ne faut pour déterminer ces 
transcendantes, on aura des relations entre les intégrales [ X ~ ~ J X  cotf x, 
au moyen desquelles plusieurs de ces intégrales pourront être déter- 
minées par les autres. On voit, par exemple , qu'il suGt de connaitre 
fxmdx cotf x lorsque 7n est impair, pour déterminer cette intégrale 
lorsque m est pair, et réciproquement. 

69. Il ne sera pas inutile de faire voir comment on peut par- 
venir aux mêhes résultats par une autre voie. Considérons l'intégrale 

sin ax T =Jdx cot $ x. - , que nous supposerons prise depuis x = O 
sin as 

sin ax 
juscp'à x = H  ; en substituant la valeur de - sin a% 

donnée par les 

formules (a), $ II, on aura 

( 
sin x zsin 2.r: 3 s i n 3 x  

T=: fdxcotf x - -- 
r 1 - ( 2  4 . - a a + 5 2 2  - e t )  iX x = n  = O 

Pour effectuer I'intégratioi~ , il faut connaître en général l'intégrale 
Sdx cot $ x sin n2x, prise entre les !limites x = O , x = 7 ; or je dis 
que cette intégrale est égale à .n, quel que soit l'en" .ier rn. 

En  effet, désignons l'intégrale dont il s'agit par Am, on aura 
Am+'-Am=fdx cot~x[sin(~n-t 1)x-sininx~=f~dxcos~xcos(m+~)x 

sin mx sin ( m  + 1 )  x . -flx[cosmx-COS ( m + ~ ) x ]  = - - 
m m + 1  

, cette quan- 

tité est nulle dans les deux limites de l'intégrale ; ainsi on a 
A m + l =  Am=A1;  mais'A1= fdx cot + x  s i n x  E fzdx cosa; x 
= f dx  ( I + c o s x )  =x+sin x ,  et en faisant xx:rrr, on a A ' s r r ;  
donc A'" = v. 

70. Cela posé, la valeur de l'intégrale T sera 

1 2 3 4 T =  2 (---fr---/-etc.). i-aa &aZ 9-a 16-a2 

Développant les dilréreas termes suivant les puissances de a ,  il 
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vierldra 

+ etc., 

1 1  et par conséquent en faisant Gn= I -;, + - etc. = (1 - s) Sn, 
T = 2 Iog 2 $- 2anG3 + sa4 G5 + 2a6 G7 +- etc. 

De là on voit que pour obtenir les sommes des suites désignées par 
C,, G5, G, , etc., il sufit de développer, suivant les puissances de a, 

sin as l'intégrale T = fdx cot f x.- 
sin UT' 

Soit 5 (1 + a?'+ alpf'+ nP1"+ etc.) la suite qui résulte du dé- 

de la quantité 
a2xa a4xf 

1-- - e t c .  
sinnx x - -  

C .  

2.3 + a.3.4.5 - 
sin a.n s a2d a Y 

1 - - + --- - etc. 
2.3 2.3.4.5 

on aura par la loi des suites récurrentes , 

etc.; 

de là résulte cette autre expression de l'intégrale T, 

et la comparaison des deux valeurs donne 
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1 210g2=2G,=- fxdxcot:x, 
?r 

1 77% 2G5= - ~ ~ " x ~ x c o I $ x = -  1 
7r î.3'2G3-2.3.4.5r @ k C 4 )  X ~ X  CO t * x , 
1 ?T= 7d î(7r6-x")sdxcot ;x 2G, = -fp"xclxcot ;x= - , 2G6 -- - 
7r 2.3 2.3.4.5g2G3f 2,'3.4.5.6.7* a 

etc. 

Ces formules donnent directement les valeurs des transcendantes 
G 3 ,  G5 , etc., ou celles des sommes S, ,  S 5 ,  S 7 ,  etc. par le 
moyen des intégrales de la forme fxai+ldx cot i x, prises depuis 
x = O jusqu'à x = ?F. 

Au reste si on veut se borner à des approximations, on trouvera 
comme ci-dessus, 

I Sa s4 f(~7n-ji")xdscot~x=2mvm+1(;nTi---+--- 3 (mS-31 5 (m+5) etc. . 
1 3  

mais ces formules sont moins convergentes que celles que nous 
avons trouvées pour la limite x = t v. 

7 1. NOUS avons considéré jusqu'icile cas où a est < I dans la formule 

S xrndx sin J: . i + c c  
soit maintenant a > i , on pourra faire a = - 

c o s x - t a  ' SC ' 
ce qui donnera c = a - /(a2- 1) , et par les fornlules connues 
on aura 

sin .x: --- =- acsin x = 2 c  sin x + 2cg sin 2x + 2c3 sin 3x + etc. ; 
a-cos x I -zc cos x+c2 

donc en intégrant par parties, 

S xmdx sin x - ca c3 --zx(ccosx +- ; cos as-+ cos 3x+etc. 
a - cosx 1 

+ z m r ~ - l d x ( c  cos s  + c o s î s  +: cos3s+eic. 1 ; 
on aura de menle , 

c2 c3 - (m- 1) lxm-~dx (, siox+- ;, sib ax f g sin 3x + elc. 
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Continuant d'intégrer par parties , on aura l'intégrale indéfinie 

S P " x  t inx - c3 

a-cosx  - c - 2 ~  (c cos x+ $ cos 2 r  + cos 3s+ etc. ) 
c3 +mmm-' (c sin x+ < sin îx+-  sin 5x+ etc. 

2 3' ) 
c3 

(4 +zrn.ni-r .sm-'(c cosx  + 2 cos 2 5  +  COS%^+ etc 
3 .> 

c' 
-îiir.rn-1.m-z.m-3.x~-4(ccos x+ ~ c o s  2x+ete. 
+etc. 

) 
L'intégrale devant Etre prise &puis x=o, on aura la constante 

elle sera donc nulle pour toutes les valeurs impaires de nt. 

72 .  Si dans la formule précédente on change le signe d e  a ,  et 
qu'on fasse toujours c = n - v( as-  I ) , on aura semblablement 

c = c3 
- m m @  cosx- - COS fx+ cos g x  + etc.) 

2 

L' c3 
+mi. rm-J (c sin x - - sin 2 5  + sin 3x -etc. 

g2 ) 
c1 c3 

+mi.w-i . P-~(ccosx -- 2' cos 2 5  COS 3 x  - etc.) 

( *  
c" c3 

-2172.172-1 . I ~ Z - S . X ~ - ~  csinx--sin~x+ +sin3x-etc. 
2 4  3 

-etc. 
1 

Ces forn~ules ont lieu quelle que  soit la liinite de l'intégrale; d'ailleurs 
il faut observer qu'on a 

et par conséquent aussi 
c3 c3 

c c o s x - - ~ o s a x + ~ c o s 3 x -  2 etc. = f l o g ( i  + c l +  zccos x ) .  
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73. Supposons niaintenant que les intégrales s'étendent jusqu'à 

x = + T ;  nous ferons pour abréger, 

et nous aurons les deux formules 

S xmdx sin x - c" 

a- cos x - 3 COS y r ( 1  + m ) . ( c  + ;,-/- &+ etc.) 

+ etc. ; 

S xmdx sin x - m.ir c2 c3 

U + C O S X  - 2  COS-^(^ 2 +m).(c-a,+3-i;-etc.) 

- (y .2B, 

74.  Si on intègre les mêmes formules depuis x T O jusqu'à 
n , on aura les résultats suivans : 

+2GVn log (1 $- c )  

(25) 
c" c3 

-2m (rn - I ) ?irnm2 c - -  + 3i- etc.) 
x z o  

( 2. 

( 
C" c3 

L v  +sm(nr-r) (rn-s) (m-3) r m - 4  c - -;j + 3, - etc. 
P -etc. ; 

1 
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S xmdx sin n: - - z c ~ s ~ ~ ( ~ + n ~ ) . ( c - ~ + ~ - e t c .  mrr C= c3 

a +  cosx ) 
-2?f1" log ( 1 - c )  

Ces deux intégrales dépendent uniquenient des suites 

c" c3 c4 
c + a ,  + F+p+etc. ,  

c1 c7 c$ 
C g -  21h+i + -- 42"' + etc., 

dont les sommes sont supposées connues pour toutes les valeurs 
de l'exposant zk + 1, non plus grandes que nt -+ I .  

7 5 .  Les cas les plus simples des formules (25 )  et (26) sont 

Lorsque a est plus petit que l'unité, et qu'on peut, 
faire a = cos 0 ,  les formules (4) et (6) donnent 
limiies , 

S xdx sin a- - 
COS x - a  

- - v log (z+za) 

xdx s i n x  - - - wlog ( 2 - z a )  
cosx+ n 

par conséquent, 
dans les mêmes 

Ces formules sont, comnie on voit, très-différentes des formules (27) ; 
cependant si dans celles-ci on fait a = cos 0 , et qu'après avoir 
réduit les seconds membres à la forme A + B i -  I , on omette en- 
tièrement les parties imaginaires, on retombera exactement sur les 
forniules (28). 

Cette sorte de phénoniène analytique que l'on remarque aussi dans 
d'autres fornlules, tient à ce que les iute'gïales exprimées par les 

formules 
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formules (28) ont passé par l'infini avant d'arriver à la valeur finie 
qu'elles acquièrent à la limite x = T ,  tandis que les intégrales ex- 
primées par les formules (27), augmentent graduellement et en 
restant toujours finies , depuis la limite x x:= O où elles sont nulles; 
jusqu'à la limite x= n-. 

76. 11 est facile, au reste, de vérifier l'exactitude des formules (28) 
par une analyse rigoureuse. 

.î xdx sin x -, prise En effet, désignons par Z ( 0 )  l'intégrale cos + cos 
- 

depuis x = O jusqu'à x = .n ; si l'on observe que Q (x) étant une 
fonction quelconque de x , l'intégrale $Q (x3 dx , prise depuis X=O 

jusqu'à x=n, est la même que l'intégrale f [g (f a-x)+$ (:a+x)] dx, 
prise depuis x = O  jusqu'à x = a , on aura 

- x ) ( E x C O S x  ( ;%-+x)dxcosx  
cos e f sin x + cos 0- sin x 

OU x= jr 

z ( 8 )  =T f dr cos x + S a s d x  sin x cos x Ix = O 
cos2 8-sin'x cos2B 7 sinz x 

Soit sin 'x iy  cos 4, la première partie deviendra zr [A2, inté; 

1 grale qui devra être prise depuis y = O jusqu'à y = m;i ; mais on 

sait par les forn~ules de l'art. I 3 que la même intégrale, prise depuis 
7 1  y = O jusqu a y = oo , est nulle, donc l'intégrale dont il s'agit 

1 est la même que T S A ,  prise depuis y = - jusqdà y = 7i ; 
cos e 

elle se réduit par conséquent à t v log ( 
1 l +  - cos cos e O ) .  

S Q X ~ X  rio x cos x 
Il reste à trouver la seconde partie cos20 - sin2x ; - or en faisant 

as = z , cette intégrale devient 5 et comme elle 

doit être prise depuis z = O jusqu'à z = ?t , sa valeur sera repré- 
sentée par f Z (ad]. On aura donc l'équation 
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d'où l'on déduit 

mais si + (x) est une telle fonction de x, qu'on ait + (x) 3 f +(2x)> 

on aura 4' (5) = +' (ZX) , +' (x) désignant dq. De là on voit 

que 4' (x) doit être une cons tante, et qu'ainsi en faisant +'(x) = c , 
on aura 4 ( x )  =cx + I > ,  ou seulement 4 ( x )  = cx; car l'équation 
4 (x) = + 4 ( 2 ~ )  exige qu'on ait b = o. Cela posé, la fonction Z (0) 
devra satisfaire h l'équation 

~ ( 0 )  + ~ l o g ( a  - zcos 0 )  = cd, 

et il ne reste plus qu'à déterminer la constante c. 
Pour cela j'observe qu'en faisant 0 = :?r, on aura cos 8 =- 

et cos 20 I - f ; de sorte que dans ce cas les deux fonctioris Z ( O ) ,  
Z (20) devant être égales , on aura par l'équaiion (29) , 

donc Z ( + rr ) = - &3 ; substituant cette valeur et celle de 
cos 0 dans l'équation précédente, on aiira c -, O ; donc en général 
Z ( O )  ou l'intégrale cherchée 

zrlJ: sin x 
=-v log  (2-2cos0) .  

cos z + cos B S 
On peut dans cette forinule changer le signe de cos O ,  ce qui 
revient A mettre 7r - 6 au lieu de 8, et on aura ainsi les fornlules 
(28) qu'il s'agissait de démontrer. 

7 7 .  Au moyen des formules ( 2 7  ) on peut parvenir à d'autres 
résultats non moins remarquables. Soit a= m (cos a +/-I sina); 
si on fait /(a9 - I )  = n ( cos C -/- /- I sin C) , on aura pour 
déterminer n et C , les équations 

ma sin 9a 
tang sg s -- 

7 J L a c ~ s ! 2 ~ - 1  * 
ces valeurs donnent 
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Soit cette quantité = p  (cos 9 + t/- 1 sin q ) ,  on aura de nou- 
veau , pour déterminer p et q ,  les équations 

p s =  I - z m c o s a + z n  c o s g + n r 3 + n B - z m n c o s ( a - g ) ,  
n sin6'-msin ol 

tang ($ = 1 - m c o s a + n c o s 6 '  

Cela posé , si on substitue ces valeurs dans la seconde des éyua- 
tions ( 27 ) , on aura 

x d x  sin x - =- 
C O S  x + nL COS .x + rn sin a5 v- L S ad l o g p  - ~ Z Q  )/- 1; 

d'où l'on déduit les deux équations 

S x d x  sin x  ( cos x + m cos a ) = - 2- logp ,  
m2 + z m  cos ar cos x + cos2x 

S s d x  sin x - 
C _.. 

r n 2 + a m c o ~ o l c o ~ x + c o s ' ~  mmina 

Ces deux formules sont coniprises dans la suivante, où A et B sont 
deux coeficiens arbitraires : 

xdxsin x  ( A  cosx-t-B) = - zT A log + B - Am cos r 
(30) Jm'+am cos .cos x+cosax 

2 rq. 
m sin ol 

Si dans cette formule on fait a = $* et rn = cot p , on trouvera le 
résultat suivant remarquable par sa simplicité : 

x d x s i n x ( A c o s ~ + $ - )  - - z ~ A l o g  cos $PU. 3-Bp tang p. 

78. Si on différentie l'équation (30) .par rapport à rn et a, 
en faisant nz cos a constant, et  qu'on répète ces difYérentiations 
autant de fois qu'il sera aécessaire, on aura en général la valeur 
de l'intégrale 

S( x d x s i n x  ( A  cos.r:+ B )  1 x = o  
m9+zm COS a C O S  X + C O S ~ X ) ~  ' X = X  

k étant un entier quelconque. 
De même les différentielles successives de l'équation (31), prises 

par rapport à p,  feront connaitre la valeur de I'iiitégrale 
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Donc cn général étant proposé l'intégrale fPxdx s inx ,  dans Iaquelle 
P est cne fonction rationnelle de cos x, la valeur de cette intégrale, 
prise depuis x = O jusqu'à x = T, pourra toujours s'exprimer exac- 
tement par les arcs de cercle et les logarithmes, pourvu toutefois 
que la fonction P n'ait dans son dénominateur aucun facteur mul- 
tiple de la forme (cos x t cos 8)" .  L'opération à faire pour cet 
objet, sera la même que celle dont on fait usage pour l'intégration 
des fractions rationnelles, en regardant cos x comme la variable. 

x& sin x 79. La raison de l'exception est que l'intégrale .&GZZGzp 

prise entre les Iimi tes x = O ,  x = v ,  est infinie lorsque n est égd 
à 2 ou' plus grand que 2. 

a.& sin x 
lin effet soit l'intégrale proposée Zn =[;--- . 

COS x -COS e y  ' si elle 

devient infinie, ce ne peut être que dans la partie qui est due aux 
valeurs de x très-voisines de 8. Pour juger de la grandeur de cette 
partie, faisons cos x - cos fl = z , et supposons que a varie depuis 
z = O jusyu'a z = o , w étant une quantité très-petite , on aura 

z 2% COS 9 
x = 8 - - - - -/- etc. , et la partie de l'intégrale Zc,, 

sin e 2 sin3 6 

prise depuis la valeur de x qui satisfait à l'équation cos x -cos 0 = w, 
jusqu'à x = O ,  sera donnée par l'intégrale 

z 2." COS 9 f $ ( ~ - ~ - ~ ~ -  etc.) , 
prise depuis z =: O jusqu'à z = w .  

De même la <le l'intégrale Zn, comprise depuis x = 6 
jusqu'à la valeur de x qui satisfait à l'équation cos x - cos fl - --cd, 

sera donnée par l'intégrale 

prise depuis z = O jiisqu'à z = w. 
Donc, I O .  si n est pair, la partie de l'intégrale Zn comprise 

entre les deux valeurs de x qui donnent cos x - cos 6' = w et 
dz, 

cos s - cos 0 = - w , sera égale à l'intdgrale 2.0 f ,, prise depuis 

a =,O jusp'à z E; W .  
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20. Si n est impair, la partie de l'intégrale Z, comprise entre 
a dz 

les mêmes limites, sera égale 3 l'intégrale - sin B -.l- ZR-'' prise 

depuis z = O jusqu'à z = w .  
Ï,es intégrales en z sont infinies dans les deux cas,puisque, dans le  

xdx sin x second cas, on suppose ?z= 3 ou > 3 ; donc l'intégrale 
(cos x-cos 0)n' S 

prise depuis x = O jusqu'à x= n- , est infinie, quel que soit l'entier 

S( xdc sin x 
n > 1. Il en est de même de I'ini6grale cos + cos qu'on ramène 

à la précédente, en mettant zr - 8 au lieu de 9. 
80. 11 ne sera pas inutile de joindre ici la solution d'une dificulté 

que présentent les équations (28). 

S xdx siri x - 
Puisqu'on a l'équation 

cos 3: -a --~log(2+2a), dans laquelle 
a = cos O ,  il senible qu'on en peut déduire, par des différentiations 
successives prises par rapport à a, les formules 

xdx sin x 1~ --- E ~ X  32 - : 7J- -- 
1 +a'  

etc. 
COS s - a)" - COS x - a)3 (1 + a)2 9 

Cependant ces équations sont toutes fautives, puisque nous avons 
démoniré que les premiers membres sont des quantités infinies ; 
d'aillerirs l'absurdité est palpable pour la première équation qui 

xdx sin n: donnerait une valeur négative de l'intégrale f(COS5-SE& tandis 

que tous ses élémens, depuis x = O jusqu'à x = n-, sont positifs. 
11 s'agit donc d'expliquer comment les co~iclusions tirées d'une 

xdx pin x - 
équation exacte telle [-- COS x - cos O - - zr log ( 2 + a cos 8 ) , 
en lui appliquant les règles les plus siinples de la différentiation, 
peuvent être erronées. 

Examinons pour cet effet ce qui se passe dans le procédé ordi- 
naire de la différentialion. Soient n - o , a; + w les cosinus de 
deux arcs peu diff'érens de l'arc 0 ,  on aura les deux équations 
rigoureuses 

xdx sin z 
c o s x - a + ;  S = - T log (2-+za- z w ) ,  
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et par leur différence on aura encore exactement 

xdx sin x - R f( ----log l i - a i - # .  
COS x - a)' - ma 2 m  i+a-U' 

si on suppose ensuite w infiniment pclit,  le  second membre se 
7r réduit  à - - 

1+a' 
de sorte qu'on aura 

valeur qui est exacle aux cjuaiitités près de l'ordre w'. 

Maintenant si on fait w = O dans le premier membre , comme 
l'exige le procédé ordinaire de la diftëreniiation , on trouve 

équation entièrement défectueuse. Ainsi on voit que la conserva- 
tion du terme w", quelque petit qu'il puisse être, est nécessaire pour 

xdx sin x T qoe l'intégrale - soit égale à - - 
COSX- a ) 2  -rda 

et il est re- 
i + a J  

n~arquahle qu'alors 1'inti.grale ne dépend pas de cette quantité w 
qu'on doit supposer infiniment petite, mais non pas nulle. 

81. Pour achever d'éclaircir ce point d'analyse, j'observerai que 
tant que w est infiniment petit, mais non pas nul, l'intégrale 

xdr sin x L cos z -F-7 a une partie négative comprise entre les deux 

valeurs prochaines de x satisfont aux équations cos x=cos  O+ w ,  
cos x = cos 0 -  w .  Les calculs précédens prouvent que cette pariie 
négative, dont la valeur est infinie, su6 t  noii-seulement pour de'- 
truire l'infini posiiif qui résulte des deux autres parties de I'inti- 
tégrale , niais encore pour donner au résultat total une valeur 

R négative - - 
I +a' 

Cela a lieu tant que w est quelque chose; mais 

lorsque w devient nul ,  la partie négative n'existe plus, et la valcur 
de l'intégrale, composée toute entière de parties positives, devient 
tout à coup infinie. 

Nous devons cunclure de 1h que tontes lcs foi8 qu'une intc'grale 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CINQUIEME PARTIE. § V. 21 5 
passe par l'infini avant d'arriver à la valeur finie qu'elle obtient pour 
une limite déterminée , on ne peut exécuter sur cette intégrale 
définie, les différentiationsrelatives auxconstantes arbitraires, qu'après 
s'être assuré que les infinis qui composent les deux parties de l'inté- 
tégrale définie, ne rendront pas défectueux les résultats de la diffé- 
rentiation de cette intégrale. 

S2. Les difficultés dont nous venons de nous occuper cessent 
d'avoir lieu, lorsque c o s  x - cos 4 conserve le rnênie signe dans 

xdx sin ..x: touie l'étendue de l'intégrale Zn = -. S( .T -cos r y >  alors la valeur 

de cette intégrale , entre des limites données, peut être déterminée 
exactement, cpel que soit l'entier n. En effet l'intégration par parties 
donne 

d'un autre côté,  en différentiant la quantité sin x 
(cos x - c o s q k  ' O 11 

t r o u ~ e  la fornlule 
sin x (34) ksinad. Tck+i)= -- 

(cosx-cos~)~ -t(zJc+ )cos$. T(q+(k-~)Tp-~>, 

S, dx dans laquelle T(k) roprésente en général l'intégrale - 
cos x - cos e 

11 suit de là que l'intégrale Zn peut toujours se ramener à l'in- 

tégrale T, = [ dx or on a cos x- cos 8 ' 
1 s in i  (B+x)  T, = - - si x est < 8 ,  

sin r log s i n + ( e - 5 ) '  

(35) 
1 sin:(cx: f 8) et T, = - sin 0 

- s i x e s t  > 8. log sin+ ( x - e l 9  

Ainsi, dans tous les cas, on aura la valeur de l'intégrale indéfinie 7,(,,, 
prise entre des limites données, pourvu yue cos x -cos 8 conserve 
le même signe dans toute l'étendue de l'intégrale. 

xdx sin x 
83. Par exemple, si l'on veut avoir l'intégrale Z',- -[G-cose>j 

prise depuis x = O jusqu'à x s b', b' élant < 8, on trouvera par 
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les formules précédentes, 

S( x d s  sin x 
De même l'intégrale Zn3 = c o s x  -cos O ) '  

, prise depuis x = b" jus- 

qu'à x = a , 6 '  étant > 8 , sera 

Supposons que les limites b', b" soient telles qu'on ait cosO'=cos& 9 , .  
et cos U"' cos 1 - w , o étaht une quantite infiniment petite; alors 
en développant les valeurs de 6' et b" suivant les puissances de o , 
011 aura 

w1 cos B b' = 8 - -% - -+etc., 
sin B z sin3 6 

w' cos B 
b f 1 =  0 -/- 5 -=-etc. 

Substituant ces valeurs dans les formules précédentes, et négligeant 
les termes qui demeurent infîniment petits après les réductions, 
il viendra 

2 ?r Z'3 + ZU, = - - 
ai siii B 2 (1 + cos 0)" 

Si on fait & = O ,  la quantité Zr,+ ZR3 ne sera autre chose que 
l'intégrale 2, , prise sans interruption depuis x = O jusqu'à x = T ;  
donc la valeur de cette intégrale est infinie, comnie on l'a d6ji 
trouvé. 

84. Nous terminerons ces recherches par la détermination de 

l'intégrale Z = + cos S """ , prise depuis x = O jusqu'a x=n. Soit 
If ca d'abord a > 1, on pourra supposer a = - ou c=a-v'(a3-i), 

2 C  

et on aura 

1 
l --- 

a+ cos r - ~ ( a -  Ilm(' - 2  COS X+ ~~ ' cos ' x -  2c3cos 3 ~ f - e t c . ) ;  
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multipliant de part et d'autre par x d x ,  et observant qu'entre les 

1 limiies données f xdx cos m x  = - ( cos mg - 1) , on aura Z ou 
ma 

on trouvera de même 

On connalt quelques cas où la série comprise dans ces formu!es est 
sommahle. Voyez  II. Pari., pag. 246. 

85. Si dans ces formules on fait a = cos 13, ce qui  donnera 
c = cos 8 - i- x sin O ,  on aura, en négligeant les parties ima- 
ginaires, 

=- -- sin 39 sin 58 P (,in $+ +etc.) 
sin fi 

(38) 
5 = 0  

4 sin38 sin 58 x=s 
=--(sin sin fi O + -+-T + etc.) 

Pour s'assurer de l'exactitude de ces formules, on observera d'abord 
que, suivant la transformation indiquée art. 76, 1'intCgrale. . . 

xdx 
- , prise depuis x t O jusqu'à x = 7 ,  peut se chan- ' = h o s  z + c o s  d 

ger en une autre, prise depuis x = O jusqu'à x = v, savoir, 

cette intégrale devant être prise depuis y = O jusqu'i y = CO, 
se trouvera nulle d'après les formules (16), pag. 162 ; doiic on a 
simplement 

2xdx sin x . 
CO*" 5 - sin" x ' 

2 8 
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celle-ci peut se mettre sous la forme 

Or par les formules ( 5) et ( 7 ) relatives aux limites x = O , 
x = f  e, on a 

f xd.r sin x +x 2 sin 38 2 sin 54 
coss+sin 8 ---log 2 

(asinB)+ z sine+ - 3 + -;=f etc., 

r n sin 30 z sin 58 - - log (2 sin8) - 2 sin 0 - - - -- elcl ; 
2 3' 5' 

donc enfin l'intégrale cherchée 

4 sin 33 sin 59 Z = - - ( s i n 8 + F + 5 ; - + e t c . ) ,  sin 6 

et la  même valeur a lieu en mettant xr - 8 à la place de 8 ,  ce qui 
s'accorde avec les formules (38). 

0 VI. De quelques Trnnscencla~ztes exp?-inzc~cs en frnctions 
continues. 

SG. J'ai fait voir dans la note IV de nies l?lémens de Géométrie, 
que la fraction continue 

- x 
m + -  x "'+ +,, + etc., 

dont les dénominaieurç croissent en progression arithinétique , peut 
être sommée au moyen de la fonciion 

et qu'en appelant y la valeur de la fraction continue, prolongée 
à l'infini, on a 

x 9 ( n 1 + 1 )  y = -. 
rn Q (ln) 

Si on prend les différentielles siiccessives de la fonction (m) 
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ou par rapport à x, on aura 

De 1 i  on voit que la fonction 9 satisfait à l'équation différentielle 

m JP d'ailleurs on a 9 ( m  +. I ) = ;rr ; ainsi la somme cherchée y se 

déduira de q au moyen de l'équation 

Cette équation donne réciproquement d;: dQ - --, de sorte qu'en éli- 

minant rp on pourra déterminer directement y par l'équation diffé- 
rentielle du premier ordre 

équation qu'il serait facile de ramener à la niême forme que I'équa- 
tion de Riccati. 

87. Si l'on propose donc de trouver la somme de la fraction 
continue 

x 
x 

m + -  x 
+'  + + etc., 

cette somme étant représentée par y ,  il faudra intigrer l'équa- 
tion (a) ,  de manière qu'on ait à la fois x = O et y = o. 

Ce résultat peut se vérifier immédiatement ; car si dans l'équa- 
.r: tion (a)  on faity = - 

m+yr ' la transformée sera 

équation qui rie diffère de l'équation (a)  qu'en ce que 172 est mise au 
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lieu de m - I ; ainsi y' est la même fonclion de nz $. I , q u e y  

32 x est de m; on aura donc y' = -- "+ 1 +y" 9 y" = m+s +y" 9 
etc. , 

ce qui reproduit la fraction continue proposée. 

88. Si on muliiplie cette m h i e  fraction par c ,  on aura 

clx 
cy = - c'x 

711C + -- c3x 
mc + c + -- 

n ~ ç  + nc + etc. 

Si ensuite on fait cnx = x', cy s y '  et n x  F; a on aura une nou- 
velle fraction continue 

et la somme Y' dépendra de  l'équation différentielle 

résultat plus général que le précédent, puisque les dénominateurs 
de la fraction continue représentent une progressiou arithmétique 
quelconque. 

89. Nous placerons ici l'explication de l'erreur qui a été remar- 
quée dans un résultat d'Euler, cité I I ITa r t i e ,  page 367. 

I + X X  - -  
Ayant désigné par Z ( k) l'intégrale l x k - +  dx e ( '"" ) , prise 

- 

depuis x = O jusqu'à x = a, nous avons trouvé, page 366, qu'on 
a généralement 

Z ( k +  11- Soit -- 
Z ( k )  

- P ( k ) ,  on tirera de cette équation 

1 P ( k -  1) = 
- ( z k + l ) n  + P ( k ) ;  

on aura semblablement 
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De là il ne faut pas conclure qu'on ait indéfiniment : 

Z ( N  - P(k-I) ou 1 
1 z (k- 1 )  - - ( . k + 4 . +  -(a,{+3) + 1 

- (ak+5) n f etc. ; 

car il s'ensuivrait que la cpantité négative - -- (" est égale à Z (k- 1 )  

la somme de la fraction continue 

dont tous les termes sont positifs. 

Pour que l'égalité en question eût lieu, il faudrait que dans 
l'équation 

on pût,  lorsque i est très - grand, négliger le terme P ( k  + i ), 
vis à vis de - (21 + 2i + 1 )  n ; or bien loin que ce terme puisse 
être négligé, sa différence avec ( nk + ai +- 1 ) n diminue conti- 
nuellement à mesure que i augmente, et cette différence suffit pour 
altérer totalement la valeur de la fraction continue, prolongée jus- 
qu'au terme - ( ak + zi + I ) n, 

On concoit en effet qu'une quantité donnée quelconque peut être 
supposée égale à une fraction continue dont les termes seraient 
pris à volonté, tels que ( 2k -/- I ) n , ( z k  + 3 ) n , etc., pourvu 
qu'au dernier de ces ternies ( 2k + 2i+ I )n, on ajoute une cer- 

. taine quantité a qui rétablisse l'égalité. L'omission de la quantité a 
peut changer le résultat du tout au tout, du positif au négatif; et 
c'est ce qui arriverait s i ,  à l'exemple d'Euler, on établissait l'égalité 
dont nous venons de parler. 

go. Pour donner un autre exemple de l'erreur qu'on peut com- 
mettre dans l'emploi des fractions continues , reprenons l'équation 

O =  ( l + c O )  El ( c )  -(s+ 6.) E 1 ( c 0 ) + 6 ~ ( ~ $ - b e ) E r ( ~ ~ ) ,  

que nous avons trouvée (page SS, IIIe Partie j, entre les trois fonc- 
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E1(c)-  l+bep; tions complètes E' (c), E' ( cO) , E' (coO). Si on fait - E (cO)  - 7 
, E 1 ( c O )  - i + b o  

et par analogie - - 
E ( c  1 2 

.Pooy l'équation précédente deviendra, 
1 - i, 

en observant que c* = ;Fb, 
250 * P O = a + I Q - p o ; ,  

on aurait donc semblablement 
P o o  - 2 boo 

L 2 + boO - -- PO O Y 

et ainsi de  suite. Il s'agit niaintenant de savoir si on peut, de ces 
équations, conclure que la somme de  la fraction continue pro- 
longée à l'infini - 

ab0 
2 + b"- - 2b0° 

z+ 6"" - - 
IL + booo - e t c . ,  

est égale à Po. 
observons d'abord que lorsque dans la suite des modules décrois- 

sans c, cO, coo, cooO, etc.,  on est parvenu à un terme très-petit cF", 

la valeur correspondante de son complément b p  est sensiblement 

égale à I , et on a en mEme temps E' ( c p )  = a; donc en prolon- 
2 

geant sufXsanm~eiît la sriite Po, Poo, Poco, etc. , on parviendra 
bientôt à un terme P f i  qui ne diffèrera de l'unité que d'une quantité 
absolument négligeable. 

Supposons donc P" = 1, on aura 

et ainsi en remontant jusqu'à Po ; de sorte que la valeur de la 
fraction continue 

2b0 
2+L0--- 210° 2 + b 0  - --- 

2 + boUO - e tc . ,  
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cakulée ainsi qu'on vient de l'indiquer, sera, sinon la valeur exacte 
de Po, au moins une valeur tellenlent approchée que l'erreur ne 

sera que de l'ordre I - 1" ou f ( c  )'. 

91. Mais il faut remarquer que suivant la manière ordinaire de  
calculer les fractions continues, on trouverait un résultat difyérent 
e t  tout à fait erroné. En effet, s'il s'agit de calculer la valeur de 
la fraction continue 

on imagine que la. fraction continue s'arrête successivement aux 
a g y d "  

termes -, ;, ;l. ;, etc., et la limite vers laquelle tendent les ré- B 
sultats successifs calculés dans cette hypothkse, est ce qu'on appelle 
la sonune ou la valeur de la fraction continue. 

En  procédant de la même manière pour le  calcul de la fraction 
continue qui doit déterminer Po, il faudra supposer que la fraction 

zb" 2bU0 continue s'arrête successivement aux termes ---- - -- .+ boO' 2 + p m  , etc* 
.&-1) 

Le dernier de ces termes serait - -- qui, en supposant toujours 
2 -1- br 

1 - Y négligeable, se réduit à - zh(r-2 ; mais c'est précisément 
3 

'sur ce terme que l'on commettrait une erreur notable, puisque nous 
gb(P-l)  

avons vu qu'il doit être supposé - - ou - zb(p-'); et cette 
P" 

erreur ne manquerait pas d'influer sur la valeur totale de la frac- 
tion continue, qui deviendrait ainsi entièrement défectueuse. 

On voit par là que les fractionscontinues ne doivent &tre employées 
qu'avec de grandes précautions, pour représenter !es valeurs des 
quantités qui sont susceptibles d'itre exprimées par leur moyen, et 
qu'il faut s'assurer, dans chaque cas, que la quantité nécessairemerit 
omise dans le terme auquel on s'arrête, n'influera pas sensiblement 
sur la valeur totale de la fraction. Au reste il serait dificile de citer 
un exemple .où l'usage des fractions continues dans le calcul ind 
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tégral, offrirait quelqu'avantage sur celui des suites qui en repré- 
sentent la valeur terme à terme. 

VII. D e  quelques fo rnu le s  relatives an d&eZopperne/zt 
des fonctions e t  au retour des suites. 

92. Soit proposée l'équation F (x) +y? (x) =F ( a ) ,  dans laquelle 
F (x) et ( x )  sont des fonctions données de x ; on pourra, d'après 
cette équation, regarder x comme une fonction de y et de a ,  et 
l'expression de x, ordonnée suivant les puissances de y ,  sera de 
la forme 

x x: a + Py + Qyz + Ry3 + etc., 

P,  Q ,  R ,  etc. étaut des fonctions de a seule. 4 * -* 
Substituant cet te valeur dans l'équation proposée , et désignant 

pour abréger, par F' et p les quantités q) et p (a) ,  on trouverae 

1 1 93 
F ' d F k  

R=- F P z -  E" . etc. 
1.2.3daa ' 

Il s'ensuit ul~érieurement que si (x) est une fonction quelconque 
d+(a), on de x , et qu'on désigne par 4 et 4' les fonctions 4 (a) et dg 

aura généralenient 
1 P'+' -d- l  

1 1 q'+' -<!-a-- 
Q? ya F' F .y3 F' F' F' 

( I )  ? C ( x ) = + - ~ = F + G . - d a - ~  1.2.3 c h 2  +etc. 

L a  loi de cette formule est facile à saisir; mais il est nécessaire 
de  la démontrer rigoureusement et  indépendamnient de  toute in- 
duction. 

93. Pour cela, supposons en général , 

Soit de plus ïi ( x ) une autre fonction de x telle qu'on ait 

df l (4  
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(XI - &(XI 
dx - q ( x ) . z ,  O U ,  pour abréger, nl(x) = q(x )S f ( x ) ;  et 

supposons qu'on ait seniblablement 

Or je dis que le premier membre de cette équation se réduit à 
d+ (XI dx dn (x) - zéro; en effet on a - = + ' ( x ) . ~ ,  T- 

dy 
nt ( X I .  $ 

Mais de l'équation proposée F (x) +yrp  (x) z=; F ( a ) ,  on tire : 

dx donc on a Ff @ + rp (x) - = O ; et par conséquent aussi ; 
dv da 

Il suit de là que dans le second membre de I'équatioo (3) ,  on 

29 
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doit égaler à zéro les coeficicns d'une n i h e  puissance de y ,  ce 
qui donnera d'abord n' - F I T f  = O ;  donc 

- Q f  pz+' , l a  mrme équation appliquée à la fonction i~ donne t' - 7 i-= - 
F ' 

dt' On aura ensuite - - FfT" = 0 ; 
da 

On aura donc aussi, relativeiilent à la foiiction ri, 

"" FfTlU=o; Connaissant t", on  trouvera Tl" par l'équation - - 
da 

d'où résulte 
1 1 ql# 
- d 7 d -  

7 

da2 

Cette meme valeur appliquée à la fonction ïi donne 

et de là 
1 1 1 &Y 

- d - d y d -  
1 tlt"' F f  F f  F F' Tl?= - - 

F' dn - da a' 9 

et ainsi de suite ; ce qui démontre d'une nianière générale la loi 
de la fo~-nlule (1). Voici maintenant les diflërens corollaires qu'on 
peut en tirer. 

94. Si l'on fait F ( x )  = x , c'est-à-dire si l'équation proposée 
, est x = a-yp (x) , alors on a F' = I , et la formule donne, eu 
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mettant, pour abréger, +,+', q au lieu de 4 (a),  $(a) ,  9 (a), 

c'est la formule connue de Lagrange qui donne lieu à un grand 
iiombre d'applicatious pour le développeinent des fonctions et le 
retour des suites. 

C O R O L L A I R E  II. 

95. Si l'on a cp (x) = I , ensorte que l'équation proposée soit 

F (x) + y  = F ( a )  , 
I da 

et qti'on fasse, pour abréger, ou - = A,  on aura 
(4) 

Cette formule est déjâ connue des analystes ; elle peut servir à 
résoudre, par approximation, une équation quelconque F (x) = O ; 
car si n est une valeur approchée de x, et qu'on ait F ( n ) =y , 
y étant une quantité assez pctite , la foïmule précédente donnera 
la valeur de  4 ( x )  exprimée par une suite convergente. 

C O R O L L A I R E  III.  

96. Soit proposé l'équation a = x + p  (x) +y2h(x), dans laqnelle 
q (x )  et h ( x )  sont deux fonctions données de x. Pour avoir la 
valeur d'une autre fonction 4 (x) , développée suivant les puissances 
de y,  il faut , dans la formule ( I ) ,  substituer 9 (a) $. yh (a)  ou sim- 
plenîen t 9 +yh à la place de q ; on aura d'abord 

Développant les différens termes et ordonnant toute la suite par 
rapport h y ,  ou aura 
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- etc. 

La  loi de cette suite est facile à apercevoir, et on aura en général 
pour coefficient de y* la soinme des termes représentés par 

en donnant à k et i toutes les valeurs en nombres entiers qui satis- 
font à l'équation k. + zi s; n. 

C O  R O L L A I R E  IV. 

97. Soit proposé l'équation a = x -J-yq (x) +y9h (x) +y3,u(x), 
q (x) , h (x) , p, (x) étant des fonctions données de x , on trouvera 
par des calculs semblables, 

La loi générale de cette suite est telle que le coeficient de y" est 
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' * egal à la somme des termes 

formés en donnant successivement aux exposans k, i, 1 toutes les 
valeurs en nombres entiers qui satisfont à l'équation 

On voit qu'il est facile de généraliser encore davantage ces for- 
mules, en admettant un plus grand nombre de termes dans l'équa- 
tion donnée entre x ,y  et a. 

98. Soit l'équation donnée F ( a )  -= F ( x )  +y? (x) $- eh (x) , 
F (x), q ( x  1, h ( x )  étant des fonctions données de 2, et soit 
proposé de trouver la valeur développée suivant les puissances de 
y et de z , d'une autre fonction de x désignée par 1F, (x). 

Il suffit, pour cela, de substituer dans la formule générale ( I ) , 

en faisant a = A ,  

Si on fait ensuite sortir des signes différentiels les puissances de 
3. et de z , on pourra ordonner ainsi la valeur cherchée de 4 (x) , 
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La  loi de cette suite est nianifeste , et on   oit qu'im terme quel- 
conque sera représenté par 

(- I ) ~ + ~  Ad (Ad (A.. . d.(~khAL');Yqll, 
( 1 . 2 . 3 .  . .Il) ( 1  -2 .3 .  . - 1 )  cl (  + -' 

Si on avait F (x ) = x , ou si l'équation proposée était n = x 
+y? (x) + 2zh (x) , le terme général cle~ieiidrait 

99. Eiant clonné 13 fonciioii 4 (x) , si on propose de la dévelop- 
per suivant les puissances d'une autre fonction de x désignée par 
1 1 ,  il faudra faire 

, la diff&ence ninZc étant prise et on aura en général Tc")= --- 
(Eu" 

en supposant du constant, et faisant ensuite dans le résultat u=o.  
A l'6gard du premier coefficient TO, si on suppose que l'équaiioii 
Z L  r= O donne x= a ,  on aura TO = $ a) .  

En supposant le problème possible, toute la dificulté se réduit h 

" dd' etc. Ce calcul peut de- calculer les coefficiens successifs -, - 
d dua ' 

vcilir prolixe dans beaucocp de cas , c'est pourcpoi il importe de 
rl" Y 

faire voir coinnient on peut chaii;cr cn g h h l  le  coeficieiit -- 
dun ' 

en un autre qui suppose constante nne autre différentielle dz. Mais 
pour cela il fUut supposer que i et 21 s'évanouisseiit b la fois lors- 

que x =a ,  et qu'eu i d m e  temps lc rapport " n'est ni nul ni infini. 
U 

Dans cette h y p ~ i l i b ~ e  , 1 oici deax leiilmes qui coilcluiron t au résul- 
tat quc nous cliercholis. 
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qu'on a en gvizéral, 

pourvu qu'après les diférentiations on fasse z = o. 

En effet, soit z = p  et pn'= A" + A'z+A"al.. . + A k a v e t c . ,  
U 

OB aura 

ur = a r  (A.+ A ~ Z + A ~ ~ Z * .  . . . + A ~ Z ~ +  etc.); 

un terme quelconque de cette suite Akzk+' aura pour différence 
niemedivisée par dsn, leprocluit (k+r)(k+r-1) ...( k+r-tz+~)A~z+-~. 
Cette quantité sera nulle polir tous les termes oh k + r  est < n ; elle 
sera nulle aussi pour tous les termes oii k + r  est > n ,  puisque la 
supposition de z = O rend ceux-ci nuls. Donc le seul terme auquel 
il faut avoir égard est celui où k + r = n ,  et on aura 

an-' pn-' mettant au lieu de Acn+ sa valeur --- 
1.2.3.. . n - r '  

il viendra 

dn-r n-r P =n.n-1.n-a .... ( n - r f ~ ) . ~ .  
dz7' 

I O , .  LEMME I I .  Les naêmes choses étant posées , j e  dis qzle la: 
, dm-' (ur d . pn ) i n  

quantite Sem égal; h dn ), en faisant z = o dans 
dzn dzn 

le résultat. 

7 t  = - zr ( At+ zA"z + 3A1"za. . . . .+ kAkzk-'+ etc.). Le terme n - r  
1tk général de cette suite est - AR~k+r- l  ; or tant que r + k sera 

72 - 7' 
plus petit que i z  - r , la diErence ( n  - r)jemr de cette quantité 
sera nulle ; lorsque r + k sera plus grand que n- I , cette d iE-  
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rence sera encore nulle, parce qu'elle sera affectée du facteur z et  
qu'on devra faire z = o ; donc il faut considérer le seul terme où 

n k  A"-' r + k = n ;  ce terme est - OU simplement i ~ A n - ~ z ~ - ~ ~  
n - T  

et sa différence du  degré n -  1 ,  divisée par dzn-' ,  donnera 
n.n- 1 .n-a . .  . . I  .A"-'; donc on aura 

cependant cette formule n'a lieu qu'autant que n est > r ; car 
si 011 avait 1. = n ou r > n ,  le premier membre se réduirait 
à zéro. 

Cela est manifeste lorsque r est > n , parce que les puissances 

'*-' (sr'1-) , ne s'abaisseiir pas de a ,  dans les différens termes de dz ,  
au-dessous de zr-"I, et par conséquent s'évanouissent lorsqu'on 
fa i t  z = o. 

IL' d dp .Lorsque r = n ,  on a 2 = nzng-; soit alors log p= LO + L'a nz P ~ Z  

+ Lf i+  etc., on aura * = L1+ zL"z 4- 3L3L + etc. ; donc 
P ~ Z  

Eous pouvoiis maintenant de'montrer la proposition suivante. 

102. Soit X zaze fonction quelconque de x, j e  dis qu'on aura 

la dgérence constante étant du dans le prenzier membre, et da dans 
le second. 

u2 u3 En effet, soit X =  TO+ T'u+ Tl1.-+ T".- 
I . a  1 . 2 . 3  $- etc., et  

&Xp" soit proposé de trouver la valeur de --• rlz" , cette cjuaiitité étant 

développée devient 

dnpn cE" (upn) T" & (upn)  
Ta - dsn + T' &,' +-.- i . a  dzn 3- etc. 
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dn (uTpn) dn-r P n-r n . n -  I ..... n - r + l . w ;  Mais on a en général - 

d ,  expression dont le dernier terme est Tc.? et l'avant-dernier nTcn-')-& 
On trouvera semblablement 

Substituant dans le second membre les valeurs que donne la forn~ule 

dR-' (urdpn ) - dn (urpn) dn-r~"r 

dzn - ---- =n,n-  r . .  . . . n - r +  1.- rEzn &n-r > 

il viendra 

an-' (undpn) - le  dernier terme est ici 2 T"+l)$y parce qu'on a 
1 dzn - 

De ces deux formules on tire 

"'-' (pndx) . donc mais le premier membre se réduit à , 
- dnX dn-l ( p n d X )  -- -- 

dun - dan 2 

c'est le théorème qu'il s'agissait de démontrer. Voici 
quelques corollaires qui s'en déduisent. 

on a 

maintenant 

x - a  
103.  Si l'on fait a = x - a  et u= - on aura p =Q(x), 

P (4 ' 
dnX dn-' - dz = dx , ce qui donnera d;;n - "nX')', _.  et comme il faut dxn-i 

faire z = O ou x L a dans le second membre , on considérera Q 
30 
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et X' conme  des fonctions de a ,  et on aura 

ce qui s'accorde avec la formule de Lagrange, dans le cas où l'on 
veut développer X suivant les puissances de u d'aprks l'équation 
x -a = ILQ (2). 

et l'expression générale du eoeficient T(") sera , en faisant 

formule où il faudra faire x tl= a après les différentiations. 

105. Si dans ces derniéreg formules on fait (a)= O ,  on aura 

pement de la fonction 4 ( x )  suivant les puissances d'une autre 
fonction Qx, et on voit qu'il y a autant de développemens que 
l '~yuat ion q~ (a) = O a de racines. 

Soit ,  par exemple, 4 (x) = bz et (x)= xc", l'équation xcz = O 

n'a qu'une racine réelle x = O  ; ainsi on devra faire a = O et 
cln-' &L-2 TC4 = ; i ~  ( ~ - ~ " b ~  log b )  = log b .  dxn-% - ( log b - n log c )  bxc-na 

= 16 ( Zb- n l ~ ) ~ - '  bxc-nx ; faisant dans cette expression x = O , elle 
donne Tc.) = Zb ( Zb - nlc)"? donc 

x2c2= x-3c3x 
b Z = 1  Ç 2b,xcx-+- Zb (Zb-a lc )  - + 11 (Zb-Slc)'-;yj- + etc. a 
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Les formules que nous venons de démontrer sont dues àM. Burinanii, 
professeur à BIanheim. Voyez le tom. II des Mémoires de l'Institut, 
pag. 14 et 15. 

JJ VIII. Formules pour sommer un nonzhre donné de termes 
consécuifs clans le dèveloppenent de ( i + a)'. 

106. Considérons d'abord la suite 

7 t .  n-I n. n-1.11-3 R . n-i . . . n-k+z ak-I 
~ + n n +  - 

1.2.3 
- a 3 . .  . .+ - 

1.2 1.2.. .k-1 
9 

formée par les k premiers termes du développement de ( i t a ) " ,  
e t  supposons que q ( k )  représente la somme de ces termes, il 
est évident qu'on aura 

n.n- i .n-2.. .n- k + 1 
q7 p+ 1 ) - p ( A )  = .- 

1.2.3. .. . .k ak. 

Considérons pareillement l'intégrale 

T ( k )  = Jx"'dx (I +x)-"-l, 

prise depuis x= O jusqu'à x=a,  et soit A (k) la valeur de cette 
même intégrale prise depuis x = O jusqu'à x = co , valeur qui 
est ,  comn~e  on sait 

La quantité xk ( 1  + x) -~  a pour différentielle 
0 

kxk-' dx ( I +- x)-"-' - ( n - k )  xkdx ( I _t x)-"-I, 

laquelle étant intégrée depuis x = O jusqu'à x= a ,  donne 

ak ( I  -+-a)-n= kT (k)- ( n -  k) T ( k +  1). 

Faisant dans cette formule a =ao et supposant k < n ,  on  en déduira 

Au moyen de ces deux équations, on trouve 
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Cette équation aux différences finies a pour intégrale 

1 
de T ( I ) résulte, en faisant a = m , A (1) = ;. Substituant ces 

valeurs dans l'équation précédente, le second membre se réduit à 
(1 + a)" .  On a donc la somme cherchée 

d'où l'onvoitque cette somme dépenddel'intégralefxE-'dx(~-/-x)-"-', 
prise clepuis x= O jusqu'à x = a ,  et de la quantité A ( k )  qui est l a  
même intégrale, prise depuis x = O jusqu'à x = w , et dont i'ex- 

r ( k )  r (11-k+i) pression en fonctions î est généralement A (A) = 
r(n+1) ' 

107. Par de semblables calculs on trouvera qu'en faisant 
a 

la quantité B (k) désignant l'intégrale fxk-'a? (i-x)"-1,prise depuis 
x s O jusqu'à x = 1, laquelle a pour valcur : 

108. Si dans l'équation (1) on met n + k - I à la place de n, 
et qu'on change a en  6 ,  on aura 
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z a Dans cette intégrale, faisant x = - et ensuite b = - 

1 - z >  
on 

1 - a '  

aura fxR-'dx (1 + .T)-~-~ = fzh-ldz ( I  - 2)"-', cette dernière in té- 
grale étant prise depuis z = O jusqu'à z = a.  En meme temps on 
aura I + 6 = ( I  - a)-1 et ( I  + l ~ ) " + ~ +  = ( I  - u ) - " - ~ + ~  . Compa- 
rant donc l'équation précédente avec l'équation (2) qui conlient la 
même intégrale, on en déduira ce rapport remarquable : 

n+k-i . n+k-a 
i + ( n + k - i ) b +  

n+k-i . n f k - a .  . . n+i bk-, 
P b " + .  . .+ 

(3) 
1 . 2  1 . 2  . . .  k-1 =(~+b)~-' ; 

n .  n+i n . n + i . .  . r ~ + k - n ~ ~ - ~  
i + n a + -  a'+ ..................... - 

2 + 1.2 ... k-i 

b Ct 

+ 
ou b = _, la somme des k c'est-à-dire qu'en faisant a = - 

premiers ternies du développenient de ( 1  +b)"+k-r,  est égale à la 
somme d'un pareil nombre de termes du développement de (1-a)-*, 
multipliée par ( I  + b)k-l. 

Cette forniule est susceptible d'en produire plusieurs autres en 
changeant soit le signe de n ,  soit le signe de a. 

I og. Reprenons l'équation 

n.n-i  n. n-i . . .II-k+a q ( k ) = ~ + n a + -  - 
2 a " + . . * * * +  1 . 2  ... k-1 

si à la place de k on met k + nt, et qu'on prenne la différence 
des deux fonctions, on aura 

n.n-1.  . .n-k+i n .n-1 .  . . n - k  p (k+rn) - p ( k )  = 
i .S.. . . k  ak+ ~.~...k+l 

+.... 
-t- 

n. n- 1 .  . . . n-k-m+a ak+mr, e -- 
1 . 2  ..... k+m-i 2 

substituant la valeur de q~ donnée par l'équation (1) , on trouve pour 
la somme de la série précédente 

ces intégrales étant prises depuis x = O jusqu'à x = a. 
Cette forniule donne la somme d'un nombre quelconque de termes 

consécutifs, pris dans le développement de ( I  -f- a)". 
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I IO. Si on suppose IZ entier, et qu'on fdsse k+nt  s n 4- I - k ; 

alors la quantité q (n-k+i) - q (X-) aura pour expression 

c'est la somme des termes qui occupent le niilieu du binome dé- 
veloppé (1 + a)", depuis le terme Nk  ah jusqu'au terme Nhan-! 
inclusivenient. 

On  peut to~ijours connaître, par la méthode exposée dans la 
III' Partie , les intégrales définies comprises dans ces formules, 
avec tel degré d'approximation qu'on voudra ; et pour faciliter les 
calciils, ou pourra toujours supposer a < I .  

z 
Remarquons encore que si on fait x = - 

1 - 8 '  
l'in tégrale 

xk-l  - . p - k  

f dx se change en celle-ci : 
(1 + X ) ~ + I  

laquelle est plus simple, parce qu'elle est prise entre des limites 
pliis rapprochées. 

L'utilité de ces formules se fait particidièrement sentir lorsque n 
et k sont de grands.nombres; et c'est un cas qui se présente assez 
fréquemment dans l'analyse des hasards. 

$ I X .  Af6.thodc.s pozv ~ZéveZo~q~er e n  séries conc/er,o.entes 
I'nrc dont  la 2ungenLe est tlo7z1zée par uneJo7zction mtiorz- 
nelle des sinus e t  cosinus cE'un autre arc imle!2i.. 

I I 1. Lagrange a traité cet objet d'analyse dans les i\lémoiïes dc 
Berlin, ann. 1776 ; mais les exemples choisis par cet auteur pour- 
raient faire croire que les développeniens ne peuvent btre obtenus 
en séries convergentes, que dans ccrtaines hypothèses sur les gran- 
deurs relatives des coeficiens. Nous a\ ons donc jugé qu'il ne scrait 
pas inutile de dérnontreï géi~éralenient que cette sorte de re'solu- 
tion peut toujours avoir lieu, quels que soient les coeficiens de l a  
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fonction donnée. Nous ferons voir d'ailleurs qu'on'peut déduire 
de ces développemens, quelques théorèmes assez remarquables sur 
les intégrales définies. 

m sin x Exemple 1. Soit tang y = 
COS x + a ' a étant < I .  D'après cette 

équation, on voit que y augmente indéfiniment avec x, et que ces 
deux variables coïiicideront entièrement lorsqu'on aura x = O , 
rr , 2 7  , 3v, etc. ; d'oii il suit qu'on doit avoir en général y= x -+ 13, 
0 étant une quantité périodique : c'est ce que le calcul suivant met- 
tra en  évidence. 

Au moyen des exponentielles imaginaires, l'équation donnée 
peut s'exprimer ainsi : 

et on en tire 

J e  décompose le numérateur en deux facteurs de la forme Aezv-l+B, 
Ale-"v-'+BI ; et pour cela faisant k;= - a +- f (  na +- ma- I ) , 

k k - 9  - f =,d=,+,J aurai 

Mais puisyu'on suppose a < 1 , il s'ensuit que ' et g sont tous deux 
f' 

plus petits que l'unité ; donnant donc à cette équation la forme 

et prenant les logarilhmes de chaque membre , on aura,  après 
avoir divisé par 2 1/- I , 
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série convergeiite et  qui aura lieu quand même a serait negstif, 
pourvu qu'on ait a < I .  

I I 2. Il faudra donner à cetle formule une autre forme lorsqu'on 
aura a' + nzs < I , parce qu'alors k deviendra imaginaire, ainsi que 

a f et g. Dans ce cas, soit n = ( )  et cos g = v( 1 - m 2 )  ' 
1 on aura --a (cos C+(-I s i ng ) ,  g=-n(cos6- f - I  sing), s- 

et la formule (1) deviendra 

série toujours convergente; car n z  peut toujours être regardé c o n m e  
m sin x 

positif, puisque si on avait à résoudre l'équation tang y=- x+ a , 
m sin x 

on lui donnerait la forme tang ( rr -y ) = cos + a. 

Lorsque a = O ,  les formules (1) et (2) donnent également pour 
l'équation tang y =na tang x ,  cette solution : 

laquelle s'accorde avec la forniule connue de Lagrange et d e  
Lambert. 

m sin a: 
I I 3. Exemple II. Soit l'équalion tang y = co5 + a, où l'on sup- 

pose a > I .  

Ce cas est essentiellement différent de celui de l'exemple 1, puis- 
qu'on voit que taug y ne saurait devenir infini, et qu'ainsi la valeur 
de J est toujours renfermée entre des limites données. 

Au moyen des exponentielles imaginaires, l'équation proposée 
donne 

e"YI-l = ( ~ + m )  exv- '+  ( 1  -m) e-xv-l + 2a 

( 1  + m )  e-=v-~  + ( 1  - m) eZv-l + an' 
k k Soit k=-n+(/(a2+rnP-1) ,  7 = f ,  -- - g ,  les qnan- 

m- nt+ i 

t i l é s  f et g seront toujours plus petites que l'uiiité , et on pourra 
mettra 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C I N Q U ~ ~ M E  PARTIE. § 1X. 
mettre l'equation précidenie sous la forme 

Prenant les logarithtîles de chaque menlbre et divisant de part et 
d'autre par 2 )/- I , il viendra 

(3) y = (g +, f )  sin x t+(ga-  f a) sin 2x+ 5 (g3+ f3) sin 3x+eic- 

Si l'on met szr - x au lieu de x, on aura pour la solution de 
7n sin .r 

l'équation tang y = 
Q-COS X '  

cette fornlule 

I I 4. Exemple III. Soit proposée l'équation tangy = n + 6 Lang x, 
on en déduira 

a Soient p et A deux angles déterminés par les valeurs tang p= ;Ti;, 

donc 

Prenant les logarilhmes, on a In formule 

(5) j=~+~-fsin(zx-~)+ff'sin(4x-ah) - ;f3sin(6~-3h)+ etc,. 

Cette série sera convergente tant que f sera < 1, ou tant que b sera 
n a + ( i  - b)g 

positif; car on a f' = ,+ (, + b) , .  
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Si b était négatif, il faudrait développer auirement les deux 

membres de l'équation précédente ; mais il est plus simple de fai re  
y et a négatifs dans l'équation proposée, afin de conserver b po- 
sitif et  f < I. Par ce moyen, la valeur de y tirée de l'équation 
tang y = a - b tang x , sera 

(6 )  y cp -x+ f sin ( zx+h)  - $ f" sin (432 + z h )  
+if s i n ( 6 x t . 3 ~ )  - etc. 

a + b t a n g s  
I 15, Exernple IK La formule plus générale tang y = 

i + c tang< 

se ramène à celle de l'exemple précédent; car en prenant une in- 
diterminée m ,  on a 

a + b tang s + ( 1  + c tans x )  tang m 
tang (y+ nt) = - 

i + c t a n g x -  ( a +  b  t a n g x )  tangrn' 

Soit donc tang m = " et on aura l'équation b ' 

qui se résoudra par la formule (5). 

I 16. Exenzple y. Soit proposée l'équation tang y = a sin x+b, 
laquelle est aussi générale que tang y = a sin x + b + c cos x,  
puisque les deux termes a sin x + c cos x peuvent se réduire à un 
sexl terme de la forme n'sin (x +a). Il est clair que dans ce cas 
y ne doit pas passer une certaine limite, et qu'ainsi l'arc indéfini x 
n'entre pas dans la valeur de y. On aura d'abord 

Il faudra ensuite chercher les deux facteurs du numérateur ; pour 
cela, soit 

i + a2 + bP - v[(i + n2+ ba )'- 4a'b2] . sina p = 
zb' 7 

cette valeur sera positive et plus petite que l'imité, quels que soient 
a et b ;  car elle donne 

S .  
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l'angle est donc réel et on peut le supposer < T.  Soit de plus 
f = tang t q et tûng ,u u.= b cos Q , f sera < I , et la valeur de 
e = ~ ~ - l  se déconlposera ainsi : 

prenant les logarithmes et réduisant, on aura 

(7) 
y=p+ 2f  COS,^ sin x+$ f3cos3psin3x+: fjcos5psin5x+etc. 

+f 2sinzpcos2x+~ f4sin4,ucos4x+$ f %in6pcos6x+etc. 

I I  7. Exenzple TI.  Soit proposée l'équation tangy = cl tangax , 
où l'on voit q u e y  ne peut augmenter indéfiniment avec x, et qu'il 
doit être compris entre les limites O et T. 

On peut traiter ce cas directement, niais il suffira de le ramener 
au cas précédent. Pour cela, soit a = tang a ,  on aura 

Cette équation est semblable à celle de l'exemple précédent; c'est 
pourquoi faisant 

f = cos a + sin c~ - v( 2 sin cc cos ct ) , 
COS p = v( 2 sin u COS a) , 

on aura 

(8) 
:R-~-~=ft+2f O P ~ ~ ~ 2 x - +  f 3 ~ ~ s  3ftcos 6x+ 2 YCOS 5p cos iox-etc. 

-?sin zpcos(tx ++ f 4 s i n h  cos 8x- + f sin 6,a cos i zx+etc. 

I i 8 .  Exemple y11. Soit tang y = a + b tang x + c tang2.z 
a' + b' tang x + c' tang2x ' on 

aura d'abord 

ensuite si on multiplie les deux termes de la fraction par 
( e x ~ - l  + e - ~ / - ~  )1, et qu'on substitue pour tang x sa valeur en 

exponentielles imaginaires, la valeur de eayl/-l devieildra de cette 
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forme 

o ù  le dénominateur se déduit du  numérateur en changeant dans 
celui-ci le signe de (/- I .  

Maintenant il s'agit de trouver les facteurs des deux termes de cette 
fraction , ce qui n'exige que la résolution d'une équation du 2. degré, 
en regardant e15i-1 OU e-"i-I comme l'inconnue; d'ailleurs les 
facteurs du numérateur étant connris, on aura ceux du dénomina- 
teur, en changeant simplement le signe de (/- r .  011 trouvera 
donc un résultat de cette forme 

= COS a + v- 1  sin a 1 + pe2rV'~ (cos fc - 1/- 1 sin ,u) - -- 
C O ~ :  a- v- 1 sin a ' 1 + p e - 2 x ~ - 1 ( c o s r c  + v- 1 s i n p )  

1 -qe-2xv-' (COS v - v- i sin v ) 
1 - q e 2 " i - ' ( C O S  Y +  v- 1 s in") '  

11 ne s'agit plus que de prendre les logarithmes de ces f- uc teurs 
et d'en former des suites convergentes. Ch si p est plus petit que  
I'uiiité, on aura 

1 - i + pemV-'(cosp- v-i sinp) . -- -psin(zx-p)-$p"sin(4.x-2p) 
2 y-, log ~ p ~ ~ v - J ( c o s r + ~ - i s i o p ~  

+$p3 sin (6x-3p) - etc. 

l+pe2" V-' (cosp-v-isinp) Sip est plus grand que l'unité, le facteur ltpe-wv-l (coc+v-isin.~ 

devra être mis sous la forme 

et son logarithme divisé par 2 (/- 1, donnera la suite 

1 .  1 1 
zx-,x--sin (zx-,~)+-~ sin ( 4 x - 2 ~ ) - -  3pJ sin (6x-3p)+etc. P 2tJ 

11 en sera de même de l'autre facteur. Ainsi, dans tous les cas, la 
valeur de y sera composée de deux suites semblables aux pré- 
cédentes. 
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r 19. Elle en contiendrait trois, si le terme tang3x se trouvait 

dans la valeur de  tang y ,  et ainsi de suite suivant les puissances 
de tang x.  . 

Dans le cas de tang3 x , il faut remarquer que la valeur de elyf-' 

pourrait toujours être mise sous la forme 

quantité qui,  à raison des trois facteurs de  chacun de ses termes, 
peut s'écrire ainsi 

Les denx premiers facteurs se développeront, en prenant leurs lo- 
garithmes, comme dans le  cas précédent ; quant au troisième fac- 
teur,  si h est plus petit que l'unité, il se mettra sous la forme 

et si h est plus grand que l'unité, il se mettra sous la forme 

prenant ensuite les logarithmes on aura, dans les deux cas , des 
&ries convergentes. 

P 
120. En général si on a tang y = , P et Q étant des fonc- 

tions rationnelles et entières de tang x ,  la valeur d e y  pourra tou- 
jours être d&eloppée en un nombre k de séries de la forme 

A x + B f  [fsindsin ( a x + a ) + t  f a s i n a ~ s i n ( 4 x + z a )  
+ $ f sin 38 sin (Gx + 3a) + etc.], 

k étant le plus haut exposant de  tang x dans les fonctio~is P et Q. 
Si la valeur de tangy est donnée par une fonction rationnelle cle 
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siil x et cos x , on fera tang x = u , et subs~ituatit les valeurs 

3.U 1 - un 
sin x = - P 

1 + u2' c o s x =  - 
1 + u"' 

on pourra supposer tang y = - 
O' . 

P et Q étant des fonctions rationnelles et entières de u ou de 
tang + x. Ainsi on obtiendra toujours le mêine résultat qu'on 
vient d'énoncer, avec la seule diflërence que + x sera mis au 
lieu de x. 

I 2 1.  Les développemens qu'on peut effectuer suivant la mé- 
thode précédente, en fournissent plusieurs autres non moins re- 
marquables, et qui peuvent être utiles dans la théorie des intégrales 
définies. 

Soit, pai' exemple , l'équation tang y = a sin x + B ; d'où nous 
avons déduit 

y = p +  af c o s p s i n x  $- % YCOS 3psin  3x +- etc. 

+ f'sin zpcos 2x + if sin & COS 4x -(- etc. 

d Si on prend de part et d'autre la valeur de 2- on aura, en éga- 
dz: ' 

lant ces deux valeurs : 

a cos x - -  
i+(asinx+bja- 

2f cos p COS x+zf COS 3p cos 3x4- ptf cos !&cos 5x+etc. 
(9) -pj%in~psinzx-2f4 sin 4,a sin 43-2y sin (+sin Gx+etc. 

D'après cette formule , soit proposé de trouver l'intégrale 

prise depuis x = O ,  x = rr , et dans laquelle k représente u n  
nomhre entier quelconque. I l  est visible que si on substitue à Ia 

fl Cr" r 
place de -- sa valeur développée en série, tous les 

I 7 ( a s 1  r+b)' 

termes s'évanoiiiroiit par I'ii~t&~l-aiioti , exccpté le seid ternie 
J I . <  cos a ( 2A + I ) S.  ?ph+ cos ( 21. + 1 ) u , Ieqiiel se réduit, 

dails les 1iinilt.s données , B TJ.* + I COS ( 2X + I ) p. D O I ~ C  on a 
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on aurait, en vertu d u  rneme développen~ent : 

(1  1) S i + (asinx +- b)" X = R  

adx cos x sin 2k3. _- { 
x = o  - - v sin 2kp. 

Voyez d'ailleursl'exemple V pour ladckermination des quantités f et p. . 
$ X .  Z'Eéorèmes sur une espèce particuliére de fonctions 

nées du développement de ( i - 2xz + za)- :. 

I 2 2 .  Les fonctions algébriques dont il s'agit sont celles dont j'ai 
fait connaître les propriétés dans mes Recherches sur l'attraction 
des sphéroïdes et la figure des planètes (*). Il m'a paru que ces 
fonciions méritaient de trouver place dans un ouvrage où je me 
suis proposé de réunir sous un même point de vue, les résultats 
les plus intéressans qu'offre la théorie des inte'grales définies. 

.. Si on développe suivant les puissances de z la quantité.. 
I 

Z = ( I - 2x2 -+ za )-. , et qu'on appelle en général X" ( n étant 
un indke  et non un exposant) le coefficient de zn dans ce déve- 
loppement, de sorte qu'on ait  

Z = I $- X1z + X2z' -/- X3z3 -+- X4z4 + elc. ; 

l'expression générale de Xn se trouvera de la manière suivante. 

Par un premier développement on a 

1 . 3  1 . 3 . 5  z = I + (nsz+z1) + - (2x2-zqia 4- ( 2 x 2 - z " ) ~  + etc. ; 
2.4 

or dans cette suite, les termes qui renferment zn sont, à compter 
de la plus haute puissance , 

.... 1 .3 .5 . .  . . ~ n - 1  1.3.5 sn-3 - ( z x z - ~ " ) " - ~  + etc. ; ... 2 .4 .6  ..... 2n t- a . 4 . 6 .  nn-n 

de là il est facile de conclure 

..... ..... 1.3.5....2n-1 1 . 3  2n-3 xn-" 1.3 an-5 *- x"= xn - - . --etc., 
1.2.3.. .... .n  1 .a... ... n-a - +  a 1.2 . .  - 4  2.4 

(*) Savans étrangers , tom. X, Rlém. de l'Acad., ann. 1784 e t  1789. 
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Faisant successivement n= O ,  r , 2 ,  3 , etc., on aura les valeurs 
siiivantes dont la loi est facile à saisir, surtou€ si I'oii c ~ ~ i s i d k r e  
séparément les termes de rang pair et les termes de raiig i iqair .  

etc. 

Voici maintenant les dirre'rentes propriétés qri'ofient les fonc- 
tions Xn, dam lesquelles nous supposeroiis coiistanimcnt x < 1. 

1a3 .  T I I É O R È ~ E  1. « Lorsqiie x = i  , on a gc:ti&r;ilenieiit Xn= 1; 

N depuis x= O juqu'a x= 1 , la fotiction Xn est toujours plus petite 
N qu.: I'uiiiié. >J 

En effet, 10. si dans la valeur de Z on fait .x = I , on aura 
1 Z=- = r + a  $- z' + z3 + z4+ etc.; dotic Xn= 1. 

1 - 2  

2". P i i i~<~i ie  x est siipposé plus clut: l'iiiiil6 , O U  tout ai l  pllis 
égal à i 'u~iilé, o n  fi i ise.r=cos~.Soit  t!oiic %=cosq7+I/-1 siticp 

et C = c o s ~ - ~ - ~ s i n p ,  ou aura z = ( ~ - u z ) - ~ ( I - ~ z ) - ~ ,  
de 
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de sorte que Z sera égal au produit des deux suites 

1 r5 1.3.5 1 . 3 . 5 . 7  
1 + A ai f 2 a'za f - asz3 + a z + etc., 

2 2.4  2.4.6 

1 .y 1.3.5 1 . 3 . 5 . 7  
1 + ~ ~ Z + . - W + ~  g3z3 + --i C 2 4 4 -  etc. ; 2*4 . 2 . 4 . b . 8  

or si on cher'che , par exemple, le coefficient de z4 dans ce produit, 
il est visible que ce coefficient sera 

Mais on a &=I ,  a a + C a = z  c o s a q ,  ~ t 4 + C 4 = ~  C O S / ~ ( P ;  

donc 

O n  voit par cette expression que la plus grande valeur de X4 a lieu 
lorsque q = O  ou x= I ; et dans ce cas, elle se réduit à l'unité : 
dans tout autre cas , la valeur de X4 sera donc moindre que 
l'unité. - . 

On trouvera un semblable résultat pour la valeur générale de X", 
qui sera toujours de la forme A cos np+B cos (n-2) p/ -C  cos (n -4 )~  
+etc., A,  B, C ,  etc. étant des coeficiens positifs. 

Le même théorème s'applique aux valeurs négatives de x ,  com- 
prises depuis x = O jusqu'à x =- I , puisque ces valeurs sont tou- 
jours représentées par cos q ,  en faisant varier cp depuis (P = rr 
jusqu'à $ = a. D'ailleurs on voit immédiatement qu'en changeant 
le signe de x ,  la fonction Xn reste la même lorsque n est pair, et 
qu'elle change de signe, en conservant la même valeur, lorsque n 
est impair. 

124. T R É O R È M E  II. (( Les indices m et n étant inégaux, l'intégrale 
N m X n d x ,  prise depuis x = - I jusqu'à x = $- I ,  sera toujours 
>î nulle ; si ces iudices sont égaux, on aura entre les mêmes 

2 
limites, /PX" dx = z. 

32 
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En efTe t , soit proposée l'in tégrale 

1 + r2z2 Si on fait I +r"z"- arxz=yS , ou x = a TZ 
-yz , on aura Ii 

d'où résulte l'intégralc indéfinie 

Les limites de x é~at i t  x = - I , x = + I , celles de y sont 
y = I + lz, y = I - I Z  ; on aura donc l'intégrale cherchée 

1 l.-Z-l+I.Z 1 I + Z  P z -  2 logT+Z-1-1Z = - Z log --- 1 - Z 9  

ou 
P = s + % z a  + A d +  $ z 6 +  etc. ,  3 5 

quantité indépendante de r, 
Cetle intégrale est celle de la dinërentielle 

e t  puisque r disparaît enlièrernent dans le résultat, il faut qu'on 
ait gédralemeiit , IIZ e t  n étant inégaux, f XmXn dx= o. On voit en 

a même temps que 172 et n étant égaux, on aura f X"Xndx = - 
an+i ' 

conforménient au tliéorème énoncé. 

125. L0i.sCpe 112 et n s9nt  l'un pair,  I'aiitre impair, le produit 
X X "  est une Fonction impaire de x ;  alors il est évident que l'in- 
t ég ra le  f X n l X n r l . r ,  prise depuis x =- I jusqii'à .x = + I , doit 
être iiulle. Mais si les iioizihres nz e t  n sont tous deux pairs ou tous 
deux inipaii.s, i l  n'est plus é v i d e n t  que cctte iiit4gralc doive s'éva- 
nouir, et la propri6té énoncée clails le theorèrne , parait très-digne 
de remarque par sa graiide généralité. 

Pour faire abstraction des cas évidens par eux-mêmes, on peut 
borner le tliéorème II à l'énoncé suivant. 
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cr Quels que soient les nonibres entiers n et k ,  pourvu que k 
ne soit ni = O ,  ni > f n ,  l'intégrale f PXn-"dx, prise entre les 
limites x = o ,  x = I , sera nulle ; si l'on a k = O , l'intégrale 

1 fXnXndx, prise entre les miines limites, = - 
2n+1' 

126. Il  suit de ce théorème que a, 6 ,  p, etc. étant des coefl- - - 
ciens constans, on  aura,  dans les limites , x = o , x 3 I ; 

S (aXn-' + gX"-4 3- >X.-6 + etc . ) Xndx = o. 

Mais le  polynoine LK"-2+ CXn-4-f- PX"-~+ etc., peut aussi être 
représenté par un polynome du même degré formé avec les puis- 
sances de x , tel que a'xn-' + exn+ + a ' ~ ~ - ~  + etc. 

Donc, quelles que soient les constailtes CL', g', l', etc., on aura 
aussi, entre les limites x 5 O, x = I , 

f (a'xn-' + g'xn-4 + >'x" -~  + etc.) P d x  = O , 
ce qui donne les équations 

(c) [ X ~ - ~ X " ~ E X  = O , Jxn-4Xndx = O , Jxw6Xndx = O  , etc. , 
et ainsi de suite, jusqu'à ce q t e  l'exposant de x soit réduit à O ou 
à I , selon que n est pair ou impair. 

127. 11 est facile, d'après le théorème précédent, de trouver 
l'in tégale fXnxnd;r , prise depuis x = O jusqu'à x s I ; car si l'on 
fait X" = Axn - Bxn-il+ Cxn-4 - etc. , on aura 

1 
Le premier membre se réduit à ; le second se réduit à 

i -3.5.. .an- i  
A fxnX"x ; d'ailleurs par la fosniule ( a ) ,  on a A = - 

1 . 2 . 3  ..... n ' 

mais cette formule n'est que particulière, et on peut généralement 
déterminer l'intégrale fxrnXndx par la proposition suivante. 
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128. TIIÉORÈME III. (( Quel que soit le non~bre  m , entier ou 

n fractionnaire , pourvu que I +t72 soit positif, OU seulement 2 + m  
1) si ?z est impair , l'intégrale JxmX"dx, prise entre les limites x = o ,  
» x = I , se déterminera généralement par l'une ou l'autre des 
N formules : 

m. m-z .m-4.. . . . . . m-zk+a Jxm Xaa dx = 
m+i .m+3.m+5.. . .m+zk+i ' 

N ou seulement par la fornlule 

JI dans laquclle le signe supérieur aura lieu si n est pair, et le signe 
» inférieur si 72 est impair. D 

Pour démontrer ces formules, il suffira de considérer des cas par- 
ticuliers. Soi t donc n = 6 ; on pourra supposer X k  Ax6 - Bx4 
+ Cxa- D,  et on aura dans les limites requises, 

Mais d'aprèis les forniules ( c ) ,  on sait que cette intégrale doit - 
s ' é ~  anouir  dans les trois cas m = O , nz = 2 , nt = 4 ; elle aura - .  
donc la forme 

A'm(m-  2 )  (m-4)  -- 
m f l .  m f  3.m+5.7n+7' 

A B Pour déterminer A' faisons na = a ; l'intégrale - - - 
m+7 m+5 

C +--- deviendra (A- B $- C - D ) , ou simplement 
m+3 m + i  

1 -, puisque A - B+ C - D est la valeur de la fonction X6 lors- 
m 
que x = I : donc on a A'= I ; donc 

Il est visible que la mêine démonstration est applicable à toute autre 
valeur de n. 
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Si dans la formule générale on fait m rs: n, OU aura , lorsque n 
est pair , 

n . n - e . n - 4 . .  .. .2 fxnXndx = -- ... n+i.nf3.n+5 .2n+i9 

et lorsque n est impair, 

Ces deux cas sont compris dans la formule 

ainsi que nous l'avons déjà trouvé dans l'article précédent. 

129. Si on veut exprimei. la puissance xn par le moyen des fonc- 
tions Xn, X"-', Xn-4, etc., on y parviendra aisément de la manière 
suivante. Soit en général 

xn = aX" + bX"-' + cXn-4 + etc. ; 

si on multiplie chaque membre par X n d x ,  et qu'on intègre de  part 
7 7  et d'autre depuis x = o  jusqu a x =  I , on aura, en vertu du 

théorème II,  $ x n X d x  = uf X"Xndx ; or le premier membre 
1.2.3 ........ n  - a - - et le second =-* donc 1 .3 .5  ..... m + 1 9  2 n + l '  

On aura de même, en multipliant par la valeur de xn et 

intégrant, f ~ " X ° - ~ d x  r= 6fXn-"X"-"dx - - Mais le premier 
o n  - 5' - 

4.6 .8  . . . . . . . . . . . . .  * . . .  n - A + - l  -- 2 -2 . an-3 menlbre c n + z - l  7 donc b=- a : on 
2n- 1 .   IL-3.2n-5. .... a l - i ï  2 

zn-i  .an-7 
trouvera de même , en multipliant par X"-4 dx  , c ;= ---- 

2.4 
et ainsi de suite. La  loi de ces différens termes est facile à saisir, et  

2.4.6. .  . . . . . . . . . . . . .  .n-i-+' a - 2  

on trouvera en général qu'en faisant A = 
an+i.2n-1 . S n - - 3 . .  . n + z -  a + Z  " 
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I 30. TIIÉORÈWE IV. (< La fonction Xah est en général décompo- 
11 sable en k facteurs de la fornie x'-cca , xa- Ca, x"- T', etc. , 
3 a,  C, 7 , etc. étant des racines réelles, inégales et plus petites 
N que l'unité ; la fonctioii Ph+' est coniposée de k facteurs de niltme 
>) forme , et en outre du facteur x.  )) 

En effet, prenons pour exemple la fonction Xa ; puisque I'inté- 
grale fX8&, prise depuis x = O jusqu'à x  = i , est nulle, il faut 
que la fonctioii X8 change cle signe, au moins une fois, dans cet 
intervalle. Il y aura donc une valeiir x = a qui rendra X8=o, et cette 
racine sera moindre que l'uuité. Soit XB = ( x 2 - a ' )  P , on aura par 
l'équaiion ( c ) ,  f ( x a - a o ) X s d x = o  ou f ( ~ ~ - a " ) ~ P d x = o .  
Puisque cette intégrale est nulle, il faut que la fonction P change 
de signe, au moins une fois, dans l'intervalle de x= O à x = 1. 

Soit C la valeur de  x qui rend P = O ,  on pourra supposer 
P=(xa -Ca)Q,  ce qui donnera X 8 = ( x a - a ' ) ( x 4 - C a ) Q .  
31ais par l'équation ( c )  on a encore f (xa - al) ( x a  - ~ " ) X 8 d x = o ,  
OU f (x2-a')" (~'4")~ Qdx = O ; donc la fonction Q doit encore 
s'évanouir depuis x  = O jusqu'à x = r .  Soit 7~ la valeur de x q u i  
r cnd  Q nulle ; on pourra faire Q = (x' - 9') R, ce qui donnera 
X8 = (x2-a') (x2-CP) (x2-7') R. Enfin on aura encore par l'équa- 
tion (c), f (xa-  a2) (xB- C2) (x2- 7') X8dx = O ,  OU f ( x a  -a2)' 
(x" - Ca)' (x'- 7 %  )' Rdx = O ,  Donc la fonction R doit s'évanouir 
dans l'intervalle de x = o h x = I . Soit J la valeur correspocdante 
de x, et on aura R = (Y-6%) A ,  A étant constante, puisque Xg 
cst un polynome du h u i t i h e  degré. Donc enfin ce polynonle se 
décompose en quatre facteurs de la forme x" - da , de sorte 
qu'on a 

a, 6 ,  y ,  S étant des racines plus petites que l'unité. Quant au 
coefficient A ,  il est égal a celui de s8 dans X8, c'est-à-dire qu'on a 

q. I l  .ii;.i5 A =  2 . 4 . 6 . 8  ' 

Je dis de plus que les racines EL,  g, y , d' sont inégales 
entr'elles; car si on &ait, par exemple, a = g ,  ce qui donnerait 
X' L A (x2- a')" (xa- p2)(xa-  $ia) , il faudrait, d'apsbs l'équa- 
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tion ( c ) , qu'on eht J (  x1 - 7%) ( X" - 6" j X8 dx = O , ou 
$(xa- a')' (x' - (Y- dx = O , ce qui est impossible. 

La  m$me clémonstration aura lieu pour toute autre fonction X"; 
il  faudra seulement, lorsque n sera impair, joiiidi-e le facleur x aux 
fac teurs xZ- aa , (x2- a l )  (xa- C a )  , etc. employés dans la dé- 
monstration précédente. 

131. L a  valeur de Xn donnée par la formule (a), prend les deux 
formes suivantes, selon que n est pair ou impair : 

Soit x 2 = y ,  les polynomes compris dans ces expressions, étant 
désignés, l'un par Y, l'autre par xY', on aura 

k ak-i k k-i ak-i .ak-3 k.k-i.k-2 zk-I .ak-3.ak-5 Y =yk-- ~ ~ k - l +  -- -yk-~- - ~ ~ - ~ + e t c .  
i ' 4 k - i  i . a  '4k-1.4k-5 1 . 2 . 3  ' 4 k - i  .4k-3.4-5 , :. 

O r  il résulte du théorème de l'article précédent, que les équations 
Y = O ,  Y' = O auront toujours un n o i d r e  k de racines réelles, 
inégales, positives et plus petites que l'unité : c'est ce qu'il serait 
peut-être dificile de démontrer par la seule considération de la loi 
suivant laquelle les polynomes Y et Y' sont formés. 

I 32. THÉOKÈME V. cc L'intégrale 7 , prise depuis s, , 
' 3 

>I x = O jusqu a x = I , est égale à (- a l k  . >) 

( 2 k  + I ) ( 1  + alk++ 
Pour trouver l'expression géiiérale de cette intégrale que je dé- 

signe par VA, considérom l'intégrale suivante que iious supposeroiis 
prise. entre les mêmes limites 

- 

w =J+ ~ + C t x = )  % [,- i.. + z~) + + ki 
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Si l'on siippose z - P la valeur de W pourra se déve- 
V (  1 + ax2)  ' 

lopper en série de cette manière : 

pax= pfX4 "=S, 1 + dx 4 + - + ( 1 + ~ ~ ~ y  -+ etc.) ; 

de sorte qu'on aura 

W = V" + plV1 +p4Vn + p6V3 + etc. 

Ainsi pour déterminer les quantités VO, VI, V', etc. ,  il ne s'agit que 
d'avoir la valeur de l'intégrale W qu'on développera ensuite suivant 
les puissances de la constan tc p. 

x Pour cela soit -- ,,++as~)-Y~ - OU X=-- Y , on aura la 
l 4 1 -  ay2) 

transformée 

Soit I $- apy = u, et ensuite u = / (I  $- a + ap'). cos q , on aura 

limites de q ,  l'intégrale précédente sera = W .  Mais on a dans 
2p V a  

les deux limites 

d'où l'on déduit 

or par la valeur de tang ql ,  on voit que si on fait tang CL = v a ,  
P va et tang g = -- on aura q' = a - g ; par conséquent 

v(1 -ka) y 

l'in tégrale 
1 -- - 

=P va @ J 0 + g - 4 *  
Changeant 
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Changeant le signe de p ,  on aura de mênie 

6 
Donc l'intégrale cherchée W = - . substituant l'expression de 

pVa' 
l'arc g en fonctioii de sa tangente, on aura 

I 1 ap" W=-- 
V ( L + ~ >  

Comparant cetle vale~lr avec celle que  nous avons déjà exprimée 
par les intégrales V" , on aura 

conformément au théorème qu'on voulait démontrer. 
Au reste ce théorème n'est remarquable que par la simplicité du 

re'sultat ; car s i  au lieu de Xak on un polynome quelconque P 
Pd r: de la forme A d k +  Bssk-a + Crak-+ etc. , 

k+$ 
1 + QX')  

pourra toujours se réduire à la forme SYdy , où Y sera d e  même un  
polynome de la forme A'yak _t E ' y k - a  -j- etc. ; il sufit pour cela de 

L r  
faire y = ou x =--Y- vt 1 +ax2)  

: ainsi cette inkégrale, prise 
V(1 -y") 

entre des limites quelconques, sera toujours une quantité algé- 
brique. 

1 

133. Considérons de nouveau la fonction Z = ( I - zxz+z2)-" ; 
si on la diffërentie successivernent par rapport à .x et par rapport 
à a ,  et qu'on fasse pour abréger, I - 2x2 + a' = D" on aura 

dZ x -  ddZ 1 3 ( x - z ) . .  -- - - ---- 
d z  D3 ' da2 - r ) 3  4- -UT, 

d e  lit résulte 
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donc la fonction Z satisfait à l'équation aux diK6rences particlles : 

que l'on peut mettre sous cette forme 

(li) ' 

d.(i -xa)dZ d . z  d Z  
dxl +T = 0. 

Si on substitue dans cette équation, au lieu de Z , sa valeur dé- 
veloppée 

Z= I +;XI+ zaX" $. a3X7.. . . .+zn'X"+ etc,, 

le coefîiciciit de un, que nous rle'signons par Xn, satisfera en général 
à l'écpation différentielle du second ordre 

c'est ce qu'on pourrait vérifier immédiatement par la valeiir géné- 
rale de Xn que donne l'équation (a). 

134. L'équation précédente doline, par des diflérentiations réi- 

et en général on a entre trois coeficiens cousécuiifs de la fonc- 
tion X", cette équation, 

laquelle peut se rneltre sous cette forn~e  : 

135. TIIÉORÈME VI. (( Les indices 712 et n étant inégaux , l'in- 
d'X" 

11 tegrale [%: . dxr ( 1  -x2) 'dx ,  prise entre lcs limites x=-r, 

(( x = + I , sera toujours nulle ; si ces indices sont égaux, on 
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18 aura dans les niêines linlites 

d'xn 
En effet soit P = ( 1  - a? ). l'intégration par parties 

donnera 
dTix"' &-l'LI" dP dr-X'" f ~ . - - d s = ~ . ~ - - f ~ - ~ ~ ~ -  dzr 

Dans cette expression, la quantité hors du signe étant affectée du 
facteur ( I -x2)', s'évanouit aux deux limites de l'intégrale ; de plus, 
en vertu de l'équation (rn) , ou a 

donc en remettant la valeur de P , 

Faisant successiven~ent r = I , 2 ,  3 , etc., on aura les équations 

etc. 

Donc, i O. si m et n sont inégaux, auquel cas f X m X n d x ~  O, il s'ensuit 
dr xn qu'on aura en général S g  . -- dz.r ( 1  - xa)'dx = o. 

2 
2'. Si na = n ,  auquel cas f P P d x  = - , on aura succes- 

2n+ i 

sivernent 

et en général, 
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136. On peut faire sur le théorème VI, la m&me observation q u i  

a été faite sur le tliéorème II. Lorsque 7n- n est impair, ou lorsqiie 
l'un des nombres nt et n est pair et l'autre impair,  les coefliciens 
d1X'" drXn -- -- sont des fonctions de x ,  l'une paire, l'autre impaire; 
dxr ' d x r  

d'X1" d'xn 
doiic le produit ;LI . d;; (1 - xl,' est une fonction impaire de x ; 

or Q désignant une fonction impaire cjuelconque de x ,  l'intégrale 
fQdx ,  prise depuis x =- I jusrju'à x = + I , est nulle. Ainsi 
lorsque ni -12 est impair, le théorème n'offre qu'un résulta1 évident 
par lui-mên-ie ; mais lorsque nz - n est pair ,  ce tliéorènle cesse 

d'xm d r y n  
d'être évident; alors le produit ( I - x ' ) ) '  est uue fonc- 

d l .  d.L 
tion paire de x;  or une telle fonction étant désignée par P, l'inté- 
grale f Pdx ,  prise depuis x = - I jusqu'à x x:= + I , sera doubIe 
de la l l l h ~ e  intégrale, prise depuis x = O jusqu'à x =+ I ; donc 
en écartant du théorème les cas qui sont évidens par eux-mêmes , 
on pourra l'énoncer ainsi : 

((Les indices nz et n étant inégaux,l'intégrale -.;-. - (I -X*)~~X,  SZrn z" 
)! prise depuis x = O jusqu'à x x.= I , sera toujours nulle. Si ces 
N iiidices sont égaux, on aura dans Ies mêmes limites, 

137. THÉORÈME VII. (f Si P est une fonction rationnelle e t  
n entière de x , de dimension moindre que n - r , l'intégrale 

(PX" ,, $( I - x")l Pdx , prise entre les limites x x:= - 1, x=+ I , 
d x  

)) sera nulle. H 
cE'xn 

En efEt , si on différentie la quantité V = (1 - x')" -- dxr p, 
d (1  -?)'cPXn 

et qu'on met te au lieu de dxr+' sa valeur donnée par l'équa- 

tion (m), on aura 

d'xn dP P ' X "  dV = ( I  - P ) ~  --. - dx - (n+r) (n-r+ I )  (I-x')~-' - 
dxT+' d x  dxr-' Pdx j 

intégrant de part et d'autre depuis x ;3 - I jusqu'à x E; -(- I , et  
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abservant que dans ces limites V s O ; mettant ensuiie r +- I à 
la place de r , on aura 

&X" &+lx* m> 
(n-r) (n+r+ I ) f ( I -xa)' aE; Pdz = J ( 1  -x')rrl ;i;n;. d; dr. 

dP 
O n  aura semblablement, en mettant hF au lieu de P , et i. f I au 

lieu de r ,  

On peut continuer ainsi indéfiniment, et on parviendra à la for& 
mule générale 

d'Xn 1 dr+iXn dip x=-1 ( p )  f (1-5")' - P d r  =-[(I - x " ) ' + ~ ~ < .  dx , dxr A X = + L  

dans laquelle on  suppose n > r + i , et 

A = (n-r. n-r-i . n-r-2 . . . . n-r-i+ 1) (n+r+i .n+r+a. . . . n+r+i]. 

Maintenant soit i la plus haute dinlension de x dans P ,  laquelle, 
par hypothèse , satisfait à la conililion n > r + i , le coeficient 
d'P - sera constant ; mais par le tliéorème VI on a,  en faisant rn= O, 
dxi 

<PX" 
$(I - x ~ ) ~ -  dx= O ,  équation q u i  a encore lieu en mettant r+ i 

d x r  
à la place de r ;  donc si le polynome P est d'une dimension 
i < r - n, l'équation ( p )  donnera 

drX" 
La  fonction - étant paire ou impaire comme le nombre n - r ,  d.zr 

d'X" 
si les fonctions P et sont l'une paire, l'autre impaire, l'équa- 
tion (q) est évidente; mais si ces deux fonctions sont toutes deux 
paires ou toutes deux impaires, alors l'équation ( 9 )  cesse d'être 
évidente, et elle a lieu également pour les limites x = O , x= I ; 
donc Pi  &tant une fonction de x paire ou impaire, mais de même 

espèce que la fonction on aura la formule d.Lr ' 
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138. Si la dimension la plus élevée de x dans P dgale ou surpaqse 

cZ'+'~X" rE" 1" - TL - r, soit r+ i-n, alors on aura d;;ii- - ~ 1 . 3 . 5 .  ..sn-r; 

et l'équation ( p ) donnera , en suliriit;iant la  valeur de A et r i -  
duisan t , 

Soit, par exemple, P = axn-r + lxn-'-' -/- cxn-'-" +etc. , on aura 

donc entre les limites x = - I , x = + I , on a 

Si l'on a sinipleinent P = axn-' + cxn-"-a + 4 + etc. , 
ensorie que les fonctions P et dx soient touies deux paires OU dxr 
toutes cleux impaires, la formule précédente aura également lieu 
pour les limites x = O , x = i , pourvu qu'on prenne la moilié du 
second membre ; alors on aura 

139. Les fhc t ions  Xn offrent encore une autre propriété fort 
reimarqualle. Si l'on fait x = cos w cos 4 + sin o sin cos 8, et 
qu'on prenne l'intégrale J X ~ ~ B  depuis 8 = o jusqu'l 0 s sir , on 
aura successivelîient 

En général si on fait cos w = p ,  cos 4 = q ,  et qu'on désigne par 
Pn la ii~êine fonction de p que Xn est de x, et par Qn uiie fonction 
sembldble de q , on aura gitiéralemen t , 
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Cette belle propriélé, très-utile dans la théorie de l'attraction, se 
vérifie facilement dans les premiers termes que nous venons de 
rapporter; elle sera d'ailleurs démontrée avec toute la généralité 
nécessaire dans le chapitre suivant. 

fi X I .  D'une autre espèce de fonctions plus générales, e t  
tirées de la même source. 

1 

. r 40. Soit V = ( r' - 2jrz + z' )- " ; si dans cette fonction nous 
regardons y et r comme seules variables, nous auroris d'abord , 
en  vertu de l'équation (k) du 8 précédent; 

y est une variable qu'on suppose comprise entre les limites + I 
et  - I ; elle peut par coiiséquent être assimilée au cosinus d'un 
arc qu i  varie depuis zéro jusqu'à la demi-circonférence. Supposons 
que cet arc soit le troisième coté d'un triangle sphérique dont w 
et 4 sont deux côtés et 0 l'angle compris, on aura 

y c cos w cos + + sin w sin 4 cos 8. 

Cela posé, si dans la valeur d e y  on considère 4 et 8 comme seules 
variables , et qu'on fasse cos + = x , les différences partiellespre- 
mières et secondes de la fonction V donneront les résultats suivans. 

i O. D'après la relation cos zF/ = x, on a ,  quel que soit V , 
fl- i dV 

sin + ' d j  y dz--- - 

2'. En comparant les diû'érentielles prises par rapport à +, avec 
les différentielles prises par rapport à y ,  on a les équations : 

dV d V  - - - (cos-+sinwcos 8-sinScos w ) ,  
a!& - dv ./ 
-- = - dV ( cos + sin a cos 0 - sin + cos w)' -y 3. 
d+ dyz 
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3". Enfin les différentielles prises par rapport à 8 ,  déduites des 

différentielles prises par rapport à y  , donnent seniblablcment 

dv -- dV 
de - - sin +sin wsin 8. - 

dy ' 
ddV -- ddV d V  
dea - sin'+ sinlw sin' 8 - sin 4 sinw cos 8 . -. 

dy dy 

Au moyen de ces équations, il est aisé de trouver que la quantité 
d ( 1  -xQ) dV 1 d d V  d d V  dV 

dxl + . T, se réduit à ( 1 -je') - 2y. dy , 
d~ 

d ( i  -y1) dV 
O u ; et comme en vertu de l'équation ( a' ) , cette 

dy" 

dernière quantité = - d ( r W )  
dr' , on aura l'équation suivante, où V 

est considérée comme fonction des trois variables x , û e t  r ,  

Cette équation ne change pas en mettant 8 - q~ à la place de 8 ,  
et regardant 9 conime constante ; ainsi nous pourrons la regarder 
comme exprimant une propriété générale de la fonction V ,  dans 
laquelle on a fait y = cos w cos 4 + sin w sin 4 cos ( 0 - cp ) et 
COS 4 = X. 

Il  restera dans cette hypothèse, trois quantite's considérées conlnle 
constantes dans la fonction V, savoir z ,  o et cp. 

141. Maintenarit si dans l'équa~ion (b') on substitue au lieu de V, 

sa valeur développée f + ; Y' + $Y' + Y3 + etc., Ym étant 

la même fonction de y que Xm est de x, suivant les dénomina- 
tions du § 'précédent, on trouvera que chacun des coeficiens 
Y', Y', YJ, etc. est assujé~i à une coidition particulière , et que 
l'expression générale de cette condition est 

Mais puisqu'on a y = cos w cos 4 + sin w sin + cos ( 9  - 9 )  , et 
que 
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que Ym est un polynome de la forme Aym + Bjl"-'+ Cym'4+ etc., 
il est clair qu'on peut supposer 

Substituant cette valeur dans l'équation ( 1 )  , on trouvera que le  
coefficient Plk doit satisfaire à cette équation aux différences 
ordinaires : 

142. Pour prendre une idée exacte de la fonction Ym ainsi déve- 
loppée, il est bon de  jeter un coup d'mil sur le tableau suivant , 
qui coniient les premières valeurs de cette fonction : 

i 5 -+ 4 COS w COS 4 sinad sina.$. cos ( 29 - 20 ) 
5 

-j- sin3@ sinS 4 cos (3q - 38) , 

Ce qu'il y a de plus remarquable dans ce tableau, c'est que chaque 
terme contient deux facteurs semblables, l'un fonction de o, l'autre 
fonction de 4 ; propriété très-intéressarite et que nous allons dé- 
montrer a u n e  manière générale. 

Il est visible que le coeficient Lm,k, en général, sera de la 
forme 

k 
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Or si on substitue cette valeur dans l'équaiion (d ' ) ,  on trouvera 
que Ics coeGcieiis hl, cf, etc. se déternlinent par le moyen du pre- 
nlier a', de la manière suivante : 

m-k.m-k-1 m-k-a .m-k-'3 2>'=-.- a', cl =- - - 13' , etc. 
2 ( a m - 1 )  4 ( a m  - 3)  

Désignons donc par F k  ( x )  ou Fk la fonction 

et nous aurons Lm)k= a'Fi, (x) , al étant une constante. Mais c o n m e  
w et 4 cntrenl de la i d n i e  mariitre dansy , et par consécjuent aussi 
dans YZi1 et dniis on peut échanger enlr'elles les quantités o 
et +, sans changer la valeur de km, ni celle de d'où il suit 
que si le coefficient Z m S k  est d i~ i s i l~ l e  par Fk ( x )  , il doit l'6tre aussi 
par Fk (p) en faisaii t cos o i p. Donc on aura J A m  k =  a"Fk(x).Fk(p), 
a" étant un coeffificieiit iiiimérique qui ne  de'pendra pliis que des 
indices rn et k. Ainsi il est dén~onti-é que chaque ternie du déve- 
loppement de Yft1 se partage réellement en deux Gcteurs dont 
l'un est fonction de x , et l'autre une  sen~blable fonction de p. 

k 

143 .  Soit F k  ( X )  = ( I - XX); Gk ( x ) , la fonction G k  (x) sera 
toujours rationnelle et entiLre , et il est aisé de voir qu'on a gé- 

i d G h ( . r )  .- nérâlement Gk+' ( x )  = m=l; dz 
. Riais lorsque k=  O ,  

7n.m-I xm-'+ m.m-i . m - z . m -  3 
CO(x)  = FO(x) = x'"- -- xm-4- etc.; 

a(wn-1) a .  4(21n- 1)  (Q ln-3) 

d'où l'on voit que la fonction F0 ( x )  a un rapport très-simple 
avec la fonction Xm, et que d'après l'équation ( a )  du paragraphe 

1.3.5.. . . z n  - 1 X m  = - 
1 . 2 . 3  ........ . l t  

F O  ( x ) .  

Au moyen de la fonction FO ( x) ou F O ,  011 aura 
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par la cliffdrentiation, 

F' ( x )  = 

F" (x) = 

F3 (x) = 
et en général , 

1 

( x )  dFo -- - 
m . dx ' 

XI. 

144. 11 ne reste plus qu'à déterminer la constante a", pour que 
la valeur Lm'  = a " F k  (x) .F"(p) soit entièrement connue. On peut 
pour cela se servir d'un cas ; si on  fait w = f v ,  l'ins- 
pection des valeurs de Y', Y', etc. s u a t  pour s'assurer que  les termes 
alternatifs disparaissent, et qu'il reste seulement ceux dans lesquels 
n e  +- k est pair. On aura dans ce cas , y = sin 4 cos ( 6 - g ) ; 
faisons de plus x ou cos 4 infini, ce qui est possible analytique- 

1 

ment, sin -+ sera pareillement infini et se réduira à (- x")" ; 

i .3.5.. . am-i 
n 

donc la valeur de Ym deviendra - 
1 . 2 . 3  n~ 

(- X" );c.s~(L ~p) ; ....... 
mais d'après la formule connue, 

~ m r l c o s ~ ( € J - g ) =  cosnz(8-g) +nzcos(m-z)(O-q) 
m.m-i +- 7 cos (172-4) (8  - q )  $- etc. ; 

le coefricient de cos k ( 8 - q )  dans la valeur développée de 
cosrn ( O  - q )  , est donc 

quantité qui devra être réduite à moitié lorsque k == O. On aura 
donc avec cette seule exception , 
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D'un autre cOté , Lm) = a"Fk (O) Fk(x)  ; or en faisant x = O ,  et 

supposant toujours rn + k pair , on trouve 

i .2.3.. . m-l< (- l)? 

Fk (01 = 2.4 .6 . .  . m-à . 2ni-1 .gm-3.. . .m+l<+iv 
k_ 

D'un autre côté,  en faisant x =a, on a F k ( x ) = ( -  I )axm;  
donc 

L ~ S  f i ,  1 . 9 . 3 . .  .nt-k - (- i )"xm - a''. a .  4.6. .. m-k am-1. am-3. . . . .  m+k+~* 

Egalant ces deux valeurs de il en résulte le coefficient cherché 

. . .. a(! - 2 .  i . 3 . 5 . .  am-i -- sm-i am-3. m+k+i 
2.4 .6 . .  . .m+Tk a 1 - 2 . 3 . .  .... . .m-k 3 

et cette valeur devra être réduite à moitié lorsque k = O ,  ce qui 
d o m e  alors 

ces formules n'ont l ieu,  comme nous l'avons déji dit , que Iors- 
que m + k est pair. 

145. Pour avoir la valeur de a" lorsque m + k est impair,  j ' ob  
dY'" 

serve que si on prend le coeficient diffhentiel Tu-, et qu'on fasse 

dans cette fonction cos w = O ,  tous les termes où nt + k est pair 
disparaîtront, et il ne restera que les ternies où nz + k est impair. 

(IL"', 
Faisant ensuite x = oo , et comparant les deux valeurs de - 

dl> ' --r 
il en résultera 

... ,II - 1.3.5.. .zm-i a m - ] .  vm-3.. .m+k+z - 2 .  -- y - .  

2.4.b.. . .m-k-1 1 . 2 . 3  ....... ?IL-k . 
Les deux valeurs de a" paraissent donc de forme diffërente , selon 
que rn + k est pair ou impair ; niais en les examinant avec plus 
d'attention, on  trouve qu'elles peuvent être représentées paf une 
seule et méme formule, savoir : 
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Lorsque k = O ,  il faudra prendre la moitié seulement de cette 
valeur, ce qui donnera 

146. On voit maintenant que la valeur complette de Y"' peut 
se développer ainsi : 

= (1.7.5.. . . g r n - ~ Y p  P oz+- m . zF'pFrx cos (8-Q) 
i . a .3 . .  . . . .  m 

m.m-i - . aF"pFax cos (28-29) + n ~ +  i . oi+a 

Mais nous avons déjà observé qu'on a 

, - 
1-xx &Fox ( 1 - x )  d3Fox Fkx-.- F3x=- . , etc.; 

m.m-L dx2 ' in. m-i . m-2 

désignant donc par Pm la même fonction de p ou cos w ,  que Xm 
est de x ou cos 4 , on aura généralement 

2 sin w sin j /  COS (O-p) dPm d X m  Y"' = PmX"' +- - -  .- 
m.mf i dp dz 

-b etc. 

1 4 ~ .  Maintenant si on fait cp = O ,  ce  qui suppose y = c o s  w cos 4 
+ sin tci sin + cos 8, et qu'on veuille avoir l'intégrale fYmdd,   ri se 
depuis 8 = O jusqu'à 0 = T , i l  est visible que la formule précé- 
dente donnera immédiatement 

c'est le théorème très-remarquable dont on a fait mention dans 
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l'art. 138,  et qui se trouve ainsi démontré trbs-simplement et dans 
toute sa généralité. 

Si on ne faisait pas = O ,  et qu'on eùt plus g6néralement 
y = cos w cos 4 + siri o sin .J, cos ( O - ? ) ,  alors I'iiitdgrale deirait 
être rapportée aux limites 0 s O ,  8 = a z  , et ou aurait 

Mais cetle formule n'est que ~art icul ière ,  et on peut géndralement 
trouver l'intégrale SYmdl cos ( X e  - k q )  ,   ri se entre les limites 
6 = O ,  8 = z?r ; cette intégrale se déduit iminécliatement de la 
formule (y) qui donne 

si k était > m, il est visible que cette intégrale serait nulle. 
1,orsque 9 = O , l'intégrale [YmdO cos X0 peut être prise sini- 

plemeat entre les limites tl = O ,  0 = rr , et alors on aura la moitié 
clu résultat prdcédent; ce qui domerait une forniule générale dont 
13 formule (g') est un c3s 

148. Non-seulement la valeur de Ym donnée par l'équation (f') 
satisfait à l'équation différentielle (c') ; mais il r h l t e  de l'équation (O?) 

que chaque ternie de cette valeur,  tel que L1",' cos ( k b  - A T )  satis- 
fait séparément à l'équation (c'). On peut donc, avec des coeficiens 
constans quelconques , former une fonction beaucoup plus générale 
que YI", et qui satisfdra toujours A l'équatioii (c'). Cette fonction que 
je représente par Tln pour la distinguer de Yin, sera 

Considérons une autre fonction Zn formée suivant la même loi, 
de sorte qu'on ait 
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dX" Zn = aXn -+ ( gr cos 0 + y' sin fl ) a; sin J. 

+ ( C m  cos ad + pm sin 3 8 )  sin3+ 

+ etc. 

Nous allons démontrer que si les indices nz et n sont inégaux, on a 
en général f 'PZJnd0cEx. = O ,  cette double intégrale étant prise entre 
Ics lirnitci O et 2 7  pour 0, - I et + I pour x.  

D'abord il est visible que l'intégration par rapport à 8, peut être 
effectuée inimédiatement , et ce premier résultat étant obtenu, il ne 
restera plus à trouver que l'intégrale 

lacjuelle doit être prise entre les limites x =- I ,  x -+I .  Mais 
d'après les théorèmes des articles 124 et 1 3 3 ,  les diff6rens ternies 
de cette dernière intégrale sont niils lorsque les indices 172 et n sont 
itiégaux. Donc on a ,  dans cette hypothèse, 

Si l'on a 7n = n , alors en appliquant les formules que donnent 
pour ce cas les articles 124 et i 3 4 ,  on aura dans les mêmes 
limites : 

4, f I %nd.~de - [a&+; n (n+ 1)  (bfC+c'y') 
un+ i ++ (72-1) n (n+ 1 )  (.+a).( b"C + ~ ' ' ~ 3  

+i(n-2) (n- i ) n ( n f  1 )  ( r t f 2 )  (rz+ 3) (5'u6'"fcmym)+etc] 

Cette intégrale dépend, comn~e on voit ,  des termes semblables qui 
se trouvent dans T n  et Zn;  elle serait nulle si aucun des termes de 
'ïn n'avait son semblable dans Zn. 

tIPn asin w cos g 149. Supposons Z n z Y " ,  ce qui donnera ct = Pn, C=-. - d n.n+~ ' 
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dPn a sin u sin Q dcEPn z ?in" o cos 7g -, gl=- - 
i = n ' p '  n.n+i dpl ' 11-1 .n.n+i .n+2' etc.; en subsii- 
tuant les valeurs de ces coelliciens dans la formule ( n i ) ,  on aura 

dPn 4r ( Q P " + ~  sin w (l' cos p + c' sin q )  jTnY"d4dx = - 
nn+ 1 

ddP" + sin2& (bl'cos î p +  d'sin 29)+ etc.). 
4J 

Mais la quant i té  renfermée en parenthèses n'est autre chose q u e  la 
fonction Tn,  daus laquelle on aurait mis p à la place de x et Q à la 
place de 8 ;  cetle fonction q u i  avant le changement pouvait s'indi- 
quer par 'ïn (+ , O ) ,  sera après le cliangenlent, Tn ( w , ). Ainsi 
nous aurons cette formule très-simple et très-remarquable , 

150. Soit encore Tn= Y n ,  il sera aisé de voir ce que devient 
Tn ( w , q )  ; car Yn est une fonction de y : or si dans la valeur 
y = c o s  wcosIC+sinw sin+cos (8--?), o n  fait 4 = w  et 0 = q ,  
on aura y = I ; donc aussi Yn et 'ïn ( w , q ) = 1. Ainsi on aura la 
foriîiule 

Pour faire voir comment on peut parvenir à cette fornlule par une 
autre route, proposons - nous d'intégrer entre les limites données 
la quantité yatdO dx. 11 faut d'abord développer la puissaiice 

f n  = ( COS w COS $ + sin w sin 4 cos ( 0 - 9') )"" , et i n  tégi-er les 
différens termes par rapport à 8 , depuis 0 = o jusqu'à 8 E= 2 7 ,  

ce qui donnera 

an.  zn-i 1 
r u ' n d k 2 T ( ~ ~ ~ ' " ~ ~ ~ s ' n + +  1.2 C O S " " ~ W  coszn-'+ sin'& sin2+. 

2 . 1 ~ ~ 1 ~ - I  .an-2.2n-3 1.3 
-~os~~-4rncos~~--f+sin~osinf~.- 

+ 1.2.3.4 2 .4  +etc.) 

J1 faut ensuite inuliiplier par dx et inte'grer d e p i s  x = - I jusqu'i 
x=+ I ; or en subs~ituant les valeurs coss,$ = y, sina+= I -xs 9 

on 
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on a dans les limites assignées : 

2 Jx'"-~(I - S ' ) ~ ~ X  = - 2 .4 .6  - 
nn+i ' 2n-i.zn-3.~m-f~ ' et@. ; 

4~ le second membre se réduit à - (cosnw + sinz w )", ou siinple- 
zn+l 

ment - 4s doiic on a 
212-f-1 ' 

et ce résultat peut se mettre sous la forme 

&3nd0dx = 2n-fim"dy, 

l'intégrale par rapport à y devant être prise depuis y = - r jusqu'à 
y = + 1. On aurait également pour une puissance impaire de y ,  
f i a n f i d e &  = s ~ - ~ ~ + ' d y ,  car alors l'un et l'autre membre est zéro. 
Soit donc P un polynon~e quelconque en y ,  on aura générale- 
mentJF'dOdx= 2 7 ~  JPdy; il suit de là que fYnY"dOdx= 2rf YnY"dy 
- - - 4s ce qui s'accorde avec la formule (p ' ) .  

zn+ 1 ' 
151. Si I'on avait à évaluer, entre les mênles limites que ci- 

dessus, la double intégrale fQ'YndRdx, dans laquelle Q est une 
fonciion entière et rationnelle de cos 4 , sin $ COS 8 ,  sin 4 sin 8; 
il faudrait préalablemelit réduire Q à la forme To+'ï1+'ï2+e~c, , 
et c'est ce qu'on pourrait toujours obtenir au moyen des coefiiciens 
indétermiliés , puisque la fornie générale de la fonction T. est 
connue, 

35 
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152. On peut toujours supposer a < I , car si on avait a > r , 
1 

on ferait a  = et la quantité ( I  + a' - 2a cos )-" se changerait , ' 
en a'" (1 + CL' - 2a COS q)-", où l'on a a < 1. 

Cela posé, on a vu dans la III' Partie , pag. 372 et suiv., que si 
on fait r + a a -  2n cos q = D ,  et qu'on suppose 

D-"= Po+ 2P, COS Q + sP, cos 2 9  + 2P3 COS 3$ + etc., 

l a  valeur du coeficient général P ( A )  pourra être exprimée par une 
intégrale difinie, de cette manière : 

On a trouvé de plus que ce même coeficient peut s'exprimer 
par la formule 

Cette suite se termine d'elle-m6me lorsque n est uii nOmhi-e enlier, 
et nous verrons ci-après qu'on peut la mettre sous une forme telle 
qu'elle se termine encore lorsque n est un nombre eniier négatif ; 
ainsi le développen~ent de D-n n'est sujet à aucune difriculié lorsque 
n est un nonibre eniier positif ou négatif. 11 n'en est pas de niêmc 
lorbque n es t ,  comi-ne nous le supposons, un nombre fractionnaire; 
alors la suite qui exprime lavaleur de P(A) , s'étend h l'iiifini, et on 
ne peut plus détermilier que par approximation les coeficiens suc- 
cessifs Po,  P, , Pa ,  etc. q u i  deviennent dans ce cas des transcendantes 
d'une nature particulière. Nous rillons rechercher les propriétés de 
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ces transcendantes , afin de simplifier, autant qu'il est possible , les 
calculs nécessaires pour leur détermination. 

153. Si on change le signe de n dans la formule du no 63, p. 375, 
IIIe Partie, on aura une autre valeur du coeacient général P (A) , 
laquelle est 

n . n f  I .n+ 2 n + h . i z + ~ + i  . i l+ -~4-2  

+ 7 3 - '  hf l . ~ + 2 .  h+3 
. a6+ etc). 

Cette formule renferme une suite imoins convergente que celle de la 
formule (2) , mais elle jouit de quelques avantages particuliers; elle 
fait voir, par exemple , que n étant positif, les coefficiens diffdren- 

dP (A) ddP ( A )  d3P ( A )  tiels siiccessifs - - - 
da ' da2 ' da3 ' etc. serorit tous positifs. 

sin ~ l p  154. Soit V = , on aura en différentiant cette équation, 

.dg sin hp , 
et  en réduisant au même dénominateur, 

intégrant de part et d'autre depuis cp = O jusqu'à 9 = rr , et obser- 
vant  que dans ces deux limites V s'évanouit, on aura d'après 
l'équation (1) , 

I + a' (4)  (hfi-~)P(A+I)-(n)hP(h)-C(A-~+n)P(h-~)=o. 

Cette équaiion donne la loi générale qui lie entr'eux trois termes 
consécutifs quelconques de la suite Po, P, , P, , etc. ; elle fait voir 
qu'il sufit de connaître deux termes de cette suite pour déterminer 
tous les autres ; inais il y a des précautions à prendre, suivant lcs 
différens cas, pour que l'erreur qui peut exister sur les deux termes 
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connus, ne se multiplie pas dans le calcul des autres termes, 
de manière à rendre bieritht les résultats entièrement défectueux. 

n.n+i . . .n+h-I 
I 55. Si on fait P ( A )  = - 

1 . S . .  .A 
a" . A(A) , et qu'on siibs ti- 

tue cette valeur dans l'équation ( 4 ) ,  on aura 

Cette équation exprime pareillement la loi qui règne entre trois 
termes consécutifs de la suite A,, A, , A,, A,, etc. En supposant 
cette suite connue, le développement de D-" serait donné par 
la fornlule 

n.n + I 
D - ' = A . + 2 ~ . ~ ~ , c o s q + î a ' . ~  A, cos 2q 

n.n+i .n+o + 2a3. 
1.2.3 

- AB COS 3Q 3- etc, 

Lorsque h est très-grand, l'équation (5) donne à très-peu près 

d'où l'on peut conclure que la série A,, A , ,  A,,  etc. doit se con- 
fondre dans les termes éloignés avec une série récurrente dont 

I + a P  1 
l'échelle de relation est , , - ;;;; celle-ci aurait pour ternie 

général + g (iy, a et g étant des eoerriciens constans. Ainsi 

lorsque A est très-grand , on doit avoir aussi A (A) = a + C ($y. 
Mais comme, d'après l'équation ( 2 ) , la valeur de A ( h  ) ne doit 
contenir aucune puissance négative de a ,  il s'ensuit qu'on a C = o. 
et qu'ainsi h étant très-grand , on aura A ( A )  = ct , ou A ( A )  égal 
à une constante. Celte constante se détermine en faisant h infini 
dans la valeur générale de A ( A ) donnée par l'équation ( 3 ) , 
laquelle est 

(4) 
n n+A n.n+l n+A.n+A+i A(A)= I +,.,a3+- i.a ' h+l.h+a -a4+ etc. , 

et on a par cette supposition A (P) = ( I - an)-*. Mais ce résultat 
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h'est que le premier terme d'upe série propre à exprimer la valeur 
générale de A (A), lorsque h est très-grand. Voici corninent Qn 

parvient à cette série. 

156. Faisons pour abréger, A + I = A', h -/- 2 = A", etc. , et 
supposons 

c' clf c'" A (A) ) = & ( I f  n; tm -+++etc.), 

cf, c", c"', etc. étant des coeficiens indépendans de h; cette valeur 
donne 

c' s cn 3 c" 
A @fi)- A(Af2) + A- t etc.); 

multipliant le Aecond rnenibre de la dernière équation par A', el  
observant que A' = A'" - 2 = A'" - 3 s: hv 3 4 ,  etc. , ou aura, 
après avoir divisé par A', 

Maintenant si on niet l'équation (5) sous cette forme : 
n-n" 

= A(h) - A  ('-FI) -a" [A(A+I)-A (h+z)] + -- aaA ( A + ~ ) ,  n'hl1 

et qu'on substitue les valeurs précédentes, on aura une écjuntion 
qui devant être identique, donnera les équations de condition 

(1 -aa) C' = (na-n) aa, 
2 (1-aa) c" = (na-n-2) aac', 
3 (1 -a1) c"' = (nl-n-2. 3 )  a9cj', 

a2c111 4 ( 1 - a ~ ) c ~ ~ = ( n ~ - n - 3 . 4 )  , 
etc. ; 

d'où l'on déduit les valeurs des coeficiens 

etc. ; 
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donc on a la forniule générale 

n-i n d A(A)= (,-a')-"[, + ,. , 

Cette suite n l'avantage de se terminer d'elle-niênie, touies les fois 
que n est un entier positif n u  négatif; mais si n est fsactionnaire , 
coninie nous le supposoiis, elle s'élendia à l'infini et ne sera con- 
vergente dans toute son étendue et pour toute valcur de A ,  que lors- 
qu'on aura a' < I -a' ou a' < :. 

157. Dans tous les cas, si h est fort grand, on aura une valeur 
tres-approchée de A (A) par les premiers termes de la série, qui dé- 
croit) ont alors d'une manière rapide. Dans cette hypothèse, si on 
prend le logaiithnie de A (A), et qu'en négligeant les termes qui 
ont pour diviseurs h3, 2.4, elc., on réunisse deux termes tels que 

+ 7 en un seul - , on aura 
h - 4  

D'un autre côté la valeur de P (A) peut en général se mettre sous 

puisque A est supposé très - grand, on a par la forn~ule 

page 63,  

donc on aura 
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1 valeur qui doit 6lre exacte aux quantités près de l'ordre ?, et 

dans laquelle il faudra multiplier les deux ternies algébriques par 
o,4342g, etc., si on veut que les logarithmes de cette équation soient 
considérés con~rne logarithmes vulgaires. 

On peut donc, à l'aide de cette formule, connaître d'une ma- 
nière aussi prompte que facile, un terme éloigné quelconque 
dans la suite Po ,  P, ,  P,, etc. Si par exemple on fait h =: roo, 
a = & , n = '  a Y on trouvera logP(100)=8.6430g84 e tP (100)  
= O .043~&4.12 ; c'est la valeur très-approchée du loime terme 
de  la suite dont il s'agit. 

158. Revenons au calcul effectif des coeficiens Po,  Pl, P,, etc.' 
Lorsque a sera assez petit, on pourra se servir des formules (2) 
ou (3 )  indifféremment, pour calculer les coefXciens successifs qui 
seront donnés alors par des séries convergentes ; mais il suffira 
de calculer directement par ces séries les termes alternatifs Po, P, , 
P4, Ps, etc., et on en déduira les intermédiaires Pl ,  P,, P5 , etc., au 
moyen de l'équation (4) qui donne en général : 

cette équation est d'un usage également sûr ,  soit que a soit très- 
petit, soit qu'il diffère très-peu de l'unité. 

Si on se bornait à calculer les deux premiers termes Po , P,  par 
les séries qui les représentent, et qu'ensuite on se servît de ces deux 
premiers termes pour calculer les suivans par l'équation (4), les 
erreurs se multiplieraient dans ces diverses opérations, avec d'autant 
plus de rapidité, que a serait plus petit. En effet, les erreurs abso- 
lues sur P, , P3, Pd, etc. pourraient croître suivaiit la progression 
1 1 1  - - -, etc.; et coiiime ces termes eux-mêmes décroissent à peu 
a'  aZ' a 

près suivant la progression a ,  n a ,  a3 ,  etc., l'erreur relative pourrait 
augmenter d'un terme au suivant, à peu près dans le rapport de r 

1 à - erreur qui  ne tarderait pas à produire des résultats entière- 
aa ' 

ment défectueux. 
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Lorsque n sera irès-prks de l'unité, les séries comprises dans les 

formules ( 2  ) et ( 3)  seront très-peu convergentes , et il faudra en  
calculer un grand nombre de termes pour avoir, avec un degré 
d'approximation suffisant, les deux premiers coefficiens Po,  P, ; mais 
dans ce cas, 011 poiirra se servir de l'écjuation (4) pour calculer les 
coefficiens suivans P, , P,,  P4, etc., et il ne sera pas à craindre 
que l'erreur augmente notablement d'un terme au suivant. 

i 59. Au reste on peut é r i  ter les longueurs du calcul par séries, 
en déterminant les deux coefficiens Po, PI par les quadralures qui 

l[dQ ~ [ ~ ~ Q ~ ~ ~ Q  représentent les intégrales ; 
Dn , , prises depuis rp = O  

jusqu'h 9 = T .  Mais dans le cas où a est peu différent de l'unité, 
la quantité D devient très-petite lorsque p est très-petit ; ainsil'or- 
donnée de la courbe qu'il faut quarrer, serait très-grande vers 
l'origine des abscisses. Pour obvier à cet inconvénient, nous obser- 

verons que l'intégrale f peut en général etre déterminée 

par l'intégrale S D n - ~ &  cos A? , puisqu'on a (pag. 376, III' Partie) 

dq cos AQ-n. 71+1. n - ) - o . .  . . n+~-i 
i - I I .  2-11.3-12. . . . A-n (~-a ' j<-~~JD"- 'dp COS A$. 

Soit donc f Dn-' dq COS AQ = T M  (A), et on aura 

Ainsi  tout se réduit à trouver la qnantiié BI (A)  pour Ics deux valeurs 
~ = o ,  A= I , et on aura les deux coefficiens cherchés : 

Or quelqiie petit que soit i - a ,  on pourra toujours trouver par 
les quadratures , des valeurs aussi approchées qu'on voudra de Ji, 
et R I ,  ; mais pour faciliter les calculs, il sera bon de supposer n> 1 ,  

afin que l'ordonnée Dn-1 cos A$ de la coui<be b quarrer , reste très- 
pelite lorsque ? = O ,  ce p i  n'arriverait pas si n était < I .  

Cette condition au reste est facile à remplir dms  tous Ics cas ; 
car On verra bieutbt l u e  le dévaluppernent de D-' peut tou- 

jmrs 
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jours se déduire , par un calcul très-simple , du développement 
de D-*-'. 

160. 11 y a encore une autre manière de calculer les coeçficiens 
P (hj , laquelle a l'avantage de réussir également lorsque n est très- 
petit et lorsqu'il est très-près de l'unité, Supposons qu'on veuille 
prolonger la suite P. , P,, Pa. etc. jusqu'au terme Pe,; on calcu- 
lera directenlent les valeurs de A (nz- l )  et A (m) , par l'une ou 
l'autre des fornlules 

n n+h n.n+l n+h.n+h+l 
A(h)=i+- -a2+ - a$+ etc. , 

i ' h f l  1.2 ' h+i.h+2 

(9) 
i-n h f i - n  1-n. z-ri 

a'+ -- 
1.2 

Ces deux termes étant connus , o n  en déduira tous les précé- 
dens , depuis A (m-z), A (m-3). . . . . . jusqu'à A,, au inoyeii de 
la formule (5) qui donne 

Il ne restera plus qu'à substituer ces valeurs dans'la formule 

n.n+i  D-"= ~ , + z a . : ~ ,  cos p'+2aa.- i .n A, COS 2~ 

+2a3. 
n .  n+i . n+a 

1.2.3 - As 

et on aura le développement cherché de D-". 

cos 3p 3- etc. , 

Dans cette méthode, les quantités A,,  A, ,  A,, etc. sont évaluées 
avec un degré presqu'égal d'exactitude, parce que la formule dont 
on fait usage ne permet pas que l'erreur augmente beaucoup en 
calculant les premiers termes par les deux derniers. Il arrivera donc 
que les coefliciens successifs Po, P, ,  Pa, etc. seront déterminés de 
plus en plus exactement à mesure que la série se prolonge plus 
loin; car les erreurs absolues étant les mêmes à peu près sur les 
coefficiens A ( A ) ,  elles seront atténuées progressivement dans le 
rapport de I à a ,  sur les coefficiens P (A).  

36 
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161. Ayant représenté le développement de D-a par la formule 

D-" =Po + 2P1 COS q~ + 2P, COS 29 + 2P3 COS 39 + etc., 

supposons qu'on ait semblablement 

Wn-l = Qo + ILQ, COS Q + 24, COS 29 + 2 Q 3  COS 3 q  + etc. , 
Q (A) étant la même fonction de TL+ 1 que P (A)  est de n. Nous 
allons faire voir que ces deux suites se déduisent aisément l'une 
de l'autre. 

sin 
En  effet , si on différentie la quantité V = -D;;- , on aura 

intégrant de part et d'auire depuis q~ = O jusqu'i 9 = T , et ob- 
servant que dans ces limites V s'évanouit, il viendra, d'après 
176quntion ( I ) , 

ainsi on a successivernent 

Pr = na ( Q o -  Q , )  
na 

p. = - 2 ( Q I - 4 3 ) )  

P3 = 7 ( Q s - Q 4 ) 9  

etc. 

A l'égard du premier terme Po , il n'est point déterminé par cette 
formule ; mais comme on a D-" = ( I +- a'- 2a cos (P) D-"-l, si 
o n  niultiplie la suite Q, + 2Q1 COS Q + elc. par I +a2- 2a COS p , . 
et qu'on réduise les produits de cosinus en cosinus linéaires, on 
trouvera que le terme indépendant de p est (~+a') Q, - zaQl , et 
qu'ainsi on a 

(I l) P, = ( I + a ' )  Qo - zaQ1. 
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Ces formules offrent, comme on voit, un moyen très-facile de 
déduire les coefficiens P o ,  P, , P,, etc. cpi répondent à l'exposaiit n, 
des coefficiens supposés connus Q,, Q,,  Q, , etc. qui répondent à 
l'exposant n + 1. 

162. Réciproquement si on veut déduire les coefficiens Q ( A )  
qui répondent à l'exposant n +- I , des - coefficiens P (2,)  qui ré- 
pondent à l'exposant n ,  il faudra d'abord déterminer Q, et Q, au 
moyen des trois équations 

Ces équations donnent 

ou plus simplement encore 

Connaissant Q, et QI, on calculera les termes suivans Q,, Q3,  etc., 
au moyen de l'équation (4), dans laquelle il faudra changer n 
en n + I et P(A) en Q(A), 'ce qui donnera 

163. Mais on peut pour le même objet contruire des formules 
plus commodes et qui  serviront à calculer immhdiatement les 
coefficiens Q(h) , Q(h + I ) ,  par le moyen des coeficiens corres- 
psndans P(A) , P(A -1- 1 )  , P ( A  - 1). 
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Pour cela je tire de l'équation ( I O ) ,  

De la résultent deux valeurs de Q ( r )  exprimées , I'iine par les deux 
termes P( ), P(A+I), l'autre par les deux termes P(A-I), P( ); 
ces valeurs sont 

( h + n ) ( i  + a 2 ) P ( h ) - ( A + I  - n ) w P ( h & i )  
Q@) = 7 2 ( 1  0 ) '  3 

(14) ( ~ + i l - l ) 9 a P ( h - 1 ) -  ( A - u ) ( I  +n2)p (h)  
Q(4 = j l ( l - l ~ A ) 2  

La combinaison d e  ces deux formules en donne une troisième plus 
commode datis la pratique, savoir : 

Dans le cas de n = $, cette formule se simplifie et donne ce 
résul~at remarquable, 

164. Nous observerons que les équations (14) peuvent se mettre 
sous la forme suivante, plus commode pour le calcul numérique, 

Dans le  cas de n = i ,  ces formules se simplifient encore et 
deviennent 
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Le cas de  n = + qui donrie lieu à diverses simplifications, est 
celui qui s'applique spécialemeril au calcul des perturbations des 
planètes ; il est susceptible d'être résolu complètement par les 
fonctions elliptiques. 

165. En effet, si l'on suppose = a -z+ et c" = - 
(l:a)a 9 On 

aura D = (i+a)'(~-c'siil~S) , et les valeurs de P. et P, , données 
par la formule (i), seront 

ad+ cos 24 --. 14 = +li 

P l  = - ~ . & ~ + a ) V ( ~ - e ~ s i n * + l  

or ,  par les formules de la première Partie, on trouve 

Les fonctions complètes F1c, E'c sont rapportées au module c; 
mais il convieridra de les exprimer par des fonctions semblables 

rapportées an module d= a, puisqu'on a c = 2* Or par les 
i +a' 

formules de la page 88, première Partie, on a 

F1c = (I+cO)F'CO = (r+a)F1a, 
2 

E1c = ( ~ + b ) E ' c ~  - bF1c =- Ela - (1-a)F1a, 
1+a 

valeurs qui ,  étant substituées dans les formules ( r g ) , donnent 
plus simplement 

166. Nous rappellerons ici que ponr calculer les quantités FiaZ 
Ela, il faut d'abord former la suite dAxoissaiite a ,  a', a"", a"'", etc., 
par la niême loi que la suite des modules c, cO, coO, etc. Faisant 
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ensui te 

a v a o  ~ ~ a O "  a \/a000 K . = - . - -  
aO . - . etc., 

a aO 

on aura, suivant les f o r n d e s  démontrées dans la première Partie, 

?r 
F'a = - K , 

2 

De là résultent ces valeurs très-simples des deux premiers coeffi- 
ciens Po,  P, , 

Po = K y  

ensuite par l'équation (4) on trouve le troisième coefficient 

P, = +aP, + 5H. 

Suhstituant ces valeurs dans les écjuations (12) et ( 1 3 ) ~  on en 
déduira les valeurs suivantes des trois premiers coeficiens Q,, 

Q,, Q, , nécessaires au développenient de D- ", 

Ces formules sont disposées de nianière à rendre le calcul numé- 
rique des premiers coeficie~is aussi facile qu'il est possible. Xous 
en donnerons bieniôt des exemples. 

Les  valeurs précédentes supposent que la différence I - a n'est 
pas irès-petite, et dans cette hypothèse on n'aura jamais à calculer 
qu'un petit nombre de terines de la suite a ,  aO, aoO, etc., pour 
parvenir à des résuhats aussi approchés qu'on voudra. S'il arrivait 
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que I -a fût très-pe~it, on ferait usage des formules (19) , où 
I - c est encore beaucoup plus petit que I - a ,  et on substiluerait 
dans ces formules les valeurs de F'c et E1c, calculées suivant les 
niétliodes que prescrit pour ce cas la théorie des fonctions elliptiques. 

167. Nous avons fait voir quels sont les procédés les pliis simples 
pour calculer les divers coeficiens P(A), Q(À), qui servent à dé- 
velopper les deux puissances consécutives D-", D-"-'.'Si on avait 

développer un plus grand nombre de puissances successives, telles 
que D-m, D-"-1 D-m-i D-m-3 

J 9 , on conîmencerait par la puissance 
la plus élevée, et faisant n = rn +- 3, on calculerait les coeficiens 
successifs Po, P,, Pl,  etc., qui répondent à cette valeur de n. 

Coiinaissant le  développement de D-", il faudra en déduire suc- 
cessivement celui des puissances précédentes Den+' , etc. 
Pour cela il faut observer que si on a égard à la variabilité de  n, 
la fonction P(h) devient une fonction de deux variables et devra 
ê ~ r e  désignée par P(A, n). O r  les coefhiens P(h, n- 1) se dé- 
duisent des coeficiens P(A, n) au moyen de la fornlule (IO), qui 
peut être exprimée ainsi : 

(n - i ) ~  P(h, n-1) = -- 
A 

[P(h- I , n) - P(h + 1, n)]. 

Cette f o r i d e  ne ferait pas connaltre la valeur de P(o, n- 1) ; 
on y supplée par l'équation (1 I )  , qui donne 

P(o, n- 1) = (1 +aa) P(o, n) - zaP(r, n). 

Au moyen de ces deux formules on déterminera les coeficiens 
P(A, n-1), en supposant connus les coefficiens P ( h ,  n); on cal- 
culera de mênie les coeficiens P(h, n-a), par le moyen des 
coeficiens P(A , n - 1) , et ainsi en rétrogradant, jusqu'h ce qu'on 
ait les coefliciens de toutes les puissances de D dont on demande 
le développenient. 

Nous proposons de commencer par la puissance la plus haute, 
parce que les puissances inférieures se déduisent avec facilité des 
supérieures, au moyen des formules (21) et (22). 

168. On pourra aussi, si on le  juge à propos, suivre une marche 
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inverse, c'es t-&-dire calciiler les coeficiens P(A , n + 1) par le 
moyen des coefficiens P(A, n) supposés connus. C'est ce qu'on 
exécutera par les formules (r7) ,  qui peuvent htre mises sous cette 
forme : 

11 est visible que les mêmes formules serviront à déduire les cocfi- 
ciens P(h,  n+z) des coeficiens P(A, n+ 1) ; ainsi le développe- 
ment connu de D-" fera connaître le développement des puissances 
successives D-", Il-"-', Den-' , etc. 

169. On a vu que deux transcendantes connues dans lasuite Po, P, , 
Pa, etc., sutXsent pour déterminer toutes les autres représentées par 
P(h) ou P(n, n), et par conséquent po.ur avoir le développen~ent 
complet de D-". Ces deux mêmes traiisceildantes suiriront donc 
aussi pour déterniines tous les coeficiens représentés par P(h, n&k), 
et par conséquent pour avoir le développcnîent de la puissance 
D - n - ç k  , k étant un entier quelconque. 

De plus , si l'on compare eutr'elles les deux valeurs de A ( h )  

ou A (A,  n ) , données par les forniules (9) , on trouvera imnié- 
diatement 

A ( A ,  n) = ( I - a')'-'" A ( h ,  I -n); 

d'où re'sulte la fosniule 

laquelle revient à l'équation générale de la page 376, IIIe Parlie. 
En vertu de ce tliéoriime , on coiiiiai~ra toujours exactelnent le rap- 
port des deux fonctions P ( A ,  72), P (A ,  i - n); de sorte que l'une 
peut être déterminée par l'autre. Ainsi le développement de D-I-+" 
peut être déduit inin~édiatenient du  développement de D-., e t  
réciproquement. 

Donc les deux transcendantes qui suffisent pour déterminer en 
ginéral les diverses valeurs du coefficient P ( A ,  n )  , suffiront aussi 

pour 
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pour déterminer toutes les valeurs du coefficient P ( A ,  I - n )  , et 
par conséquent encore toutes celles du coefficient P ( A ,  & A-n), 
k étant un nombre entier quelconque. 

Combinant ce résultat avec celui qu'on a déjà trouvé, on voit que 
les deux transcendantes qui servent à former le développement 
complet de D-", suffisent en même temps à former le développe- 
ment tant de la puissance D-"*& que de la puissance Dn*k, k étant 
un entier quelconque. - 

Voici maintenant quelques exemples qui serviront à faire voir 
plus clairement l'usage de nos formules. 

170. Exemple 1. Soit a = A ,  et soit proposé de développer 
3 

les deux puissances D-t, D-? ; le tableau suivant donne les valeurs 
des coefficiens successifs, jusqu'à ce qu'ils deviennent trop petits 
pour entrer dans le IO"' ordre dt: décimales. 

1.00251 41609 roo 
0.05018 86804 878 
0.00376 57283 143  

31 38764 871 
2 74676 494 

247253 960 
2266 407 
210 461 

19 732 
I 864 

Les termes de la seconde colonne ont été calculés par la formule (2); 

en faisant n=t,  et donnant à h les valeurs paires O, 2 ,4 ,6 ,8 ,  I O  ; 
on en a déduit les termes intermédiaires par la formule de l>art. I 58. 

37 
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L a  seconde colonne étant ainsi formée, on s'en est servi pour calciad 
ler la première au moyen des fornzules (z 1) et (32) .  OLT connaît donc 
par ce petit tableau, le développement des deux puissances consé- 

3 
cutives D-i , D-T, pour le cas c k  a = 6 ; de manière que  l'er- 
reur de la série ne pourra jamais s'élever à une unité décimale du 
dixième ordre. 

r 7 1. Exemple II. Soii a = $, et soit proposé de développer les 
Y 

deux puissances D- : , D'. y. 
On pourrait exécu ter les calculs comme dans l'exemple précédent, 

parce que les suites tirées de la fornzule (a) seraient encore sufisam- 
ment convergentes ; mais si on veut obtenir des résultats exacts 
jusqu'hla douzic'me déciniale environ, on y parvienclra plus prompte- 
ment par les formules de l'art. 166. 

?r En  prenant pour module a = 4 = sin - , Ia thdorie des foizctions 
6 

elliptiques donne les valeurs suivantes : 

de là on déduit, par les formules de l'article cité, 

et  on en déduira les valeurs de P ( A , $ )  par la fornzule ( 2  I ) , 
ce qui donnera les séries de ces coefficieiis, comme on les voit 
dans le tableau suivant* 

P(o,  +) = 1.07318 20071 494 
P (1 , t) = 0 . 2 7 ~ 9 3  30989 654 

P(o ,  E) = 1.89074 56177 3or 
P (1, z )  = T ,29025 00150 I 37 

P ( 2 , f )  = 0.10549 44958 892 P(2,;) = 0.77901 32218 770  

On continuera le caIcul des quantités P ( A ,  p)  par la formule 
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I 72. On peut vérifier ces résultats en calculant les derniers &mes 

P ( i I , i) , P ( 12 , ) par la formule (2) , ou encore mieux par la 
valeur de P (A) que fournit l'équation (7) , savair : 

n.n+i  ... lz+h-i a" 71-1 n aP 
P ( A )  = - - 

1 . S . .  .A ' ( 1  - u ' ) ~  ~ + i '  1-a2 

On trouvera de cette manière , en poussant I'approxiimation jusqu'à 
la treizième décimale, 

L'erreur des résultats précédens ne se fait donc remarquer que 
dans le I 1"" ordre de décimales sur P ( 12, 2 ) , et dans le I 3"' seu- 
lement sur  P ( I I , $ ). Elle pourmit être plus considérable , sans 
qu'il y eût une erreur d'une unité sur la dernière décimale des 
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valeurs de Po, P r ,  P, , d'où l'on a déduit toutes les suivantes P, , 
Pq , etc. , parce que la formule (4  ) qui sert à faire ces calculs, a 
l'inconvénient , cornme nous l'avons déji remarqué , de faire croltre 
les erreurs absolues suivaut une progression à peu près géomé- 

trique dont la raison est au moins a ; d'où il suit qu'après un  

nombre de termes peu considérable , les résultats deviendraient en- 
tièrement défectueux. C'est au reste ce qii'on éviterait en suivant 
l a  route indiquée art. 160, niais Ics calculs seraient plus longs. 

Eti jetant un coup d'@il sur le tahleau précédent, on voit que les 
deux sérics tendent de plus en plus à se confondre avec une progres- 
sion géométrique dont la raison est : ou a. On prévoit dès-lors de 
quelle grandeur à peu près seraient des termes beaucoup plus éloi- 
gnés, tels que P ( 2 1 ,  i )  , P ( 2 2 ,  f ) ; ces termes se trouveront 
directement, et avec une approximation assez grande, par la for- 
mule (8 ) qui doimc 

On voit de cette manière jusqu'où il faut prolonger les deux suites, 
pour que les termes deviennent plus petits qu'une limite donnée. 

173. Exenzple 111, Soit a = o .  7 233323, et soit proposé de déve- 

lopper jusqu'à neuf ou dia termes les puissances D-d,  D-t. 
O n  calculera d'abord, par la théorie des fonctions elliptiques, les 

nlodnlesdécroissansn, a", aoO, etc., et leurs complémensb, bO,boO, etc.; 
ce qui donnera les logarithmes suivans : 

a . .  . . . . 9.85933 78587 0774 b . . .  ... 9.83916 37438 4132  
a". . . . . 9.26264 53174 3080 ho. . .  .. . 9.99259 66675 9680 
a"". . . . . 7.93060 24235 4992 b o O . .  . . . 9.99998 43237 g754 

aoO*"... 5.25916 06318 3109 
- booO . * 9.99999 99999 2837 

a"""" .. . 7,92323 06436 2327 W O  ... 0.00ooo 00000 0000 

On voit que ,  cpoique a soit assez près de l'unité, il ne faut cc- 
penclant prolonger la suite &es modules que jusqu'au quatrième 
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terme,  pour avoir les quantitds cherchées K et H approchées jus- 
qu'à la quatorzième décimale. 

Calculant en effet ces cpantités par les for mu les^={(^. 6"bmbooo), 
'faoo nolzOoaODO 

I I = K  +T + T), on aura 

log TC = 0.07670 85737 4070, 
K = I .19318 71668 9482, 
H = o .  10969 09424 8484. 

En partant de ces valeurs, et suivant la même marche que dans 
l'exemple précédent, nous avons formé le tableau suivant qui con- 
tient les valeurs des coefkiens calculés avec dix décimales, jus- 
qu'au neuvième ou dixième terme. 

Le  peu de convergence de ces séries exigerait qu'elles fussent 
poussées très-loin, pour que les coefficiens devinssent négligeables. 
On o n  jugera par la forniule (8) qui ,  étant appliquée au cas de 
A= 50 , donne 

P ( 5 0 ,  f )  = o.ooooo 00105 733, 
P (50,;) = o .  ooooo I 1659 555. 
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174.  Puisque la théorie des fonctions elliptiques peut faciliter 

heaucoup la détermination des coeficiens P ( A ,  :) et P ( A ,  9 ) , 
dans le  cas où a est très-peu different de l'unité , il importe d'exa- 
miner avec soin les conséquences ultdrieures qu'on pourrait déduire 
de cette théorie. 

1 ' .  
Soit donc proposé la quantité Dy = ( I + a" -a cos ?)y ; le fais 

a va p=24-%-, c = -  
r 1 

et j'ai D i  = ( 1  + a )  ( I - c' silil+ ) y ,  o u  
i+a ' 

1 DT - - (1 + a)  A,  en faisant A = /( I -c'sin2 4). 
Du module c qui a pour complénient 6 = ((1 - c2) ,  on déduit 

1 - b  le nlodnle sui\ ant c0 par la forniule co = - 
l + b '  

laquelle donne dans 

ce cas c0 = a, et son complénlent ho = v( I -a"). Si ensuite on  
prend une nouvellc amplitude +O qui satisfasse à l'équation tri- 
gononlétrique tang ( 40 - -+ ) 2 b tang 4 ,  ou qui soit donnée par 
la suile 

40 = 24, - n sin 24 + na sin 44, - a3 sin 64  + etc. , 
on aura la transformée suivante, où A" représente /(I-CO' sinalCo) , 

de  là on tire, en observant que co = a ,  

1-V(1-al) Mais si on fait a" = Do = ~+-a'~-zaO cosq~O, q0=2So-~,  
l+V(l-a 1' 

1 VD" . on aura semblablement ( Do ); = ( i + u0 ) A', OU Ao == - 
1 + u0' 

1 

donc D-y ou 

s75. La relation directe entre go et 9 ,  par larjuelle on ohtient 
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cette transformation, est contenue dans l'équation 

t a n g ( + q  - t g 0 )  = b cot $ 9. 

Mais pour qu'il n'y ait pas lieu à anibiguité, quand on veut déter- 
miner qo par le  moyen de q , il faut imaginer que l'arc q augmente 
indéfiniment depuis la valeur zéro jusqu'à tant de circonf6rences 
qu'on voudra. Cela posé, l'arc qtO devra satisfaire à l'équation 
sin (Q ++n--L . q" ) = n sin ( + ?r + 2 9 0 )  ; d'où l'on voit qu'en dé- 
signant par 6 le plus petit des arcs qui ont a pour sinus, la quantité 

+ % - $ Q O  sera toujours renfermée entre les linlites + 0 et 
- 8, de sorte qu'on pourra supposer QO = 2Q + T + O sin A ,  
A étant un angle qui varie avec q ;  c'est aussi ce qui  résulte de 
la série 

AIaintenant coninle a" sera toujours plus petit que a ,  puisqu'on a 
1-V(1-al) 1 

a0 = l+i. (i-aT , la fonction (Do)' se développera en une suite 

L, +- 2L, cos qto+ zL,cos 2p0 + 2L3 cos 3q0 + etc., 

dans laquelle le coefficient L ( k )  est en général la valeur de la 
fonction P ( k ,  n )  , lorsqu'on fait n = - + et u'on met a" au 
lieu de a. 

% 

Dans le cas de l'exenîple III, on a aO= o .  18308 ; ainsi la suite 
L., L ,  , L, , etc. doit être fort convergente ; on trouve en effet le 
terme L,, = o .  ooooo 00007 733. 

Cette suite étant trouvée, le développement de D e l ,  ordonné 
suivant les cosinus des multiples de qo , sera 

1 1 2L, COS pO+ zL, COS 2p0+ aL3 cos 3p0+etc. (28) D'à=- 

0 1 1  pourrait , pour plus de symétrie , metlre au lieu du terme 
2 / a 0 .  sin f go, sa valeur s 

2 cos q0 s COS 2p0 z COS 3~' 
P 3.5 5.7 etc.); 
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mais celle suite n'étant pas sufisaniment convergente, il vaut mieux 
ne rien changer à la formule. 

3 

r 76. Si on voulait avoir le développement de D-' , on le dédui- 
1 

rait aisénient de l'équation (1 - a') D-y =: &"-a cos +O,  cpi, étant 
élevée au cube , donne 

3 

(~-al)~D--"= (A''+ 3a1 coss-ç") -a cos 4.0 (3&'+ a' coss+). 

Mais on a A" = I an + as cos* +O, d'où 

AO (Ao1 + 33' cosD , / , O )  = 3A03 - 3 (1 - a') A', 

a cos ( 3 ~ " '  + a' cosD 4 0 )  = a3 cos 340  + 3a cos 4 "  ; 

donc 

w Substituant les valeurs AO= - 40 s - -'- + qo, il vient enfin, 
i f  a'' a ' 

4 ( ~ 0 ) 1  3(1-d@O)' 
(1-as)' D-Y = - - Sa sin Q" + a3 sin Qe. 

i +ao 

1 

Or on a déjà fait (D0)LL,+2L, cosqo+aL,cos z~0+zL3cos 3q0+e tc.; 
supposons qu'on ai t  semblablement 

3 

(D.)" = Mo+ 211, cos p0 + 211, cos 2qe+ 2M3 COS 3q0 -4- etc., 

on pourra déterminer les coefficiens hl,, M, , M, , etc. d'après les 
formules (8) qui donnent : 

Mo = (1 +aaa)  Lo- 2a0L,, 

nl, = - - : a0 (Lo - L,) , 
Rl, 5= - 3 a " ( L r - L 1 ) ,  4 

31, = - aO (L,- L4) ,  
etc. 

3 

On connaîtra donc le développement de D-; par l'équation 
(1 -a3)' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3(i -az) -- 
(29) 1 +uO 

(L0+zL1c~s~"$-~L,~~~2~"+zL3cos3cp0+-etc.) 

- 3a sin f q0+a3sin: go , 
et ces séries exprimées par l'angle qO, seront en général beaucoup 
plus convergentes que celles qui sont exprimées iinmédiatement 
par l'angle q. 

177.  On ~our ra i t  ultérieurement réduire le développement de 
1 1 

D-" à celui de , dans lequel les coefficiens décroîtraient 
encore plus rapidement, puisque aoO est beaucoup plus petit que aO, 

et il serait facile de continuer à volonté ces réductions. 011 a en 
effet les équations successives. 

aoO ( ~ ~ 9 :  = - a.0 sin t P-0 + - (Dooo):, 
s vaoo0 

etc. 
1 .  

d'où résultent ces valeurs de ( I - as) D-" , 
1 aI/a" . a aO 

( I  - a n )  D-:=asin$?"-- sin; qeO-/-- - 
2 2 va0' IL v'ao0 

(PO)+, 

1 a v a o  
(1 -tea) D-~zas in~cp0- -  sin + goo - av= 

4 
sin + cpeoO 

2 

etc. 

Mais à cause du décroissement très-rapide de la suite a ,  ab, & O e  Y 

aooO, etc., les quantités DO, Do', DooO, etc. tendront non moins rapi- 
denient vers leur limite qui est l'unité; et à ce ternie, le 

a a0 aoO --- 
s va' 2 vao0' 2 C/aoaO * 

etc. sera ce que nous avons désigné par A, donc 
K 

on aura généralement, 
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Cette formule a beaucoup d'analogie avec celle qui donne la valeur 
d'un arc d'ellipse; elle forme une suite très-convergente dont il 
sufira toujours de prendre un petit non~bre de termes, et au moyen 
de laquelle on exprimera en quelque sorte rationnellenient, la quan- 

1 

tité irrationnelle (1+a2-zncos9)-". RI& ce développement a Yin- 
convénient dëtre  fornîé avec des variables GO,  qo0, etc. ) foutes difT6- 
reiites les unes des autres, et par cette raison, la formule est plus 
curieuse qu'utile. Il n'en est pas de inêrne lorsqu'on s'en tient à la 
première transforniation, et il est permis de croire que l'expression 

1 

que nous avons donnée dc D-" en fonction de l'arnpli~ude cpO, pour- 
rait s'appliquer utilement dans quelques cas dificiles de la tliéorie 
des pertuibations des planètes. 

1 n \/no n (/z" a I/n"oa" aooO 
I-/-a=-+a+--+T-+-8- K 2 + etc. 

1 
'Ainsi on a en général cette valeur de : 

Cette formule qui résulterait également de la supposition p= w , peut 
se déduire facilement des formules déjà connues; en effet on a 

a v a 0  9 v n a o  
a-- aO= - 

1 + aO' I + aoo ' etc. ; ainsi les différens termes de la suite 

précédente peuvent s'exprimer comme il suit : 

On aura donc 
1 n" aoo a ~ ~ .  
--1--- -- -- 
K- 1 +ao 1 +a0. i +ao0 i +no. i +no". I +ao3' etc. 

Cette série, selon qu'on l'arrête au 2"" terme, au 3"" au 4"", etc., 
donne successivement les résultats : 

1 - 1 1 
etc. 

i+aO ' i + a O . i  +F '  i +aO.i + a a O , i + a o o O '  
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Ainsi on aura en général K = ( I  +no)  ( 1  + a"") ( I  +no""), etc,, 
ce qui est la valeur connue de cette quantité. 

179. Proposons-nous maintenant de trouver les coefficiefis diffé- 
rentiels de la fonction P (A), pris par rapport à a. 

Puisqu'on a e ~ i  général P (A) = , si on diflerentie 

cette équation par rapport à a,  on aura 

Appelons conmle ci-dessus Q (A) ce que devient la fonction P ( h )  
lorsque n se change en lz + I , nous aurons 

Ainsi en supposant connus les coefficiens Q, , QI, Q, , etc. qui 
appartiennent au développement de 1)-"-', on connaîtra les valeurs 

dP (A) successives du coefficient différentiel 7 ; il n'y a pas même lieu 

à excepter le  cas de h = O ,  parce qu'alors ou. a Q (- I ) = Q, , 
et qu'ainsi la formule ( 3 I j donne 

- = n (2Q1 - aaQo). 

( A )  180. Si l'on veut déterminer les coefficiens différentiels 7, 
sans supposer la connaissance des coefficiens P ( A ,  n + I ) qui 
répoi;deni à l'exposant n + i , et que nous avons désignés par Q ( A ) ,  

voici commeut on pourra y parvenir. 

L'équation ( IO)  étant niise sous cette forme 

si on la diGrentie par rapport à a ,  on aura 
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(A) substitnant au lieu de 7 , sa valeur donnée par l'équation (31 J , 

on trouve 

dQ (A-1) - dQ (H-1) - (*-II Q (A-1) + (4-1) Q (W _.,Q (,le - 
da da a 

Puisque n n'entre pas dans cette équation , on peut mettre P ( A )  

au lieu de Q ( A ) ,  et on aura également cette formule générale : 
d P  (*--il d P  (h+ l j  - (A-1) P (A-1) + (A+l) P (A+<) -2hP(h). 

(32) & - -- 
da - a 

Elle donne successivement 

etc.; 
d'où l'on voit que pour calculer les coefficiens différentiels suc- 

d P  dP, dP,  dPs cessifs -2 .  - , - du da d a  ' dn etc. , il suffit de connaître les deux 

dPo dP, 
premiers da , 

I 81. On a pour cet effet les deux équations 

dans lesquelles il faut substituer les valeurs de Q, , Q, , Q,, expri- 
mées e n  Po et P r ,  d'après les équations du no 162; cette substi- 
tution donne 

Ilais  on peut mettre ces équations sous la forme suivante, PIUS 
conmode pour le calcul numérique , 
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dP0 dP,  - 1 1 

z+x-= [(In- I ) P , + ~ P . - ;  P,], 
(33) dP0 dPr - 1 1 --- - - [(Zn - 1) P, - m ~ .  + ; P,]. 

da da ] + a  

Ces formules se simplifient encore dans le cas de n = i ,  et donnent 

C'est aussi ce qu'on trouverait immédiatement par la différentia- 
dF1 Ex-(1-a")F1 

iion des équations (20) , en observant qu'on a -$a = -- 
a(i -a2) a 

dE1 -- 
d a  --- a 

l (FI-  El). 

182. Si on veut avoir la valeur générale du coeficient différen- 

tiel 'q, exprimée par les fonctions P seulement, on la déduira 

aisémerit des équations ( 31 ) et ( 14) ; mais voici un moyen d'y 
parvenir qui nous fournira en même temps de nouvelles formules. 

dP(n)  - (n - co3 p) dp cos np Nous avons déjà trouvé e- -- 2.1 p.l _. da ) on 
dP(h+l) - (a-cos Q) d~ cos(~+i)p  . 

a senihlablement fi--- - - da 2 n [ - -  Dn+l de là - 
résulte 

dP(h+l) - ~ P ( A )  zn 
da 

a - -  du - f &, [ ( ~ - C O ~ ) ' C O S A ~  + (a -~os l ) s iop in~p> 

Le second membre se réduit à 

et au nioyen de l'intégration par parties, il se réduit ultérieurement à 

La partie hors du signe est nulle dans les deux limites de l'in- 

t8grale , et l'autre partie = (an+h)P(A) - (+) P(+) ; donc 

on aura la formule 

Si w change Ie signe de h et qu'on ohserve que la fornlde 
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?(A) = ;lfw donne P(-A) = P(A), on aura sernblablen~eut 

Ces deux équations donnent par leur différence la formule ( 3 2 ) ;  

mais pour en déduire la valeur du coefficient cherché Y , i l f a u t  

encore recourir à l'équation (4), dont la diffëïentielle est 

et par la combinaison de ces trois équations, on aura 

dl'(A) D'où I'on voit que le coefficient différentiel -- se détermine as- 
dd 

scz simplement par les trois termes ~ ~ n s é ~ u t i f s  P(h-1) , P(h) , 
P(h+ 1) ; il pourrait se déterminer par deux seulement de ces 
termes, en éliminant le troisikme 9 l'aide de l'équation (4) ; mais 
la formule qui en résulterait serait moins simple que la précédentk. 

I 83. Au nîoyen de l'équation (37) on pourrait irouver la valeur 
ddP(h) 

du coeiricient différentiel zz-, exprimée par les fonctions P(A); 

mais cette expression serait fort conipliquée, et la complication aug- 
menterait encore dans la valeur des coeficiens differentiels des 
ordres supérieurs. Pour éviter cet inconvénient, on pourra former 
successivenient les coeSciens difGrentiels de cliaque ordre, à 
conipter des deux premiers termes où I'on a h=o  et A= 1, par 
la niéthode suivante, analogue à celle que nous avons suivie pour 
les coefliciens différentiels du premier ordre, dans les art. 180 et 181. 

De l'équation (32) on tire, par la différentiation, 

d d P  (A) 
ainsi on connaîtra les valeurs successives de xc7, si 011 

ddP, cldP, 
les deux premiers termes -- -- da2 ' ~ I L '  ' 
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Or par la diffu'rentiation des équations (33) on a ces deux for- 

ddP ddP, 
ainsi on voit que les ternies -O 

-- 
da2 ' daZ se déterminent par des 

connues, puisqu'on est censé avoir formé la suite des 
coeiriciens différentiels du premier ordre, avant de passer à ceux 
du second ordre. 

154. On peut encore simplifier cette détermination et celle des 
coefficiens différentiels des ordres supérieurs, par les considéra- 
tions suivantes. On tire d'abord des équations (39) 

ddP, - 
da" a a2 ' 

d'un autre côté, les équations (33) donnent 

combinant entr'elles ces quatre équations, on en déduira les dcux 
équations différentielles suivantes, pour déterminer séparément les 
fonctions P, et P, 

ddP dP0 
(a  -a3) + [1-(4n+1)a'] - - L;nauPo = O ,  

(40) 
da  

ddP dP 
(us-a" )d+ [a-(4n+i)n3] 2 a - [1+(4a2-i)a']P, = o. 

De' là on voit que le coefîicient du second ordre E0 se déteniii- 
daa 
dP0 liera directement par le moyen des deux quantités et P., et 

ddP 
que le coefficient $ se déterminera de même par le moyen de 

dP, - et P,. da 
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r 85. Les mêmes équations feront connaître, par des différen- 

tiations répéties, les coefliciens différentiels des ordres ultérieurs. 
Ainsi l'équation relative à la fonction P, donne successivenient : 

dYP, d'Pr dP 
(a-a') -- &[3- ( 4 n  +5)aa] - (4na+ 12n+2)a 2 - (87~~-2)  PI =O, da3 ' da 

141) diP d P d PT (a-a3) --' + [ 5  - (471+1  i)a" --'-(4n2+z8n+a8)a-- - dLP, _ 
da5 da+ cf a-' duL (1 6n2+3z,n+ 1 P )  ---O, 

etc. 

Ces équations dont il serait facile de trouver l'expression générale , 
dP ddPr 

font voir que la série des coefficiens différentiels &, -- dl,' ' 
5 etc. peut être prolongée aussi loin qu'on voudra, et que da3 ' 
chacun d'eux se déterminera toujours par les trois précédcns. 

186. Connaissant les coefriciens différentiels de la fonction P, , 
011 pourra en déduire ceux de P, par les équations successives 

etc. , 
équations dont la loi est manifeste. 

On peut aussi déterminer directement ces coefficiens, à coinpkr 
du second ordre, par les équations successives 
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187. Connaissant les deux premiers termes du second ordre 

- ''Po d'Pr - -  on cdculera les suivans par l'équation déjk trouvée 
daz ' daP 9 

ddP(n-1) d d P ( ~ +  1) &(A-I) -------= Q-. -- W h )  
da" daa a da da  d a  

Cette équation étant différentiée successivement , donnera les for- 
mules suivantes : 

d3P(h-1) d3P(n+i) - i ------ .- 
dp(A-1) 

-- [(A-3) 
d'P(hS-1) - --+(A+ 3)-- -4A %)]-&P (A)  

da" da3 a daa L Z U ~  da da2 ' 
~+P(A-1 )  d * P ( ~ + i )  i 'P A-1) d T  (A+ I ) (44) -- - - - = - [(A-43d( - + (~+4)-- - 6 

da& da: a da.' da3 da2 
&P(A-1) d5P(h+i) - 1 - d+P(h- 1 ) - 8 ~ -  

da5 da5 a da3 da4 D 

etc. 

Par les équations (dl) ,  (42), (43) , on connaît pour un ordre quel- 
dkP, dhP 

conque k , les deux premiers coefficiens différentiels ;iao a & ; on 

pourra donc, par les équations précédentes, continuer indéfiniment 
le  calcul des autres coefficiens différentiels du même ordre k. 

Toutes ces formules sont disposées de manière que les quantités a 

e t  I -a" entrent comme diviseurs au moindre degré possible ; elles 
seront sujettes à quelques inconvéniens, lorsque a sera très-petit e t  
lorsqu'il sera très-près de l'unité ; dans le dernier cas , les valeurs r$u 

dkP(h) 
coefficient - 

dak 
deviennent de plus en  plus grandes à mesure q u e  

k augmente; mais les formules précédentes donneront toujours à 
peu près le même degré d'exactitude relative sur la valeur des quan- 
tités qu'on cherche; c'est-à-dire que le nombre de figures exactes 
par lesquelles elles sont exprimées, sera toujours à peu près le 
rnihe.  

183. Lorsque a est trés-petit , on peut éviter tout à fait l'emploi 
des équatioiis précédentes, et déterminer directement les valeurs 
des quantités P ( A )  et de leurs coefficiens différentiels de divers 
ordres, par le moyen de la forniule 
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En effet, si pour une valeur donnée de A ,  on calcule les diffé- 
r em termes de cette suite, que nous désignerons par Cah, C'ah+', etc., 
ensorte qu'on ait 

P (A) = CaA + C'aA+' + ~ ' ' n * + ~  + ~ ' " a ~ + ~  e te. ; 

les coefficiens différentiels successifs de P (A) se détermineront ini- 
médiatement par les formules 

etc., 

et on voit que les calculs seront faciles à cause de la convergence des 
séries, et de l'emploi répété des mêmes coefliciens C, C', C", etc. 

189. Nous remarquerons que les calculs sont susceptibles de quel- 
que simplification, si, ayant à calculer les coeficiens differentiels 
de la foiiction P ( A )  qui répond h l'exposant n , on connaît déjà les 
valeurs de la fonction Q ( A )  qui répond à l'exposant n + 1. En effet, 
d'après la formule ( 3 1 ) ,  on aura successivement 

Pour avoir une expression semblable des coefEciens différentiels du 
second ordre,  je différentie l'équation (31), et j'en tire 

J'observe ensuite que si on met n+ 1 à la place de n, et Q à la 
place de P dans les équations (35) et (36) ,  on aura, en ajoutant 
ces équations, 
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substituant cette valeur dans l'équation précédente , on aura la 
formule 

Ainsi on voit qu'au moyen des fonctions Q (A) ou P ( A ,  n t  r )  , 
on pourra déterminer les coefficiens ditérentiels du premier ordre 

- dP (2 par la formule (3 1) , et les coefficiens ditréreotiels du second 
da 

d"P ( A )  
ordre par la formule (46). 

190. Dans le cas de  n = f , les deux formules ( 3 I ) et ( 46 ) 
donnent 

Voici l'application de ces forniules au cas de l'exemple III, dans 
lequel on a déjà calculé les premières valeurs de Q (A), désignées 
par P ( h ,  z ) .  

I,a troisième colonne a été calculée par les formules des art. 185; 
186 et 187. 

rgr. On voit par le tableau précédent, que a étant peu different 
dP ( A )  ddP (A) de l'unité, les coeficiens différentiels successifs 7ia, 
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d'P ( A )  , etc. augmentent, dune  manière fort rapide, d'un terme 

da3 

au suivant. Cependant dans le même ordre k ,  les divers coeficiens 
dkP ( A )  

dak 
ne peuvent passer un nzaxirîzum après lequel ils décroissent 

continuelleii~ent, el finissent par etre aussi petits qu'on voudra. 

On pourrait trouver une valeur assez approchée de 9, lorsque 

A est très-grand. Pour cela il faudrait faire usage de la formule (7) 
qui donne 

dkaP  al)-^ 
Soit donc da, - = F ( p  , Y )  , F ( p ,  Y ) désignant une fonc- 

tion connue de a et des exposans p et v ; on aura en général : 

d k P ( ~ )  r (afn) n -= 
dak r n r ( a + i ) '  

-.F ( ~ + 2 ,  n+i) 

n-i 12-2 n.n+i +--- -- 
1.9 'A+l.h+9' 

Lorsque A est très-grand, comme nous le supposons, cette suite 
est assez convergente dans ses premiers termes, pour qu'on puisse 
négliger les termes suivans ; la question est donc réduite à trouver 
la fonction F pour un ordre donné k , ce qui n'aura aucune difficulté 
tant que k sera d'un petit nombre d'unités. 

192. 11 ne sera pas inutile de présenter sous un n l h e  point d e  
vue,  les principales propriétés de la fonction P ( A ,  n) , que nous 
avons démontrées dans ce chapitre. 

1. Cette fonction est purement algébrique lorsqnen est un nombre 
entier positif ou négatif. Dans tout autre cas, les fonctions P ( A ,  n) 

forment un genre particulier de transcendantes, qui a de l'analogie 
avec les fonctions elriptiques coinplettes de la première et de Ia 
seconde espèce, et qui se réduit à ces fonctions lorsque 2n est un 
nombre impair. 

II. Si on considère les valeurs de P ( A ,  n ) ,  qui répondent tant 
aux différentes valeurs d u  nombre entier h ,  qu'à toutes les valeurs 
de n qui ne diffèrent entr'elles que d'un nombre entier, toutes ces 
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valeurs peuvent se déterminer par le nîoyen de deux transcendantes 
seulemeiit , pour lesquelles on peut choisir deux termes consécutik, 
t e l squeP  ( k ,  n ) , P ( k + ~ , n )  ou P (  k,n) ,  P ( k , n  $- 1). 

cIP(a ,  n )  . III. Il e n  est de même des coefliciens différentiels 
da , 

d " P ( h ,  - - 
da" 

n ,  d'pj$nl. "), etc. à l'infini, lesquels peuvent, dans les memes 

cas ,  etre déterminés entièrement par les deux mêmes transcendantes. 
Cette propriété que les fonctions P ( A ,  n)  partagent avec les fonc- 
tions elliptiques complettes F'c, E'c, n'a pas lieu dans un grand 
nombre de transcendantes , et notamment dans les Fonctions log r a ,  
dont les coeficiens différentiels successifs offrent des transcendantes 
différentes de la fonction principale. 

IV. Les deux mêmes transcendantes q u i  déterminent les diverses 
valeurs de la fonction P ( A ,  n 3= k ) , h et k étant des entiers quel- 
conques,peuvent aussi servir à déterminer la fonction P(A, I-nklr), 
ou sin~plement P ( A ,  k - n). 

Ainsi, en général, les deux transcendantes par lesquelles on peut 
effectuer le développement de D-", serviront aussi à effecluer le dé- 
veloppement d'un terme quelconque des deux suites 

V. Quel que soit l'exposant n, pourvu qu'il soit positif, la valeur 
d k P ( . x ,  n )  

du coeflîcient différentiel d'un ordre quelconque da, - sera 

toujours positive. 

VI. La plus simple des transcendantes désignées par P ( A ,  n )  , 
est P ( O  , n )  ; si on la désigne par 4 ( n ) ou  4 ,  sa valeur sera 
donnée par l'une ou l'autre des deux formules suivantes: 

(ny. (n.n+l)' (n.n+l.n+2)' 
Nn)=l+ ; a f y "+ 1 . 2 . 3  a6 + etc., 

(50) 
+(n1=(1 

1.2 

VII.11 résulte de la deuxième propriété qu'au moyen des deuxfouc- 
tions consécutives 4 {n) ,4 (IL + I )  , on pourra en général exprimer 
exactement la transcendante P ( h, n) , et plus géne'ralement la traiis- 
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cendante P ( A ,  & n -/- k )  , k étant un entier quelconque. 11 en  
sera de même des coefficiens différentiels de  cette transcendante. 

193. Puisque la fonction P (O, n )  ou $ (n) est la plus simple des 
transcendantes ilésignées en général par P ( h , n )  , et qu'elle sert 
à exprimer ces transcendantes, nous examinerons succinctement 
les propriétés qui leur sont particulières, 

O n  déduit immédiatement des équations (50) , 
(51) 4 (n) = ( I  -a*)1-2n4 ( 1 - n ) ;  b 

d'où il suit que les fonctions 4. (n), + ( I  - n )  , qui  se servent en 
quelque sorte de  complément, peuvent être déterminées l'une par 
l'autre. 

En faisant n négatif dans cette équation, ou en mettant - n à 
Ia place de n , on a l'équation 

d'où il suit que toute fonction S/ (- n)  dont la variable est néga- 
tive, peut se changer inmédiatement en ube autre dont la variable 
est positive. 

On peut réciproquement changer toute fonction 4 ( n )  dont la 
~ar iab le  est positive, en une autre dont la variable soit négative, 
pourvu qu'on ait n > I ; cela résulte immédiatement de l'équa- 
tion (51 ) .  

Lorsque n est < I , la réduction ne peut plus avoir lieu, parce 
qu'alors n et I - n  sont tous deux positifs. Ainsi la f o r n d e  (51) 

1 1 

donnerait, par exen~ple, $(+) =(i-a%)"(:) , 4 ($1 = (1-a")" 4 (9) , 
ce qui ne se rapporte qu'aux fonctions supplén~entaires. 

194. Lorsque a sera trks-près de l'unité, on ne pourra que très- 
difficilement déterminer, avec un certain degré d'approximation, la 
fonction 4 par les suites (50) ; dans ce cas, on ne peut mieux faire 
que de chercher la valeur de 4 ( n ) par les quadratures. O n  a 

d'bord + (n) = il$; mais cette valeur n'est bonne à employer 
in 

que lorsque n est négatif, parce que D étant très-petit pour Jcs 
1 

premières valeurs de 9 ,  l'ordonnée D, de la courbe à qiiarrer serait 

très-grande , si n était positif. 
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Au moyen des quadratures, on trouvera donc très-aisément l a  

valeur de 4 (- rn) , en employant la formule 4 ( -n i )  =: [ P d ? ,  

et cherchant la valeur de l'aire pour les limites p=s: O , Q, = W. 

Et puisqu'on a 4 (nz Jr I ) = ( I - aa)-'-'mS (- m ) ,  il s'etisuit 
qu'on aura, par le  même moyen ,la valeur de la fonction $ (n) pour 
toute valeur positive de n , pourvu qu'on ait n > I. 

Il reste donc à voir ce que l'on doit faire lorsque n est positif' 
et < I .  

sin 195. Si on fait V =  F, et qu'on différentie chaque membre 
par rapport à q, on aura , après quelques réductions, 

intégrant d e  part et  d'autre dans les limites fixées, et observant 
que dans ces limites V s'évanouit, on aura la formule 

(53) o=n+(n)-(r+zn)(~+a") & ( n + ~ ) + ( ~ + n )  (1-a9)'&(n+z). 

Cette formule, au reste, serait facile à déduire de celles qui ont 
élé trouvées ci-dessus pour les fonctions P ( A ,  n )  ; mais nous avons 
préféré de la démontrer directement. 

196. Au moyen de la formule précédente, toute fonction 4 (n) , 
dans laquelle n est plus petit que l'unité, pourra s'exprimer par les 
deux fonctions -+ (n+ I ), 4 ( n  +a), dans lesquelles la variable est 
plus grande que l'unité ; celles-ci se déterminent facilement par les 
quadratures, ainsi qu'on l'a fait voir dans l'article précédent : le cas 
de n positif et < I se résoudra donc de même par les quadratures. 

On aura, par exemple, d'après la foimule (53), 
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197. Connaissant les fonctions (n) , 4 ( n + ~ ) ,  4 ( n + a )  , etc., 
au  moyen de deux d'entr'elles, on pourra de mênie déterminer les 
valeurs de leurs coefîiciens différentiels successifs , pris par rapport la. 

[lit ( 12 ) En  effet , de l'équation + ( n ) = 5 1 $ , on déduit - 
z du 

s n 4 D+aa-i ., = - - f (a-COS Q ) F. Substituant la valeur a- cosg= 
n- 2u ' 

cEj, Cn)- n il viendra -- - -l$- 
du as 

" f&, ce qui donne la formule 
arr 

I l  est visible que par cette formule on  pourrait obtenir la valeur du 

coellicient différentiel - , exprimée par les fonctions 4 ( n ) , 
-J, ( n + ~ )  , 4 (n+z), ou seulement par les fonctions 4 (n ) ,  4 (n-+~) ; 
piiisque .\C (n+z) peut être éliminé au moyen de l'équation (53) : oii 
aurait de même l'expression des coefficiens différentiels des ordres 
plus élevés. Mais on  peut plus directement parvenir a u  même but par 
l e  moyen des équations(.@), où la fonction désignée par Po n'est autre 
chose que S ( n )  ou 4,  En vertu de ces équations on a d'abord 

dd' d'ou il suit que le  coefficient différentiel du second ordre a,, se 
d+ détermine directement par l e  moyen de 4 et de &, et qu'ainsi il 

peut être exprimé par les deux fonctions 4 (n) et + (n+~) .  On voit 

ensuite par les m h e s  équations, qu'à compter de b- un terme da" ' 
dG dd' d'' ' etc. se déduira des quelconque de la suite 4 , , 

trois précédens, suivant une loi dont il serait facile de donner 
l'expression générale. ' 

FIN DE LA ye PARTIE.  
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DE CALCUL INTÉGRAL,. 

SIXIENE PARTIE. 

Ii* théorie des Fonctions ellipiiques étant l'objef principal de cet 
ouvrage, nous avons pensé que pour faire sentir daran tage l'utilité 
d e  cette théorie, il serait bon  d'en montrer l'application à quelques- 
uns des problèmes les plus intéressans de  la Mécanique. Nous avons 
choisi, dans cette vue,  le inouvement de  rotation d'un corps solide 
qui n'est sollicité par aucune force accélératrice, et le mouvement 
d'un corps attiré vers deux centres fixes: ces deux problémes sont 
l'objet des sections 1 et I l  d e  la sixième partie. 

Les  solutions de ces problèmes sont connues depuis long-temps. 
Nous les avons exposées i notre manière, en nous rapprochant, pour  
fa première, d e  la méthode donnée par d'Alembert, dans le tom. IV 
d e  ses Opuscules, et pour la seconde, des méthodes données par 
Euler, dans les B'I(nioires de  l'Académie d e  Berliil, aim. 1760, e t  
dans le tom. XI des iVovi Conz. Petrop. Par ces iliétliodes, conime 
par celles de tous les autres géomètres qui ont  traité les n A m s  
questions, on parvient à réduire 13 solution aux quadratrires. C'était 
un  grand pas dans la carriére de  la science, e t  un beau titre d e  
gloire pour ceux q u i ,  les preniiers, ont su obtenir ces réduc- 
tions; niais le développen~ent ultérieur de  la solution, l'énuméra tion 
e t  la division des différens cas, la réduciion des formules au dernier 
ternie de simplicité dont elles sont susceptibles, enfin la possibilité 
de déterminer, avec tout le degré d'exactitude qu'on peut desirer , 
k position du corps et toutes les circoustailces du mouvement au 

40 
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bout d'un temps quelconque, sont autant de choses que la simple 
réduction aux quadratures n e  donne point, ou ne donne que d'une 
manière imparfaite, attendu que les formules, qui s'adaptent assez 
facilement à la première révolution, n'offrent plus rien de déterminé, 
lorsqu'il s'agit d'embrasser, dans un mênie calcul , un temps quel- 
conque et un nqmbre indéfini de révolutions. Nous espérons qu'à 
cet égard les développemens que nous avons doiinés ne laisseront 
rien à desirer , et qu'ils mettront dans tout leur jour les avantages 
nombreux qu'on peut retirer, en pareil cas, de l'usage des fonctions 
elliptiques. 

On remarquera sans doute que la seconde section, qui traite du  
mouvement d'un corps attiré vers deux centres fixes, est fort étendue. 
Cependant nous n'avons considéré, outre les cas généraux, que 
quelques-uns des cas particuliers que le problème renferme, lorsque 
la courbe décrite est située dans un même plan, et  nous n'avons 
indiqué que très-sommairement les points principaux de la solution, 
lorsque la courbe décrite est à double courbure; d'ailleurs nous avons 
toujours supposé que la courbe ne s'étend pas à l'infini, afin de ne 
considérer que des mouvemens permanens. On voit par là que cette 
matière aurait été susceptible d'une beaucoup plus grande extension; 
iiiais dans le cadre étroit où nous l'avons renfermée, nous osons croire 
que les géomètres trouveront quelques résultats dignes de leur atten- 
t ion, peut-être même des vues nohveiles pour traiter le fameux 
problèn~e des trois corps, dans d'autres hypothèses que celles qui 
servent de base aux méthodes ordinaires d'approximation. La seconde 
section est terminée par la détermination du  mouvement rectiligne 
d'un corps attiré vers deux centres fixes; problème qui offre encore 
une assez belle application de la théorie des fonctions elliptiques. 

Enfin, la troisième section est une continuation des recherches 
variées dont on a vu des exemples dans les parties précédentes, 
et dont quelques-unes se rapportent encore à la théorie des Fonctions 
elliptiques. 
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P ~ ~ E M I È R E  SECTION. 
Du mouvement de rotation d'un corps solide autour d'un 

point$xe. 

1. S o m  A le centre de gravité, ou plus généralement le point Fig. 1. 

autour duquel le corps peut tourner librenient dans tous les sens. 
Soient AB, AC, AD trois axes perperidiculaires etitr'eux, dont la 
position soit invariable dans l'espace. 

In~aginons une surface sphérique décrite du centre A,  laquelle soit 
rencontrée aux points B ,  C ,  D par ces trois axes; c'est à celte 
surface, considérée con-ime irnmol~ile dans l'espace, que nous rap- 
porterons tous les mouvemens du corps ; et pour fixer les idées, 
nous donnerons le nom de pôle au point D,  d'ejuateul. au cercle 
BC , et de rnéridierz à un grand cercle quelconque DX passant par 
le point D. 

Supposons qu'au bout du temps t les trois axes priiicipaux du corps 
soient représentés sur la sphère par les trois points L,  N, N, formant 
le triangle LMN, dont les trois côtés et les trois angles sont de go". 
Il  est évident que la position du corps sera déterminée h chaque 
instant, si l'on connaît celle des trois poiuts L ,  19, N. Ainsi tout se 
réduit à déterminer, a u  bout du temps t ,  les arcsBX, LX, et l'angle 
DLnE, en supposant toutefois que les axes AL et AR1 sont pris l'un 
et i'autre d'une manière détcrmiiiée parmi les trois axes principaux 
du corps ; de sorte que le choix de ces axes étant une fois fait d'après 
l'éiat initial du  mouvenlent , les lettres L et M continuent d'être 
anéctées aux niêmes axes. 

2. Soit AP le rayon sur lequel est situé le centre d'une molécule 
quelconque d u  corps dM. Soient x , y ,  Y les coordonnés rectarigles 
de cette niolécuIe, parallèles aux trois axes AB, AC, AD, et soit sa 
distance au centre = r = v(x"+ya+ aa) ; si l'on mène les trois 
arcs BP, CP, DP, ou aura x ;3 r cos BP, y = rcos CP, z-rcos DP. 
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De même si s, u , u sont les trois coordonnées de la même molé- 

cule, parallèles aux trois axes principaux AL, AM, AN, on  aura 
s = r  cos LP,u=  rcos  MP,  v = r c ~ s N P .  

Soit maintenant BX=cp,LX = O ,  PL = p  e t l ' aq le  PLD=SZ-w, 
Q étant la valeur de PLD lorsque t =z O, et w désignant la quantité 
dont cet angle est diminué dans le temps t ,  par le mouvement de 
rotation du corps aulour de l'axe AL,  niouvement qui est supposé 
avoir lieu dans le sens BC. 

D'après ces élémens, i l  faut calculer les valeurs des coordonnées 
x, y ,  z ;  pour cela, il faut considérer d'abord le triangle sphérique 
DLP, dans lequel on a les deux &tés DL= 9 ~ D - 0 ,  LP = p ,  et 
l'angle compris PLD = ~2 - w ;  on en déduira 

c o s T 9 ~  = sinô c o s p  + cos6 s inp   cos(.^-w), 
sin DP sin LDP = sin p sin (a - w )  , 
sin DP cos LDP = cos 0 cos p - sin 6 sin p cos (Cl - w ) .  

Par le moyen de cos DPa on connaîira z = r  cos DP. pour avoir 3, 

il fm t  connaître BP; or le triangle DBP donne 

cos BP = sin DP cos (9 -+ LDP)  : 

de même par le triangle PDG, on aura 

cos CP = sin DP sin ( Q 3- LDP). 

Soit donc I .  cos p = s et I. sin p = s', on aura les valeurs suivantes 
des coordonnées x, y ,  z : 

x = s cos p cos 0 - s'cos p sin 8 cos ( a - w )  - s' sin Q sin (CI-@) ; 
y = s sin q cos 0 - s'sin cp sin 8 cos (R- w )  + s'cos Q sin (CI-&), 
a =: s sin 8 + s' cos O cos (il-@). 

3. Dans l'instant d t ,  qu'on suppose constant, le molécule dM 
d c h  ddy cldz 

acquiert les vitesses - , - dt dt ' dt ' suivant les axes AB, A.C, AD. 

Or, d'après les principes connus, les molécules animées de ces diffé- 
rentes \!tesses dirigées en sens coiiiraires, doivent faire équilibre 
aux forces accélérairices. Donc si l'on appelje X ,  Y, Z les nîomens 
des forces accélératrices pour faire touruer le système autour des 
axes AB, AC, AD dans les sens CD, DB, EX,  on aura les équations 
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diflérentielles du mouvement comme il suit : 

[(ydclz, - zddy ) dM = Xdta, 

f (zddx - xddz ) dM = Ydt", 

[(xcEcly - j d d x )  dM = Zdta. 

Par la nature de ces équations, on  voit que les différentielles ddx, 
ddy , ddz supposent s , s', R constantes, et qu'au contraire les signes 
d'intégration supposent ces quantités seules variables. 

4. Il s'agit maintenant de substituer, dans ces équations, les valeurs 
de x,  y ,  a ,  données no 2; mais les propriétés connues des axes prin- 
cipaux serviront à abréger beaucoup le calcul. 

D'abord la figure et la constitution du corps étant données, nous 
supposerons connues les intégrales suivantes : 

au moyen desquelles les momens d'inertie d u  corps, cocsidérés 
successivement par rapport aux axes A L ,  AM, AN,  seront B +- C , 
A + C ,  A+B.  

Soit ct la valeur de l'angle DLM au commencement du mouvement; 
comme on aen  mênle tempsDLP=.R ,on aura l'angle PLM=il+cc; 
d'où résulte cos PM = sin p cos (.R+a) et COS PN E= sin sin (a+&). 
Mais on a rcos PM = u et r cos PN = v ;  donc 

u = sr cos R cos ct - sr sin C l  sin cc,  
v = sr sin R cosct $- srcos.R sin a. 

Ces équations donnent réciproquement 

s' cos R = u cos ce -+- v sin ce , 
s' sin R = v cos a - u siu a ; 

et puiscp'on a, par la propriété des axes principaux , fsud3.î = O ,  

f sod31= O ,  Suvd3I = O ,  il en résulte les intégrales 

JSS' COS a d 3 1  = O ,  [ss' sin ad31 = O ,  

l s f s f  sin R cos Rd32 = ( C - B) sin a cos a, 

J s r s r c o s z ~ d 3 ~  = B cosza $- C sin1", 

~ s ' s '  sin2RdM I B sinPa + . . C cosk .  
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5. Si l'on exécute maintenant les substitutions indiquées, et qu'os 

fasse pour abréger, 

les équations du mouvement deviendront 

d (P cos cp + Q  sin q )  = Xdta, 
d ( P  s i n p - Q C O S Q )  = Ydt;  

d[ (~+c) (d~+&)  -P cote] = ZB'. 

6. Ces équations se simplifient dans diff4rentes hypothèses. Par 
exemple, si on a B = C , les valeurs de P et Q deviennent 

P = (B-  A) dq sin 8 cos 0 -J- aBdw cos 0 ,  
Q = ( B + A )  4 

et l'une des trois équations du mouvement peut ktre remplacée par 
la suivan te : 

2Bd (dp sin 6 +- dm) = (X cos p cos 0 +Y sin cp cos 0 +Z sin 8) dla. 

L e  cas de B = C a lieu lorsque les deux axes principaux AM, A E  
sont semblables entï'eux, de sorte que les momens d'inertie, par 
rapport à ces deux axes, sont égaux. Tous les solides de révolution 
homogènes et une infinité d'autres corps sont dans ce cas. 

7. L'angle cc disparaît du calcul dans le cas de B = C ,  parce que 
ions les axes perpendiculaires à AL peuvent être considérés alors 
comme des axes principaux. Eu général, on peut faire a = O dans 
tous les cas, en preiîant la directrice AD dans le plan où se trouvent 
les deux axes principaux AL,  AM au comnzencement du moure- 
ment. Mais comme la suppositioii de a!= O ne sinlplifie pas le calcul 
et ne fait disparaître aucun terme, il vaut mieux laisser a tel qu'il 
est, et se réserver la liberté de déterminer la directrice AD, d e  
maniére à faciliter les intégrations. On ne tardera pas à en  voir un 
exemple. 
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Application de ces formules au cas où ks forces accélératrices 
sont nulles. 

8. Dans le cas où les forces accélératrices X , Y, Z sont nulles, 
les équations du no 5 s'intègrent d'elles-mêmes, et on a les intégrales 

P cosq  + Q  sin^ = Ardt, 

P sin q - Q cos q = B'dt , 
( B +  c)(dq +*) sin O - P cet 0 = cld t .  

Or, on peut toujours prendre la directrice AD telle que les cons- 
- O et tantes A' et B' soient nulles; alors on aura P = O ,  Q - 

du dp -f- - = Iidt , K étant une nouvelle constante; de sorte que 
sin .J 

les équations du mouvement seront 

[n'-cos (2w+ 2g)J dq sin 8 cos 0 - desin €Isin(zo+ za) 
+ (n+nl) dm cosB= O ,  

[ n - C O S ( S W + S ~ L ) ] ~ ~ + ~ ~  COS 4 sin ( z w + m )  =. O ,  

C + B + a A  C + B - a A  où l'on a fait, pour abréger, n = , ml=-- 
C - B  C-B 

g. Avant d'aller plus loin, il faut faire voir comment, d'aprèsl'état 
initial du mouvement, on peut déterminer la directrice AD, de ma- 
nière que les constantes A' et B' soient nulles, ainsi que le  supposent 
ces dernières équations. 

Au commencement du mouvement, où l'on a t=o ,  @=O, q=o, 
soit AI l'axe de rotation primitif autour duquel le corps tourne avec la Fig. a. 
vitesse angulaire I V  dans le sens LI, et soit la distance LI= E. On peut 
supposer E < go0, parce que si 6 était plus grand que go0, on prendrait, 
au lieu de I,, l'autre extrémité du même axe AL. 

Soit en niênie temps I\I l'extrémité de l'axe principal AM, dont le 
moment est A + C : nous supposerons que l'angle ILM est adjacent 
à l'angle DLl, déterminé par la direction du mouvement; c'est-à-dire 
que ces deux angles sont formés de différens côtés de l'arc LI j 
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d'ailleurs I'aagle ILM , q u i  est un angle donné et que nous supposed 
rons = L, peut être plus petit ou plus grand que go0. 

L'arc L M  étant donné de position par l'angle L , l'arc LN, où se 
trouve situé le troisième axe principal AN, dont le moment est A+B, 
sera également déterminé en prenant, du nlènle côté que LZ par 
rapport à M L ,  i'angle RILN = go0. 

. . .  
r o. Cela posé, soit 2 la valeur irii tiale de 8, on aura DL= j T-7. 

D'ailleurs on a supposé, a u  comrnencen1ent du inouven~eilt, l'angle 
DLM = a; ainsi, pour connaître la position du point Dy il s'agit de 
déterminer les quantités cc et 7 par la condition que les constantes 
A.' et B'soient nulles, ou qu'on ait au conlmencenlent du mouvement 
P = o ,  Q = o .  

LI étant l'arc décrit dans le premier instant par le point L, on  a 
LZ= Wclt sin E ;  du point Z menant Irn perpendiculaire sur D L ,  on 
aura Lm= W d t  sin E sin ( L  -a) et ml= W d t  sin E COS (L-  a). 
Pendant que le point L parcourt l'arc LI par son mauveiilcnt de  
rotation autour de 1 ,  le point D , en tant qu'il désigne l'estrémilé 
d'un axe AD fixe clans le corps, parcourt larc DL! = Wrlt sin DI 
perpendiculaire à Dl ; d'où il suit que le corps tourne autour do l'axe 

mobile 'd'une D L ~ =  W d t  sin DI cos IDL -- 
sin DL 

, c'est la valeur 

initiale de do. D'ailleurs L m  est Ia valeur initiale de - dji, et l'angle 

LDZ ou 
sin DL est celle de dp; donc on a ,  au commencement du 

mouvement, 
dg 
x = TV sin  sin ( L  - a) , 
dp - W sin E 
&-Co,,- cos (L-a), 

cos y cos m -sin y sin t c o s ( L - a  - 
COS y 

\ 
J 

Substituant ces valeurs Jans les équations P = O, Q = O, et faisant 
en p & m e  temps w = O ,  û = p, on aura 

O E (12'-COS 2a) sin 7 sin a cos (L-a) + sin 3, sin E s in  2ct sin (L - 4 
-/- (n +- a' )cosy cosé - (n+nr) sin 7 sin E COS (L  - a) , 

o = (a-cos zac) sin E sin (L - CL) - sin E sin SUCOS (L - a), 
La 
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La seconde se réduit à n sin ( L - a) = sin (L +a) ; d'où l'on tire 

n-i A + B  
tang a = - 

~ 3 - 1  
tang L c: A+ -- C ta% L ; 

et substituant cette valeur dans l'autre, il en résulte 

C -/- A COS L A + B sin L cotp=-- -- t a n g ~  = - -- 
Cf B '  cosa C + B  sina 

tang a 

On voit que la détermina~ion du point D par la tangente de l'arc DL, 
et celle de l'angle RILD, ne laissent aucune ambiguité, et qu'ainsi on 
est assuré de satisfaire, d'une manière générale, à la condition que 
les constantes A' et B' soient nulles, ce qui simplifiera beaucoup la 
solution du problème. 

Les données ont lieu au conimencement du mouvement fout 
connaître en même temps la constante K,  dont la valeur est 

IV cos E K = - .  
sin y 

J S .  Nous remarquerons qu'on peut déterminer la position du 
point D relativement aux axes principaux AL,  ART, AN, par des 
formules plus élégantes, et qui feront découvrir une belle propriété 
de la directrice AD. 

Ayant fait IL = o, on fera sen~blablemen 111 = E' ,  IN = 2' ; soit 
de plus DL = p  = + # - 7 ,  DM =pl, DN = p". Dans Ic triangle 

cos IM LlM, où le côté LM est de go0, on a COS ILDI = _;iL ; donc 
COS sr COS E" 

cos L = - . 
sin E ' de même dans le triangle ILN, on aura sin L = -- 

sin E *  

Les triangles DLM, DLN, qui ont un calé de go", donneront sern- 
cos . cos p" 

hlablement cos a = - et sin a- - 
sin p ; donc sin p 

COS pl' COS gfr 
tang a = - et tang L = -- 

COS p' CO1 I' ' 

ta% oc - Mais on a trouvé - At-B donc 
tangL - A+ C ' 

cospl' ( A + B )  cos E" -=- - 
cosp' ( A + C ) c o s ~ ' -  

11 est remarquable que la quantité ( A + C )  cos 6' repiésente It 

41 
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moment d'inertie de l'axe AM multiplié par le cosinus de la distance 
IM, de même que (A  + B) cos sr' représente un semblable produit 
pour l'axe AN. D'après l'équation précédente, on peut présumer 
qu'il existe un semblable rapport entre cos pl et cos p. En effet, si 

A + C  c o s L  
dans l'équation cot 7 = -- - tang 6 ,  on substitue les valeurs B f  C ' c o s o l  

sin p cos L - E'  in p 
cot - -- - - , on aura, en  réduisant, 

cos p' cos rc cosp' ' sin s 

cos p' - ( A +  C )  cos É - ( B  + C)-cos  E ' 
ce qui est la propriété mentionnée. 

Puisque les quantités cos p , cos pl, cos pl1 sont proportionnelles 
respectivement aux quantités (B+C) cos 6, (A+C) COS sr, (A+B)cos if'; 

puisqu'on a d'ailleurs cosap + cosapf + cosapr'= I , il s'ensuit que si 
l'on fait, pour abréger, 

D = i[(B+C)"cosas+ (A+ C)' cos'er+ (A-+ B)'cos"érfJ, 

on aura 
(B+C) COS c - (A+C) COS r' (A+B) COS r u  

COS p = , cospl----- D 
, CQS p"= D .  

Ces trois cosinus déterminent la posilion du point.D, et on voit que 
ce point sera le même, quel que soit celui des axes principaux qu'on 
prend pour AL,  et auquel on rapporte le mouvement du corps; car 
, l'échange qu'on peut faire entre deux des trois axes principaux, ou 

entre deux des trois lettres A ,  B, C, ne change en rien les trois dis- 
tances p, pl, p", qui sont toujours les mêmes pour le même axe. 

Ce  théorème tris-remarquable prouve qu'il y a toujours un point 
fixe D dans l'espace, tel qu'en rapportant h la directrice AD les 
mouvemens de rotation d'un corps de figure donnée, les constantes 
A' e t  Br sont nulles; il prouve de plus que ce point est le même, 
quel que soit celui des trois axes principaux auquel on rapporte les  
variables q,  o , 8. 

12. L'intégrale f dxa+z2'+h' d M ,  prise dans toute l'étendue 

du  corps, représente la somme des forces vives du système; si l'on 
substitue les valeurs de dx, dy , dz,, et qu'ensuite on effectue 
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l'intégration pour toutes les niolécules du corps, cette quantité aura 
pour valeur 

et d'après les équations du no 8, elle se réduit à 

Donc la somme des forces \lives est constante, lorsque les forces 
accélératrices sont nulles. 

Cette quantité peut se présenter sous une forme beaucoup plus 
simple. E n  effet, si l'on substitue les valeurs cos2 a cos2 7 = cosap', 

W cos E  COS"^ sin'ct = cos'p", cos"p = sin2 p, B = ---- , et qu'ensuite 
COS p 

on substitue également les valeurs de cos p, cos p', cospr: en cos€, 
COS E',  COS cf', on trouvera que la -somme des forces vives se réduit h 
cet te expression très-simple : 

(B  $- C) W2cos% -+ ( A  + C )  T7Vacos"&' +(A +. B) W"cos°~'~. 

On obtiendrait directement ce résultat en considérant que la vîtesse 
TV au tour de l'axe AI se décompose en trois vitesses , W cos E, 

W COS E', W cos 8, autour des axes AT,, AM, AN. 

Solz~tion du c m  purticzrlier où l'on a B = C. 

13. Alors l'axe AL, par rapport auquel on considère le mouve- 
ment, n'est point semblable aux deux autres, qui sont semblables 
en tr'eux, et les équations générales deviennent 

( B  - A )  dp sin 0 cos8 3- 2Bdo COS 4 = O ,  

( E + - A ) d ô  = O ,  

dq + -& = IW. 

d~ IQ B d u -  A - B  On en tire 0 = coust. = y ,  d; = A+B IC, et dr--- A + K sin p: 
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Dailleurs on a ,  dans le même cas, a = L et cot 7 - - A + B  - tang r ;  zB 
c'est-à-dire qu'il faut prendre le point D sur l'arc LI à la distance 
LD = go0- 7, déterminée par l'équation précédente. 

Fig. 5 et  6. Donc le mouvement du corps, après avoir été imprimé autour 
de l'axe AI dans le sens BC, se continue ainsi. L'axe principal AL 
reste toujours également incliné à la directrice AD, et tourne uni- 

Wsin IL 
formément autour de cette directrice avec une 

dt 
dails le sens BC; pendant ce mouvement, les autres parties du corps 

da W sin DI 
tournent autour de l'axe mobile AL avec une vitesse = sin DL , 
dans le sens BC, si on a A > B, ou dans le sens CD, si A<B. 

Développement des formules générales. 

14. Revenons aux équations générales de, l'art. 8. Si l'on élimine 
'dq des deux premières, on aura 

Ca+ B-zA2 
[-coga - - COS ( m - + z a ) l  de sin B - du cos 4 sin (10+2a) = O; 

équation qui, étant multipliée par cos 8, a pour intégrale, 

cos.â CC'+ B'-~A' -- cos ( m + a a ) ]  = consi. 
C"- B" 

Lorsque t=o, on a w =O et  ; donc si l'on fait, pour abréger, 
C"+ Ba- 2A2 

m =  -, on aura 
C' - B2 

( m - cos za ) cos'y cos4 = 
rn-cos ( z a  + za)* 

Cette équation établit d'une manière générale la correspondance entre 
l'angle 8 ,  qui détermine la position de l'axe principal AL sur le méri- 
dien mobile DL, et l'angle w , q u i  détermine la position du corps par 
rapport à l'axe AL, 11 faut observer d'ailleurs que l'angle w exprime 
la  quantité dont l'angle DLM s'est accru pendant le temps t ; de sorte 
qu'on a en général DLM = w + a. Pour savoir quel est le signe de w 

dails les premiers insians du niouvenient, il faut reprendre la pre- 
da mière valeur de - donnée dans l'art. IO, laquelle peut être mise sous 
d t  
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tette forme 

d W cos r ( Ca - BQ) 
+- - (cos 2a - m). 
dt - a (A + B) (A + C) 

'Ainsi les premières valeurs de w auront le même signe que.. . . 
(Ca-  B.) (cos aa - m). 

Les deux autres équations du mouvement sont en général 

n - m  - da Kdt = . -- 
cos ( a u + ~ & ) - r n  sin B ' 

da d~ = Kdt - - 
sin 9 ' 

w cos E où l'on a K = -- et n - m =  2 ( A + B )  (A+C) 
sin y Cs- Ba 

15. Il s'agit maintenant d'intégrer, par les moyens ordinaires, les 
deux dernières formules auxquelles nous sommes parvenus; l'équa- 
tion finie (1) servira en général à exprimer les deux variables w et 8 par 
le  moyen d'une troisième 4 , qui croit continuellement avec le temps ; 
l'équation (2) donnera la relation entre t et 4 ; et enfin l'équation (3) 
fera connaître la valeur de Q en fonction de 4, ce qui complétera la 
solution du problème. 

Dans cette recherche, il faut surtout faire attention à la quantité 
Ca + B2- SA" constante m = ; car selon que cette quantité sera plus 

Ca- Ba 
grande ou plus petite que l'unité, le corps aura différens mouvemens 
par rapport à son axe principal AL. 

16. Nous avons déjà dit que les momens d'inertie par rapport 
aux axes principaux AL,  AM, AN, sont respectivement B + C , 
A + C, A+ B. Ces momens jouissent, comme on sait, de la pro- 
priété de nzaximzm ou de minimum, relativement à tous les axes qui 
passent par le point A ;  et comme il n'y en a que deux qui puissent 
jouir de cette propriété d'une manière absolue, le troisième, q u i  
n'est ni nznxirnurn ni minirnum, sera relatif à un axe qu'on peut 
appeler l'axe moyen. Maintenant i l  est aisé de voir que la 

, Ca + Ba- -A" 
quantite C2 - B2 -, abstraction faite de son signe, ne peut être 

plus petite que l'unité, que lorsque A L  sera taxe moyen; alorsA sera 
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moyen enire B et C,  et le moment B+ C sera moyen entre les 
momens A + C et A .+ B. 

C" BBa - 2A' 
Dans tout autre cas, la quantité -, positive ou négative; 

sera plus grande que l'unité, et l'axe AI sera l'un des axes extrêmes, 
savoir, l'axe du plus grand moment, si A est la plus petite des quan- 
tités A ,  B, C ,  et l'axe du plus peiit moment, si A est la plus grande. 
Au resie, or1 voit que le problème sera résolu complètement, e s  
considérant le seul cas oii nz est plus petit que l'unité, puisque A L  
étant un axe principal choisi à volonté, rien n'empêche de supposer 
que AL est l'axe moyen. Cependant, pour ne rien laisser à desirer 
sur cette matière, et pour appliquer les résultats des formules au 
mouvement des planètes qui ne paraissent pas tourner autour de 
leur axe moyen, nous considérerons aussi le cas où m est plus grand 
que l'unité. 

Première solution, AL étant Paxe moyen. 

1 7 .  AL étant l'axe moyen, il faut, comme nous l'avons déjà dit, 
que A soit moyen entre B et C , et qu'ainsi la quantité m, ahstrac- 
iian faite de son signe, soit plus petite que l'unité. Nous suppose- 
rons de plus, ce qui ne diminue en rien la généralité de la solution, 
que AM est l'axe du plus grand moment, c'est-à-dire qu'on a C >B;  
ainsi l'ordre de grandeur entre les quantités A, B, C ,  données par la 
figure et la constitution du corps, sera C > A > B. 

Puisque rn est < I , l'équation entre w et 8, savoir, 

(cos 2ffi - m )  cos2y = - 
COS (SU -+sa) - 7n ' 

fa i t  voir que w ne peut s'étendre depuis oO jusqu'à 180'; car si cela 
était, il y aurait une valeur de  o qui rendrait le dénominateur 
cos ( S W  + aa) - m nul,  et cos 0 infini. Donc le  corps ne peut faire 
que des oscillatioiîs plus ou moins grandes autour de son axe moyen. 
E n  mênie temps la valeur de 6' sera coniprise entre certaines limites, 
de sorte que l'axe A L  ne pourra s'éloigner que jusqu'à un certain 
point de la directrice AD, et son mouvement, par rapport à cette 
directrice, sera une sorte de balancement ou de nutation dont il 
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faut déterminer la quantité. Pour cela, nous distinguerons deux cas, 
selon que cos 2et - na est positif OU négatif. 

Premier cas : cos 2cc - nt = p'. 

18. Dans ce cas, on voit d'abord que cos ( 2 w  + SCL) - m doit 
toujours être positive; car cette quantité, qui est positive lorsque 
w = O ,  ne peut devenir négative sans passer par zéro, et alors cos4 
serait infini. 

On a vu ( n o  9) que l'angle CL peut être plus petit ou plus grand 
que goo, selon la position initiale de l'axe AM. Supposons d'abord 
a < go0, et soit pris un angle p < go0, tel qu'on ait 

cos 2,u = m sin1? + cos za cos'p ; 

cette valeur donne 

ainsi on aura ,u > a.  Cela posé, l'équation (1) donne 
cos ( a s + a & ) -  cos afc - 2 s in(* + n + p ) ~ i n ( ~ - # - a )  sin' 0 = Li 

COS (nu + 2a) - m -; C O S ( ~ U  f s a ) - m  

d'où l'on voit que o positif a pour limite + ( p  - a); et que w 

négatif a pour limite - ( p+cc). Donc l'étendue totale d'une oscil- 
lation est mesurée par l'arc 2p < 180". 

19. Il  convient, pour la facilité du calcul, de faire commencer 
le  temps au milieu d'une oscillation, ce qu i  revient à faire CL=O dans 
nos formules. Soit alors 0 s: 6, et on aura les équations 

( 1 - m ) c o s S &  . 1-m cosQ 0 = sin'p = - si&. 
COS 2ai - m ' 2 

L e  cas de a = O suppose L = O; d'ailleurs on a A > B ;  ainsi l'état . ..  
initial du mouvement est représenté par la figure 3, où l'on a Fig.3. 

tang r ,  ce cpi donne DL0 > L'Io; LOIO = r ,  tangI)Lo=cot 6= - 
C+B 

les premières valeurs de w sont positives. 
Nous savons d'ailleurs que les limites de w sont + p et -p ;  c'est 
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pourquoi nous ferons 

tang w = tang ,u sin 4, 
+ étant un angle qui est nul lorsque t=o , et qui croit in Jéfiniment 
avec le temps, comme le calcul le prouvera. 

De l'équation précédente on déduit une valeur de cos 2 w ,  qui, 
étant substituée dans celle de sinS8, donne 

sin" 6 cos" ,u cos2 + sin9O =  COS^^ - ( sin%- binLp) sin"' 

si&- sinZrc Soit donc c' = _-- 0os26 - - 
cos2,u 

t a q a p ,  on aura i - ça=- 
1-m cos=p ' 

ainsi c est < r ,  et on aura 
sin 6cos + sin 8 = - r/( i -c2sin2+)' 

On donne le signe -+ au second membre, parce qu'en faisant 4 = O ,  

on doit avoir 8 = C. 

20. Cela posé, la correspondance entre les quan~ités w ,  0 -et +, 
pendant les quatre premières denii-oscillations, sera telle qu'il suit: 

Dans la première demi-oscillation, le point L parvient de L* 
e n  B ou LI; en même temps l'arc LM parvient de la position ini- 
tiale LOMP à la position LIW,  qui fait avec le méridien l'angle 
DRM' =p. Dans la seconde demi-oscillation, le point L continue 
son i~iouvenient de nutatioii de LI en L", où l'on a 8 = - C ; en 
rnên-~e temps l'arc LM revient de la position L'RI', dans laquelle il 
est le plus éloigné du niéridien, à la position L"RIP, dirigée dans le  
sens du méridien. Dans la troisième demi-oscillation, le point L 
revient de L' à L3 OU B; en même temps l'arc L M  s'écarte du  iméri- 
dien dans le sens opposé, et parvient de la position Lanfa à la po- 
sition L3M3, qui fait avec le méridien l'angle DBN3 = / A .  Enfin, 
dans la quatrième denii-oscillation, le point L revient de L3 ou B 
à Lo, et l'arc LM revient de la position L3M3 à la position Lem. 

De 
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De sorte qu'au bout de deux oscillations, les choses sont rétablies 
dans le m ê n ~ e  état qu'au commencement du mouvement. 

Ces niouvemens d'oscillatio~i et de nutalion, nlesui-és par les 
variables w et O, sont d'ailleurs indépendans clu mouvement du nié- 
ridien lui-même autour du  poiiit D ,  lequel est inesuré par l'angle  p. 

21. Ces résultats supposent a < go0. Si l'on a ce > go0, soit 
e= I 80° -af, on aura a' < go0.Par cette substitution, l'équation (1) 

sera la même que si l'on changeait simplement le  signe de w ,  et qu'on 
mît a' à la place de a. La valeur de ,Y, étant déterminée seimblable- 
ment ,  on aura p >a1, et les limites de w deviendront - (,u+a'), 
-f- (p- a'); de sorte que l'étendue d'une oscillation sera toujours 
mesurée par l'arc 2 p ;  et si l'on fixe l'époque du mouvement au 
milieu d'une oscillation, cela revient à faire, dans la formule primi- 
tive, a'= O ou CL= r80°, ce qui conduira toujours aux mêmes 
résultats que nous avons trouvés. En efi'et, on voit imn~édiatement 
que la valeur cc = 1800 amène l'axe A M  sur le méridien DL, comme 
le  fait la valeur a = O ;  avec cette diKérence, qu'au lieu du point BI, 
on doit prendre l'autre extrémité du même axe principal, dont le 
moment a été supposé A + C. 

Second cas : 172 - cos 2% =p.. 

2 2 .  Alors l'équation ( I ) prendra l'une ou l'autre des formes 
mivan tes : 

( m -  cos 201) cosDy cosae = 7n - cos ( 2 w  + 2a) ' 
rn sin" y + cos 2a cnbZy - COS ( f 2a ) sin4 = m- cos (2a, + 2a) 9 

où l'on voit que n z  - COS ( 2 9  + 2a) doit toujours être positif. 
Supposons d'abord u < go0, el soit p un angle < go0, tel qu'on ait 

cos 2p u. - 1111 sinl;r/ - cos SCL COS' 7, 

on aura cos ( I  go0- S V )  - COS 2a = ( i n -  COS SU) sine? = p2sin*p ; 
donc ,u > 900 - CL. Cela posé, pour que sineO soit positif, il faut 
que cos ( 1800-ap)- cos ( z u t  2u) OU  sin (CJO~-,U+W+U), 
sin ( w  +a+,.~- goo) soit positif, Donc w positif a pour limite 

4 2  
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+ (goO+p - a), et o négatif a pour limile - ( a  +,u - 90") ; d'&~ 
i l  suit que l'étendue d'une oscillationest encore l'arc 2p < 180'. 

23. Si l'on prend pour époque du niouvement le milieu d'une 
oscillation, ce qui revient à faire, clans nos formules, a = go0, et 
qu'en même temps on fasse 8 = C, les formules deviendront 

Fig. 4. L e  cas de cc = go0 suppose L L go0 ; ainsi l'état initial du  niou- 
vernent est représenté par la figure 4 ,  où l'on a LOI0 = E ,  

A + B  tang r ;  et comme on  a A > C ,  il sénsuit tang DL0 = cot C= 
da, 

que DL0 < PL0. Dans ce cas, la première valeur de à; ayant l e  

niême signe que cos zcl-rn , est négative; donc les premières valeurs 
de w sont aussi négatives. 

Puisque les Iimiies de sont encore - p  et +,u , et que les pre- 
mières valeurs de  w sont négatives, nous supposerons 

tang w = - tang p sin 4 , 
et il en résultera 

sin 6' = sin C cos S, 
v(i - c%inl +) 

en prenant, comme dans le premier cas, c9= 
cosz,& 

24. Voici, d'après ces formules, la correspondance qui a lieu 
entre les trois variables w ,  O ,  -J( pendant les quatre premières demi- 
oscillatious, au bout desquelles l'axe AL et la situaiion du corps, 
h l'égard de cet axe, sont rétablis comme ils étaient au commen- 
cement du mouvement : 

Au premier instant, l'arc LM est dans la situation L O R I " ,  qui fait un 
angle droit avec le méridien DL; c'est donc alors l'axe AN qui se 
trouve siiué dans le méridien. Du reste, on explique, par la figure 4, 
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la correspondance des mouvernens d'oscillation et de nutation, comme 
on !'a fait par la figure 3 dans le premier cas. 

Si l'on avait cc > go0, on ferait a = 180°- a', et on  parviendrait 
absolunient aux mêmes conclusions. 

25. Il résulte de l'analyse précédente, que le mouvement d'un 
corps, considéré relativement à son axe nioyen, présente deux cas 
dont voici les caractères distinctifs. 

Premier cas. Dans chaque oscillation il y a un instant où I'axe Fig. 3. 
moyen AL, l'axe du plus grand moment AM, et l'axe de rotation 
instantané AI sont dans un même plan avec la directrice AD. Cet 
instant est le milieu d'une oscillation, époque où l'axe moyen est 
dans sa plus petite ou sa plus grande distance à l'égard de la direc- 
trice AD. Les for~nules données pour ce cas (art. 19 ) , supposent 
que le temps commence à une de ces époques où le point L est 
le plus près de D. 

L a  distance I L  étant connue au ~ r e m i e r  instant,et désignée par E ,  

on trouve la distance DL = go0- C, qui donne la position de la 
directrice AD par la forn~ule 

A+C tang DL = cot C = B+CtançE;  -- 

ainsi on a toujours, dans ce cas, DL > IL. 
Connaissant C, qui détermine la nutalion de l'axe nioyen, on a la 

quantité ,w, qui détermine l'&tendue des oscillations par la formule 
1-m 

sin'p = - sin%. Cette quantilé p est toujours plus petite que g , 
- 

1-RI  Aa-Ba - et à plus forte raison plus petite que go0; et puisque - -- 
2 C'- 

il s'ensuit qu'on a aussi sin p < \/Cs). Dans ce premier cas, 

le troisième axe principal A N ,  qui a le plus petit moment A + B ,  
nc peut jamais se trouver sur le méridien D L ;  car la plus petiie 
valeur de l'angle DLN est go0 - p,  dans un sens ou dans l'autre. 

Second cas. Si l'on change B en C ,  et réciproquement, tout ce Fig. 4. 
a dit d u  premier cas s'applique a u  second. C'est donc alors 

l'axe du plus petit moment AN,  qui ,  au milieu de chaque oscillation, 
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se trouve dans un même méridien avec l'axe moyen AL et l'axe 
de  rotation instantané AI. L'are, du plus grand moment AM est 
toujours à une distance du méridien DL, qui ne peut être moindre 
que goo - p. 

Dans ce second cas, la distance DL se détermine par l'équation 

*+' tang 6 ; tang DL = cot C = --- 
B + C  

ainsi on a toujours DL <IL. 
Au reste, ces deux cas se traitent analytiquement de la nGme 

manière, puisque la permutation des lettres B et C change rn en 
- nt, et qu'ainsi les formules trouvées pour le premier cas, s'ap- 
pliquent également au second, comme on le verra ci-après. 

Il ne reste plus A examiner que le cas où l'on aurait rn -cos 2x=o. 

Troisième cas : cos 2a - na = o. 

26. Alors l'équation (1) donne w =O; ainsi le corps n'a aucun 
mouvenicnt autour de son axe moyen AL. Pour déterminer les deux 
autres variables 8 et 9 ,  il faut recourir aux équations (2) et (3) du 
no 8, lesquelles donnent 

cl0 sin za 

CosB- n - cos 2a &J 9 

dq = Bdt. 

11 en résulte d'abord cp = Kt ,  ce qui prouve que le mouvement cTe 
I'axe moyen AL autour de la directrice AD est uniforme. 

K sin n a  - 
Ensuite si l'on fait dB - i, on aura - - - id; ce qui; 

IZ - COS 2a CDS 8 
donne, en intégrant, 

i t ang(45 '+f  8 )  = Ztanç ( 4 5 4 + i y ) - i t ,  
ou 

tang (45" + 8 )  = e-it tang (45"+ + 2 ) .  

En faisant t = co , on aura 0 = go0 ou 8 =- go0, selon que i sera 
négatif ou positif; c'est-à-dire selon que a sera plus grand ou plus 
peiit que go0. Alors I'axe moyen sera réuni avec la directrice AD, 
dans un sens ou dans l'autre, et le mouvement de rotation autour d e  
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ces axes réunis, continuera de se faire uniformément avec la vitesse 

angulaire 3 = K. 
dt 

Et quoique cette réunion des deux axes n'ait lieu rigoureusenient 
qu'après un temps infini, cependant la rapidité avec laquelle croit 
ou décroît l'exponentielle eit, permet de regarder ces axes comme 
sensiblement &unis après un temps assez court. 

27. Voilà donc un nou17eau cas très-remarquable où l'on peut 
déterminer exactement et d'une manière très - simple le mouve- 
ment d'un corps de figure quelconque : c'est lorsque la valeur ini- 
tiale de l'angle ILRI, que nous avons appele'e L ,  est telle qu'on a 

Ba +Ca- 2A2 
COS 2 a = m =  c" -I)* -. Cette valeur, combinée avec l'équation 

BC-A" A-B C+A 
tang ,=&*tang L, donne coszL=- 

A+C A (C-B) ' ou tang%zA- -- +B ' C-A' 
'Airisi, pourvu que l'axe de rotation primitif AI soit placé sur l'arc Ll, 
déterminé par la valeur précédente de tang L, le cas dont il s'agit 
aura lieu : l'arc LI pourrait d'ailleurs être situé de l'autre côté de 
l'arc LM, ce qui donnerait toujours le même cas susceptible d'une 
solution très-simple. 

28. Ayant développé l'équation (1) , qui contient la loi générale 
des oscillations du  corps autour de l'axe moyen, et de la nutation de 
cet axe, nous allons procéder à l'intégration des équations (2) et (31, 
qui feront connaître les variables w ,  0 et q au bout d'un temps quel- 
conque t. Il suffira, pour cet objet, de considérer les formules de 
l'art. 19, puisqu'elles renferment celles du secoud cas. 

Reprenons donc les formules 
1-m 

tang w = tang ,u sin 4 , sin2p = - 
2 

sin2C, 

d'où l'on déduit 
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Substituant ces valeurs dans l'équation (4, où il faut faire a = O, 

on aura 
n-m t angp  Kdt = -- - a - . 
1-na ' s ing  ' V(I -ç"~irP&)'  

W c o s ~  n-m- 
sin C 

A + donc si on fait d'ailleurs K = - et - - - - 
i-m A + B '  

on aura 

idt = & 
V(I - ca siua 

et e.n intégrant, 
it = F ( c ,  4). 

Ainsi étant donnée une valeur quelconque de l'angle 4, on pourra 
trouver la valeur correspondante du temps t ,  et réciproquement. 

29. Soit T le temps d'une demi-oscillation, qui est aussi oelui 
d'une demi-nutation , on aura il = Prc, et par conséquent ce 
tcnips pourra ê ire dé terminé avec toute la précision qu'on voudra, 
par le moyen de la fonction complète F'c. 

Lorsque le  corps différera peu de la figure sphérique, la quantité i 
sera très-petite et T très-grand; de sorte que les mouvemens d'oscil- 
lation et de nutation seront très-lents. 

Soit $ la valeur de qui répond à un temps quelconque t' < T; 
si *l'on fait en général t = akr  t', k étant un entier quelconque , 

La  conslante T étant une fois calculée avec toute la précision 
nécessaire, par la théorie des fonctions elliptiques, on détern~inera 
exactement l'angle 4 pour toute valeur de t multiple de 7. On 
pourra même déterminer algébriquement cet angle pour une infini té 
d'autres valeurs de t ,  comrnensurûbles avec r ;  car on sait que 

t l'équation ; Prc  = F ( c ,  +) est résoluble algébriquement, toutes 

t 
les fois que - est rationnelle. 

T 

30. Dans tous les cas, on pourra, par l'équation it ;= F ( c ,  41, 
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&terminer aussi exactement qu'on voudra l'angle + au bout d'un 
temps quelconque t ; l'angle + étant connu, on  connaîtra la distance 
Go0- 0 de l'arc AL à la directrice AD, et l'angle cc, ou DLM qui 
fixe la situation du corps par rapport à l'axe AL, au moyen des 
formules 

sin C cos 4 
tang w = tang p sin 4, sin 0 = 

v(1 - C' sins+3 ' 
où il  faudra se rappeler que w est toujours compris entre les limites 
p et - p , de même que 8 entre les limites + C et - C. 

31.  Il ne reste plus qu'à déterminer l'angle q, qui  fera connaître, 
au bout d'un temps quelconque t ,  la position du  méridien DL. Or  si, 
après avoir fait a = O, on substitue dans l'équation (3) les valeurs 

du -- t a n g r  d+ 
(cos za - m ) sin 8 - (1 - m ) sin? ' v( 1 - c2 sin" +) ' 

a n - c ~ s m -  n+ I - 
i + tan& sin2+ ' 

on aura 
2 t angp d+ -- d4J 

dp = (1 -,,LI sin( (l% (/(I -c1sin2JI) (i+tang2psin2+) (i-cGZJJ 9 

a t a n g p  - sin 6 d'où l'on tire, en intégrant et observant que (i-mlsin,g-,inp 

sin C 
(P = sin fi cosr r+ P (4) - n ( tanga,u , )]. 

Dans celte formule, iï ( tangau, 4) désigne la fonclion elliptique de 
troisième espèce , dont tangl,u est le paramètre, c étant d'ailleurs 
le  module commun aux deux fonctions F et iï. 

32. La valeur de  q correspoi~dante au temps d'une demi-oscil- 
lation, se trouvera en faisant 4 =goo; si l'on désigue cette valeur 
par Qr , on aura 

sin % a =  
sinp cos p [% FI- ni (tangnp)]. 

La fonction complète ri1 (tang" ) pourra s'exprimer par des fonc- 
tions elliptiques de la première et de la seconde espèce, au moyen 
de la formule du no 96, première partie; mais pour cet objet, il sera 
bon de  donner une autre fornie à cette formule. 
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33. En suivant les dénominations de l'article cité, soit A un angle 

cot B cos 8 c sin û t e l  que tang h = - , ce quidonne sin A=--- et  cosh =-- 
C A (4  O )  4 ( 4  O) .' 

on aura, par les propriétès connues, 

Au moyen de ces équations, on éliminera F ( b ,  1) et E (6 ,  8 )  de la 
valeur de iI1 ( n ,  c);  puis réduisant d'après l'équation des fonctions 
coniplémen taires , on aura la formule 

cgtang8 
A '' '" i l1  (n, C) = F ' C [ ~ + E ( ~ ,  A ) - ~ ( 6 ,  A)]+E'cF(~, A) 3), sin O COS 0 

dans laquelle n = cot"0. 

34. Pour  appliquer cotte foriiiuIe au cas proposé, il faudra faire 
cos C û = t ~ - ~ ,  6= =, ce qui donnera tang h - 7 - 

= \/(Ai), ca - A" et on aura 

sin C 
I I 1  ( tangy ) = F1c (sin g cot ,u- bacos sin A )  

sinp cos4 
-FLc  [ F ( b ,  A) -fi (6, A)]  +E'cF (6, A). 

J'ohserve maintenant que la quantité sin C ~ o t  /A -ha COS /A sin h se 
cos p cos p réduit d'abord à - ( I  - basinah) = - (cosah+ casin2A); et parce 
sin A sin A 

COÇ'A 
que c1 = tang' p cota h , elle se réduit ultérieurement à Sin A 

- C"A9 tangp _- -. 
A"-Ba ' sin C ' donc enfin on aura 

a=[. (A+c) .(A+- B) , sin O c'- B' sinp cos p -E (6, A)]F.C + ~ ( b ,  A)(F~C-E~C). 

Par cette formule, on peut déterminer aussi exactement qu'on voudra 
l'angle @ que décrit l'axe moyen autour de l a  directrice AD, pen- 
dant la durée T d'une demi-oscillation. 

35. Cela posé, pour avoir la valeur de q au hoiit d'un temps quel- 
conque t , on fcra, comme ci-dessus, t=zkr =!= t'. On cherchera, 
par ce qui a été déjà dit, l'angle +', qui répond au tenips t' < r ;  

puis 
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puis calculant par la formule générale la valeur de  qui corres- 
pond à l'angle 4', et appelant cette valeur @, on aura généralenient 

Ainsi, au moyen de la seule constante @ une fois calculée avec toute 
la précision nécessaire, on connaîtra exactement r$ pour toute valeur 
d e  t n~ultiple de r : on pourra encore déterminer cp algébriquement, 
et  par le moyen des arcs de cercle, si t eSt commensurable avec r ;  
dans tout autre cas, on déterminera par les formules d'approxima- 
tion connues dans la théorie des fonctions ellipiiques. 

35. Nous observerons qu'il y a un moyen très-simple de trouver 
la valeur approchée de la fonction ri (tang' ,LC, +) , lorsque l'ampli- 
tude + n'excède pas 15 ou zoo. En effet, on a en général, 

Supposons que 4 soit assez petit pour qu'on puisse remplacer, dans 
la  second membre, v(1- ca s in s4 )  par 1 - + C' sinz+, c'est-à-dire 
pour qu'on puisse négliger les quantités de l'ordre c4sin44. 

Alors si l'on prend un nouvel angle r tel que tang C = * 
cos y ' 

le  second membre de l'équaiioii précédenie aura pour valeur 
3-m - 

4 
( cos p - (T) 4, ce qui donnera 

Dans le meme cas on pourrait faire F (4) =(I+: c") 4-;c'sin 2+. 

Développement du cas particulier oit I'on a nz = - r . 
36. Quoique ce cas suppose C = A, et retombe ainsi, à la nota- 

tion près, dans celui qui a été traité no 13  , cependant le nouveau 
point de vue sous lequel nous envisageons ici le mouvement, et les 
intégrales exactes que nous obtiendrons, ne peuvent que répandre 
un nouveau jour sur cette matière. 

4 3  
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2A Soitdoncm=- I ouC=A,  onaura ,u=g, cot C=- A+B tangg~ 
. A - B  

C Z O ,  z =  - 
A + B  

W sin 8 ,  et les variables w , 8, q seront données 

par les équations 
tan g S, i t ~ = $ ,  t a n g ( = -  
cos fi ' 

lang w = fang ,u sin 4, 
sin 4 = sin p cos 4, cos ô cos o = cos p. 

Voici, d'après ces équations, comment on dé!errninera la position 
du corps au bout di1 temps t. 

On connaît d'abord l'arc 4 par la valeur 4 = i t ,  et l'arc I: par 

l'équation iang r = 9 9 ,  où il faut observer que r - 4 est tou- 
cos p 

jours moindre que 90'. Par ces deux arcs on  a la valeur de q ,  qui 
détermine la position du niéridien DL. On a ensuite les andes e et w 
par les équations sin 8 = sin ,u cos 4 , tang w = tung p ssin 4 ; la 
premikre fait connaître la distance 1)L = go0 - 9, et la seconde 
donne, avec le signe convenable , l'angle DLM qui détermine la 
position de l'axe AM, et par conséquent celle de tout le corps par 
rapport a l'axe AL. 

37. Cette solution doit revenir au même que celles qu'on déduirait 
du no 13; niais comme elles paraissent très-différentes au premier 
coup d'œil, il sera boa d'en démontrer l'identité. 

Fig. 5.  Soit BLOIODICI" le niéridien primitif où se trouvaient, lorsque t =  O, 

les axes AL, AM, et l'axe de rotation AIaux points marqués LO, N", Ios 
Supposons qu'au bout du temps t ,  les axes AL, AR1 forment, avec 
la directrice AD, le triangle sphérique DLM; la position des points 
L et M sera déterminée par ce qui précède, au moyen des élémeiis 
B X = ~ , X L = ~ , D L M = U , L R I = ~ O ~ .  

Dans le triangle DLM, où le  côté LRP est de go0, on a cos DM == 

cos DLM sin DL = cos w cos 0 = cos p;  donc DM=p. Donc l'axe 
principal AM (celui qui n'est point semblable aux deux autres) est 
toujours également incliné à la direcirice AD. 
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ML sin 61 =- Le même triangle donne sin MDL = sin Dm sin p, mais les 

forniules tang w = sin 4 tang p , tang 4 = COS p tang dolinent 
sin ai 

sin r = -; donc l'angle r est égal à l'angle MDL, ou à son 
sin p 

supplément MDx. Or, lorsque t = O, le point 1\'i étant en Mo, c'est 
le  supplément JIDx qui devient zéro; donc on a en général 
,c = BSDx. 

II suit de là que l'angle RIDW, parcouru par l'axe AR5 autour du 
pôle D dans le temps t ,  = q +- r ; de sorte qu'on aura 

"A 4 aA TVt sin é MDW=~+CZ,.,,~-- - A + B '  -. c o s p  

Donc l'axe AM se meut uniformément autour du point D avec la 
zA W sin s vîtesse angulaire - , et parce que - - 

A+S cosy' C O L  g C0t 6 
*+B 

W cos s = cot p cot 6 , cette vitesse peut aussi s'exprimer par -. 
sin p 

Enfin, le m h e  triangle DL81 donne encore sin DML = 
cos ,u sin r~ Tang u sin DL sin MDL = cos sin r = - --- - sin 4 ; et 
cos u sin ,K tang p 

puisque l'angle DML est zéro en même temps que +, on a DRIL=4. 
Donc le corps tourne uniformément autour de I'axe mobile AM, dam 

l e  sens CB, avec une vitesse angulaire $ = JV sin c. 

Ces mouvemens sont précisément ceux que nous avons indiqués 
11' 13, pourvu qu'on échange entr'elles les lettres A et B, afin que la 
supposition actuelle C = A revienne à celle du no r 3, C = B. 

Application des formules au second cas du problème, art. 25. 

38. Nous avons discuté fort au long le  premier cas, qui est celui 
où l'axe du plus grand moment AAI se trouve au milieu de chaque 
oscillation, dans le même plan avec l'axe moyen AL etla directrice AD. 
Vehons maintenant au second cas, où l'axe du plus petit moment 
AN est celui qui se trouve périodiquenient dans le m h e  méridien 
que l'axe moyen AL,  tandis que I'axe du plus grand moment reste 
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toujours éloigné de ce méridien à une distance qui n'est jamais 
moindre que goo - p. 

II suffit, pour la solution de ce second cas, d'échanger entr'elles les 
B"+ Ca-SA" 

lettres B et C ; et comme on suppose constamment m = e-Br, 
afin de conserver l'ordre de grandeur C > A > B, il faudra en même 
temps changer le signe de m. Par l'effet de cette permutation, la 
constante i deviendrait négative ; ainsi il convient de changer le signe 
de +, ce qui change en niênie temps le signe de w ,  comme l'exige 
la nature de la question (art. 23). Cela pose, voici les formules par 
lesquelles on déterminera la situation du corps et les vitesses de ses 
différens nlouvenlens au bout d'un temps quelconque. 

39. Connaissant g par l'équation cot g zB- A tB tang E, on trouvera 

Ca-*' l'angle p < go0 par la formule sin2,u = %m sin% = CiB; 
Faisant ensuite 

W c o s ~  C - A  i=- - 
tangp ' A  + B' 

on aura l'équation 
it =: F ( c ,  &), 

qui servira à déterminer t par +, ou réciproquement + par t. Soit T 
1 l e  temps d'une demi-oscillation, on aura r = - F'c. i 

Connaissant I avec toute l'exactitude nécessaire, o n  pourra sup- 
poser qu'un temps quelconque t ,  aussi grand qu'on voudra, soit 
représenté par la formule ' 

t = 2 k r  =k t', 

k étant un entier, et t' un temps < T. Soit 4' la valeur de  4 qu i  
répond au temps t', ensorte qu'on ait zt' = F ( c ,  +') , on aura e n  
général, 

4. = 2k.:7t  +'. 
4 étant connu, on déterminera la distance go0 -8  de l'axe moyen 

AL à la directrice, et l'angle w que fait l'arc LN avec l e  méridiein 
DL, par les fornlules suivantes : 

sin 6 cos sin 8 3 - y( ,  - c2rin24) 3 fang @ = - tûng k s i n  J . 
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. . 1-m où l'on a cl= - tang9,u. Ces forniules détermineront toujours 

14-m 

8 et w sans ambiguité, parce qu'on sait que 8 est compris entre les 
limites + C et - C, de même que w entre les limites + p  et -,u; 

d'ailleurs il faut se rappeler que w négatif suppose, comme dans la 
figure 2 , l'angle DLN formé du  même côté de DL que celui où se  
porte l'axe AL par son mouvement autour du point D, et que w posilif 
suppose l'angle DLN fornié de l'autre côté de DL. 

40. 11 ne reste plus qu'à déterminer la position du méridien DL, 
ce qui se fera par l'arc BX = g, dont la valeur est 

B + C + z A  n-i B + A  
en supposani toujours n = C - B  - 9  et -- -- 

2 C-B'  
Si l'on appelle la valeur de p correspondante à 4 = go0, OU au 

temps d'une demi-oscillation, on aura 

et en prenant un angle auriliaire hd'aprèsl'équation t a o g k d ( * m )  
L-m ' 

on aura 

Soit, comme ci-dessus, t = 2k.r z k  t', on aura cp = p', 
9' étant la valeur de qui correspond au temps t', ou à l'angle +' 
déjà déterniilié. 

Fornzules particulières pour le cas où taxe  de rotation primitif est 
très-près de l'axe du plus grand moment A M .  

41. Alors il faudra supposer c = i w - 6, 6 étant une quantité 
très-petite, dont on pourra négliger les puissances supérieures au 
second ordre. Appliquant donc les formules du premier cas, o n  aura 
d'abord les valeurs suivantes : 
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d'où il mit que la nutation de l'axe AL, et les oscillations du corps 
autour de cet axe, seront très-petites de l'ordre 6. 

On ai.u-a ensuite 
A-B Wsinb- A-B C-B c (c+A)_ 

(C+B) (A+B) ")' 
et l'équation it = F ( c ,  4) = 4 ( 1  + $ ca) - $ c1 sin 24. donnera 
réciproquement 

$ = ( 1  - $  c ' )  it++ c'sin 2i t .  

On en tire le temps d'une demi-oscillation 

et ce temps étant une fois calculé jusqu'à la précision des quantités 
du second ordre, on aura en général 

L'angle S/ étant connu pour un temps quelconque, on aura les 
raleurs de o et 0, savoir: 

o = p sin + e t  8 =: 6 cos+. 

42. Enfin la valeur de q,  au bout du temps t ,  sera donnée par 
la formule 

p = W ~ ( I  -:Ja-f-$C?) ++ Cp(4.b- :sinzS),  
où l'on pourra substituer la valeur 4 =it. 

Soit l'angle décrit par l'axe A L  autour de la directrice, pen- 
dant le temps T d'une demi-oscillation, on aura 

@ = W r ( 1 - ~ 6 ~ + t C ~ ) + ; g ~ . i r ,  
A-B ou , en substituant la valeur pi = - d\W, 
A+C 

.Ainsi l'axe AL tourne autour de la directrice AD avec une vitesse 
très-peu différente de la vitesse angulaire initiale W. Cela s'explique 
en observant que l'axe de rotation primitif AI est très-rapproclié de 

A-B la directrice AD, puisque la distance DI = 6 - C = 61 ; 
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quantité qui sera très-petite, mênle par rapport à 6, si l'on suppose 
le corps peu éloigné de la figure sphérique, ou A- B très-petit 
par rapport à A+ C. 

Au reste, on voit que dans le même cas, le  temps d'une oscilIation 
représenté par 2r est très-grand, puisqu'en négligeant les quantités 
de l'ordre d'", on a 

51 A + B  C + B  
= w&=g.C-). 

Ayant déterminé la constante Q, avec toute la précision nécessaire, 
on pourra mettre la valeur générale de 9 sous cette forme, 

Ainsi l'on voit qu'il ne  s'en faut que d'une très-petite quantité 

i Cp sin 2, que le mouvement de l'axe AL autour de la directrice 

ne soit uniforme. Lorsque t sera un multiple de r ,  on aura exac- 

Cas où le mouvenrent esl le plus comnpliqué. 

43. La  valeur de c" étant exprimée directement par l'angle 
donné 6 ,  on a 

1 - - 1 + - -  -- 
C" - C + B  ' C-A 

De là on voit que c est d'autant plus près de l'unité, que l'axe 
de rotation initial est plus près de l'axe moyen, cas où la distance c 
est très-petite sans être nulle. Comme on a d'ailleurs C > A >  B, i l  
en  résulte ( C - B )  ( C + A )  > ( C + B )  ( C - A ) ;  ainsi, dans 
aucun autre cas, on  ne peut avoir c très-peu différent de l'unité. 
Dans ce cas donc la nutation de l'axe moyen est de près de I Bo0, et 
les oscillations autour de cet axe sont les plus grandes qu'il est pos- 
sible. Ainsi le mouvement du corps sera d'autant plus irrégulier, 
que l'axe de rotation initial sera plus près de i'axe moyen. 

Il n'en est pas de iil&nie lorsque l'axe de rotaiion initial est fort 
près de l'un des deux autres axes principaux. On a déjà vu, dans 
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les art. 41 et 4 2 ,  et o n  démontrera plus en détail dans la suite, 
qu'alors le mouvement du corps est presqu'uiiiforme , et que l'axe 
de  rotation ne varie que très-peu. 

II y a cependant ut1 cas (no 2 7 )  où l'axe moyen s'approche con- 
tinuellement de la directrice, et se confond sensiblenient avec elle au  
bout d'un temps assez court; de sorte qu'après la réunion de ces 
deux axes, le inouvernent devient uniforme. Ce cas seul excepté, et  
celui ou l'axe de rotation initial serait précisément l'axe moyen, un 
corps ne peut tourner d'une manière sensiblement uniforme autour 
de son. axe nioyen. Si donc un corps paraît avoir un mouvement 
presqu'uiiiforme autour d'un axe sensiblement fixe, cet axe ne peut 
étre son axe moyen. Les  planètes, les comètes, et en général tous les 
corps snjets à quelque variation, ne tourneront jamais uniformémerit 
autour de leur axe moyen. 

Seconde solu&ion, AL étant l'axe du pltu grand moment. 

44. Quoique le problème soit résolu dans toute sa généralité, par 
les fornlules précédentes, qui supposent 172 < I , il ne sera cependant 
pas inutile d'exaii~iner aussi le cas de rn > I : les formules qu'on 
trouvera dans ce cas seront plus immédiatement applicables au 
mouvenient de rotation des planétes. Mais pour ne pas entrer dans 
des détails superflnç, nous supposerons qu'on a C > B > A; alors 
l'axe AL aura le plus grand moment d'inertie l3 + C ; l'axe AM, 
dont le moment d'inertie est A + C ,  sera l'axe moyen, et l'axe AN 
aura le plus petit moment A+B. Dans celte supposition, la quantité 

C" + B" - 2A" 
nt = C2-B" 

sera toujours positive et plus grande que l'unité. 

Cela posé, l'équation (1) donne 

m s i n ' y y  cosza  ~ o s " ~ - c o s ( ~ w  +za) 
sin4 = - -- 

m- COS (20 + 2a) 9 

et elle offre trois cas à distinguer. 

Premier cas : rn sina? + cos a a   COS'^ < I .. 
45. Comme le dhoniinaieur m - cos ( 2 3  -J- SCC) est toujours 

positif, 
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positif, il faut que le numérateur soit positif aussi, ce qui exige que 
w ne s'étende pas de oO à 180". Donc, dans ce cas, le corps ne peut 
faire que des oscillations autour de son axe principal AL. 

Pour en déterminer l'étendue, o n  prendra un angle ,u < go0, 
tel qu'on ait 

COS 2p = - nz sinPy - COS 2a COS'S; 

cettevaleur donne cos (1800-SV) - COS 2a= (112-1) sin0 7,  quantité 
positive; donc p> goo- cc. Maintenant pour que siri98 soit positif, 
il faut que  cos zp+cos (2w+2a) ou 2 cos(w+a+p) cos (@+a-p) 
soit négatif; donc w positif a pour limite + (go0- a +p ) ,  et w né- 
gatif a pour limite - ( a  +p- go0) ; l'étendue de chaque oscillation 
est donc l'arc 2p < 180a. 

45. On peut prendre pour époque du mouvement, le  milieu 
d'une oscillation, ce qui revient j. faire a=goO. Soit alors 0 = C, e t  
on aura les équations 

Ce cas suppose, conirne on voit, sin c < ((&) < &s); 
et puisqu'au commencement du mouvement on a c~ = goD = L,  

B-A C + B  
cot C =*B iaBg r ,  il faut qu'on air aussi iangE > 

C + B  
c'est le symptôme qui distingue ce premier cas des deux autres. 

De l'équation précédente on déduit 
sin9,m- sin9cd 

sin2 €l = , 
( m +  i ) -sin:' 

et réciproquenient , 
m+ i sinzE- sin20 

sin2 w = . -- 
C O S * ~  * 

m-1 cos'p 
Soit sin 0 =sin  C cos 4, et cs=  - tang" = I - - 

2 c o s -  6" 
on aura 

O n  a mis le signe - à sin w ,  parce qu'en faisant 1 = O et w = O ,  Ia 
dw première valeur de di (no 14) est négaiire. 

44 
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D'après ces formules, la correspondance enlre w ,  0 et 4 dans les 

quatre premières demi-oscillations, est telle qu'on le voit ici : 

46. Maintenant, si dans l'équation (2) du no 14, on fait a = 9od, 
du et qu'on substitue la valeur de a tirée des forniules précédentes, 

on aura 
n-m s in  p Kdt = - dS. 
771 f i ' sin C cos g ' /(i - c2sin".$)' 

W cos E A+B n-m - A+B. 
D'ailleurs on a K =  cot 6=mtang6, et- - -- m+ L C-A' 
donc si l'on fait C 

WcosscnsC C-A- 
i= - -- 

sin p ' A+B - w sin 6 J(E. Sc) y 

on aura 

et en intégrant, 

Soit T le temps 

idt = dq - V(I - czsina 4) 

it = F (c,  4). 
d'une demi-oscillûtion ou celui d'une demi-nuta- 

1 
tion , on aura r = - F'c; en général, si l'on fait t =zkr I; t', k étant 

un entier, et t' < T, on aura 

+ = 2k.i ?t -I- +', 
+' étant déterminé par l'équation i t ' -F (c,  4'). 

tr Si - n'excède pas $, on aura d'une maniére sufj'isamment ap- 
T 

pochée,  
cit' = log tang ( 450 + f CS') , 

ce qui servira à déterminer fort simplement 4' par le moyen de t', 
et réciproquemcnt. 

On pourra donc connaître, par ces formules, aussi exactement 
qu'on voudra, l'angle IZ/ qui répond à uo temps t quelconque, et on 
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voit que cet angle augmente au temps, toutes 
les fois que s est un multiple de T. 

L'angle 4 étant connu, on connaîtra, par les formules précédentes, 
- .  

les quantités w et 6 qui déterminent la position de l'axe principal AL 
par rapport à la directrice AD, et celle du corps par rapport à son 
axe principal. 

47. 11 ne reste donc plus qu'à trouver la valeur de p, qui fixe la 
position du méridien DL dans l'espace. On a pour cet effet l'équa- 
tion (3) , savoir, 

da, cl9 = Kdt - - sin 8 ' 
qui deuient 

et dont l'intégrale est 

Soit @ la valeur de q lorsque + = go0, on aura 

Pour avoir la valeur de ïi' ( tang' C, c ) ,  on observera que 
m-i 

ca = - tangag; ainsi en procédant comme dans l'art. 33, et 
2 

faisant 
1 

tang h == - tanç g = 
on aura 

sin p C" cos 6 
sin g cos C n1 (tang' g, c )  = [qnio"sinp + E ( b ,  A)] F'c 

On connaîtra donc aussi exactement qu'on voudra la valeur de 0. 
Faisant ensuite t z: 2 k r  =t t', ou + = 2k. i zr 4', on aura 

cp' éiant la valeur de p correspondante à 4'. 
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Second cas : m  sin"^ + cos 2a cos'p > I; 

48. Dans ce cas on voit par l'équation (x), que w n'a plus de 
. - 

limites, et que le corps doit tourncr sans cesse dans le mênie sens 
autour d e  son axe piGncipal AL. Si l'on prend pour époque du 
mouvement l'instant d'une révolution où l'on a cc =go0 et O =g, - 
l'équation (1) donnera 

( m + 1 )  cos2C 
COS" = 

m+cos  z w  ' 

'Ainsi on ne peut avoir 8 = O ;  c'est-à-dire que I'axe AL qui fait, 
au commencement du mouvement, un angle aigu 90'- g avec la 
directrice AD, ne pourra jamais faire un  angle droit avec cette direc- 
trice. Soit g' la plus pctite valeur de 0 ; cetle valeur anra lieu lorsque 
COS sw =- I ; ainsi on aura 

cos3 6' = -- + cosL 6 .  
m-i  

49. Ayant fait cc = go0, les formules de l'état initial du mouve- 

A + * tang r , ci par conséquent DL0 <PLo; ment donnent cot 6 = --- 
B + C  

Fig. 4. cet état est rcprésenté par la f;g. 4, où l'on voit qu'à cause de 
cc = go0, il faut qu'on ait aussi L = go0, et qu'ainsi l'axe AN du 
plus petit moment se trouve en No sur le premier méridien DL°. 
On voit en nibn~e temps, par la formule du no 14, que la première 

da 
valeur de di est négative, et qu'ainsi w est toujours négatif; c'est-à- 

dire que pendant que l'axe AL tourne autour du point D dans le 
sens BC, le corps tourne sans cesse autour de I'axe AL dans l e  
sens opposé CB. 

D'après cctte observalion, soit tang w = - h iang 4, h étant' une 
constante que nous déterminerons de manikre i simplifier les for- 
mules ; en faisant cette substitution on aura 

m + 1  cos C Soit h" ;= -- OU h = -- , on aura 
7n-1' cos g 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SIXI~ME PARTIE. SECTION 1; =49 
a sin16' 

et si l'on fait c"= (P- I )  cot2C=- cot"g= I -  - rn- 1 sina c 9 On 

aura aussi 
sin' 0 = sin% ( I - sina+ ). 

Ces équations déterminent les valeurs de w et de 0 en fonctions de  4;  
sur quoi il faut observer que 0 est toujours compris entre les limites 
C et C', mais que w négatif croît continuellen~ent avec 4, ensorte 
que la différence + -t- w , déterminée par l'équation tang (4 + w )  

( h -  i ) s i n z S  
c- 

h + i - ( h - i ) c o s 2 + '  est toujours plus petite que 90'. 

50. 11 faut main tenant substituer dans l'équation (2) la valeur dé  
o tirée de l'équation tang o = - h taag +, et celle de sin û en 
fonction de 4, ce qui donnera 

( n - m )  h Kdt = 
( m + i )  sin C *  v(i- c'sina4)' 

W cos 6 Oron a K=- et - n-m - -. A+B soit donc 
sin c mf i - C-A' 

C-A B-A 

et on aura en intégrant, 

it = F ( c ,  +). 

Si l'on fait + = go0, t sera le temps d'une nutation dans laquelle 
8 passe de la valeur 6 à la valeur C', ou réciproquement; soit T, 
ce temps, on aura 

1 
r = - F1c. i 

Lorsqu'il y aura peu de différence entre les quantités C , B , A,  
ce qui a lieu lorsque le corps est composé de couches peu éloignées 
de la figure sphérique, la i sera très-petite, et le  temps 
d'une nutation sera fort grand; c'est-à-dire que le mouvement de 
nutation sera très-lent. 

t t 
Si - est un nombre entier, on aura exactement 4 = T .  -, 

7 

i t et par conséquent, w = - & = - 7.-. T On voit par conséquent 
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que le rnouvenîent particulier du corps autour de son axe AL, dans 
l e  cas dont nous venons de parler, sera très-lent , puisqu'il ne décrit 
go0 que dans le  temps r ,  qui est celui d'une nutation ; mais ce mou- 
vement s'exécute toujours dans le même sens, c'est-à-dire en sens 
contraire au mouvement de l'axe AL autour du point D. 

51. Il ne nous reste plus qu'à déterminer ce dernier mouveme,nt 
mesuré par l'angle q ;  or on a 

1 

do clw dq=Kdt - -  -- hd+ ( i  - ~ ~ s i n ~ . $ ) - ~  
c- -. 

sin B sinb (cos2+ + hasina+) bin C ' 
donc 

et en intégrant, 

Soit la valeur de lorsque + = go0, on aura 

Mais par la formule du no 33,  on trouve 

cos e COS GCOS c 
sin & cos g n1 (c'tang26, c )  = [ sin + E ( b ,  c)] F'c 

cos C A + B cos C cos 6 D'ailleurs la quantité --- . -- + -- 
sin C cm C -A sin 6 

se réduit à 

C O S ~ C O ~  (g$- E - ; * ) ;  donc 

@ = [cosCrcot(C+ ~ - + e ) - f - E  (6 ,  C)] F1c - F ( b ,  6 )  (F1c-E'c). 
. t t 52. Si - est un entier, on aura Q = ; m; on a en mème temps, 

t 4 = + v , ; ;  aimi la situation du corps sera déterninée exactement 

au bout d'un temps quelconque t ,  multiple du temps r d'une nu- 
tation ; on pourra délerminer exac tenient cetle iliême situation 
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t lorsque - sera rationnelle, par les propriétés connues des fonctions 

elliptiques. 
En  général, soit t = 2k.r + t', k étant un entier, et t' < t ,  on aura 

4 = 2k.$ d + 4', et = 2k.a =f= Q', 4' étant la même fonction 
de t' que 4 est de t ,  et q' la même fonction de 4' que est de &. 

t' Au resle, si - est une fraction plus petite que 5 ,  on aura, avec 

une exactitude sufisante, 

cit' = 2 tang ( 450 -J- f c+') ; 

4' étant connu, on en déduira 

ce qui détermine la position du corps au boul du temps t. 

Du cas où faxe de rotation initial est trés-près de taxe  du plus 
grand moment AL. 

53. Alors l'arc E est très-petit; et  si on  rejette les puissances de G 

supérieures à la seconde, les quantités g et gl, qui déterminentl'éten- 
due de la nutation de l'axe AL, seront ainsi exprimées : 

C - B  , C - C = * A ~ ( B - ~ ) ~ = ~ ~ . ~ .  B + C  

Si la différence C - B est beaucoup plus petite que B - A, ainsi 
que  cela doit avoir lieu dans le sphéroïde terrestre, h sera très-peu 

C-B r différent de l'unité, et on aura C- g' == - - - de sorte que l'arc B-A ' 2' 

de nutation C - G' sera beaucoup plus petit que B. Dans la niCrne 
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hypothèse, on aura 

sin2C C - B  B f A  c 4 = 1  i-- 
sin2g - C+ii B - A "9 

ca 4 = it (1 -5) + 3 sin 2it.  

54. Désignons toujours par T le temps d'une nutation, ou celui 
pendant lequel le corps fait un quart de révolution autour de son 
axe AL, on aura 

et l'expression de + pour un temps quelconque t deviendra 

-+ étant connu, on aura8 par l'équation sin4 = s i n ~ ~ c o s s ~ + s i n a ~ ' s i n 4 + ;  
et comme on peut négliger le carré de C - C', on aura avec une 
exactitude sufisan te , 

8 = 6 - (C- 6') sin14. 

Quant B l'angle w ,  il est donné exactement par l'équation tang w 
;= - h tang +, ou d'une manière approchée par la valeur 

C'- B" 
W =- 4 - t(-) si" "+y 

si toutefois C - B est très-petit par rapport à B - A. 

55. Il ne reste plus qu'à déterminer q. Pour cela, nous remar- 
querons que la formule du no 51 peut se réduire à 

h d-$ ( i  + : c2sina 4) d.9 = Kdt + - 
sin g' 1 q- ( h 2  1)  sinP-$ 

Or, l'équation tang w =- h tang 4 donne du= - hdS, 
1 -+ (11"- 1) s i s  ' 

et par conséquent, ( k- r )  f d~ sins+ = - h+ - w ; donc 
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comme coslg est une qurinlitd très-petite du second ordre, 
cette pan t i t é  se réduit à f cos% (h4-I-o). On peut semblablemeut 

réduire -*- à a (1 + f cos2 6'); ainsi l'intégrale précédente devient 
sin C - O (1 + t   COS'^)+^ c o s a C ( h S + ~ ) , = - ~ $ - +  h + c o s s C ,  - w + h cos" g . it ; donc enfin on a 

Ainsi l'angle Q + w croit proportionnellement a u  temps, sans aucune 
inégalité sensible; d'ailleurs en substituant les valeurs de K et 
de i, on a 

ce qui fait voir que l'arc p + w est décrit par un mouvement uni- 
forme, dont la vitesse diffère très-peu de la vitesse initiale W, puis- 

qu'elle est TV (I - + e'.-*). 
C + B  

Si I'on appelle Q> la valeur de cp lorsque + = go0, OU pendant le 
temps d'une nutaiion, on aura 

56. Voici comment, dans I'hypotlibse précédente, on de'terminera, Fig. 6 .  
au bout du temps t ,  In d'un point quelconque du corps situé 
au commencement du mouvement, sur le rayon APo déterminé par 
les deux élémens DLoPO = a ,  L'Po =P. 

Ayant faii l'arc BX = cp , on aura d'abord la posiiion di1 méridien 
DX ; prenant ensuite LX = 8 = 6 - (C - C i )  sina+,  on aura la 
position de l'axe AL ; enfin si I'on fait l'angle DLP s ST - w , 
puis l'arc LP = P, on aura le lieu cherché du rayon AP. 

45 
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t Supposons, pour plus de simplicité, que - soit un entier; on 

t t aura 4.=;1n.;, w = - $ = - ~ T  , . - , q= W't - W ,  en supposant 

- Ca - B2 - *B e (1 +- f . C.-;i" sin2 4). Connaissant DL , LP et l'angle 
B+ C - 

DLP = R - w ,  la résolution du triangle DLP donnera les fornides 
suivantes pour déterminer l'angle BDP = x et la dislance DP=y. 

C"- B" Soit f=- 
B+C 

a 1 + t . - sin' 4) ; si l'on néglige les quan- A+B ( Ca-*. 

thés de l'ordre i', on aura 

LDP = ?r - - + - f c o t P s i n ( a + < ) ,  
x=W't+ * -Cl- f c o t P s i n ( ~ + . \ C ) ,  
y = P - f cos (il+-+). 

On voit q a e y  varie depuis P- f jusqu'à P + f, et que l'angle BDP 
ne croît pas tout-à-fait proportionnellement au temps, puisqu'il a 
dans son expression une équation ou inégalité f cotp  sin (as) 
dont l'argument est Cl +S. Cette équation, qui ne peut n~onter  qu'à 
la petite quantité f cot p, dans un sens ou dans l'autre, et qui 
d'ailleurs ne peut que varier très-peu pendant une révolution autour 
de l'axe de rotation diurne, sera toujours insensible dans le mou- 
vement de la Terre. 

Troisième cas : m sin' y -+ cos 2% cos" 7 = I .  

m-I  
Fig.2. 57. Ce cas où l'on a sin'a - a tang" , revient à celui de 

l'art. 26, et n'exige aucun nouveau développement. En effet, la 
figure 2 représentant l'état des choses au commencement du mou- 
vement, suppose DLM= a, LZ) = $ .n - 7. Prolongeons l'arc LD 
à la distance DL' = zr - DL, e t  soit DML' = a', DM= $ .i.t - 
afin que les quantités oc' et 7' représentent, pour l'axe ART, des 
quantités analogues à a et 3. gour l'are AL. Dans le triangle sp%& 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SIXI~BIE PARTIE. SECTION 1. 
fique DLM, où le côté LM est de goo, on aura 

sin y sin y' - COSCL'= - COS a = - 
COS y' ' cos y ' 

donc 

3 - m  e t  cos na' = - 
m + i P  

Cs+ Ba- 2AL substituant la valeur m =  -- 
c"-B= il viendra 

C'+Ba-oA' 
c'est ce que devient l'équation cos 2a = c2- B" , lorsqu'on 
échange entr'elles les lettres B et A ,  afin que l'axe AM désigne, 
dans le cas présent, le même axe que AL dans l'art. 27. 

Recherche de l'axe de rotation et de la vîtesse angulail-e à chaque 
instant. 

58. Quoique le mouvement du corps soit déterminé par ce qui 
précède, d'une manière complète, cependant comme les trois niou- 
vemens de rotation , continus ou alternatifs, que nous avons 
considérés, peuvent, pour chaque instant, se réduire à un seul 
mouvenient de roration autour d'un axe variable, il sera utile de 
déterminer la position de cet axe et la vitesse angulaire à l'iustant 
donné. 

Supposons qu'au bout d u  temps t l'axe de rotation rencontre la Fig. 7. 
sphère au point 1, et que la vitesse angulaire autour de cet axe, 
dans le sens BC, soit rv. Faisons l'angle LDI = h ,  et la distance 
DI = v ,  on trouvera comme au ne I O ,  

dg - = - TV sin h sin v ,  
dt 
da COS A = TV sin Y . - 

cos 8 ' 
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Substituant ces valeurs Jans les équations différentielles du né 36, 
on aura les équations suivantes pour déterminer les trois quantités 
r.y, A, Y,  relatives à l'axe instantané de rotation : 

sin ( 2 w  + 2 p l )  - 1 
tang À = .- 

cos ( zai + ga) - m sin 8 ' 
( COS !?pl -rn ) cosar tang û 

tang Y = - 
n-m- (c~snoc -m)?~ .  C O S A  ' 

' K  
COS Y n - m  

59. Par la  théorie précédente on connaît, pour un temps donné, 
les cpanlités o et 0; on connaîtra donc, par la première équation, 
la  valeur de h;  par la seconde, celle de v ,  et par l a  troisième, celle 
de la vîtesse angulaire TV. Ainsi l'axe de rotation et la viiesse ançuh 
laire sont déterminés à chaque instant. 

L a  troisième équation offre ce théorème remarquable, que la 
vîtesse angulaire est toujours récipro penzen t propo~,t ionnelle au c o s i n ~ ~ s  
de la distance de l'axe de rotation à la directrice. Il s'ensuit que ce 
cosinus n'est jamais zéro, et qu'ainsi l'axe de  rotation qui, au corn- 
mencement du mouvement, fait un  angle aigu avec la directrice , 
fera perpétuellement un angle aigu avec elle, et ne s'en écar- 
tera plus ou moins que par un mouvement de nutaiion qu'il est 
facile de déterminer. 

Cette propriété, au reste, confirme ce que nous avons déjà dit, 
no I I  , sur l'invariabilité de la directrice, que1 que soit eelui des 
trois axes principaux dont on se s.ert pour déterminer le mouvement 
du corps. 

Nous observerons enfin que les valeurs de A', Y ,  w sont indépeu- 
dantes de q ,  et peuvent par conséquent se déterminer par les seules 
fonclions elliptiques de la première espèce. 

60. Si du point 1 on mène l'arc IQ perpendiculaire au méridien 
mobile DX, la position d u  point 1 pourra être déterminée assez 
simplement par les coordonnées DQ = 2, QI =y; or on a 

. . COS Y 

t angxgtang  Y COSA, sin y=sinvsin A, cosy=-- iang y=sinxtaiigh; cosx' 

ainsi les valeurs de x e t y  seront données immédiatement par les 
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equations - - ( COS 2a - m ) cosPy tang x = f tang 0 ,  f - n - m +  cm-cossa) cos3ry 
sinx sin (2a3 + a&) 

lang y = - - sin 8' cos (2v + 201) - m. 
Comme les valeurs de w et de i reviennent toujours les mêmes après 
deux nutations de l'axe AL,  il s'ensuit que dans cet intervalle de 
temps, le point 1, extrémité de l'axe de rotalion, décrit, relative- 
ment au méridien mobile DL, une ovale, ou en général une courbe 
rentrante, e t  revient au point d'où il est parti. Nous exan~inerons plus 
particulièrement la figure de cette ovale dans les différens cas géné- 
raux qui ont été traités jusqu'ici. 

61. Lorsque le mouvement de l'axe A L  est tel que les valeurs 
de 0 sont alternativement positives et négatives, la nutation de cet 
axe s'étendant depuis ô = g jusqu'à 8 = - C, alors on voit par 
l'équation tang x= f tang 8 ,  où f est un coeficient constant, que 
la  valeur de x sera aussi alternativement positive e t  négative; de  
sorte que les limites de x seront $1 a' et - a'. Dans le ndme  cas, 
on verra que les limites de y sont + b' et - b'; d'où il suit que 
le  point 1, considéré relativement au méridien mobile DL, décrira 
une espècè d'ellipse dont D est le centre, et qui aura deux diamètres, 
l'un za', dirigé suivant le  méridien, l'autre 2b1, perpendiculaire au 
méridien; 

62. Considérons, par exemple, le premier des deux cas qui peuvent 
avoir lieu lorsque AL est l'axe moyen; alors on a (art. 19) ce;= O, 

1-m 
3. = 6 ,  sin2,u = - sin+ C , ce qui donne 

2 

( 1 -m) cos' C (A-B)  cosa6 
f = n - m - ( i  -m)cos2E-  AfC-(A-B)sos'E' 

Soit a' la valeur de x qui répond à 13 = C, on aura 
( A - B )  sinCcos6 

tang a' s f tang g = A + C -  ( A - B )  cos1%' 

Soit b' la valeur de y qui répond à 8 = O ,  on aura 
f sin ap - f tangl 6 tang a' tang C 

tang 6' = - - - -  
cos 2p - m tang p tangp 

tang b' tang g - 
donc -- = - tang a' tang ,u ' or on a < g; donc a' _< b', 
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Fig. 8. Dans ce premier cas, l'axe de rotation AI, considéré toujours par 

rapport au méridien DL, comme si celui-ci était fixe, décrit, dans 
le sens I" 1' ou 13C, un quart de son orbite, pendant le temps T d'une 
demi-oscillation, ou pendant que l'axe AL passe de LO i L1 ou B. 
11 coutinue son mouvement dans le même sens pendant les trois 
demi-oscilla~ions suivantes ; de sorte qu'après le temps 4r,  qui est 
celui de deux oscillations ou de deux nutations , l'axe a parcouru 
son orbite entière, et se retrouve au point Io, d'où il était parti. 

Pendant ce mouvement, la vitesse angulaire, qui est toujours 
1 W cos A' 

comme - , la première 
COS Y ' ne ~ a r i e  qu'entre les limites W et 

a lieu aux points du méridien P, In; la seconde aux points If, 13, 
qui en sont les plus iloignis; d'ailleurs puisqu'on a a'< b', on voit 
q u e  la vitesse hors du méridien est toujours plus grande que la vitesse 
dans le méridien. 

63. Dans le  second cas du mouvement de l'axe moyen (art. 23), on a 

r = goo, 7 = C, sinafi =* sina 6, ce qui donne 
2 

Dans ce cas, comme dans le précédent , on suppose C > A > B ; 
ainsi f est négative, et par conséquent la première valeur de x, 
lorsque t = O ,  est aussi négative : faisant do r s  x = - a', on a 

( C  - A  ) s ind  cos b 
tang a' = - f tang C = A + B  - + (c-  A) cos.g En effet, nous savions 

déjà, par l'é~at initial du niouvement, que le point D doit se trouver 
Fig. g. entre I' et Lo. Ayant fait d'ailleurs L0 1" = E ,  DL0 =: ; .n - g , et 

tang t - cot 6 
e l  par conséquent tang a' = + Png 6 ,  ' ce qu i ,  e n  substituant 

la vaIeur de tang E en  co tg ,  revient 3 la valeur précédente. 

Les valeurs x =- a', y = O répondent à t = O  ou 4 =o. Soit 
main tenant t = r ou -$ = go0, on aura 8 3 O et x = O ; ensuite 
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faisant y = b', on aura 

C'-Ba tangp CB-BL tang,ucos2,u - f tang' 6 --f.- -- tang O' = - f. C c .  . i-cl - --- c2-,Aa ' coua 6' t angp  ' 
tang b' tang 6 

--• ce qui donne encore --- - 
tang a tang ,U ' et comme on a C > p ,  il 

- - 
s'ensuit b'> a' : de sorte que l'ovale décrite par le point 1 autour 
du centre D , a ,  comme daus le premier cas, son grand diamètre 
perpendiculaire au méridien. 

Il résulte de ces forniules, que I'axe de rotation passe de Io en Il, 
c'est-à-dire décrit le quart de son orbiie dans le temps r d'une demi- 
oscillation : il continue ainsi dans les trois demi-oscillations suivantes, 
et son orbite entière est parcourue dans le temps 4r, qui est celui 
de deux oscillations ou de deux nuiations. Ce mouvement, qui a 
toujours lieu dans le même sens, c'est-kdire dans le sens CB , se 
renauvelle de la  même manière dans les périodes suivantes, et ainsi 
à l'infini. 

O n  fera d'ailleurs la i d m e  remarque que dans l'art. précédent, sur 
la variation de la vîtesse angulaire. Elle est la plus petite = W sur le 
méridien en Io et  I", et la plus grande en I1 et 13, lorsque le point I 

COS a' est le plas éloigné du méridien, où sa valeur est W 
cos b 

Tels sont les niouvemens que I'axe de rotation AI exécute par 
rapport au méridien 0.j se trouve I'axe moyen A L ,  dans les deux 
cas qui peuvent avoir lieu, selon que l'axe AM ou l'axe AN est au 
commencement di1 mouvement dans le même méridien que l'axe AL 
avec I'axe de rotation primitif AI". 

64. Si m est positif et plus grand quc l'unité, ce qui a lieu, 
comme nous l'avons v u ,  dans l'hypothèse C > B > A,  où AL est 
I'axe du plus grand n~oment ,  et AM l'axe moyen, il faut distinguer, 
comme ci-dessus, deux cas qui donnent lieu à des mouvemens 
très-différens. 

Premier cas. Si la position initiale de l'axe de rotation est telle 
que le corps ne puisse faire que des oscillaiions autour de I'axe AL, 
alors on trouvera des résultats analogues aux précédens, mais avec 
des différences qui  méritent d'être remarquées. 
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m+i 11 faudra, dans ce cas, faire a = + T ,  7 = C, sinn,u = - sin%, 
2 

ce qui donnera 

sin x sin 2ai cosx sin 2a 
tang y = -- -- 

sin ô ' m -+- cos 2 w  = f c~ m. + cos 2.0 
Mais par les formules du no 45, on a 

sin a u  2 sin p = -- ------ 
m 3. cos 2~ ( m  + 1) COS%'  sin + ((1 - c' sin.4) ; 

donc 
2-f sin p cos x tangy = - ------ - sin $ ~'(~-c'sin"S), 

( 712 + i ) cos g ' COU 8 ' 

A u  commencement du mouvement où t = O et 4 = O ,  on aura 
y = O ; et si l'on fait x = - a', on aura 

(C-A) sin6cosC 
tang a' = - f tang C = 

A + B + ( C - A )  cos%' 

ce  qui s'accorde avec la valeur donnée immédiatement par l'état initial 

; 1 C m g  6. du niouvenien t a' = E - ( f T- C) , où l'on a CO t 6 E - 
Pour avoir la position de l'axe de rotation au bout du ienips T, q u i  

est celui d'une demi-oscillation , on fera + = $ T ,  4 = O , ce qu i  
donnera x = O ; et si l'on fait  y = b', on aura 

f sinp cos p f tang2 C tang 6' = - _---- 
( m + ~ ) c o s g . c o s C  t a n g p  y 

tang b' tang g 
d'où résulte encore iangd = ep; mais comme dans ce cas C <p, 

il s'ensuit qu'on a b'< a'. 

On voit par IL que pendant le temps r d'une demi-oscillation, 
Fig. io. l'axe de rotation décrit un quart de son orbite en passant J e  I' en 1'; 

il continue ce niouvenient dans le mênie sens pendant les trois autres 
demi-oscillaiions; de sorte que dans le temps 4r, qui est celui de  
deux oscillations ou  de deux nutaiions, l'axe de rotation parcourt 
son orbite entière, et  les choses sont rétablies dans le  même état 
qu'au commencenient du mouvement. \ 

L'ovale décrite par l'axe de rotation a pour centre l e  point D, 
conme  
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comme cela a lieu dans les mouvemens rapportés à l'axe moyen ; 
niais il y a cette différence dans le cas présent, que l'ovale est 
alongée dans le sens du méridien, puisqu'on a trouvé b' < a f ,  

tandis que dans les deux cas qu i  sont relatifs à l'axe moyen, on a 
b' > a'. 

Dans ce cas donc la plus grande vitesse W aura lieu dans le 
méridieti, lorsque l'axe de rotation répondra aux points I" et I", 

W cos a' et la plus petite -- aura lieu aux points Ir et 13, les plus éloignés 
du méridien. 

65. Second cas. Si l'état initial du corps est tel qu'iI doive tourner 
sans cesse autour de l'axe AL,, cet axe ne peut plus s'éloigner de gom 
de la directrice AD, et sa nutation est limitée depuis 8 si C jusqu'à 
0 = s', valeurs entre lesquelles on a cette relation : 

COS'$ = mfl COS' g = - 
m-i  Ba - A' 

de sorte que pour que ce second cas ait lieu, il faut qu'on ait 
Cg- B" a cos 6 < d(Fg), ou sin C > d(C'-A-). Soit alors cl=- m- i CO t9C, 

sin1$ 
OU c4 = 1 - -- 

sin'g ' les équations qui servent à déterminer o et 6 

par le moyen de la variable 4, sont 

sin 4 = sin 6 /(I  - c' sin" 4 ). 
Pour avoir maintenant les coordonnées x et y qui déterminent Ia 
position de l'axe de rotation à un instant quelconque, 011 fera, comme 
dans l'art. 49, a==$ *, 7 = g, et les formules du no 60, combinées 
avec les précédentes, donneront 

sin x sin 2e -- 212 sin -,l cos -$ sin x tang y = - -- 
sin 8 ' m + cos zw - mfi 'a' 

Comme 0 est toujours positive, on voit que x est toujours négalive, 
et qu'ainsi l'o~ale décrite par l'axe de rotatiou est toute entière 

46 
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d'un même cd~é  du pôle D; en quoi ce cas diffère de tous les 
précédens, où le point D était le centre de l'ovale décrite par l'axe 
de rotation. 

Les limites de 8 ,  savoir, 0 = C et 0 = Cr ,  ont lieu, la première 
lorsque t = O e t  = O ,  la seconde lorsque t = r et + = f s-. 

1 Soient dans ces deux mêmes poinis, x = - a et x E -af', les 
limites de x; on aura 

tanç a' = - f tang C et tang a" = - f tang Cr; 
on a g > Cl, on aura donc aussi a' > a". Dans ces deux points, 
J-= O; d'ailleurs en faisant + < $ T ,  on voit que tang y est positive. 
.Donc, pendant le tcn~ps r que l'axe AL emploie à parcourir son 
arc de nutation de Lo en L1, l'axe de rotation parcourt la nloitié d e  

Fig. 1 1 .  son ovale PuIl dans le sens CE. 
Lorsque l'axe A L  reviendra de  Lx à LO, I'axe de rotation par- 

courra l'autre moiiié de son ovale, et reviendra au point I" en même 
temps que I'axe AL au point Lo, et ainsi à l'infini. 

Ainsi, pendant que I'axe de  rotation fait une révolutioii entière 
dans son orbite, l'axe du  plus grand moment AL parcourt deux 
arcs de nutation qui le ramènent au point d'où il était parli, et 
le corps fait une demi-révolution autour de I'axe AL. 

La vitesse angulaire la plus grande sera W au point Io, et la plus 
W cos d petite sera au point 1'. 

COS a" 

66. Si l'on suppose E infiniment petit, comnie dans l'art. 53, les 
poinis I" et  IL, qui sont les extrémités du diamètrqde l'ovale dans le 
sens du méridien, seront déterminés par les valeurs 

C - A  a' - - 
- E + C  ' J  

Si l'on suppose C - B beaucoup plus petit que C - A ,  ensorte 
qu'ou ait C a - ~ '  = 6 (Cs- A"), 6 étant très-petit, on aura 

C - B  g , g r ,  $€.-- 
B-A'  
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donc a'- a" est encore beaucoup plus petit que i'arc de nutation 
C - Cn', puisqu'on a 

an' - a'/ - B - A  - , x ( L - C 1 ) ;  

a'- a" est l'axe de l'ovale dirigée dans le sens du méridien. Pour 
avoir l'aulre axe pei-pendiculaire au méridien, i l  faut chercher la 
valeur de y lorsque + J 450, et on aura 

Cette valeur de y est égale sle an' - dl. Donc, dans l'ovale décrite 
par l'axe de roiation, l'axe perpendiculaire au méridien est double 
de l'axe dirigé dans le sens du  méridien. 

L a  vitesse angulaire est la plus grande au point I", où elle est 
égale à la vitesSe initiale W; elle est la plus petite au point lx, où 

cos a' 
elle est W - = W [ r - (atz- ans)], c'est-à-dire 

Cas a'' 

Mais la diffe'rence de ces deux vitesses est un infiniment petit qu'on 
peut regarder comme fort au-dessous du second ordre. 

Ren2arque szm le mozaveinent de Paxe de la Terre. 

67. Comme il est infiniment probable que l'axe de rotation pri- 
mitif de' la Terre n'a pas coïiicidé exactement avec uu axe prin- 
cipal, ou du  moins que ces deux axes se sont séparés par quelque 
variation arrivée à la surface ou dans l'intérieur du globe, il est à 
présumer que les inégalités qu'on vient de calculer ont lieu eB'ecti- 
vernent dans le mouvement de rotation de la Terre. Mais comme elles 
sont extrêmenient peu sensibles , et que la quantité E ,  beaucoup pliis 
grande que a', ne peut monter tout au plus qu'à quelques secondes, 
ce n'est que par une loiigue suite d'ohserr.a~ions très-délicates qu'on 
pourra s'assurer de leur existence. 

Soit D le point fixe du ciel, très-voisin du pble mobile autour Fig. iz. 

duquel la Terre parait tourner à peu' près clans un jour, la distance 
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de ces deux points étant tellement peiite qu'elle ne pourra jamais 
devenir sensible par l'observation. Soit L l'extrémité d'e l'axe prin- 
cipal de la Terre ,  voisin du pôle, de nianière que la distance DL, 

*+ 
E n'est peut-être pas insensible ; o n  peut au moins 1% re- OU - B + C  

garder comnie constante, et négliger la nutation g - C'. Soit P le 
zénith d'un lieu de la Terre qui ne soit pas fort près de L ; soit 
Ja constante LP = p ,  et l'angle variable DLP = - w ,  on aura 

DP=p--  A + L cos ( a  - O). D'où il suit que la distance du 
B 4 - C  

A + C e  zénith au p d e  variera pour un lieu qùelconque, depuis p-- 
B C C  

A i- 
i. Donc si ,  par des observations exactes de  la jusqu'à p $- - 

E t c  
haiiieur du pôle, dégagées de la réfraction, de l'aberration et des 
nutalions dues aux causes exiernes, on trouve que cette hauteur 
n'est pas constante, ce sera une preuve qu'il y a un mouvement 
naturel dans l'axe terrestre; mouvement dont la cause est dans la 
Terre  même, et qui doit être distinguée de la nutation causée par 
l'action de 13 Lune et des planètes. C'est peut-être par ce niouve- 
m e n t  qu'on 'pourrait expliquer la petite différence que des observa- 
teurs exacts ont trouvée entre l'obliquité de l'écliptique, déduite des 
solstices d'hiver, et l'obliquité déduite des solstices d'été. 

On peut remarquer que depuis la plus grande jusqu'à la plus petite 
hauteur du pOle pour un lieu quelconque, la Terre fait une demi- 
révolution autour de son axe principal. Le nombre de jours écoulés 

dans cet intervalle est donc, d'après nos formules, 2 

si l'on admet, ce qui est fort vraisemblable, que C ou :.- C-A' 

diffère beaucoup moins de B que de A. D'un autre côté, il paraît, 
C par le phénomène de la precession des équinoxes, que la valeur de - A. 

302 332 
est entre - et 2; donc le temps dont il s'agit est d'en- 

300 320 

viron ou i60 jours. Ces résultats auraient encore lieu, quand 
même on aurait exactemeut B s; C , ce qui est le cas de l'art. r 3- 
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Remarque générale. 

68. Quelles que soient la figure et la constitutioa intérieure d'un 
corps solide qui peut librement tourner dans tous les sens autour 
d'un point fixe, et qui n'est soumis a l'action d'aucune force 
accélératrice, le mouvement de ce corps peut toujours être assimilé 
à celui d'un ellipsoïde homogène de même masse, dont les demi- 
axes principaux a', 6', ci, dirigés dans le même sens que les axes 
principaux du corps proposé, ont les mêmes niomens d'inertie, et 
qui aurait recu la même vilesse initiale, dans le même sens et autour 
du même axe de rotation. 

En efet  , les seuls élémens qui , dans la théorie précédente, dé- 
pendent de la figure du corps et de la loi que suit la densité de seb 
différentes molécules, sont les quantités A, B, C, par lesquelles se 
forment les momens d'inertie du corps relativement aux trois axes 
principaux. Donc si ces quantités sont égales dans deux corps, et 
si l'impulsion primitive est la même, ces deux corps auront né2 
cessairement la même position et les mêmes vitesses au bout d'un* 
temps quelconque. 
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DEUXIÈME SECTION. 

D u  mouuemen~ d'un corps attiré vers deux centres Jfxes. 

69. N o u s  supposerons d'abord que la aitesse iiiiiiale du corpsest 
dirigée toute entière dans un plan qui passe par les deux cen trcs 
fixes, et qu'ainsi le corps est assiijéti à se mouvoir dans ce plan. Cela 
posé, nous suivrons l'analyse qu'Euler a donnée le premier de ce 
problème, dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, ann. r 760. 
~ o u s  donnerons ensuite les développemens que fournit la héorie 
des fonctions elliptiques pour en compléter la solution. 

Fig. 13. 70. Soient F et G les centres vers lesquels sont dirigées les deux 
forces attractives; soient A et B les intensités de ces forces, mesu- 
rées à l'unité de distance j 31 le lieu du corps au bout d u  temps t .  
Ayant abaissé RIP perpendiculaire sur l'axe EFG, nous ferons 

F G = a ,  G P = x ,  PM=y, F R I = ~ ,  GJI=s ,  
l'angle EFDl= 9 , l'angle EGRS = w , 

ce qui donnera 

A Au point,>Ile corps est sollicité par la force dirigée suivant MF, 

et par la force :dirigée suivant MG; donc, en supposant dt cons- 

tant, les équaiions différentielles du nlouvemen t seront 

dds  - - A ( x - a )  BI: 
-----A 

dt  r ' hJ 
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Multipliant la première par dx, la seconde par dy; ajoutaut les 
produits, et intégrant, on aura 

équation qui,après avoir déterminé la constante C,donnera la vîtesse 
du corps en chaque point de son orbite. Il en résulte que si le corps 
passe deux fois par le même point, il aura la même vitesse en ce 
point, mais avec une direction qui pourra ètre différenie ou mênie 
opposée. On voit aussi que la vitesse sera la même dans deux points 
de l'orbite qui seraient semblablen~ent situés au-dessus et au-dessous 
de  l'axe FG. 

7 1. Pour obtenir une seconde intégrale , considérons les aires 
éléizientaires 

da = (x - a) dy - ydx = r ' d ~ ,  
dg = xdy - ydx  = s'du , 

dont les différentielles sont 

ddx = (x -a) ddy - y d x  , 
cEdg = xddy - yddx. 

Si dans ces expressions on met pour ddx  et d@ leurs valeurs données 
par Ics équations du mouvement, on aura 

donc 
dora: + db"dda - .  aB ydz a A  y& ------ 

dt" zY r3 ' 

Mais on a ydg = s3dw sin w et yda = r."clq sin p; donc 

ddddC + dDdda = BcEo sin a, - Adcp sin q. adt2 

Cetle équation est intégrable immédiatenlent, et son intégrale est 
ddC -- 
adtP - A cos cp - 3 cos w +- C', 

ou, en substituant les valeurs de da et dg, 
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Au moyen de ces deux intGgrales, le problème peut être réduit aux 
quadratures. 

72. En effet, soient p et q deux nouvelles variables, telles qu'on 

ait tang 3 r= p q ,  tang = ce qui donnera 
P ' 

2P4 sin q == - P" - 4" 
pa+qa ' cos Q = - 

Pa + (7% ' 
2Y4 1 - p"q' sin o = - 

'+P"~' 
COSI)  = -' 

1 +p2qa' 

dans le triangle FMG on aura 

Par ces valeurs on trouve 

mais par les équations (1) et (2)  on  a 

Donc si l'on exprinle touies ces quantités en fonctions de p et q, on 
aura, entre ces deux dernières vzriables , l'équation 

dps [($ A-f B )  ( r  -94) + Cqa+ + Cl (1  + qs)*] - - dq" [(t A+: B )  ( I  -p4) + Cpn- 1 CI ( I  

Soit donc 
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et on aura l'équation différentielle séparée 

laquelle su fit pour déterminer la courbe décrite. Quant au signe 
ambigu da premier membre, on verra bientôt comment il se dé- 
termine d'après l'état initial du mouvement. 

An Ba 
73. 11 reste à trouver la valeur de di. Pour celasoiti\l=--+ _+C r 

et N = A cos - f B cos w + $ Cf, afin qu'on ait, comme dans 
l'article précédent, 

p'dq'=q'clpl -- N 
("+q-)'dpa+ ( L - ~ "  j 2 d q z -  hl' 

Celte équation, d'où l'on a déduit Qdps= Pdq', donne 

Soit dp2 -= PdRB, on aura dg" = QdR; et par conséquent, 

p i q 9 -  qadp2 = ( p s Q  - q2P) dR" = NdW (p' -t- qa) (1 +p2g')- 

Or on a par l'équation (2) 

~ ~ s ' d p d ~  = z a N d t 3  = 4ai (p2dq2  - q9dp2) (P' + q1 (1 +p2q2) 
( l - p 2 ) + ( 1 + q 1 ) +  ? 

donc 
dlS = 2a"dRa (pa + qz). ( I + p2q')' 

(i  - p a ) j i  + @y- y 

et par conséquent, 

'P dq donc on a enfin Mais cER = + - = - 
v p  VQ ' 

Celte formule, ainsi que la fornlule (3), est écrite dans la supposition 
47 
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que 3 est positif, au moins dans les premiers instins du rnoave- 
dt 

ment; car il faut que ses deux termes soient tous deux positifs, 
pisqu'i ls résultent du podui t  de d R ,  qu'on doit regarder comme 

positif par la sonme des deux quarrés P' 4" 
( 1  - p2)2 + ( 1  + q a y  

On voit par ce résultat que la valeur de t ,  qui correspond à des 
valeurs données de p et q, dipend en gétiéral des fonctions ellip- 
tiques de la troisième espèce, lesquelles peuvent, dans beaucoup de 
cas, être réduites aux fonctions de la première et de la seconde 
espèce. D'ailleiirs l'équation (3), qui ne dépend que des fonctions 
elliptiques de la première espèce, donne la relation en t r ep  et q ,  
nécessaire pour déterminer la courbe décrite. 

Fig. 13. 74. Il faut maintenant déierminer les constantes C et C'. Pour 
cela nous supposerons que le mouvement commence en un point A 
de l'axe, situé sur le prolongement de FG du côté de F, et faisant 
FA - am0 a 

GA = mO) on aura FA = --- GA=-- 
l - 7 7 ~ 0  ' 1 -mO' 

~ e l a ' ~ o s é ,  soit Vla 

vîtesse initiale suivant la tangente AH, et soit l'angle EAH=p; 
amo il faudra qu'on ait à la fois t = O ,  9 = O ,  w = O ,  r = - -  

I - T ~ O *  

a dx2+ dyZ- rdp sda, - 
s=- 

&2 
+va, x=- - V sin p;  de plus, en vertu 

1 -mO' dt * 

des valeurs de r et 'de s, on aura en mênle temps p 3 t m 0  et  q =o. 
Substituant donc toutes ces valeurs dans les équations (1) et (2), 
on en déduira 

et on remarquera que la supposition faite sur la si tuation du premier 
4 point A salisfait i la condition que - soit positif. 
dt 

75. Pour déterminer le  signe ambigu des équations (3) et (4); 
j'ohserve qu'on a en général (ari. 72) r + s = U ' ' f  P'), d'où il suit 

1 - pa 

que l'équation pa = mo appartient à l'ellipse dont A est le sommet, 
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F et G les deux foyers. Or,  dans Je temps dt, le corps décrit, suivant 
la tangente AH,  l'espace A x  I Vdt ,  faisant avec l'axe un angle 
EAH = ,IL, et on voit que le point x sera situé dans l'ellipse ou 
hors de l'ellipse, selon que cos p sera négatif ou posilif; donc en 

4J général - aura le menle signe que cos ,u ; c'est-à-dire que  dans les 
dt 

4 équations (3) et (4 on devra prendre - avec le signe -+- si c o s p  
vP 

est positif, et avec le signe - si cos ,LC est négatif. 

Pour savoir quel est le signe qu i  doit avoir lieu, lorsqu'on a 
cos p= O ou p 7 f g, il faut observer qu'alors P aura pour 

L rnOaV' 
facteur p9- tu0, de sorte qu'en faisant, pour abréger, D == '. 

( 1  -RLO)" 

Soit, dans un temps t r è ~ - ~ e t i t  0, pl= rnO (I  + r ) ,  (étant une cpan- 
tiré très-petite de l'ordre 0,  on aura P = f:[D(r - mO') - A -Bmoa]. 
Ainsi, en général, sera du m h e  signe que D (1-mO') -A-Brno'; 

d~ 
or, est aussi di1 mtnie signe que pa- m0 = rnO[; donc lorsqu'on 

dp a p = + T, on devra, dans les équations (3) et (4) , prendre - 
AL + J3 mD1 A+Bmo2 

VP 
avec le signe 1, si D > m,2 ou si V' > , et avec le  

A+ BmO" I + m 0  
signe -, si V0 < --- . 

7n0p 
. on suppose ici f"+ a .  - - 

1 -mO -AC, 

C étant le milieu de FG. 
A + Brno" 

Si l'on a exactement V' = , on voit que la quanti te' pa-nr* 
mOfo 

devra étre zéro, au moiiis pendant quelques instans ; mais il est 
facile de s'assurer qu'elle sera toujours zéro, et qu'ainsi la courhe 
décrite par le corps sera l'ellipse pa =r mo : c'est un cas que nous 
exûniinerons ci-après avec le détail nécessaire. 

76. Avant d'aller plus loin, il sera bon de faire voir quelles sont 
les limites de la dtesse initiale, pour que l'orbite s'étende ou ne 
s'étende pas à l'infini. Lorsque r et s sont infinis, le second membre 
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C de  l'équation (1) se réduit à ; ainsi pour que ce cas ait lieu, il 

faut que C soit positif, Or, quel que soit le  point A où  commence l e  
mouvement, soit qu'on le prenne sur l'axe EFG ou hors de cet axe, 
ai  I'on appelle V la vitesse initiale, h et hl les distances AF, AG 

C A B du point A aux deux centres F et G,'on aura - = + Va- - - -- 
a h h" 

2A 2B 
donc en général le corps s'éloignera i l'infini si I'on a Va> 

au contraire, l'orbite sera renfermée dans un espace fini, si l'on a 
2A 2B 

Va < T-/- : en cas d'égalité, le corps s'éloignera à l'infini. 

Si l'on fait B= O, on aura les conditions connues pour qu'un corps 
soumis à l'attraction de la force A décrive telle ou telle section 

a A conique. En effet, on sait que l'oïbite sera une ellipse si Y' < 
a A 2A une parabole si V'= h, et une hyperbole si V 2 >  I;. 

77. Nous allons maintenant procéder au développenlent et à 
l'intégra lion des forn~ules gériérales du problème ; mais pour ne pas 
.donner trop d'étendue à nos recherches, nous nous borneronç. à 
considérer les cas où l'orbite est renfermée dans un espace fini. 
Ces cas, dont le symptôme vient d'être déterminé par la limite d e  
la vitesse initiale, sont les seuls qui aient quelque rapport au mouve- 
ment des planètes et autres astres qui ont des retours périodiques. 
Nous supposerons donc en général que la valeur de pa ne surpasse 
pas une certaine limite nr plus petite que l'unité; car dès qu'on 
a pa = 1, les valeurs des rayons vecteurs 71 et s deviennent 
infinies. 

Cela posé, le polyuome P ne pourra être que de l'une des deux 
formes 

P = M ( n z - p a )  ( p 2 - m l ) ,  

P = RI (rn -pa) (P' +ml). 

Dans le premier système, p' sera toujours compris entre les limites 
m et na', où l'on suppose nt' < nz; dans le second, pz pourra avoir 
toutes les valeurs depuis zéro jusqu'à na. 11 s'agit donc de développer 
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les formules générales dans ces deux systèmes, qui doivent com- 
 rendre tous les cas possibles. 

Le premier système se développera sans dificulté dans la suppo- 
sition que nous avons faite sur la situationdu point A, où commence 
l e  mouvement ; mais pour développer le second d'une manière corn- 
plète, il conviendra de placer le point A entre les deux centres 
P et G ,  ce q u i  donnera une autre forme aux constantes C et Cr ; 
sans celte précaution, il pourrait y avoir des cas que les formules ne 
représenteraient pas, savoir, ceux où l'orbite ne coupe l'axe qu'enrre 
les deux centres F et G. 

.78. Dans le premier système on aura d'abord à substituer les 
valeurs des constantes C et Cf de l'art. 74 ,  dans l'expression du 
polynome P ,  savoir, 

P = t A + i B - + C l +  (C+C1)p"-  ( + A + ' ; B + i C 1 ) p 4 ;  

et pour que cette expression soit aussi représentée par 31 (na-pl) 
(p' - ml), il faudra qu'on ait 

Ainsi les quantités rn, m' et RI, par lesquelles on exprime le poly- 
nome P dans le premier système, sont faciles déduire des données 
immédiates du problème nzo, V, p. 

79. De même puisqu'on a Q = f A - B + C'+ (C  + C') 9' 
+- (+ C' - f A + f B )  94, on pourra donner au polynome Q la 
forme correspondante 

Q = RI - B + M ( n z + n i )  q g +  (M-A)  94, 
d'où résulte 

(1 - mm') Q = A  +- Bmnzl+ (A + B)  ( m  + na') q9 + (B + Amnz3q4. 

Nous allons suspendre un moment la suite de ces calculs, pour 
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nous occuper d'une remarque sur l'emploi des variables p et g , et 
de la considération de quelques cas particuliers. 

Remarque sur. remploi des variables p et q. 

80. L'emploi des variables p et q ,  pour exprimer les deux rayons 
vecteurs r et s, et en gc'lîéral pour construire la courbe décrite par 
le  mobile, exige quelques développemens qui pourront d'ailleurs 
être utiles dans d'autres recherches d'analyse. 

Il résulte d'abord des valeurs de r et s ,  données dans l'art. 72, 
qu'on a 

Donc, I O .  si p est donstant, r +  s sera constant, et la courbe 
décrile sera une ellipse doiit F et G sont les foyers, et le grand axe 

Fig. 14. 2". Si q est constant, s - r sera constant; ce q u i  fait voir que la 
courhe décrite sera une hyperbole dont F et G sont les foyers. Mais 
aloïs le point A ne peut se trouver sur  le prolongement de FG; il 

FA 
devra être situé enire les points F e l  G;  et si l'on fait AG = rn, ou 

( 1  -ml aura, au point A, q s = r n ,  p'= O, et s -  r----- 
i +in 

. c'est la 

valeur 'de l'axe transverse AL = aCA, 

SI. 11 suit de là que lorsqii'on veut déterminer un point de la 
trajectoire par dcs valeurs données de p1 et ql, savoir, p a = a ,  q+=C, 
on peut regarder ce point comme étant l'intersection de l'ellipse où 
p" = a avec l'hyperhole où q'= C. Mais cette construction laisse- 
rait inceriain si le point cherché est nu-dessus de l'axe ou au-dessous. 
Pour éviter i cet égard tduie ambignité, il convient de déterminer 
chaque point de la courhe par des coordonnées rectangles, telles 

Fig. 13. que GP G x, PR1 = y ,  dont les raleurs sont 
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82. Les points où la courbe rencontre son axe méritent une 

attention particulière : voici les symptômes par lesquels ils doivent 
être distingués suivant les différens cas. 

io. Si la courbe rencontre l'axe en un point B situé au-delà de G Fig. 15, 

par rapport à F, on aura en ce point r-s =a, et par conséquent 
q = CO ; c'est le symptônle de ce premier cas. On aura en même 

r + s - a -  
temps p' = GB ; ainsi la valeur connue de p2 sera égale r + s + a - T E  

GB 
au rapport - ui détermine la pgsition du point B. C'est ce qu'on 

FU q 
trouverait directement, en considérant un point 33 infiniment près 
de B; car dans ce point on aura 

Si l'intersection avait lieu en G,  on aurait toujours 9'= m, mais 
en même temps pz=o .  

zo. Si l'intersection a lieu en un point 1 situé entre F et G ,  Fig. 16. 
on aura dans ce point 1. + s = a ,  et par conséquent p = O; c'est 
le symptôme de ce second cas : on aura en niême temps.. . 

a + r - s r -  ---. " ainsi la valeur connue de 7% déterminera 
Y'= a + s - r - s  GI' 
la position du point 1. 

Si l'intersection avait lieu en G,  on aurait, comme ci-dessus, 
p = O ,  q = oc ; si elle a lieu en F, on  aura à la fois p z: O , 
q = o. 

3". Enfin si l'intersection a lieu en un point A situé sur le  pro- Fig. 13. 

longement de FG, du cbté de F, on aura en ce point s - r = a, 
ce qui donne 7 = O pour le symptôme de ce troisième cas. On aura 

r + s - n  r - en même temps p3 = -- - - - - FA ainsi la valeur connue r-1- s + a  s - GA ' 
de p* déterminera la posiiion du point A. 

83. On  voit, par ces détails, que la quantité q ,  relative à l'hyper- 
bole, peut avoir, suivant les différens cas, toutes les valeurs positives 
ou négatives, depuis zéro jusqii'à l'infini; mais que la quantité p ,  
relative à l'ellipse, est toiijours comprise entre + I et - I .  Lorsque 
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p2 = ' I  , on a r + s = CO ; et par conséquent le point M est infini- 
nient éloigné. Dans ce cas, si l'on appelle 0 l'angle que l'asymptote 
de la courbe fait avec l'axe GF, cet angle, qui est alors la valeur 
de w ,  se déterminera par l'équation tang + 0 =pq , ce qui s'accorde 

2P4 d'ailleurs avec la valeur = tans o = - -P/q'- 

84. Il est important de remarquer que la description de la courbe 
serait quelquefois incomplèle, si l'on n'attribuait à y et à q que des 
valeurs réelles; car il y a ,  dans certains cas, des branches qui  ne 
sont représentées qu'en donnant à p et q des valeurs imaginaires. 
Ces cas se rencontrent dans le problème des deux centres d'attrac- 
tion ; c'est pourquoi il convient de donner ,d'avance l'explication de  
cette difliculté. 

Fig. 17. Supposons que le point RI, qui décrit la courbe, soit parvenu de  
A en G,  où l'on a q=co et p = o  ; s'il continue sa marche au-delà 
de G, les formules ne peuvent plus représenter la portion GRIf 
située au-dessous de l'axe, du n~oins  en donnant & q et p des va- 
leurs réelles. 

a(1 +PT) Ta a Car puisqu'on a s = =- - - p 2 ) +  1-p=+ ( ~ + q ' ) ( ' - p ~ ) > ~ ~  
concoit que s diminue de plus en plus à mesure que p devient plus 
petit et q plus grand. Enfin au point G ,  où l'on fait à la fois p = O  

et q =s> , on a s = O; niais passé ce point, comme la valeur pZ=o 
ne peut être suivie d'une valeur p" > I , il n'y a aucunes valeurs réelles 
de y et q qui rendent s négative, comme il le faudrait pour que les 
forn~ules représentassent la portion de courbe GX'. 

85. En effet, dans le cas où l'arc CM' et l'arc CM sont situés du 
m6me cbte' de la taugente coilinlune TCT', les valeurs de w et Je q 
varient infiniment peu du point G au point M', que nous supposons 
infiniment près de G. On a au point G ,  Q = d, w = FCT, et au 
point M', 9 = # +CFR1', w = FÇT + TGV, CV étant le prolon- 
gement de la corde M'G. Il faudrait donc que la valeur de s, 
ne peut plus être dirigée suivant GV, devînt négative pour répondre 
à sa véritable position ÇN', directenient opposée à GV. Or, on vient 
de voir que  la valeur aiialytiquc de s ne peut dcvenir négative, tail( 

quo 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S I X I ~ M E  PARTIE. SECTION II. 377 
que p et q sont réelles. Le calcul se refuse donc, dans ce cas, à 
représenter la branche GM'; car puisque s ne peut pas devenir 
négaiive, après avoir fait w = FGT au point G ,  i l  faudrait tout 
d'un coup augmenter w de .x.+T'GM1, pour passer du point G 
au point infiniment proche M', ce qui ne s'accorde point avec 
la loi de continuité a laquelle doivent être assujéties les quantités 
algébriques. 

86. Il en  serait de même si la courbe avait un point d'inflexion 
e n  G ,  et qu'elle se continuât dans la branche GM", située de l'autre 
côté de la tangente GT'. L e  passage du point G au poict lW ne  
peut plus se faire en augnieutant par degrés w ,  même en admettant 
que s devînt négatif; car si l'on fait w =  FGV, FGV différant infi- 
niment peu de FGT, la droite GFT, prolongée au-dessous de F G  , 
ne rencontre pas la branche CM". Ainsi il faut admettre que l'angle o 
passera tout d'un coup de la valeur FGT qu'il a au point G, à la 
valeur FGT + a - T'GRI" qu'il a au point n1"; supposition qui 
est encore contraire à la loi de continuité, et qui ne peut subsister en 
donnant à p et q des valeurs réelles. 

87. Voici maintenant la seule manière de passer analytiquement de 
la branche MG à la branche inférieure GM'. 

Soit FM1= r', GM1=s', HGRI' = w', HFR'I1=p', taiiçi cp'=p'qr, 

iang { cd = f on trouvera, par les formules du no 72 , en accen- 
pl' 

tuant les lettres , et changeant r en s , 

Mais si l'on étend au cas présent les formules qui  ont lieu pour 
la branche MC, il faudra changer r en r' et s en -s', ce qui 
donnera 

Ces valeurs ne peuvent avoir lieu, à moins de supposer quep' et 7' ne 
deviennent tout à coup négatives en passant du point G aux points 
nsitués au-dessous de l'axe; et pour qu'il y ail identité entre les deux 

4Q 
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résultats, il faut supposer 

1 pS = - ql= et qs = - - 
P"' 

D'ailleurs les premières valeurs de p' et q', au point G, sont p'= O,  

q' = O,  ce qui s'accorde avec les valeurs de p et q en ce même 
point , savoir, p = O, q = a. 

Fig. 18. 88. Pour confirmer cette théorie par uii exemple très-simple, 
soit FMG un arc de cercle plus petit que la demi-circonférence, 
et soit O l e  centre de  ce cercle. Ayant fait FC = CG=$ a ,  CO=c, 
FO = k= / ( c a + $ n s ) ,  GP =x ,  PM =y,  on aura, suivant les 
formules générales, 

d'ailleurs, par la nature du cercle, on a (y + c)'+ (: a u x ) + =  k2, 
ou yS + acy + 2"- ax  = o. Soit M un point infiniment proche 
de G ,  ensorte que x e ty  soient infiniment petits et positifs; si l'on 
appelle 0 l'angle que fait la tangente en G avec l'axe GC, on aura 

a 
tang 0 = , , et 5 aura pour limite tang 0. En effet, soit x = ad', 

6 étant infiniment petit, on aura, par l'équation du cercle, 

r=$[i-6(~+$)]:mais$=;_a;4;; 2pq donc 

ce qui donne pq= tangf O (1 - 6). Pour avoir séparément p et q, 
cos -9 

1 -pgq= il faut combiner cette équation avec l'équation 6 = 
(l-p"W+q')' 

I Cette dernière, où l'on voit que pQ doit être de l'ordre 3, 
donne 
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valeur de pq donnée par la première équation, on aura 

Ces valeurs de pa et 4 sont positives tant que 6 est positif; elles 
4 

sont nulles lorsque 6 = o. Mais si on fait 6 négatif, elles deviennent 
négatives, et par conséquent p et q sont imaginaires. 

AU reste, ces valeurs s'accordent avec les formules de l'art. 87 ,. 
1 lesquelles, en supposant p2 et , infiniment petits, donnent 

4 

6sin1p û et comnie en changeant le signe de 6, on a ps=  -. - 
cos 8 ' 

1 P cos' ; O  - = - --- 
cos 8 

, il en résulte 
4" 

Ce sont en effet les vraies valeurs de r'+ s' et r'- s' au point M', 
en faisant GP'= 6. \ 

Du cas pnrticzrtier où Pune des forces est nulle. 

89. Soit B = O; alors la distance FG devient arbitraire, ainsi Fig. 13. 
ame que mO, et il n'y a de déterminé que la distance AF = - 

1 - 7n0 ' que 
nous nommerons h. Dans ce cas, on sait que la courbe décrite doit 
être une ellipse, ou plus généralement une section conique, dont 
F est l'un des foyers. Il faut donc voir comment ce résultat peut 
être déduit de nos formules , en les considérant dans leur plus grande 
généralité, et sans s'astreindre à l'hyporhèse de ra ï t .  77. 

J'observe d'abord que comme la direction de l'axe FG est à volonté, 
on peut prendre, pour origine du mouvement, un point déterminé A, 
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dans lequel A F  sera perpendiculaire à la courbe. Ainsi, sans dimi* 
m e r  la généralilé de la solu~ion, on  pourra supposer ,u= i r r ;  
e t  en mettant simplement rn au lieu de nzO, on aura (art .  74 ), 

A C=4aVa- - ( I  -m), C r =  --- 
m 

A ,  valeurs où il resie 
(1 - m ). 

deux indéterminées a et na ; mais comme on a entr'elles la relation 
am = h ( I - nz), on peut ne conserver que l'indéterminée nt, ce 

hV ' qui donnera C = ( t h V ' - A )  (Gm), Cl=- -A.  Soit 
1-m ' hV' D=". 

1-m' les valeurs des polynonles P et Q (art. 72)  pourronk 

être mises sous cette forme 

et I'e'qua~ion de la trajectoire sera, en faisant D- A= mkD, 

Dans cette équation on peut rendre le  second membre semblable 
8%- m au premier en faisant mqa = - et on aura la transformée k-2" ' 

go. L'intégrale complète de cette équation, comprenant la cons- 
tan te arbitraire c, est 

mk (pa-+- a° - c )  - cp2z' =: q= 2pa v [ m k  ( rn  - c )  ( k  - c ) ]  ; 

et conime on doit avoir simultanément pa t: m, q = O ,  z'= rn, ~. 
on trouvera c = O ,  et l'intégrale deviendra simplement a = I, p , 
d'où résulte 

p2- m 
mq" = - k -pz' 

- -- -, 

1 + p a  1 - Soit P + S I  au, s - P Z  av, on aura u = -- 
1 -pz' 1 + q2' ce 

U - 1  1 - v  
qui donne réciproquement p' - - - -- - . + 1 >  4 ' -1+,* Substituant ces 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SIXIEME PARTIE. SECTION II. 38 r 
valeurs dans l'équation précédente , et faisant, pour abréger, 

nak +- am + i ml<- zm+ 1 
a =  ,g=-- , on aura u- v= a-&, ou 

1-mk i -mk 

Soient AP=x, PM=y, on aura r9=ya+(h-x)', ~~-f'=a~+2a(h-x); 
donc r= I; a (a - C) - C ( h  - x). Cette équation, qu'on peut 
mettre aussi sous la forme 

appartient e n  général à une section conique, dont A est un sommet 
et F un foyer ; elle appartiendra en particulier à l'ellipse si l'on a 
@ < 1, à la parabole si Ca= I , et à l'hyperbole si P > I .  

!JI- Dans le premier cas,comme le point G peut être pris à volonté, 
on  pourra supposer que G est le second foyer de l'ellipse. Alors on  

h 
aura r +  s = a - + - z h = - ( I  ln + m ) ,  ce qui donneraps=m,et par 

suite k= m. Substituant cette valeur dans l'équation D-A= mkD, 
A z A 

on en tire D = -- et par conséquent V' = -- 
i - m2' h ( 1  +ln)' 

C'est le 

quarré de la vitesse nécessaire pour décrire l'ellipse dont le grand 
h FA 

axe est (1 -+m) , et dans laquelle m représente le rapport Ac,. 

Si l'on a rn= O ,  le grand axe devient infini, et l'ellipse se change 
en ~a rabo le ;  ainsi la courbe décrite sera une parabole si l'on a 

2A ,Va =h ; elle serait une hyperbole si rn était négaiif, ou si l'on avait 

92. Pour avoir le  tenips du mouvement dans le cas de  l'orbite 
elliptique, il faut reprendre l'équation 

et y substituer les valeurs p" = m, Q = D ( I + rnql)s, ce qui 
donnera 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l+m ou,  en faisant le demi-grand axe f a. ;-- = f, 
-m 

dt V A  1 (7rt + qD1 dq 
,gg =I+m ( l + q 2 ) %  . 

Soit q = tang r , et on aura l'intégrale 

faisant = $ .n , et doublant la  valeur de t ,  on aura le temps d'une 
révolution , savoir, 

- ?f Vf TV-- 
VA ' 

ce qui s'accorde avec les formules connues d u  mouvement elliptique. 

Du c m  particulier où l'on a m = nz: dans le premier s y s t h e ,  art. 77. 

93. Alors la valeur du polynon~e P se réduit à la forme 

P = - 11 (p' - nz)". 
Or, M est esseniiellemcnt positif, puisqu'on a M= * de là on 

i -mz' 

voit que l'équation (3) ne  peut subsister, à moins qu'on n'ait dans 
toute l'étendue de la courbe décrite, 

cette courbe, danslaquelle r+s est constant, sera donc une ellipse, 
dont li' et G sont les deux foyers. 

Cela posé, le point A, intersection de la courbe avec l'axe, ne  
peut être que le sommet de l'ellipse, et on aura, en ce point, - 

3 maya p = T, nzO = nz, ce qui donnera M = -- A+B +B=-- 
( 1  - m)" 1- m2' 

A+Brn' 1-m et par conséquent VP 3 -; ou, en substituant la va- : m a  ' i + m  

donc avec une vitesse initiale ainsi déterminée, le corps décrira la 

même ellipse qu'avec la vitesse / ( h  (,2: si la force A agissait 
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SIXI~RIE PA.RTIE. SECTION II. 383. 
2Bm2 seule, ou qu'avec la vîtesse d ( ~ r n 7 )  , si la force A était nulle. 

O n  peut tirer de là un théorème assez retkrquable. 

« Soit A le sonlmet d'une ellipse dont F et G sont les deux foyers; 
x soit V' la vîtesse en Anécessaire pour que cette ellipse soit décrite 
x en vertu de la force A placée au foyer P;  soit pareillement V" la 
r, vîtesse en A nécessaire pour que l'ellipse soit décrite en vertu de 
N la force B située à l'autre foyer G; si ces deux forces agissent 
2) à la fois sur le mobile , et que sa vî tesse initiale V soit telle, qu'on 
n nit Va = V" + V"', il ddcrira encore la même ellipse. M 

94. Pour avoir le temps en~ployé à parcourir un arc quelconque 
de  cette ellipse, déterminé par la variable q ,  on observera que dans 
ce cas particulier, la saleur de Q se réduit à cette forme, 

ce qui donnera la formule à intégrer 

Soi1 R = /[A ( I  + + B (na -/- qVa], on aura, par les réduc- 
tions connues, 

On voit que la valeur de t ne contiendra pas de fonctions elliptiques 
de la troisième espèce, si l'on a A = B; c'est pourquoi nous nous 
bornerons à développer ce cas pariiculier. 

95. Soit donc A = B ,  ce qui donne le quarré de la vitesse 
initiale 

on aura immédiatement 
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2m 

Soit q = tang 3 4, cos 9 = - c = sin ' $ 0 ,  b = cos 8 ,  on 
1+ m a ,  

aura la transformée 

dont l'intégrale est 

t 3.- fYf [ Z B ~ F  ( c ,  +) - E (c ,  4)]. b VaA 

Dans le mouvement que nous considérons, la vitesse est la même 
aux deux extrémités du grand axe; elle est aussi la i?îême aux deux 
extrémités d u  petit axe. En appelant celle-ci V', on aura 

V. = " ( ' + m a )  V'1- 2 A 
ms ' - 7 ;  

d'où il suit que la vitesse va en diminuant de l'extrémité du grand 
axe à l'exiréniité du pet; t. 

Il est évident, d'ailleurs, que chaque quart d'ellipse est parcouru 
dans le  mênle temps qui sera le quart du temps d'une révolution ; de 
sorte qu'en appelant ce dernier temps T, on aura 

96. Les deux forces A et B sont égales ; elles agissent aux deux 
foyers de l'ellipse. Si l'on vohlait que la même courbe fût parcou- 
rue en vertu d'une seule force attractive z A ,  placée dans l'un des 
foyers, le temps de la révolution serait, comme nous l'avons vu 

7 

df' . donc on n no 92) T' = 2, 

1 T : T' :: 2bF1c--  E1c :. -. 
b 2 '. 

Pour savoir lequel de ces deux temps est le plus grand, j'observe 
2d  COS'^ qu'on a en général, E= b2F -+SE 5 ; donc 

Z' étant l'intégrale y-, prise depuis 0 = O jusqu'à 9 = + a. JdQ 
Mais 
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Mais bFfc représente l'intégrale [dp"t-c'), prise entre les mêmes 

limites; et ~ u i s q u e  I - c" est plus petit que I -cm sine p ,  cette inté- 
grale est plus petite que j'dp ou $7 : donc, à plus forte raison, 

1 
26F1c - - E1c < $ fl; donc on a T <Tl. Ainsi la masse 2A, partagée b 
également dans les deux foyers, agit plus fortenient que la même 
masse réunie dans un seul foyer, c'est-à-dire fait circuler le corps 
dans un moindre temps. 

97. Pour juger de la différence numérique de ces temps dans 
un cas particulier, soit c =sin 30°, on aura par la table des fonc- 
tions complètes , 

ZF1c = 0.226793 259758, 
ZE'c = o. 166566 925942, 

ce qui donnera 
T - = 0.780066 670a23. T' 

Ainsi les deux temps dont il s'agit seront h très-peu près dans le  
rapport de 78 à IOO. 

Au reste, les vitesses aux extrémités du grand axe, ne sont pas 
les mêmes dans les deux cas, et leur différence sert à expliquer en  
grande partie la différence des résultats. Si l'on appelle V' e l  V" 
les vitesses aux absides supérieure et inférieure, dans le cas d'une 
seule force attractive 2A,  concentrée dans l'un des foyers, on 
aura 

et dans le cas des forces séparées, on a Vs = "( '  f q; done 
Sm 

Y" = $ (V"+ V"') , c'est-à-dire que V° tient le milieu juste entre 
Y" et V"". Quant à l'effet de ces vitesses sur le temps périodique, 
il n'y a que le  calcul q u i  puisse l'apprécier, et à cet égard il ne 
reste rien à desirer. 

Solution d'une df icul té  annlytlque. 

98. Puisque l'ellipse satisfait dans un cas fort étendu où les forces 
attractives A et B sont situées respectivement clans les deux foyers 

49 
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P et G,  on peut partir de la courbe connue pour faire les suhsti- 
tutions dans les équations générales (1) et (z), afin d'en déduire les 
conditions nécessaires pour que ce mouvem~nt puisse avoir lieu. 

Ayant donc fait CA=f, CF = C G =  g = + a ,  rn =f+B; soit 

de plus n =. on aura par les propriétés de l'ellipse, 
P+ga '  

r= fa- ga P - g a  , ( f ' + g 2 I ( 1 + ~ ~ c w )  
f + R c o s 3  ' SE---  

f -g cos u f + g c o w  
n f cos p 1-n 

COS n, = ---- tangg$ w E: - tanga f = nz' tang" cp , 
I + n c o s q '  I +  72 

tang f u 

p a = = = m '  

Ces valeurs, et celles des constantes C et Cf (art. 7 4 ) ,  où l'on fera 

p =+ e, et pour abréger, ~=-fo'-- V; étant substituées dans les 
4g 

équations (1) el (2)) on trouvera que ces deux équations conduisent 
également, et sans aucuhe condition, à cette valeur de dt , 

cf"-g" (1  + 1% COS 9) dQ d(f+) = ,,+ g cas p 

dans laquelle 

N= zD(~+ncos $)-A(!-cosp)(r+n cos O) +B(i-n) (1-cos cp), 

Ce résultat, qui n'impose aucune condition à la vitesse initiale, a de 
quoi surprendre, ou doit même paraître fautif, puisque s'il y a une vt- 
iesse initiale propre à faire décrire l'ellipse donnée, toute vitesse plus 
grande ou plus petile fera nécessairement décrire une autre courbe. 

99. Pour rendre raison de ce paradoxe, il faut considérer que 
les équations ( 1 )  et (2) ne sont pas linéaires par rapport aux diflé- 
rences dp , d~ , dt , et qu'un facteur qui  est nul dans l'ellipse, a 
pu satisfaire à ces équations, sans qu'on soit en droit d'en conclure 
que ces deux équations se réduisent absolument à une seule. 

Toute incertitude à cet égard disparaiira, si l'ou remonte aux 
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équations différentielles du second ordre, et qu'on fasse les substi- 
tutions convenables dans ces équations. On devra obtenir ainsi la 
condition pour que l'ellipse soit décrite en vertu des deux forces 
d'attraction et de la vitesse initiale V, dirigée perpendiculairement 
à la ligne des centres FG. .- 

Faisant donc, comme au no 70, x == a + r cos q ,  y = r sin q,  
les équations différentielles du second ordre donneront immédia- 
tement, 

ddr-rd@ A B c o s ( ~ - a )  ---- - 
dta - P  S" > 

Ces équations servent en général à déterminer la courbe décrite et 
le lieu du corps au bout du temps t. Maintenant si cette courbe 
est l'ellipse qui a pour équation r ( f + g cos q )  = f'- g.", 
on aura 

dtS Au moyen de ces trois équations et de la valeur de d7, tirée dy 

résultat de l'article précédent, on trouve I'équati~n de condition 

fB cos (q-ai)+@ cos@ - ( f + g c o s ~ ) '  En - 
sa (f" - g")' ( r  4- n cos p)" 

Substituant les valeurs de r ,  s, cos 4, cos ( q  - o) en fonctions 
de q, on aura enfin, 

Comparant cette valeur de N avec celle de l'article précédent, oa 
trouve qu'elles sont identiques, si l'on a znD = A (1-f-n) +B ( I  -n) , 
c'est-à-dire si la vitesse initiale V est telle qu'on ait 

ce qui s'accorde entièrement avec les résultats précédens. 
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Du cas particulier où B = .- A. 

ioo. Dans ce cas, la force placée au second foyer G est répulsive; 
et égale en intensité à la force attractive placée au foyer F. Pour que 
l'ellipse soit décrite en vertu de ces deux forces, il faut, d'après la 
forniule précéde&e, qu'on ait 

Alors la vitesse v en un point quelconque est donnée par l'équa- 
tion (1) , savoir, 

4 4  aA a A Mais on a ,  par hypothèse, VI - - = - - - . 
-S2-ga f - g  ffg' 

donc 

On voit, par cette équation, que la vitesse diminue de plus en plus, 
à mesure que le corps s'éloigne de l'extrémité du grand axe; elle 
sera nulle à I'extrémité du petit axe, où I'on a r = S. Ainsi, à partir 
de ce point, le corps reviendra sur ses pas, et décrira le quart 
d'ellipse dans le sens contraire. Arrivé au point A avec une vitesse V, 
. I  egale à la vitesse initiale, mais dirigée en sens contraire, il continuera 
son mouvement sur l'ellipse, jusqu'à ce qu'il parvienne à l'autre 
extrémité du petit axe, où sa vitesse sera nulle. Ainsi, dans le cas où 
les deux forces situées aux deux foyers sont égales, mais agissent 
en sens contraire, le mobile, en supposant sa vitesse initiale telle 
que nous l'avons fixée, parcourra la demi-ellipse, d'une exirémi té 
à l'autre du petit axe, par un mouvement analogue à celui d'un 
pendule qui  oscillerait dans une demi-ellipse dont le grand axe 
serait vertical. Cet exemple d'un mouvement d'oscillation, que des 
forces accélératrices produisent sur un corps parfaitement libre, 
s'il n'est pas le premier que la niécariique ai t  offert jusqu'à présent, 
est au moins digne de remarque. 
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101.  Pour trouver le temps du mouvement, il faut faire 13 1- A 

dans la formule du no 94, ce qui donnera 

c sin S. 
Soit c' = t , q = y( ,  -,sin2.Cl , ((1 - ca sin" ) = A, on aura 

5 .  

donc le second membre de l'équation précédente étant nomnié dV, 
on aura 

d~ = 3 [nz+  in)^ A*- ( r  - m ) . ~ < l ,  
A 

ce qui donne en intégrant, 

v = cmF ( c , & )  Jr c ( r  -nz)'E(c, +) - c(r -m)"Sh3d+. 
Mais on a 

fA3d+=+ c g ~ s i n S c o s + + E ( c , S ) - + c T ( c , + ) ;  
donc 

c3 cS 
v = 3 ( ~ + 4 m + - m a ) P ( c ,  ~ ) - 5 ( ~ - m ) ~ ~ s i o ~ c o s ~ ;  

Cette intégrale, qui ne comprend que la fonction de première espèce 
t V A  F ( c ,  S), est la valeur de - - ( I  -f- nt) /(I - nza ) ; et en faisant 
4gl/fi 

m  sf= on en déduit fi- 9' 

Si l'on fait q = 1, ou + = ?t , on aura le temps enlployé à par- 
courir le quart d'ellipse. Ainsi en appelant T le temps d'une oscilla- 
tion, on aura 

Du cas particulier o i ~  l'on a C + Cf = o. 

102. Dans ce cas, les polynomes P et Q se réduisent à deux 
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termes, savoir, 
P s a - Cp4, 
Q = 3/ 4- J g 4 .  

Dans le premier, les coefficiens a et C sont toujours positifs ; dans 
I'aulre, les coefficiens 9 et d\ peuvent être tous deux positifs, ou 
l'un positif et l'autre négatif. 

D'après ces valeurs, chaque membre de l'équation * - 
pourra toujours se réduire à la forme rdQ - où l'on a V(I - c2 sin2@ ) ' 
ca= ; donc l'équation dont il s'agit peut êlre représentée en gé- 

néral par k - d-3. - dT 
V(I -c2bin24) v ( 1  -&in% ' et son intégrale sera 

kF ( c ,  +) = P (c, 5) + const., 

ou simplement kF (4) = F (5) $- const., le module commun à ces 
fonctions étant c = /+. 

On pourra toujours supposer que dans l'état initial du  niouvernent , 
l'une des variables +, r est nulle. Soit cette variable r ,  et soit en 
niême temps + = E ,  alors l'équation de la courbe sera 

k (F+ - Fe) = Fr ; 
et si l'on prend une nouvelle variable e, telle que Fe =I l?+ - Fc, 
on aura plus simplement kFe =Fr. 

103. Telle est, sous la forme la plus simple, l'équation de la 
trajectoire, lorsque la vitesse initiale satisfera âla condition C+Cf=o. 
Dans cette équation, k sera en général une fonction donnée des 
quantités A, D, a, et de celles qui sont relatives à l'dtat initial du 

corps; si l'on suppose que k est égale à une fraction rationnelle f ,  
prise à volonté entre des limites co&enables, cette condition établira, 
entre les données du problème, une relation au moyen de laquelle 
la courbe décrite par le corps sera une courbe algébrique, puis- 
qu'il y a toujours une équatiori algébrique qui représente l'équation 
transcendante 

zFf = eFc. 

Il y a donc une infinité de cas où la courbe décrite par un corps 
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attiré vers deux centres fixes, est une courbe algébrique. Cette 
courbe sera nécessairement rentrante sur elle-même, lorsque la 
vîtesse initiale sera telle, que le corps ne peut s'éloigner à l'infini; 
alors il y aura une période Composée d'une ou de révo- 
lutions, laquelle se répétera à l'infini ; de sorte qu'il suffira de calculer 
l e  niouvernent du corps dans une de ces périodes, pour pouvoir 
assigner le  lieu du corps et toutes les circonstances du mouvement au  
bout d'un temps quelconque. 

Les courbes algébriques que nous venons d'indiquer, et qui  seront 
-déterminées d'une manière plus particulière dans l'exanien que nous 
ferons des différens cas principaux du problème, sont les seules 
qu'Euler ait données dans les Mémoires de Berlin, ann. 1760. Mais 
nous ferons voir qu'il y a une infinité d'autres systèmes de courbes 
algébriques q u i  peuvent également satisfaire au problème; et cette 
multitude de solulions est une nouvelle preuve des avantages 
que peut procurer, dans les applications, Ia théorie des fonctions 
elliptiques. 

Recherche des cas principaux contenus dans le premier système. 

I 04. Jusqu'ici nous n'avons considéré que des cas particuliers; 
nous allons maintenant procéder à l'intégration de l'équation (3). 
Pour cela, i l  faudra distinguer dans chacun des deux systhmes 
indiqués art. 7 7 ,  les différens cas principaux qui peuvent y être 
renfermés, et qui donnent lieu à des résultats de forme différente. 

En général, on sait que chaque membre de l'équation (3) peut 

être réduit à la forme -- cette équation sera donc (ou- v(i - c" sina-$ ) 7 

jours de la forme 

et son intégrale sera, par conséquent, 

kF ( c ,  4) = F ( x ,  r )  + const. 

En supposant que le  point A ,  origine du mouvement, est situé 
sur l'axe EFG, soit dans son prolongement du côté de F, soit entre 
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les deux centres P et G, on pourra toujours faire ensorte qu'une des 
variables 4, r soit nulle au point A; alors on devra supposer que 

a' d-. et 5 sont tous deux positifs, afin qne les angles 4 et croissent 
dt 

continuellement avec le temps : c'est sur ce principe que seront 
dirigées les transformations par lesquelles on  obtient, dans les 
différens cas, l'équation de la courbe décrite 

kF ( c ,  +) = F(x,[)+const .  

Cette équation, de même forme dans tous les cas, et facile à 
résoudre pour déterminer tant de points qu'on voudra de l'orbite, 
est remarquable surtout en ce que le coefficient k s'exprime toujours 
très-simplement par les deux nlodules c et x ;  d'oùil suit que les cas 
les plus variés du mouvenient d'un corps attiré vers deux centres 
fixes, sont toujours résolus par une équation finale, ou il n'y a que 
deux constantes arbitraires pour représenter toutes les données du 
problème. 

I 05. Dans le premier syslème que nous nous proposons maintenant 
de développer, le polynome P est de la forme 

où l'on suppose m et na' positifs, et nz > m'. La valeur de pa est 
donc toujours con~prise entre les linlites m et nz'. O r ,  le lieu de 
tous les points où l'on a p'= rn, est une ellipse décrite des foyers 

ma F et G,  et dont le sommet E est placé à la distance EF = -- 
1-rn' 

de mên-ie, le lieu de tous les points où l'on ap" r d ,  est une ellipse 
décrite des n i h e s  foyers, et dont le son~met D est placé à la dis- 

m'a 
tance FD = -- 

1-rn 
,. Donc, dans tous les cas qui appartiennent au 

premier système, la courbe décrite par le  mobile sera toujours 
comprise dans l'espace que laissent entr'eux les périmètres des deux 
ellipses que nous venons de déterminer; desorte que les intersections 
de cette courbe avec l'axe ne pourront se faire que dans les parties 
de cet axe ED, KL comprises entre les deux ellipses. 

I oG, Nous appellerons absides supérieures, les points de l'orbite 
S'a  
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SI, Ss, S3, etc., où l'on a pa = nz, et absides inférieures les points 
11, Ia, 1=, etc., où l'on a p1 = na1. La  raison de  cette dénomination 
est que la somme des rayons vecteurs r +- s est un nzuxirnunz dans 
les premiers points , et un rnininzzm dans les autres; mais il importe 
surtout de remarquer une propriété générale des absides, tant supé- 
rieures qu'inférieures, savoir, que dans ces points i'orbite est toujours 
tangente i l'ellipse terminatrice pa = m ou p' E= ln'. 

En effet, si l'orbi te, qui a un point S commun avec l'ellipse supé- 
rieur pa = n t ,  coupait cette ellipse, il y aurait des points de l'orbite 
qui appartiendraient à une ellipse plus grande, et pour lesquels, par 
conséquent, on aurait p' > m; ce qui ne peut avoir lieu, puisque 
rn est la plus grande valeur de p'. De m ê n ~ e  si l'orbite, qui a un 
point 1 commun avec l'ellipse inférieure pz=  ml, entrait dans cette 
ellipse, il y aurait des points de l'orbite qui appartiendraient à une 
ellipse plus petite, et pour lesquels on aurait p' <ml; ce qui ne 
peut encore avoir lieu, puisque rn' est la plus petite valeur de pa. 

11 ne peut y avoir d'exception à cette propriété gr'nérale, que dans 
l e  cas où l'orbiie aurait un point de rebroussenient qui aboutirait à 
l'une des ellipses terminatrices, ou bien dans le cas où la vitesse du 
corps serait &rio au point S ; car alors il reviendrait sur ses pas,  en 
suivant l e  même arc de courbe. 

107. Pour procéder maintenant à l'intégration de l'équation (i), 
il faut transformer convenablenlent les deux membres. Et d'abord 

7n' 
puisqu'on a P = M(nt  - p l )  ( p l  - n t ' ) ,  si l'on fait c" = I - - 

m ..- 
et p' s 172 ( I  - c' sina+), on aura la transformée 

dv 1 dit 

On a ensuite, d'après les formules de l'art 79, 

niais il y a deux cas à distinguer, selon que les facteurs du second 
membre sont réels ou  imaginaires. 

so8. Premier cas. Si ces facteurs sont imaginaires, ou si l'on a 
m - m '  z v A B  -- 

r - mmf < A- * 
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on pourra supposer 

Q = ( M - B )  ( I  + 2 c ~ c o s 0 . ~ ~ + a ~ ~ 4 ) ,  
a et 0 éiant ddterininés pzr les équations 

Amm' + B 
U= = COS e = t I m + m l ) ( A + B )  . 

A + Bmm' ' C/(Anzm' + Fi). i ( A  + Bmm') ' 
A+B A+Bmml d'ailleurs on a, comme dans l'art. 78, RI= -- 11-B= 1-mm" 1-mm' - 

1 Cela posé, si l'on fait x = sin $ 8 ,  q = - tang + r , on aura la va 
transformée 

dq 1 -- - 
r/Q - 2 v(No - Ba) v(i - z2 sin2<)' 

- 2cP 

= d ( G ) ,  - 2%' et l'équation (3) deviendra 

mais j'observc qu'on peut mettre .il- + à la place de 4 ,  sans 
changer la valeur supposée pa = m (1 - c" sinz 4 ); ainsi on peut 
supprimer le double signe. de cette équation, et écrire simplement 

d4J -- a - 
'*V(l  -c9sin1+l - - zas ina<)y  

ce qui donnera, en intégrant, 

kF (c,  $1 = F (z,<) + Cl1. 

109. Il s'agit maiutenant de déterminer la constante C". Or, d'après 
l'état initial du mouvement, tel qu'il est supposé dans l'art. 74, on 
doit avoir au point A, q = O et pQ=mO. Faisant donc (=O et 4 EE, 

ce qui  donnera mOr=in ( r  - c'sin2€), ou 

on aura C" r - kF (c ,  E )  ; ainsi l'équation de la courbe sera 

XF ( c , S )  - k P ( c ,  6 )  = F ( x , r ) .  

Mais il irnpo& de savoir si l'angle 6 ,  diterminé par la valeur de 
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~$6, est aigu au  obtus; car l'équation de la courbe ne serait plus 
la même si l'on mettait 7 - 6 à la place de 6. 

Four cela il faut, comme nous l'avons déjà dit, faire ensorte que 

les coefficiens 2, 2 soient tous deux positifs au commencement 

du n~ouvement. Or on a ,  au point A ,  9 = O ,  w = O ,  g = O ,  

p = Vm0,  dr si Vdt cos p, , rdp = Vdt sin p; d'un autre côté les 
a a équations r= - -- tangf Q = gétant différenciées, donnent 

1-pz 1+q2' P 

$ = E , $ = L ~ ~ ~ ~ ~ =  2 r (1  - anmo- me) )/no V sin p;  mais on a en 

1 
général g= - tang i c, ce qui donne au point A, 2=1 $5- v* z ) / a  ' d6 ' 
donc 

cette valeur est toujours positive. Pour avoir celle de 2, j'observe 

~ C T ~ P  dp (1-nzO)' qu'on adcVdtcoç,u=-- doncau point A ' d t  -=--- aal/m" .Vcosp; (1-pl)' ' 
d'ailleurs I'équationp9=nz(~ -c'sina+) donnepdp=-nzc"sin+.cos+i4; 
doncau pointA,où S=6, on a 

v m O  JP 3,C5:i.-- ( 1  - m O ) V  COS ,a 
dt mc2sin s cos s dt - - zanic2sin g cos r ' 

d 4  De là on voit que pour rendre positif, il faut toujours prendre 

cos 6 de signe contraire à cos p, c'est-à-dire que les angles 6 et ,u 
seront toujours, l'un aigu, l'autre obius. 

Par celte condition, l'angle E sera entièrement déterminé, et la 
courbe décrite par le mobile se construira au moyen de l'équation 

( c ,  4) - kF ( c ,  4 = F ( x . ,  Cl, 
qu'il faudra combiner avec les équations pa = rn ( I  - cg s insq)  , 

1 

Q=G tang 5 r. On voit par ces dernikres, que  p restera toujours 
positive, niais que q prendra toutes les valeurs positives et négatives, 
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depuis zéro jusqu'à l'infini. On déterminera d'ailleurs les coordon- 
nées x et y par les formules de l'art. 8 1 ,  où l'on voit que l'or- 
donnée y change de signe en même temps que la variable q. 

iio'. L'équation qu'on vient de trouver pour la courbe décrite, 
peut en général sc réduire à deux ternies ; car en faisant F (4) - F ( 6 )  

= F (g )  , c étant le niodule commun à ces fonctions, on aura 

k W ,  E )  = F ( x , C ) ;  
mais alors il faudrait exprimer p en fonction de e. Or, d'après 
l'équation supposde, ona (no I 8, p. I )  , en faisant /(I-c'sinaf)=~(t) 
et / ( I  -c'sina 6) A (6) , 

ArAE - c2 sin E cos E sin f cos f p = (m. 
1 - c2 SZ E sin' f 

iilais cette expression étant assez con~pliquée, il est préférable Je, 
laisser l'équation de la courbe dans sa forme à trois termes, laquelle, 
d'ailleurs, n'est pas moins facile à résoudre, lorsqu'il s'agit de déter- 
miner + par le moyen de (, ou réciproquement. 

C+e équation se simplifie d'elle-même dans les deux cas parti- 
culiers où le point A ,  origine du mouvement, est une abside supé- 
rieure ou inférieure. 

I I I .  Si le point A est une abside supérieure, ce point ne pourra 
être qu'un des sommets de l'ellipse pa = m; on aura par conséquent, 
dans ce point, nzo = na et p = rr, ce q u i  donnera 6 z= O , et  
l'équation de la courbe sera simplement 

( c ,  4-4 = F C x ,  r) .  
Si le point A est une abside inférieure, ce point sera un sommet de 
l'ellipse pa = m', et on aura n1° =nt1 ,  ,Y, = t v ,  ce qui donnera 
6 = T .  Dans ce cas, l'équation de la courbe contient encore trois 
termes, savoir kF (c, &) - kFTc = F (x ,  c);  mais en faisant la 
même transformation que dans l'article précédent, et subslituant dans 

kF ( c  , e )  = F ( x,  c) ; et comme rien n'empkche de mettre + au 
lieu de dans ce résultat, l'équation de la courbe sera toujours de 
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V7nf 1 
mais on aura p = et q =- t a n g i c ,  v(1- c ' s iny)  Ve 

I 12. Second cas. Si les facteurs du polynome Q sont réels, ou 
si l'on a 

m-m' a v A B  -- 
1 - mm' 'A+B'  

on pourra supposer 

a et a' étant des qualititéç réelles et positives données par les 
équations 

( m  4- m') (A + B) Arnm' -+ B 
cc+cc '=  A + ~ m m ' -  

, UCL~=--- A +  Umm'' 

' 
1 

Soit a ) a', si l'on fait xa= I -5 et 9 = - tang <, on aiira Ia 
L'a 

transformée 

Soit enfin k = , et on aura l'équation 

de la courbe 

E étant la valeur de + au point A ,  donnée par l'équation 

On trouvera, comme ci-dessus, que l'angle E est toujours de  mime 
espèce que T-,u, ce qui achèvera de déterminer cet angle. Ensuite, 
pour construire la courbe, il faudra joindre à l'équation précé- 
dente les équations 

1 
pa 3 118 (1 - C' sin2 +) , q = - tang c. va 

113. Si le point A est une abside supérieure, on aura E =  O, e t  
l'équation de la courbe sera simplement 
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Si le  point A est une abside inférieure, on aura E = f rr ; alors 

l'équation de la courbe sera encore de la méme forme, mais on aura 

Les deux cas principaux que nous venons de développer sont 
les seuls qui soient compris dans le premier système. Nous allons 
donc passer à l'examen des cas quiappartiennent an second système; 
mais pour cet effet il faut, comme nous l'avons déjà dit, déterminer 
les constantes C et Cf dans l'liypothèse que le point A, origine 
du mouvement, est situé sur l'axe entre les deux centres des 
forces F et G. 

ICeclzerche des cas principaux contenus dans le second système. 

I 14. On a déjh vu que, dans le second systèizie, la valeur de P 
doit toujours 4tre de la forine 

P = RI ( 1 7 2  - p a )  ( p L +  ml), 

dans laquelle na est positifet < I , m' étant positif aussi, mais d'une 
grandeur non limitée. 

Dans ce systéme, la valeur de pQ varie entre les limites zéro et m ; 
tous les points ou p2=nz sont les absides supérieures Sn, Sa, S3, etc. , 
dans lesquelles l'orbite est tangente à I'ellipse terminatrice ,na= n2 ; 
tous les points où pa=o peuvent être regardés comme des absides 
inférieures Il, la, 13, etc., puisque la somme des rayons vecteurs 
FI -/- IC , égale à FG , est un minimnna; ces points sont en même 
temps les intersections de la courbe arec l'axe entre les deux 
centres F et G. 

Fig. ig. I t 5. Soit A le point de l'axe si tué entre P et G , qu'on prend 
pour origine du mouvement ; soit V la vitesse initiale, et p l'angle 
EAH que fait la direction de  cette vitesse avec l'axe : les angles 
p ,  p , w sont ouverts d'un iilême cbté; ils prennent naissance lors- 
que leurs chtés sont confondus avec la partie de l'axe dirigée dans 
le sens GFE. 

Cela posé, on aura,  au point A, les valeurs t = O ,  q =T, U = O ,  
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a m0 a 4 - . sdu- 

ps=o,q"=mO, r= w, s =-, di - - - V ~ i n p , ~ - V s i n p .  

Substituant ces valeurs dans les équations (1) et (z), afin de déter- 
miner les constantes C et C', on en déduira 

Mais puisqu'on a en général 

P = $ A - ~ B + ~ C ' + ( C + C ' ) ~ " - ( ~ A + ~ B - ~ - ~ C ~ ) P ~ ,  

et que cette même quantité est représentée, dans le  second sys- 
tème, par la formule 

P = RI [ ~ î z m ' + ( m  - m 1 ) p a - p 4 ] ,  

on aura pour détermines M, m ,  na', les équations 

ensuite la valeur de Q sera donnée par la formule 

( ~ + m m ' ) Q  = A-Bnzml+ ( A  + B )  (m-m')qa+ (B-Amml)q*. 

I 16. Procédons h~aintenaiit à l'intégration de l'équation (3), et 
m soit d'abord p = /rncos e ,  c' = -- on aura la transformée 

m f  m" 

mais il convient d'obtenir un résultat positif, parce que la première 

valeur de p étant zéro, celle de 2 doit être posiiive.Or, en faisant 

on aura d4 - dS 
V(I - c5sin2+) -- - et comme l'équation I/( 1 - c%ina 6,) 
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b sin 4- 

supposée donne cos = V(L - c2 sina +) ' il s'ensuit que si l'on fait 

cvm'sin S. directement p = v(i - ca sina -4) ' on aura 

Celte valeur restera toujours la même dans tous les cas du second 

système; niais celle de - sera d'une forme différente, suivant les 
VQ 

différens cas, c'est-à-dire suivant les différentes fornlcs que peuvent 
prendre les facteurs dont le polynoime Q est con~posé. Nous allons 
examiner successivement ces différens cas, mais nous nous bornerons 
toujours à ceux qui supposent les quantités A et B posilives. 

I i 7. Prenzieï. cas. Supposons qu'on ait à la fois A > Bmnz' et 
3 > Amrn', ensorle que  mm' soit non-seulement moindre que l'uni té, 

L B A mais moindre que le plus petit des rapports A, B. Soit de plus 

( A  + B ) ' ( m  - nt')% <4(A-Bmrn')  ( B -  Ainm') , ou, ce qui revient 
au même, 

Ces condiiions ayant lieu, on pourra faire 

Q = (N - B) ( 1  + za cos f l . q s +  as@), 

e et 9 étant déterminés par les équations 

1 
Cela posé, soit q = - tang 4 c ,  x = sin 8, on aura la transforniéa va 

l'équation (3) deviendra 

k. - d4 - - dC 
v(1- c2sin24) S/( I - n2 s i n l a  ' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SIXI~?ME PARTIE. SECTION II. 
401 

et son intégrale sera 

kF ( c ,  4) s= F ( x , r )  - F ( x ,  6 ) ;  

c étant la valeur de 5 lorsque t = O : alors on a 7 = i m o ;  ainsi E est 
donné par l'équation tang $ E = /(amo). 

d 4  dC 
I 18. Cherchons maintenant les valeurs de et a lorsque t =o. 

a a Puisqu'on a r = - - - 
1 +pa 1+4"> 

tang i @ =pq,  ces équations étant 
zaqdq différenciées, donnent pour le point A où p=o et w =O, dr= -- 

1 dm I + m0 
(1 + q T  ' 

dp - $dw=qdp; donc--- -=-- 
dt 20 dt a a V m O  . V sin p. Cette valeur est 

dll positive ; donc 3, dt qui est'du mème signe que z, est aussi positif. 
~ - .  

Il reste à faire ensorte que $ soit aussi positif. 

1 1 d'un autre côté, l'équation q - tang 3 donne dq=- - 
r/* O v r  '  COS=;^ 

donc au point A, on aura 

4 Ainsi la valeur de ;ZI. ne sera positive que lorsque l'angle ,u sera 

plus grand qu'un droit. Dans cette hypothèse, l'équation de l'article 
précédent est exacte, et il n'y a aucune ambiguité sur la valeur de 
l'angle E déduit de l'équation tang E = /(ama). 

I 19. Mais si l'angle p est moindre qu'un droit, alors le coeffi- 
4 cient - deviendra négatif, et l'équation ( 3 ) ,  dans laquelle nous 
dt 

avions négligé le double signe, devra être écrite ainsi, 

Pour la ramener à la forme ordinaire, nous prendrons une nouvelle 
1 

variable l ,  telle que tang tang = ; = ce qui donnera 
v'(1 - z2) y 

51 
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dI: - -. alors q devra être expriméeen fonc- 

v ( ,  - &ina <) - (1 - s2 sina &) ' 
k cos f ,  

tion de %, et on aura g = - va' V ( ~ - x ~ s i n " f ) +  bsinf;' 
Par le  moyen 

dq de cette valeur substituée directement dans la quantité --, on 
1 dt, 

VQ 
4J - aurait trouvé - - - - ainsi i'équa- 
VQ 2v(fiToc - ~3 ' v(i - xa sina £) ' 

dp 
v p 

dq , a pour transformée tion (3), qui est alors - = -. - 
VQ 

et son inte'grale est 

Cc, +) = w, E )  - F ( x ,  4; 
COS E - --- r étant dé terminé par l'équation (/(<uno) = ,,( - i. 

) + l, 
d'où l'on tire 

1 - a m o  . 
tang E = -- 26t/(arna).- 

120. Il résulte de cette analyse, que, dans tous les cas, I'équation 
de la courbe sera représentée par la même formule 

k F ( c , S )  = W , C )  - F ( V I ;  
c t / d  sin 

que, dans tous les cas, la valeur de p sera p = -- 
)/(i - ca sina4) ' 

mais que les formules q u i  donnent les valeurs de la variable q et de 
la coustante E , seront différentes, selon que l'angle p qu i  détermine 
la direction de la vitesse initiale est plus grand ou plus petit qu'un 
angle droit. 

Si l'on a p > + d, les formules dont il s'agit seront 

si l'on a p < < M , ces formules seront 

r 2 r .  On pourra éviter la distinction de ces deux cas, et s'en 
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tenir au premier, qui est le plus simple, si l'on désigne constanunent 
par F celui des deux centres où  l'angle FAH, formé par la tan- 
gente AH avec l'axe du côté de F, est un angle obtus. Cette hypothèse 
ne diminue en rien la généralité de la solution, puisque d'ailleurs 

FA 
mO, qui représente le rapport -, peut avoir une valeur quelconque 

AG 
depuis zéro jusqu'à l'infini, et qu'il n'y a aucun avantage à supposer 
le point A plus près de F que de G ,  ce qui rendrait lno < I. 

Pour éviter une subdivision inutile, nous choisirons de même , 
dans les autres cas généraux qui nous restent à examiner, le centre 
relativement auquel la solution se présente sous la forme la plus 
simple, lorsque cette solution sera susceptible de deux formes. 

122. Nous pourrioils passer sous silence le cas de ,u=: GT, parce 
que ce cas particulier ne peut avoir lieu dans le cas général dont 

nous nous occupons. En effet, comme on aurait alors 9 = O ,  ;1 
dt 

faudrait qu'on eût en mème temps Q = O ,  et qu'ainsi 9% -- nao fût 
facteur du polynome Q ; ce q u i  n'a pas lieu, puisque les facteurs de Q 
sont imaginaires, excepté dans le seul cas de k o ,  où ils deviennent 
égaux e t  de la forme I +uql, non semblable à qad m0. 

Au reste, si, dans la supposition de p= i z r ,  on cherchait 5 
vérifier la condition (A+Bja (m-na')' < 4 (A-Bnml')(B-Anzm') , 

1 d'après les valeurs de ntnz' et nt - m ,  données art. r 19, on trou- 
verait que cette condilion n'a pas lieu; car elle donnerait pour 
résultat , 

A 
[ ~ u ~ ~ ( r - m ~ ) - ( ~ + ~ i n ~ ) ( r + n z ~ ) ] ~ < o .  

nt + rn' Ainsi lorsqi'on a + , l'orbite ne coupera jamais r a r e  <A+B 
à angles droits entre les deux centres F et G. 

123. Second cas. Soit encore A > Bnzm' et B 3 Amna', et sup- 
posons de plus qu'on ait 

ces conditions ayant lieu, les facteurs du polynome Q seront réels; 
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mais il y aura deux cas à distinguer, selon que rn - m' est positif 
ou négatif. 

124. Soit, 1'. ml< na, on pourra faire 

Q = ( M - B ) ( I  -taqa)(1 +a'qa), 

a et a' étant des quantités réelles et positives données par les 
équations 

( m - m ' )  ( A +  B)  B - Amm' 
a $ - a 1 s  , . a r c  - A - Brnm' A - Blnm" 

d 1 Soit a > a'; si l'on fait xa= I - - 
e. et q = - tang <, on aura va 

G - 1 -- dr: -. --- 
VQ - v ( M a - B a )  V ( ~ - n ~ s i n ~ < ) '  Soit ensui te 

4 4 l'équation ( 5 ) deviendra k --- - --- V ( i  -casin'J) - v(i - 8 s i 2 < ) )  et 'O' 

s étant la valeur de < au commencement du mouvement, valeur 
connue par l'équation 

tang 6 = f (amO) .  

Mais pour que l'équation générale, dans laquelle nous avons sup- 

primé le signe ambigu, soif exacte, il faut que $ soit posiiif. Or an a, 

aupointA, commedans l'art. 118, $=M-.v 212 l/mO CM ( v - p ) .  
1 D'ailleurs l'équation q = - tang c ,  donne au même point , va 

dr  3 = / a .  cos1, .- ; donc 2 sera positif si cos ( a - p) est positif, 
dt dt 
ou  si l'on a p>)a. 

Dans le cas contraire, il faudra transformer la ~ariable comme 
on l'a fait dans l'art. I rg; mais on peut se dispenser de ce calcul, en 
choisissant, pour le centre F, celui des deux pour lequel l'anglep est 
plus grand qu'un angle droit, 
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125. Soit, 2'. m'> rn, les autres conditions étant les mêmes que 

dans l'art. 123, on pourra faire 

Q = (RI - A )  (q' -a) (4'- a'), 

a et a' étant des quantités réelles et positives données par les 
équations 

&' t'a Soit a > a'; si l'on fait xa = - et q= r c ,  on aura - - dq - 
01 k'Q - . - 

1 -- M-A 1-2cZ , '' . ~ o i t d o n c  k = c d ( i  . T) = d(---), i(M&-Am) ' w g i n n r )  
et l'équation ( 3 )  deviendra, en supprimant le signe ambigu et 
intégrant, 

kF ( c ,  $1 = F ( x ,  C) - F ( x ,  4; 
c'est l'équation de la courbe qu'il faudra combiner avec les équations 

c vm' sin + 
P = =xsingj  

v* 4 = -  
sin 0' 

126. Pour déterminer la constante E ,  on aura d'abord l'équation 

sin r = ((5) ; mais cette équation laisse incertain si l'angle est 

aigu ou obtus. Il faut fixer cette incertitude en satisfaisant à la con- 
- 

dr, dition que soit positif au commencement du mouvement. 

dq - ( l +  m O ) ) ' . ~  cos (v-iU) j Or on a ,  comme dans l'art. I 18, - -- 
aa V m O  

t'a . sin% dq dailleurs l'équation q = - donne au point A,  2 =- -- . - 
sin Vcc.cosr dt '  

donc 2 sera toujours positif, si l'on prend 6 de même espèce que p. 

Cette condition, jointe à la valeur sin r = ds, détermine corn- 

plètement l'angle e, qui, dans ce cas comme dans tous les autres, 
est toujours moindre que deux angles droils. 

Si l'angle p es[ droit, c'est-à-dire si la tangente en A est perpew 
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diculaire à l'axe, on aura aussi a = I F ,  et l'équation sin 6 = d2 
donnera ct = mO; alors Q aura pour facteur 9% - mO; c'est un cas 
dont nous avons déjà rencontré uii exemple, art. 122. 

Dans ce cas, l'équation de la courbe deviendra kF ( c ,  4) = 
F ( x ,  <) - F 1 x ,  et on peut réduire le  second membre à un 
seul terme, en faisant F (x ,  c)  - F'x = F ( x ,  c') , ce qui don- 

COS c nera sin c = - Supprimant ensuite les accens dans l/(~ - qa sin'y)' 

le  résultat, on voit que pour le cas de ,u=$ fi, on aura les 
équations 

I 27. Troisièntecas. Supposonsmaiatenant A<Bnznal et B>Arnna', 
A B ou, en d'autres termes, A < B, et nzm'tout-à-la-fois > - et < - *  
13 A" 

alors on devra faire 

Q = (M. - A )  ( q l -  u )  ( q O  + a'), 
a. et cl' étant des quantités réelles et positives déterminées par les 
équations 

- (mf -m)  ( A i - B )  a-a'- - Bmmf- A - 
B - Amm' , a d =  B - Amm" 

I 
OC 

Soit xS=-- fi 4 X 

,+a et q =K<, on aora - = -- d.; . 
r/Q V(Rfa'-Ad) ' (1 -zBsin'<)' 

spi( enfin k = 5 !/(;. = d ( ~ 2 )  - 2, , I'équation(3) devien- 

dra, en substituant et intégrant, 

( c ,  +) = F (z,  c )  - F ( x ,  E )  : 

c'est l'équation de la courbe qu'il faudra combiner avec les équations 

Quant à la valeur de E, elle devra satisfaire à l'équation cos a- - \&)# 
où l'on voit que a sera toujours < f fl; mais il faut en outre que le  

4 coefkient - soit posilif à l'origine du mouvement. dc 
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Or, l'équaiion q eosr  = /a donne au point A, $=2 CO t 6; sub. 

stituani la valeur de 2 de Part. 118, il vienilra 

a ainsi la valeur de - ne  sera positive que Iorsqu'on aura ,u> f fi. dt 
Si l'on a p = +v, il faudra, d'après l'équation précédente, qu'on 

ait & = O ,  et par conséquent u=mO; c'est aussi ce qu'on peut vé- 
rifier, d'après les équations de l'art. 115, en y faisant ,u=+?r, et  
combinant ces équations avec celles qui, dans le cas présent, servent 
à délerminer ci et cd. 

Dans ce cas donc, l'équation de la courbe se sirnpfiGe et devient 
kF (c ,  4) = F ( x ,  c). O n  peut d'ailleurs s'assurer que la valeur de  

qui resie indéterminée dans la formule précédente, devra être 27 
positive. En effet, puisqu'on a a =nam, la valeur de Q devient 

4 d'où l'on voit que no est la plus petite valeur de q; donc di est p~ 
4 siiif, et par conséquent aussi - dt*  

128. S i  I'anglep est <: e, on ne pourra plus, comme dans les 
cas précédens, obtenir la solution en  choisissant pour le centre F 
celui qui est placé d u  côté de l'angle p > >ca?r; car l'échange qu'on 
ferait entre A et B, substituerait aux condiiions A <Bnun1, B) Amm', 
des conditions différentes B < Amm', A > Bmrn', inconvénient qui 
ne s'est pas rencontré dans les cas précédens. Mais iI y a un moyen 

d c  très-simple de changer la variable <, pour laquelle d;- sera négatif, 

en une autre r', pour laquelle $ sera positif; il consiste, comme 

nous l'avons déjà vu, à faire Fr + Fr' = F'x , x étant le  

commun, ce qui donnera d l  -- v(k -sa h 2 c )  -- a' 
,-i-. Et comme v(1 - & i ~ i  ) 
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r 
par cette supposition on a tangr tang t1 = ?, il en résulte ;:. . . . 

- - 
Soit d'ailleurs EI la valeur de r lorsque t= O, ou lorsque ql= ni; 

on aura cos $= 

Cela posé, on peut supprimer les accens qui affectent et é', 

et la solution, pour le cas de p < +?r, sera donnée par les formules 

129. Ici se termine l'examen que nous voulions faire des cas 
principaux du problème. Car si on avait à la fois B < Amna' et 
A > Bnzrd, ce cas, qui suppose A)B, est entièrement semblable 
au troisième cas, où I'on a A < Bmm' et B > Amm', qui suppose 
£5) A. Ces deux cas se réduiront à un seul, en désignant constam- 
ment par F celui des deux centres ou réside la moindre force. Enfin 
si I'on supposait pour dernière combinaison A < Bmm'et B <Anzrn', 
ce qui rendrait négatifs le premier et le troisième terme du poly- 
nome Q ,  il faudrait qu'au moins le second terme fût positif, et 
qu'ainsi on eût ni <nz; mais les conditions A<Bmm', E < Annz', 

supposent nmt'> I , ou m'> 2 ce qui ne peut s'accorder avec la 
7n ' 

rcondiiion rn' <m. Ainsi ce cas ne peut avoir lieu. 

130. Pour plus de clarté, nous joignons ici un tableau général 
qui contient le résultat de tous les calculs précéclens. On y trou- 
vera les formules qui servent à distinguer et h résoudre les diffé- 
sens cas principaux dans lesquels se divise le problème général d~ 
mouvement d'un corps attiré vers deux centres fixes. 

Tableau 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S I X I ~ M E  PARTIE. SECTION IT; 409 

Tableau général des cas principaux du Problème. 

Nota, Dans les deux premiers cas, les valeurs de  m et m' se déduisent des 
données immédiates du probléme mO, V, p, par les formules de l'art. 78; ces 
deux cas composent le premier système, dans lequel l a  courbe décrite ne peut 
janiais rencontrer son aRe entre les centres F et G. 

Dans les quatre autres cas, les valeurs de m et m' sont déduites des données 
no, V, p, par les formules de l'art. 1 1 5  ; ces cas composent le second système, 
dans lequel il y a toujours , entre les centres F et G , un ou plusieurs points 
d'intersection de la courbe avec l'axe; le point A ,  origine du niouvement, au- 
quel se rapportent les données mO, ?', ,u, est un de ces points d'intersection. 

Équations de la courbe. 

, 

, 

Corollaire I. Si l'on a no = rn, 

Conditions et dénominations. 

m' ( CAS 1. 
m'<m, c 2 = 1 - - ,  m --- 
m-mr a/= -- 
i - m m ' < x q ,  

Amm'tB 
a= = cos 8 = t (m4-m') (A+W - 

A+Bmmf ' I/(Amm'+B). v ( A +  Bmm9 

x =sintB,  = 4(42)1 
I 

m-mo 
 in'^ = -- 

m-m" 
r de même espèce que R -p. 

Ii 
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Conditions et dénominations. 1 Équations de la courbe. 

m-m' n v A B  -- 
1 - m i ' Â q F '  

(m+m')(A+B) Ammf+ B M + * ~ = ~ + ~ ~ ~ ~  > W* = -- 
A+Bmm' ' 

m -mo 
sin" s = -- 

m-m" 
( 4 de même espèce que ~r -p. 

Corollaire 1. Si l'on a mO = rn , 

Corollaire II. Si l'on a mg = m', 

A > Bmm', B > Amm', Icnsin.I 

tang r = v(orm"). 
On devra prendre pour F celui des deux centres vers 

lequel l'angle p s FAH est plus grand qu'un droit. 1 

m+m' avAB m '." r: -- l+mni<aw' rn + ml ' 
B-Amm' 

2- - - - cos e = -- + ( m - m l ) ( A + B )  
A-Bmm' ' t/ (~-~rnm') . -v  (B-Amm')' 

+)=F(%, O-% 4. 
cvm' .sin jl 

p = -  v(1- ca sina $1 ' 
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Conditions et dénominations. 1 ~cpat ions  de la courbe. 

a 
a>;, x % = I -  f, k=d(-2) 2 - x a  ' . 

tang E = v(amO) .  
On prendra pour F celui des deux centres vers le- 

quel l'angle p = FAH est plus grand qu'un droit. 

1 CAS W. 
A> Brnm', B > Ammr, mr< m ,  

m+m' PVAB m 
l + m m r >  - 1  

c'= - m+mr ' 
(m-m?(A+B) , B-Amm' &+ar=--- , O*=-- 

A-Bmn~' A-Bmm' ' 

I CAS V< 
A>Bmmf, B>Arnmt, m ' > m ,  

kF(c, CFF(%, 0, 
c vrn' . sin S, 

F=r -zx?gs  

m+ m' AB m -- 
i + m m ' > ~ + ~ '  

= -- 
nz+mr ' 

(mf - m) (A  + B) A-Bmm' 
I* + a'= -- l aa = -- 

B - Amm' B-"mmf ' 

{ sin. = \/(;). 
r de même espèce que p. 

Le cas de p =ta donne t = t a, et les niémes 
formules sont applicables. Mais l'équation de la 
courbe se réduira à deux termes, au moyen des for- 
mules ci-jointes. 

l m CAS VI. 
A<Bmmr, B>AmmfJ c h  -- 

m+mr ' 
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I Conditions et dénoniinations. ( Équations de la courbe. 

Nota. Si l'on avait les conditions R < Amm', 
A > Bmm', il faudrait faire la  permutation entre 
A et B, ainsi qu'entre F e t  G ,  et les formules du 
cas VI deviendraient applicables a u  cas proposé. 

Nous allons maintenant développer les solutions indiquées dans 
ce tablean g é n é d ,  en nous bornant à celles qui offrent les résultats 
\esp\usremarquahles. Nous donneronsaussi, dans les cas principaux, 
les formules qui servent à déterminer le temps. 

Développement du cas I .  

131. Si la vitesse initiale et sa direction satisfont aux conditions 
du cas I ,  on connaîtra, par les formules du tableau,les modules c e t  x, 

- 2c" 
ainsi que les consiantes a, r et k= y (4--); au moyen de touies 

1 - 2 x 2  

ces données, l'équation de l'orbite sera X-F(c, +)-kF(e, E) s F(x, c), 
1 

e t  on aura en même temps p'= rn (1- cg s ina4 ) ,  q = - tang f c; 
Vd 

on pourra donc trouver tant de points qu'on voudra de l'orbite. En 
effet, prenant à volonté l'un des arcs +, c, qui peut comprendre 
plusieurs circonférences, l'autre se trouvera par la résolution de 
l'équation kF(c, +)= kF(c, E)+F(x, c), où un seul terme deviendra 
inconnu. On connaîtra donc les valeurs de p et q ;  quant aux signes 
d e  ces quantités, on observera que p resle toujours positif, parce 
qu'il ne devient jamais zéro, ses l imi~es étant vna et vm'; mais  que 
q prendra le signe qui  convient à tang; c, suivant les valeurs in- 
définimeot grandes de l'arc (. Ensuite le point correspondant de la 
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courbe se trouvera, soit par les valeurs de r et s exprimées en font- 
tions de p et q (art. 72) ,  soit plutôt, pour ne laisser aucune indé- 
termination, par les valeurs des coordonnées G P = x ,  PM =y, les- 
quelles son t . . 

132. Puisque l'orbite dont il s'agit est renfermée toute entière dans 
l'espace que laissent entr'eux les périmètres des deux ellipses pa=m, 
pz= nz', décrites des mêmes foyers F et G ;  soient E et D les Som- Fig.20, 

EF DF mets voisiiis de ces ellipses, cnsorte qu'on ait ?n = FG et n2'= -- DG ' 
les deux autres sommets étant L et K ;  il est visible que l'orbite q u i  
cornn~ence au   oint A ne pourra, dans ses circonvoluiions, couper 
l'axe que dans les intervalles KL et DE. Voyons d'abord comment 
on  détermine ces intersections, qu i  sont des points d'autant plus re- 
marquables, qu'ils servent i compter les révolutions et demi-révo- 
lutions du corps dans son orbite. 

A partir du point A ,  le premier point BI, où la courbe rencontre 
son axe, se trouvera, d'après le  no 82,  en faisant q = CO ou r = rd 
Soit 7' la valeur correspondante de 4, de sorte qu'on ait 

a 
supposons qu'on ait déterminé 6' par l'équation F (c ,  $3 = 1 F'x, 
ce qui peut se faire par la méthode du no 6 7 , I .  p., il resteraà ré- 
soudre l'équaiion F(c, ?') =F(c, &)+F(c, $'), ou simplement F>= 
FE + Fd", c étant le niodule commun à ces fonctions; or, celle-ci 
se résout par les formules du  no 18, qui donnent 

I / ( i -~ 's in~&~) V(I- c"sin9r) - c"sind"sini cos G'cos r V(I - c' sina?') = ---- --- 
1 - cZ sing $'sinz 6 

GB' de là, pz = rn ( I  - c'sinsp') = - . ainsi le point B' est déterminé. 
FB' ' 

133. A partir du point BI, l'intersection suivante, qui doit avoir 
lieu en un point A' situé sur la partie de l'axe ED, se déterminera 
en faisant q = O ou r = 2 ~ .  Appelant donc ?" la valeur coïrespoa- 
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dante de 4, on trouvera ?/" par la résolution de l'équation F(c, 7") 

4 F(c,r)f F r  x=F(c,r)+aF(c, 6'). 
Soit d'' l'amplitude qui donne F (c, 6') = 2F (c,  6') , 6" pourra se 

déduire trigonométriquement ded d", par les formules de la dupli- 
cation des fonctions ,i ensuite il faudra résoudre l'équation F )"= 
FE +t'Ji, et on el1 déduira une valeur de i ( i  -c2 sin2 9") pareille 
à celle que nous avons trouvée dans I'arlicle précédent. 

134 .  En général, soient B', B",B3, etc. , les intersections successives 
qui ont lieu du côté du centre G; soient A', A', A9, etc., celles qui ont 
lieu du côté de P;  les valeurs de  < et + correspondantes i ces diffé- 
rens points, suivant l'ordre avec lequel ils se succèdent dans le mou- 
vement du corps, pourront se désigner comme il suit, en y joignant 
les auxiliaires d", d ", 6'", etc. 

I n  terseciions. .... Br, A', Ba, A", B3, A3, B4, etc., 
. . 

5.  .............. T ,  2w, 37r, 4% 5*, 6 ~ , 7 * ,  etc., 
Auxiliaires.. ..... d", d'", d'", a5, J6, d", etc., 
4 ..........a.... y', 3.', p"', y", 2 ' 7  3/6, 7'3 etc. 

Ayant donc déterminé la première auxiliaire 6' avec toute l'exac- 
2 

titude nécessaire, par l'équation F(c, d")= F1x, on  déterminera les 

suivantes, Jn, d"', d"', etc., par les formules connues pour la nîul- 
tiplicalion de la fonction P(c, 6') ou Fd", de manière qu'on ait 

Cela posé, chaque valeur de 7 s e  déduira du 6 correspondant, en 
résolvant l'équation Fp = Fd'+ FG, dans laquelle 7 et 6 prendront 
un  même nombre d'accens, tandis que 6 reste toujours le même; or, 
la résolution de cetie équation donne en général 

V(I-ca sina$) .E/(~-c~sin~~)-~~sinc sin6cos i cos$ 
/(I-C" sinP?)= -- 

1 -c" ~ i n *  z ina Cr' 

On connaîtra aiusi la valeur de pP=m(l -c2 sinPî/), laquelle élan t 
, GBn , FAn égale a ou a -- GAn 9 

déterminera le point d'intersection corres- 

pondant Bn ou A". 
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Les points B', Ba, B3, etc., sont ceux où le corps temine la 

I'~,  la 3', la P, etc., demi-révolution ; les points A1,Aa,A3, etc., sont 
ceux où il termine la xte ,  la a", la 3', etc., révolution. Ces points 
seront tous différens les uns des autres, dans chaque série, si la 

kF1c quantité E;; est irrationnelle; mais si cette quantité est ration- 

nelle, le corps reviendra, après un certain nombre de révolutions, 
au point A ,  d'où il était parti, et la même période de mouvement 
se renouvellera à l'infini. 

e 

En e f i t ,  le corps reviendra au point A, si l'on peut faire à la fois 
r= S ~ T  et + = m + g ,  i et e étant des nombres entiers. Ces valeurs 
étant substituées dans l'e'quation kF(c, 4)-kF(c, 6)  =F(x, c), on en 

kF1c i kF1c tire zkeF1c = 4 i F 1 x ,  ou - - - Donc si la quantité -;- est un z F x  - e '  aF x 

nombre rationnel f ,  le corps reviendra au point de départ A, après 

une période composée de i révolutions, ce q u i  résidte de la valeur 
[== 2 2 ~ .  En revenant ainsi au même point, on voit, parl'équation (1), 
que le corps aura la nîême vitesse qu'à l'origine du mouvement; 
niais cette vitesse sera-t-elle dirigée dans le même sens? c'est ce 
qu'il faut examiner. 

135.' En général, quel que soit l'état initial du mouvement, si le ~ i ~ .  13. 

corps passe deux fois par un même point RI de son orbite, sa vitesse 
en ce point sera égale dans les deux cas, et la direction de celte 
vitesse devra faire un angle égal, dans un sens ou dans l'autre, avec 
l a  droite MQ, qui divise en deux parties égales l'angle FMG. 

En effet, il résulte des équations (1) et (2), que si on désigne par 
dea rdq sda, dz l'élément de la courbe, la valeur de et celle de z. z, seront 

les mêmes dans les deux passages du corps par le  point M. La 
première cpantité est le carré de la vitesse; donc la vitesse est égale 
dansles deux cas; la seconde représente le produit sin TM!?. sinTMG, 
ou f cos FMG - cos 2TMQ, MQ étant la droite qui divise en deux 
également l'angle FMG. Donc si TM est la tangente de l'orbile au 
premier passage, la tangente de l'orbite, au second passage, sera 
nécessairement l'une des deux droites T M ,  T'M, également inclinées 
sur MQ. 
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L e  point M devient un point double, lorsque l'orbite a deux tan- 

gentes différentes TM, T'M; jamais il n'y aura de point triple, car 
il est impossible que trois tangentes différentes donnent une m ê n ~ e  
valeur pour le produit sin TMF. sin TMG. 

kF'c  
I 36. On voit maintenant que si est rationnelle, et qu'en consé- 

F x 

quence on puisse faire 4 = e?t + 6 et c= ziv, ce qui ramène le 
corps, après un nombre i de révolutions, au point A d'où il était 
parti, il aura en ce point la même vitesse V qu'au point de  départ, 
ct la  direction de cette vitesse devra être également inclinée, dans 
un sens ou dans l'autre, avec l'axe FG; c'est-à-dire que l'angle EAH, 
qui  est ,u au point A dans l 'é~at  initial du mouvement, ne pourra 
être que ,u ou w- p,  lorsque le corps sera revenu au point A. Mais 

çIs. par la valeur de (art. log) ,  on voit que - ne pourrait conti- 
dt 

m e r  d'être positive, si à la place de p on mettait n'-p, puisque 
d'ailleurs l'angle G reste toujours le même. Donc le corps A revenu 
au point A après un  nombre i de révolutions, aura en ce point 
la même vîtesse et la même direction qu'au commencement du  
mouvement; ainsi cette période de  L révolulions devra se répéter à 
l'infini. 

, k F v  137. Si au contraire la qnantite y est irrationnelle, l'orbile, com- 
F n 

posée d'une infinité de circonvolutions toutes différentes les unes 
des autres, devra ren~plir  tout l'espace renfermé entre les périmètres 
des deux ellipses pa=172, ~ % = r n ' ;  de sorte qu'il n'y aura aucun 
point de cet espace qui  ne soit un point de l'orbite, ou qui n'en soit 
infiniment peu distant. Il faut excepter seulement le cas de m'= O ,  

qui donne lieu à une figure particulière. 
Cette propriété n'est qu'une conséquence fort simple des consi- 

dérations précédentes; mais on peut la démontrer directement au 
moyen de l'équation kF(c, 4) - kF(c, s) =F(x, r ) ,  qui doit satisfaire 
à tous les points de l'orbite. En effet, supposons que pour un point 
déterminé RI, con~pris entre les deux ellipses qui limitent l'orbite, 

1 on ait ps= rn ( I  - c' sin' 4') et q = - tang + Co; si l'on satisfait à 
r/. 

I'équa tioii 
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Yéquation kF(c, 4) - kF(c, 6 )  =F(x, c), en faisant 4 =SO et = r,  
il s'ensuivra que le point R I  est un point de l'orbite. Supposons donc 
qu'il existe une ditrérence quelconque entre les quantités kF(c, +O) 

- kF(c, 6) et F (x, y) ; je dis qu'on pourra néanmoins satisfaire à 
l'équalion kF(c, 4)-kF(c, :)=F(x,[), dans un point de l'orbite dont 
la distance au point BI sera plus petite que toute quantité donnée. 

Pour cet effet, soit 4 = ~ x + $ ,  et c=2.;iy+c (x el  y étant 
des entiers quelconques) ; le point déterminé par ces valeurs sera 
toujours le point M, quels que soient les entiers x et y. Pour qu'il 
soit en même temps un point de l'orbite, il faut qu'on ait 

ce qui donne L x  - My = N, eo faisant, pour abréger, L = kF1c, 
M = aF1x, N = fkF(c, 6) - f X-F(c, 4") + +F(x,r). Or, en prenant 
les entiers x et y sufisainment grands, il sera toujours possible de  
satisfaire à l'équation Lx - My= N, de manière que la différence 
des deux membres soit plus petite que toute quantité donnée. Car 

Mb' +N 
soit pris à volontéy = b', b' étant un en lier, et soit - L =af+$, 

a'étant un entier, et d'un reste plus petit que l'unité; si l'on fait x=d, 
on aura Lx - My = N - Ld'. Supposons qu'en réduisant la quan- 

L 
tité irrationnelle - en fraction continue, et prolongeant le calcul jus- M 

L ' 
qu'à un terme assez éloigné, on ait - ourla dernière fraction con- alf P 

L 
vergente vers -, on aura, par les propriétés connues de ces fractions, M 
L L' Y 
L-_- 

M M/-Lv, 6' éiant une quantité positive ou négative plus petite 
d"M 

que l'unité, d'oh résultera LM1- L'RI = - Soit maintenant x= M' ' 
PMz - 

a'-FM'z, y=b '+L$ ,  on aura Lx-.My=IkJ-La+ , - -  hl 
#RI &LM' &LM' N + aii ( z - ~ ) ;  soit donc - ,-=cl+$", c' éiant un entier, S M  

et 6" un reste plus petit que l'unité ; si l'on fait z z c ' ,  ce qui donne 
6'ù'"XI 

x = a' + c'fil', y = 6' + c'L', on aura L x  - My = N - - BI' ' 

Ainsi, l'équation proposée Lx - My= N sera résolue ; de manière 
5 3 
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que l'erreur ou la différence entre les deux membresne sera que 
2 PM M --;-, quantité moindre que 7. Or, le dénominateur M'donné par 

A M  M 
L le développement d'une quantité irrationnelle en fraction continue, 

sera aussi grand qu'on voudra; donc l'erreur dont il s'agit pourra 
étre rendue moindre que toute quantité donnée. 

138. Après avoir déterminé les différens points d'intersection de 
la courbe avec l'axe, il importe de déterminer avec la même préci- 
sion les absides tant supérieures qu'infërieures , c'est-à-dire les 
points oii l'orbite est tangente aux ellipses terniinatrices pa= in, 
pl=  m' ; car la connaissance de ces points, jointe à celle des inter- 
sections de la courbe avec l'axe, contribuera beaucoup à douner une 
idée exacie de la Ggnrc de cette courbe. 

Puisqu'on a ,  au conîmencen~ent dix mouvenient, 4 = 6 ,  6 étant 
moindre que I 800, on voit, d'après l'équation p2=nz (1 -casin"), 
que la première abside rencontrée par le corps sera une abside in- 
férieure si l'on a E < f T, et une abside supérieure si l'on a 6 > + zr, 
E n  général, si l'on désigne par SI, S", S3, etc., les absides supérieures, 
et par Ir, la, 13, 14, etc., les absides inférieures, auxquelles le corps 
parvient successivement à partir da point A,  ces points se détermi- 
neront en donnanl à 4 les valcurs successives, savoir: 

Pour le point. . . . . I I ,  S', 1', S', 13, S3, 14, S4, etc., 
4.. . . . . . .= +?r, s , ~ f i ; ~ ~ , ~ r r , 3 n ; f . l t , 4 ~ , . e t c .  

Il faudra donc calculer les valeurs correspondantes de r ,  en obser- 
vant que le premier point IL doit être omis, comme se rapportant 
à une époque aniérieure à l'origine du mouvement, si l'on a 6 > tn. 
11 n'en est pas moins nécessaire de calculer dans tous les cas la va- 
leur de r qui répond au point 1, parce que cetle valeur, une fois 
connue avec toute la précision nécessaire, sert à calculer trigono- 
métriquement les valeurs de r qui répondent aux autres points 1 et S. 

En faisant 4 = + ~, on aura à résoudre l'équation kF1c - 
kF (c, O )  = F ( x ,  r )  ; en faisant 4 =sl, on aurait à résoudre I'équa- 
lion 2kF'c - kF (c, 6 )  = F ( x ,  c) , ainsi des autres. Pour obtenir 
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une plus grande uniformité dans la résolution de ces équations, 
supposons qu'on ait déterminé n et d" par les équations F ( x ,  n) = 
k F ( c ,  E ) ,  F(x, 6') = kF1c;  connaissant l'auxiliaire d", on détermi- 
nera les auxiliaires suivail tes d ", J"", ,Pr, etc. , de manière qu'on ait 

x étant le module commun à ces fonctions. 
Cela posé, si l'on appelle A', A", A", A", etc., les valeurs de r qui 

répondent aux valeurs successives II /  = f w ,  v, :T, 27r, etc., ces 
quantités seront déterminées par les équations suivantes, où  x est le 
module coinmun des f m c  tions : 

FA'= F r -  Fn, 
FA'>= FcPr'- Fn, 
FA'-, FAp- FYJ, etc. 

Ces équations étant toutes de la même forme, il sufira de résoudre 
l'équation générale Fh=FJ'- F4, d'où l'on tire, par les formules 
de l'art. rg , IR p., 

Bar cette forniule, où l'on donnera à 6 et h un m&me nombre d'ac- 
cens, on connaîtra les valeurs successives A', A', A'", A", hv, As, etc.; 
ensuite les absides inféi~ieures11,1a,13, 14, etc., seront déterminées par 

Iavaleur constaatep'=?>af eombiriée avccles valeurs successires q= 2- 
V@ 

1 1 
tang; A', q = - tang: ha, q = - tang: hv, etc. ; ct les absides va va 
supérieures S1, SX, S3, S4, etc., seront déterminées par la valeur cons- 

1 
tante p2=m combinée avec les valeurs successives g= - tangt  A", 

1 1 q = - tang$ hlv, q = - tarigi AT', etc. 
r/. va 

Ainsi, la série finie ou infinie des absides, tant supérieures qu'in- 
férieures, peut être déterminée par de sinaples forniules trigonomé- 
triques, des qu'une fois on a calculé avec la précision nécessaire, 
les deux quantités n et  2'. Au reste, celte série sera finie si la 
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, kF'c 

quantite -- est rationnelle, et elle sera infinie dans le cas contraire, Fr% 
Dans le premier cas sont compris tous ceux où l'orbite est Urie 

courbe algébrique. 

139. II ne sera pas inutile de chercher dans qiiels cas l'orbite peut 
avoir une abside supérieure ou inférieure située sur l'axe EFGL ; 
car dans ces cas, l'équation de la courbe se réduira à deux termes, 
en prenant cette abside pour l'origine du mouvement; e t  alors ou a 
les formules qui répondent à l'un des corollaires 1 et II du cas 1, 
dans le tableau général. 

kF1c 
Lorsque la quantité est irrationnelle, la courbe passe exacte- 

F w 

ment, ou à un infiniment petit près, par tous les points de l'axe 
EL non situés entre F et G; ainsi on peut placer indifféremment 
l'origine du mouvement, soit dans une abside supérieure au point E 
ou au point L,  soit dans une abside inférieure au point D ou K;  et 
o n  remplira également des deux manières le but qu'on peut avoir . 
de réduire l'équation de la courbe à la forme la plus simpIe, telle 
que la donnent les corollaires 1 et II du cas 1. 

kF'c Il n'en est pas de ndnie si la quantité -,- est raiionnelie et re- 
F x 

zi 
présentée par - ; car ce n'est que dans un petit nombre de cas que 

e 

l'orhite pourra avoir une abside située sur l'axe. 
En  effet, s'il y a une abside supérieure ou inférieure située sur  

'7r 
l'axe, il faut qu'on puisse avoir à la fois 4 = n ,  et I ~n', n et r f  

étant des entiers. Substituant ces valeurs dans l'équation kF ( c ,  4) 
- kF (c,  6)  =F  ( x ,  c), il en résulte la condition 

F'(c ,  $1 en' -=n--. 
F 'c z 

Ainsi, il n'y aura d'abside sur l'axe qu'autant que w) sera une 

fraction rationnelle, qui a pour dénominateur i ou un diviseur de E. 
Si cette condition a lieu, on pourra prendre pour équations du mou- 
vement celles qui appar~iennent à l'un des corollaires 1 et II; dans 
l e  cas contraire, cette réduction ne pourra avoir lieu. 
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On voit, par là, que la solution du problème donnée par les for- 
mules du cas 1 aurait perdu beaucoup de sa généralité, si l'oit 
avait supposé qu'au point A, origine du niouvenient, l'angle ,u est 
droit, ce qui revient à supposer que le point A est une abside su- 
périeure ou inférieure. 

140. 11 reste à trouver l'expression générale du temps employé à 
parcourir un arc quelconque de l'orbite. Pour cela, il fatit recourir 
à la formule (4, où l'on voit que le temps est composé de deux 
parties toujours additives, l'une, fonction de p ou de 4; l'autre, fonc- 
tion de q ou de r. Nous allons chercher successivement ces deux 
parties. 

dt' Désignant la par t', il faudra, dans l'équation 

pz -- a~ - subsliluer les valeurs trouvéesp'=nz (I-cg sina,+), 
(l'pz)" VI.'' - . -  

e t  on aura la formule à 

intégrer 

mc' mcm' --- D=- où l'on a fait, pour abréger, n= -- - 
1-m 1 -ma ( ~ - ~ ) a '  

Ad* 
A élant mis pour /(i - 2 sinn,&), on Soit (4)=L, + n  $in. J).> 

aura, par les réductions connues, 

Lorsque 4 = f T ,  l'intégrale Z (+) devenant Z1, on aura 

Soit n = cotah, on aura, par la formule de I'art. 96, Ire p., 

""") [nl(n, c)-sinnhlllç]=f si+(F1c-E1c)F(b,~)-F1cE(6, A). sin A cos A 
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Donc en faisant , pour abréger, K = 2 rr + (FJC - EIC) F (6, A) - 
F 'CE; ( B ,  A), a n  aura 

Z r s f s i n a h  ( 
141. 11 résulte de ces calculs, que pour une valerir quelconque 

de 4, on aura t' ou 

et pour la valeur déterminée ,-;rr, E' devenant T', on aura 

Donc, si l'on a en général +=IT++', 1 étant un entier quelconque, 
et .+"un ai* positif o u  n4gatif moindre que ta, la valeur corres- 
pondante de t' ou t' (+) sera 

t' (4) = 2lT'+ t' (SI), 

t1(T) désignant Ia valeur de t' qui répond à l'amplitude +', et qui 
est du même signe que +'; cette quantité sera toujours moindre 
que T', .et pourra être évaluée avec tel degré d'approximation qu'on 
voudra, par les brnnules q u e  noup avoris données pour cet objet. 

On voit donc que la valeur de t', pour une amplitude S/ composée 
de tant de circonférences qu'on voucha, se détermine en supposant 
connue la valeur de cetie quantité pouv toute amplitude non plus 
grande que +T. Si la quantité csin q'est assez petite pour qu'on puisse 
preiidre 1 -.- $ c4 sinsS' pour VJ(I -c' sing,,,L'), la valeur de t'(4') 
se trauvera t&s-siniplement par la forinule suivante, où l'on a pris 

un angle auxiliaire tel que tang = 'a"pS; 
sin A 

Ces formules supposent le temps compté depuis +=a; ii~ais c o i ~ m c  
aucornniencement du mouverneni on a +=Q, il faut  regarderl'ép,oque 
o ù  4 = O comme autérieure à cdle  où4  = E ,  et  eir conséquence re- 
trancher du temps trouvé pour une valeur cpelconque de 4, la 
quaniité constante t'(;), qu'on déterminera par les mknies formules. 
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142. Pour avoir l'autre partie du temps, il faut, dans la formuIe 
dt 4' 1 - -  -- dq - dq , substituer les valeurs q = - taogt r ,  - 

a v a n  - ( 1  + q2). ' VQ V'& vQ- 
dt 

' ~ ( i - x a  sin2<)' 
ce qui donnera 

Pour obtenir cette intégrale, il faut Ia partager en deux parties t"+tr", 
dont les valeurs seront, en faisant a= c o t a ~ n ,  Y = cot2w, 

sin 5 I/(x"+Y) Soit [ un arc moindre que +.;r, tel qu'on ait tangr= ----- t/(i-i"'ina<) ' 
sin i; ou sin r= -- V ( n 2 +  v COS'S) ' on apra, en faisant Ca= I - xa, 

sin r cos s ( t - s in t  cos%). w (C) = -- 
( 1  - Cs sina 8 )  " 

Cetie quantité est nulle, lorsque Ç est un multiple de v ;  elle est Q 
son maximum positif ou négatif, lorsque est un multiple impair 
de $7. E n  général, il suffira de connaltre la fonction W(c) depuis 
< = O  jusqu'à <=fa', car on a W(r) =W(M-<) et 1;7f(?r+r)= - w (<)a 

143.  Quant à la valeur de l'intégrale U ou U(c), on trouvera, par 
le6 formules connues, en faisant A = V(I - x" sina r) 9 

Soit U1 la valeur de U(r) lorsque f = f %, on aura 
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D'ailleurs, par la formule du no 96, Ire p., on trouve 

1 

( a  -O sin")' -- [iI1 (Y, IL) - sin' II F'x] = :T + (F'x - E'x) F (g, v )  
sin ï cos q - F'x El (g, v ) .  

Donc, si l'on fait pour abréger, H = + rr + (F1x - E'x) F(C, 3) - 
F1x E (6, n), 011 aura 

sin 7 cos q -. (1-~'sin'n)U1=sinsn (F1x-E1x)f ,,,(,-Cain.7) H. 

144. Cela posé, soit = LT + c', L étant un nombre entier, et 
un arc positif ou négatif moindre que $, on aura le temps cor- 

respondant tw + tl", par les forn~ules 

Soit T" la valeur de t" qui répond à r = zr, savoir, T" = D'Ul, 
on aura plus simplement ' 

145. Etant donnée la vaIeur r=L?r+r, comme dans l'article 
précédent, si l'on veut avoir le temps total du mouvement, il faudra 
- 

chercher la valeur de 4 correspondaiite, afin d'en déduire la pre- 
mière partie du temps &signée par  t'. Soit donc, comme ci-dessus, 
-Jy =IV + SI, 1 étant un entier, et 4' un arc < f .R; substituant ces 
valeurs clans l'équation de la courbe kF (c, 4) - kF (c ,  E )  = F (x, r), 

Le second membre étant un nombre connu, on connaîtra l'entier 
pair 21, q u i  en approche le plus; on connaîtra en même temps la 

valeur et le signc de-la pariie w); ainsi, il ne restera à résoudre 

que l'équation F(c, $1 = k'F1c ,  dans laquelle k' sera un nombre 
donné plus peiit que l'unité. Or, cette équation peut être résolue avec 
tel degré de précision qu'on voudra, par la méthode du no 67, Ir' P. 

I 4G. 
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'146. Ayant donc à la fois .Le= IT + S', r = Ld -f- r, on trou- 
vera, par les formules précédentes, les diffërentes parties du temps, 
savoir : 

t' = 21T1 $- t'(S'), 
t"  = 2LTn+ tn(<') , 
te'= - D' c o s L e  . 7,Y(Tf), 

où il faut observer que les fonctions t'(+'), tn(C'), ?V(r), prennent 
le mknîe signe que les variables +' et <', dont elles dépendent. De In 
résulte le temps cherché 

t = 2IT'+ 2LTn+ t'(.\Cf) + tn(c") - Dr cos La  . \V(U - t ' ( r ) .  

147. Si I'on fait c=2N77, ou si I'on suppose que le corps a achevé 
un nombre N de révolutions, on aura Lc:2N, r'=o, ce qu i  donnera 

T'F'x F(c, O 
t = 4~ (TU+ xT) + TI(- - + t'(SI) - F'c t' (6). 

t Désignons par r la durée moyenne d'une révolution N, nous aurons 

F'n T' F(c,r) Tf t'(<) 
T=~T ' I ,+~TI .  ET+.N (= -%)+ R (ï~-FG)); 

t'e 
or, les quaniités Fgy sont plus petites que deux unités, et  

t'(?t'> F ( ~ > l t ' )  sont presqu'égales entr'elles; de niéme les quantités - !-, --- T F'c 

plus petites que l'unité, et  presqu'égales entr'elles; donc le temps 
moyen d'une révolution approchera de plus en plus d'étre égal a la 

limite 4 T v f  4Tr .  Ec. Il sera exactement égal à cette liniite, lorsque 
hF'c  -- sera rationnel, et que le temps comprendra une ou plusieurs F ' x  
périodes entières. 

148. Supposons maintenant qu'on veuille résoudre le  problème 
54 
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inverse, qui consiste à déierminer la position du corps au bout d'un 
temps donné C aussi girnd qu'on voudra. Ou prendra, comme dans 

F1>c l'article précédent, la limite r=  4TR+4T'. --- et parce que l e  
kF'c ' 

t quotient - doit indiquer à très-peu près le nombre de révolutions 
T 

faites dans le temps 15, on pourra prendre pour première hypothèse 
e c= 2 7 ~ .  -, et on calculera la valeur correspondante de t .  
T 

Soit cette valeur t = E+ d, la diKérence d fera connaître par 
sou signe le sens dans lequel la première valeur de doit être rec- 

d tif&; et comme un temps d répond à peu près à une partie ; de 
révolution, il est clair qu'on devra prendre pour seconde hypothèse 

é - d  5 - a v .  --. 
T 

Avec cette valeur, on calculera le  temps correspondant, lequel 
sera exprinié par E + d ,  d étant une quantité beaucoup plus petile 
que d.  Désignant donc par (, la valeur prise pour r dans la seconde 

d' hypothèse, on aura la valeur corrigée r = r, - 2e . - laquelle 
r ' 

devra sufire pour la solution du problème, à moins qu'on ne veuille 
obtenir une approximation encore plus grande, en ayant recours à 
une troisième hypothèse. 

Des coudes algébriques qui satisfont aux formules du cas 1. 

149. Si l'on fait F ( c , q )  - F ( c , ~ ) = F ( c , z ) ,  ou simplenlent 
F+ -Fé=Fx, l'équation de l'orbite se réduit, en général, à la forme 

et pour construire la courbe, on aura toujours les équations.. . 
1 p2 = nz (1 -ea sinP$), q= - tang$ c; mais il faudra exprimer p va 

en fonction de z ,  ce qui se fera en tirant de l'équation F ~ - F E = F Z ,  
la valeur de V(I - ca sin' +), ou h (+) , par les formules du no 18, 
I e  p., on aura ainsi 
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150. Rous allons faire voir maintenant comment on peut trouver 

tant de courbes algébriques qu'oii voudra qui satisfassent à l'équation 
kF(c, Z) =?(r, 0. Ces courbes auront généralement la propriété 
de rentrer sur elles-niêmes, après une période composée d'un certain 
nombre de révolutions; de sorte qu'il suflira de calculer le moiive- 
ment du  corps pendant une seule période, pour connaître et déter- 
miner l e  mouvement au bout d u  temps quelconque. 

Nous avons déjà remarqué que si l'orbite rentre sur elle-même 
kF'c 

après un certain nombre de révolutions, la quantité FT doit être 
- - 

rationnelle. Cette condition aura donc lieu généralement dans toutes 
les courbes algébriques que nous allons déterminer; mais elle 
pourrait avoir lieu aussi dans une infinité d'autres courbes qu i  ne  
seraient pas algébriques. 

Ce n'est que par des suppositions particulières sur la valeur de la 
vîtesse initiale, ou sur celle de quelques-unes des autres données 
du problème, qu'on parvient à obtenir des courbes algébriques; 
mais les résultats de ce genre ont encore une telle généralité, que 
non-seulemerit le nombre des courbes algébriques qui  peuvent satis- 
faire au problème dans le seul cas 1 est infini, mais que l'on peut 
former une infinité de systèmes différens qui y satisferont également, 
et dont chacun comprendra un nombre infini de courbes algé- 
hdques des formes les plus variées et les plus bizarres. 

4-w2 _ i i 151. Soit d'abord x c, et k ou \/(;=a,) - ; étant une 

fraction ralionnelle; on aura, en supposant i > ze, 

ia - 4e2 = -- - 
2i'-9&' 

et l'équation Al? (c,  z )  = F (x, c) deviendra iF (c, a) = eF (c, C), ou 
simplement iFz = eFc, c étant le module cornmuri à ces deux 
fonclions. 

Par les propriétés connues des fonctions F, on pourra toujours 
remplacer l'équation transcendante iF (c, z )  = eF ( x ,  r )  , par une 
équation algébrique équivalenle ; et si l'on combine cette équation 
avec les valeurs de x e t y  exprim6es en fonctions de p et 7, qui clles- 
mêmes s'expriment triçonon~etriquement au moyen des arcs z et c, 
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on aura l'équation cherchée de la trajectoire. Mais il sera toujours 
plus simple de ne point faire d'élimination, et de construire la courbe 

(5 
par le moyen de l'équation kF (c, z) = F ( x ,  c), qui fera connaître 
tant de valeurs correspondan~es qu'on voudra dés variables z et <, 
et par conséquent tant de points qu'on voudra de cetle courbe. 

i 
I 52. En donnant à - une valeur rationnelle quel~onque,~lusgrande 

e 

que deux unités, on connaîtra la valeur du module c q u i  détermine 
, kF'c. entièrement l'équation iFz=eFc; et comme la quantite -;-se réduit, 
2F r 

i 
clans ce cas, J il s'ensuit que l'orbite rentrera sur elle-même après 

i 
un nombre i de révolutions, ou -, selon que i est impair ou pair. 

a 

Btant donnée la fraction rationnelle > 2, d'où l'on déduit 1s va- 

leur du inodule c ;  étant données également les forces A et B,  ou 
A 

seulement leur rapport B, les valeurs de rn et ni' ne sont plus arbi- 

traires. En effet, les formules di1 cas 1 donnent m'=m(r-c')=mb', 
sin $ 0  = x = c ,  cos 0 = I - 2c' ; substituant ces valeurs dans les 

Amm' + B 
équations a'= nt-, 2 c ~  cos0 = (m+m') (A+B) ,  et éliminant A+ Bmm' 

cc, on aura, pour déterminer rn, l'équation 

m i -zc" &/AB -=-- 
i - b'ma c y(?+ i 664) '5r~q' 

Connaissant nt et nt', les équations du no 78 donneront 
entre les données lno et p, à l'origine du mouvement, 

cette relation 

A +  Bmm' (1  - ma)" tang" p = -- . - 
A+U (m-m0)(m0-m')'  

Cette équation détermine l'angle p, d'après la valeur connue de rnd, 
comprise entre m et m', ou d'après la position donnée d u  point A ,  
entre les points E et D, connus par les valeurs de nt et de ni. Elle 
servirait également à déterminer ma par le moyen de p, ce qu'on 
ferait par les formules 

sin 2~ = zco tp  V[(I - m) ( 1  - m f )  ( A  + Bmrnf!l 
(m-ni) ~ ( A $ B ]  Y 
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2 étant une auxiliaire qui exige que c o t p  ne passe pas la limite 
d'où résulte sin 2x = I , et tanu x c r . 

9 
Dans les deux cas, la vîtesse initiale nécessaire pour que la courbe 

dont il s'agit soit décrite, est donnée par l'équation 

153. Soit, par exemple, i=4, e= I , on aura cs=:, Ln=:, et 
la courbe qui a pour équation 4F(z)=F(r) rentrera sur elle-même 
après deux révolutions ; dans ce cas, rn devra satisfaire à l'équation 

Pour avoir une idée de la figure de cette courbe dans le cas le plus Fig. 21. 
simple, supposons nzo=na, afin qu'on ait E= O ,  et z = 4 ; le point E 
sera l'origine du niouvenient, et sera en même temps une apside 
supérieure. Pour avoir le premier point B' où la courbe rencontre 
son axe, il faudra faire T=T, ce qui donne F+=f F1c,  sin+ = 

- 

1 GB' abm 
-m(r  -c2sinz~)=mb- d'où résulte GB1=-- 

v ( i  + b ) ' ~ ' -  y P B  i - mb' 
- La  seconde intersection A' se trouvera en faisant r= 272, ce qui 
donne +=i?r, p~=mb2=m'; ainsi le   oint Al, qui se confond 
avec le  point D, est en menie temps une apside inférieure. De là le  
corps retourne au nœud B, puis au poiiit E,  ou s'achève la période 
entière de deux révolutions. Au reste, le point D ou Al partageant 
l'orbite en deux parties égales et semblables, il est visible que toutes 
les révolutions du corps seront d'une égale durée. 

154. Prenons encore pour exemple les valeurs i= 3,  e= r, d'où 
rdsulte cg=-;",, bz = 5.  1 6 7  la courbe aura pour équaiion 3F(z)=F([), 
et elle rentrera sur elle-même après trois révolutions. Dans ce cas, 
la valeur de rn devra satisfaire à l'équation, 

A Par exemple, si l'on fait p =y ,  on aura ni=&, et »rl=rnP=t. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



8;;. 22. Supposons, pour plus de simplicilé, ta0 = m , afin que E soit en- 
core le premier point de la courbe, et qu'on ait a = +, 
p' s m(r -c'sin94). L e  premier point d'intersection B' de la 
courbe avec I'axe se trouvera en faisant 5 = fi, 4. =PI, et déter- 
minant 7' par l'équation F)' = F1c, ce qui donnera.. . . .. . . 

GB' pP = m ( 1  -c'sin's1) = -. 
FB' 

L e  second point d'iniersection Al se trouvera en faisant c=251, 
4 = P", ce qui donnera Fp" = $F1c = zFp', ensuite.. . . . . . . . . . 

FA1 p2 = nz ( I  - c" sina 2") = -- GA" 
Enfin soit r = 3$, + =pl", on aura Fp"' = 2F1c, 7''' = fl,' 

et par conséquent pa=m; ainsi le troisième point d'intersection B' 
se confond avec le point L, autre extrémité du grand axe EL de 
l'ellipse terininatrice, et ce  point sera par conséquent une apside 
supérieure. 

Le point L oh le corps achève sa troisième demi-révolution est 
visiblement le milieu de l'orbite entière, composée de trois révo- 
lutions, après lesquelles le corps , revenu au point E ,  commence 
une nouvelle période de trois révolutions, et ainsi à l'infini. 

On voit que la  courbe aura deux nœuds ou doubles situés 
en B' et A', et deux apsicles supérieures situées aux extrémités 
E ,  L d u  grand axe de l'ellipse terminatrice; quant aux apsidcs 
inférieures, il y en a également deux,'X1 et I", qu'on déterminera 
en faisant successivenient 1F/ e f T et = T; soient A' et A"' 
les valeurs correspondantes de r ,  on aura, pour déterminer A' et A"', 
les équations Fh1=3F'c, FA!/' = CJF'C, d'ou résulterit Ar = P CC, 
A"'= :*; ainsi le point Il, situé au-dessous de l'axe EFG, sera dé- 

1 
terminé par les valeurs pa = m', q = - tangzv = - 2- et le 

V" vaf 
point I b e r a  placé semblablement au-dessus du mêine axe. 

155. La supposition de x = c nous a fait connaître un système 
de courbes algébriques qui satisfont aux form~iles du cas 1; on 
trouvera égtilement d'autres systèmes de courbes algébriq!ies, en 
tel nombre qu'on voudra, par les suppositions x = CO, CO', cooO, etc., 
cette suite é ~ m t  formée suivant Ialoi connue des modules décroissriiis. 
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l +CO 

Soit d'abord X= CO, on aura F (c, z )  = - -- F (ce, 5") , et par 
2 

1 +cO 
conséquent k F (cO, zO) = F ( x ,  !) = F (cO, <). Mais oii a 

Soit cette quan- 

i tité = - on aura 
e ' 

et l'équation de la courbe deviendra ZT (zo) = eF (0, le module 
commun à ces fonctions étant ce. 

Les nombres i et e étant entiers, et i > e , il y aura toujours 
une équation algébrique qui représentera cette équation transcen- 
danle. D'ailleurs, entre zo et a on a l'équation 

sin (za - zO) = c0 sinze. 

Ainsi en y joignant les valeurs de p et q de l'art. 149, on aura 
tous les moyens pour construire la courbe et pour en trouver, si 
l'on veut, l'équation rapportée aux coordonnées x et y. 

k F v  
Et comnie la quantité -- se réduit, dans ce cas, à k ( 1  +col 

F 'r 2 '  

i 
ou - on voit qu'il faudra i révolutions pour que la courbe rentre 

e ' 
sur elle-rqême. 

A 156. Étant donne'es la valeur de 5 > i et celle de 8, les valeurs 

de m et na' ne sont plus arbitraires. E n  effet, les formules du 
cas 1 donnent nz' - mb', sin f 0 = x,  cos 1 = I - 2xP, . .  .. 
4coss8 (A + Bnm') (Amml+ B) = (nt + nz')'( A +B)'; de là on dé- 
duit, en faisant Cs = I - xsy 

1 - Connaissant mm', on aura nz - Vmm' et nz' = b /(mm1). En- -b 
suite on aura, comme dans l'art. 152,  une relation entre nzo et p,  
qui laisse une de ces quantités arbitraires, et d'où l'on déduit 
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enfin la vîtesse nécessaire pour que la courbe dont il s'agit soit 
décri te. 

157. Soit, par exemple, i - a ,  e = I ; on aura c""=xa=' 3 9 

C a = $ ,  ca=2V3(a-)/3), b = 2 - v 3 ,  et la valeur de ~2171' 

devra être déduite de l'équation 

35 mm' AR 

Si l'on suppose, pour plus de simplicité, que le point E ,  où  
p9 = m, est l'origine du mouven~ent, on aura a = 4 ; l'équation 
de la courbe sera 2FSo = Fr, le module commun étant x = V i  ; 
de plus on aura,  pour construire Ici courbe , les équations 

1 
sin ( 2 4  --&O) = x sin+', pa = nz (1 - c" sin"4) , q = - tang f <. va 
D'après ces équations , on trouvera que la courbe rentre sur elle- 
même après deux révolutions, et qu'elle est d'une forme analogue 
à celle de la figure 21. 

158. Pour avoir un troisième système de courbes algébriques, 
l+cO 1 + c o 0  

soit x = ce", on aura F (c , z )  = - . - F (CO") zoo)) et l'équa- 
a a 

tion de la courbe deviendra 

1 +c0 1 + LOO li. - .- 
2 a F(x, a") = F ( x ,  c). 

If - J(z2) ; mu1 tipliant de part e t  On a déjà trouvé k.a - 
1 +coO 

d'autre par 7 OU - ", et observant que c0 = - 
2 

on aura 
1 + x 7  

Soit cette quanlité = afin qu'on ait l'équation de la courbe 
e ' 

iF(zoO) = eF(c), x étant le module commun à ces fonctions, 
on aura 

- 3ea + 27/(2e4- i2e1 + 89) 
X = - 

e" + 8ia 
On 
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On voit, par cette formule, que toute valeur rationnelle de plus 

grande que +, donnera une valeur de x comprise entre o et ($, 
et qu'ainsi on aura une courbe algébrique qui satisfera au problème, 
en laissant encore arbitraires, tant le rapport de A à B ,  que l'une 
des deux quantités na0 et ,u relatives à l'état initial du corps. Cette 
courbe rentrera sur elle-même après un nombre de révolutious qui 

kF1c 
peut &ire déterminé par la quantité -;- ; et comme on  a F1c= aF z 

k 2 i 
(l+cO) ( I +  coO)F'x, cette quantité=a ( r  +cO) ( I  + coO) = -. Donc 

le  noinbre de ces révolutions sera zi ou i, selon que  e est impair 
ou pair. 

On aura d'ailleurs, pour construire la courbe, les valeurs de 
p et g, comme dans l'art. 149, et de plus les équations 

sin (22 -a0)  = cosinzO, 
sin (2.2"- zoo) = x sin a"'. 

159. Xous remarquerons enfin que la suite des modules décrois- 
sans c, cO, cO" etc., étant liée par une même loi à la suite des 
modules croissans c, cl, c", etc., on pourra obtenir une infinité 
de combinaisons nouvelles, en faisant x égal à l'un des termes 
c', c", etc., et chaque supposition donnera naissance à une série 
infinie de courbes algébriques qui satisferont toutes aux formules 
du cas 1. 

2 Soit, par exemple, x = cri  puisqu'on a F(c, z )  = F(cr, zr] , 
sk l'équation kF (c, z) = F(x, c) deviendra - F (z ' )  = F (c), cl étant 
14-c 

ak 
l e  module conmun. Soit - ou I (($12) = !. si lYoo Sulp 

i-/-c i + c  -%n2 e ' 

stitue dans cette équation la valeur x = a -- " il en résultera 
1+c9 

forn~ule qui donnera c < 3 - 2 / 2 ,  pourvu qu'on ait i > 4e;  on 
9 vc connaîtra ensuite x par sa valeur T+;,et son complément g = i ( ~ - z ' ) ~  

55 
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Cela posé, la courhe décriie aura pour équation iF(zl) = eF(r), 

x étant le module commun; on aura eri même temps l'équation 
tang (a- 2') = C tangz, à laquelle on joindra les valeurs de p e l  q 
données art. 149. 

Quant au nombre de révolutions qui compose chaque période, i l  
kFre i se déterminera par la quantité -, qui se réduil à -; ce nombre FI% 4e 

sera donc i, f i  ou ti, selon que i sera de la forme 2n $- r ,  4n + 2 
ou da. . 

160. Il est inutile de pousser plus loin nos recherches sur les 
courbes algébriques qui  peuvent satisfaire aux formules du cas 1; il 
y en a ,  comme on voit, une infinité dans chaque système, et le 
nonibre de ces sysiènies peut être multiplié à l'infini. D'ailleurs, 
j'observe que les courbes ainsi déterminées sont différentes de celles 
qu'Euler a indiquées dans les Mémoires de Berlin, année 1760 
celles-ci étant toutes rapportées à des fonctions dont le module=I/$. 
Or ,  dans les forniules du cas 1, on ne peut jamais avoir x 2 = : ,  
puisque cette valeur rendrait le coefficie~it k infini. 

Du cas particulier où ton a rn' - - o. 

I 61. L'hypothèse m'=o réduit l'ellipsepa=rn' à son grand axe FG; 
on a alors c= 1, et l'équation de ln courbe devient k F ( ~ , z ) = F ( x , ~ ) ,  

k 1 +sinz 
ou . log(T-.-) -5lnz = F ( x ,  0 ; ainsi, on ne peut avoir z =fa que 

lorsque est infini, ou lorsque le corps a fait une infinité de révo- 
luiions autour de l'ellipse infiniment petite FG. 

~ i p ,  23. Supposons, pour plus de simplicité, que le point E soit I'ori- 
giue du rnouvenien t ,  on aura E = O,  L = +, p = i r n  . cos 4,  

1 - - tangf c. Pour avoir le point Ei, premier point d'intersection 7 - va 
de la courhe avec son axe, il faut faire r=v, +=TI,  et 2' sera 

1 + sin y' 4 F ' x  
déterminé par l'équation log (, soit n z 7 - ,  on 

en-1 aura sin p'= -- GB1 ce qui donnera ps=nz cos57I= FBy. 
e n + i '  

Le second point d'intersection A' qui termine la première révo- 
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Zution, se trouvera en faisant f: =: azr , + = p", et 2'' sera déterminé 

par l'équation log -sin y,, ( ' +sin* > = an, d'où l'on déduit sin 7'' = 
e2"- 1 FA' , pa= n z c o s y  = -- 
e n + ~  GA1 ' 

Le troisième point d'intersection B' se trouvera de même en fai- 
e7" - 1 sant r = se, 4 r= >"', ce qui donnera sin pl"= es. -- + l ,  ensuite 

FBa 
ni cos' 7"' = a2. 

E n  continuant ainsi, on voit que les termes y', ?", ?"', plT, etc., 
croissent de plus en plus, jusqu'à la limite $T, qu'ils n'atteignent 
cependant que lorsque leur non~bre est devenu in6ni. 11 suit de là 
que les points d'intersection BI, Bs, B3, etc., se rapprochent confi- 
nueIlenlent du foyer G ,  et finissent par se confondre avec ce foyer. 
De même les points d'intersection A', Aa, AS, etc., se rapprochent 
progressivement du foyer F, et finissent par se confondre avec lui. 
Ainsi, le  corps parti du point E ,  suivant une direction perpendicu- 
laire à l'axe EL, fait m e  infinité de révolutions autour de l'ellipse 
infiniment petite FG, lesquelles forment autant de spires qui se 
resserrent de plus en plus en s'approchant de FG; et le corps finit 
par coïncider avec l'un des centres F et G. On trouvera d'ailleurs, 
par la formule de l'art. 147,  qu'à niesure que les spires se res- 
serrent, le temps de chaque révolution approche de plus en plus de 
la limite 4Tr'. 

Développement du cas II. 

162. Les formules générales du cas II ne dif i rent  de celles du  
cas I que par les valeurs des constantes nécessaires pour construire 
la courbe , et par la valeur de 7, dans laquelle t: est remplacé 
par r; cllangeniens qui n'apportent qu'une niodification très-légère 
dans les formules qui servent à déterminer les intersections succes- 
sives de la courbe avec l'axe et ses apsides tant supérieures qu'in- 
férieures. Du reste, le caractère essentiel du premier système, qui 
comprend les cas 1 et II, est que la courbe décrite par le corps soit 
comprise dans l'espace que laissent entr'eux les périmètres des deux 
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ellipses pS=na, ps = rn; dont les centres F et G sont les foyers. Le 
courbe fera une infinité d e  révolutions dans cet espace; et ces révo- 

'lutions seront toutes différentes les unes des autres, si la quantité 
kFfc -- est irrationnelle; mais elle rentrera sur e l l e - m h ~ e  après un  F'x 

kF'c certain nombre de révolutions, si F;- est rationnelle, condition qui 

est toujours remplie, lorsque l'orbite est une courbe algébrique. 
' kF1c i i Si 1 on a - - -  = - - étant une quantité rationnelle, le nombre des 

F n  e ' e  

t révolu-lions après lesquelles la courbe rentre sur elle-n4me sera égal 
à i; et il suffira de connaître le mouvement du corps pendant une 
période de z révolutions, puisque cette période se renouvellera sans 
cesse en restant toujours semblable à elle-même. 

163. Si l'on veut déterminer le  temps du mouvement, il faut 
d'abord observer que la première partie, désignée par t', se trouvera, 
air& que T', par les mêmes formules que dans l'art. 141, puisque 
pa est représenté dans les deux cas par la ni6me valeur m(x-cg sins+) 
On  aura soin également de retrancher du résultat la quantité cons- 
tante tl(s), lorsque E ne  sera pas zéro; et comme le cas du corol- 
laire Il se déduit des formules générales en faisant ~=+.;lr, il con- 
viendra, pour plus d'uniformité, de calculer le temps par les formules 
de l'art. 141 , et de retrancher du résultat la constante t ' ( i 7 ~ )  OU T: 
ce qui suppose l'équation de la courbe kF (c, .\C) - kFrc = F(x, cl, 
et en même temps pa= (1- c' sina 4). Cette observation s'applique 
également aux forn~ules des cas I et 11. 

164. Pour avoir l'autre partie du temps désignée par t", il fiut, 
dt" 4" dans l'équation - - - -- dq substiiuer les valeurs. . .., 

a v z a  - (1 + q'Ia ' t/Q ' 
1 d4 1 - dc --. 

4 = y; t a n g r ¶  = ( / ( z M - ~ B )  . V ( i - r ~ s i o ~ < ) ~  
on aura, en fai- 
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Or, par les réductions connues on a,  en faisant A= /(r  -x3sins(I), 

Soit TV ce que devient t" lorsque r( =t?t, on aura T" = D'Y', et 

Quant à la valeur de nl(v, x ) ,  elle s'exprimera toujours par les 
fonctions elliptiques de la première et de la seconde espèce; mais 
la  formule sera différente, selon que c sera plus petit ou plus 
grand que l'unité. 

165. Par les formules du tableau, on trouve 

d'où il suit que CL et a' sont tous deux plus petits que I'uni~é, si 
l'on a A > B ; et tous deux plus grands que l'unité, si l'on a A<B. 

Soit d'abord A > B, et par conséquent a < I , on pourra faire 
a = sina n ,  ce qui donnera v = cola n ; ensuite , par l'application 
de la formule du no 96, 1" p., on trouvera 

sin r nl(v, Y )  = Hf - - -A(C,  n ) . F 1 r ,  

Et=$#+ (F1x-E1x)F(C, 8)-F1xE(C, n); 

d'où résulte 

TV3 - D' sin" r 

( 
i -&s;n4, 

2 COS'~(I-@ sina r )  sin r cosva (c, r )  
H + ~ . s i n ~ n ~ ' ~ -  E'x). 

166. En second lieu, soit A < B , et par conséquent a > I , II 
1 faudra faire v = - - I = - I + C' sin' n,  ce qui donnera . . . . . 
a 

1 1 sinSn = E  = d ,  et la valeur de n sera réelle, puisqu'on a a'> I .  

Ensuiie la formule du no 101, ItC p., donnera 

H élant la meme quantité que dans l'art. précédent, et de Ià 
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11 est rernarq~able que la valeur de T" soit la iriême lorsqu'on 
fait Y=- r + Ca sina v ,  que lorsyu'on fait v = cot2 v ; d'où résulte 
le tliéorènie suivant : 

(r Si I'on prend entreles limites ?=O, = $?r les deux intégrales 

'N dans lesquelles n = ~ 0 1 ~ 8 ,  IL'= - 1 +basin" 0 ,  ces deux in- 
>) tégrales seront égales à une même quantité. 

dans laquelle II=;v + (F'c - E1c)F(b, O )  - F1c.E (b, O). ), 
Au reste, l'égalité de ces intégrales se déduirait imiiiédiatemeu t 

de la fûrniule (g.'),  pag. 73, Ir>., en différenciant les deux 
nlemhres par rapport aux paramètres n et - m, liés entr'eux par 
l'équation (1 +n) (1 -m) = b". 

1 6 ~ .  Supposons maintenant qu'après tant de  révolutions qu'on 
voudra, le corps se trouve en u n  point de l'orbite, déterminé, à 
compter de l'origine, par les arcs += I r  + S I ,  = L v +  cf, 
1 et L étant des entiers, et .\Cf, r' des arcs positifs ou négatifs 
moindres que f v. Les parties du temps correspondantes à ces 
valeurs seront 

tl(+) = 2IT' + tf(+'), 
tV (< )  = 2LT1'+ tri(<') ; 

ce qui donne le  temps rolal 

formule dans laquelle les termes t'(SI), tV(<') prendront le même 
signe que les arcs . \ C i  c', dont ils dépendent. 

r 68. D'apds l'équation de la courbe kF(c, +) - XF(c, E) = F ( w ,  <>, 
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on aura 

F M )  aLF1=+F(x, C') 4- kF(c, E ) 
2=+ FIC 

-- 
k ~ l c  5 

équation qui servira à déterminer I et +'$ par le moyen des va- 
leurs données de L et r', et réciproquement. 

Lorsque le corps aura achevé un nombre L derévolutioris, 011 

aura < = L?r , rl=o; et si l'on fait F(c, SI) = k'Ftc, 1 et A' étant 
dé terniinées par l'équation 

le temps correspondant sera 

Donc, si l'on appelle r le temps moyen d'une de ces L révolutions, 
on  aura 

Les deux derniers termes de cette formule, déjà très-petits, puisqu'ils 
sont la différence de deux quantités presqu'égales, dimir-iueront de 
plus en plus à niesure que le nombre L des révolutions augmentera ; 
ainsi la valeur de T approchera de plus en plus de la limite 

F'u aT"+ aT1. m;C . Elle sera exactement égale à cette Iimi te, si I'orhite 
- - 

kF'c 
est rentrante sur elle-même, ou  si -- est égale à un nombre ra- F'r 

tionnel i, et si le temps total embrasse un nombre entier de pé- 
e 

riodes. Alors on a le temps moyen d'une révolution 

et Ie temps d'une période composée de i révolutions sera î?r"+zeTt. 
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Des coz~rbes algéh.iques qui salisfont aux fonnules du cas II. 

169. Zn faisant usage des mêmes foïniules que dans l'art. 149, 
l'équation de la courbe sera semblablement kl- (c, z )  = F (x, r ) ,  et 

on aura k = \/(z$), valeur qui sera toujours comprise entre 

r/+ et v2. 

Pour obtenir des courbes algébriques, on ne peut supposer c=x, 
parce qu'il en résulterait, suivant les forinules du tableau général, 
a = n z  et a'= m', ce qui donnerait B = o. 

Soit donc pour première hypotbèse x =  GO, on aura l'équation 
l+cO k . -- F(cO, a') = F(cO, <) ; et pour avoir des courbes algébriques, 

2 

1 +c0  2 il faudra faire k(-;-) ou 2 2 \/Cs:) = :, ce qui donnera 
e 

On peut pendre  pour toute fraction rationnelle plus grande que t, 
et l'on aura une valeur convenable pour xa, d'où l'on déduira 

c = *. Alors l'équation de la courbe sera Z(z0 )  = eF(r), r étant 
1 + x  

le module comnlun à ces fonctions. Cette équation devra être com- 
binée avec l'équation sin (2z - zO) = x sin a", et avec les valeurs de 
p et q données dans l'art. 149. 

A 
I 70. Connaissant ca, f ,  ainsi que le rapport E, on connaîtra l e  

m' rapport - = I - ca - - 6%; mais il reste à déterminer séparément 
m 

nt et na'. 
Pour cela, j'observe qu'on a, d'après le tableau général, 

d'ailleurs on connaît le rapport 5- = I - 1%. Ainsi, en élimiliaiit 
CC 

u et a', on aura, pour déterminer mm', l'équation 
mm' AB ba (2 - nP)' 

L- (Gs .Im>. ((A + B)' (cz - x") (c' + xa- c2 x')' 

Connaissant 
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Connaissant mm', on aura m = 6 m, m' = 6 /(mm') Ensuite les 

formules de' I'art. 152 donneront deux équations de condition entre 
les données na0, ,u, V relatives à l'état initial du  corps, pour que le  
niouvernent ait lieu dans la courbe dont il s'agit. 

L e  nombre des révolutions après lesquelles la courbe rentrera sur . kF'c zi elle-même, se détermine par Ia quantiie k (1 f CO) = --; donc 
x 

ce nombre est i ou zi, selon que e sera pair ou impair. 

171. Pour avoir d'autres séries de courbes algébriques, on peut 
supposer, comme ci-dessus, x =  co0, cooO, etc. Nous nous conten- 
terons de développer encore le système qui résulte de la supposition 
X = coO. 

1 f CO 1 + coO Alors l'équation de la courbe devient k .  a- .- F ( x ~  zoo) = 
2 

l+cO l$cO" 2 + 2coa i F ( x , c ) .  Soit k .  -. -- 
a 2 ou - 4 \/(=) = ;; conirne 

011 a cm= - 4r il en résulte 
( 1  +%)" 

On devra prendre entre les limites r et 4, et on aura une va- 

leur convenable de x ou coO, d'où déduira Co= ?!k 2 Vc0 , e tc= --• 
1 4-= I +eu' 

du reste, on déterminera nzm', m et ni', par les mênies formules que 
dans l'article précédent. 

Cela posé, l'équation de la courbe sera iF(zoO) = eF(C), x étant 
le  module commun à ces deux fonctions; elle devra être combinée 

1 avec la valeur de p de I'art. r 49, et la vaIeur q = - iang c, ainsi v'a 
qu'avec les équations 

sin (za - a" ) = CO sin zm, 
- x sin zoo. sin (2a0- zoo) - 

kF'c di D'ailleurs, comme on a -,- = k (1 + CO) (1 + CO') = -, il s'ensuit 
F r  e 

que le nonibre de révolutions nécessaire pour que la courbe rentre 
56 
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sur elle-même, sera 4i, 2i ou i ,  selon que e sera impair, double 
d'un impair, ou divisible par 4. 

172. Le cas le plus simple est celui où l'on fait i= 3 ,  e= 2, ce 
- S v c O  

qui donne x =  (/2-1, d=v2%, c e - -  i+e' Alors l'équation de  

la courbe sera F(zoo) = 2F([), le module de ces fonctions étant 
x == v2 - I ; cette courbe rentrera sur elle-mime après dcux ré- 
volutions; et on  trouvera aisément que si, pour plus desirnplicit6, on 
suppose E = O , de sorie que le point E soit l'origine du mouve- 
ment, la figure de cette courbe ressemble beaucoup à celle qui 
a éié décrite, fig. 2r .  

Si, dans le  même cas, on  veut avoir les valeurs de m et m', 
qui répondent aux valeurs trouvées pour c et x, on aura à ré- 
soudre l'équation de l'art. 170, qui devient 

mm' AB 
( 1  -mmf)' (-4 + Q" 

Comme on  doit toujours avoir nz <1, on aura rnm'<hn, et 
mm' b ' - < S; or ,  d'apr6s la valeur x = v a - 1 ,  on a. .. . 

(1 -mm'>. 
AB b" A-B 4b' " zgzj - 4 7  - 1 ainsi, on devra avoir -- (A+ 811 ~ ~ - ~ ~ ~ ~ ( ~ + 8 > ~ -  

Mettant les valeurs numériques et  supposant A >B , on aura 
A-B A - > o. 0942522, OU > ~ 5 ~ , " 7 ~ ,  et  en termes plus simples, 
A+B 

A > S. Cette condilion étant remplie, on aura, par l'équation pré- 
B 
cédente, une valeur convenable de mm', qui donnera celles de m 
e t  de m'. 

Soit, par exemple, A = 2B, ou B =2A, on aura à peu près 
FE rnn~'.=&, ml=*, 7 7 ~ = 9 ~ "  

FD 
a o o 8 .  Or, M =  - et m i - - -  GE - GL), donc 

FE = et FD = h a ,  ou en rapportant les distances au 
point C ,  ,milieu de FC , on aura EC = (9$ + :)a, DC= (&+f)n. 
Ainsi l e  corps sera environ 37 fois plus éloigné d a  centre C dans 
l'apside supérieure E que dans I'apde inférieure D. 
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173. Si l'on prolonge l'échelle des modules dam le sens inverse, 

o n  pourra faire de même x = cf, x = c", etc, , et chaqpe supposi- 
tion produira un iiouveau système comprenant une infinité de 
courbes algébriques. 

11 est h remarquer que ces calculs donneront des résultars sem- 
blables à ceux que nous avons déjà obtenus par J ~ s  suppositions x=ca, 
x=coO, etc., avec cette différence que les nlodules c et x devront 
être échangés entre eux, ainsi que les variables z et r. La raison 
en est que l'équation générale 1F(cr, z )  = F(z, <) peut être mise 

I 

SOUS la forme (2 -cn ) i~ (c ,  2) = ( 2  - x2)'F(Z, r)  , dont les deux 
nienibres sont semblables entre eux; d'oh il suit que i'équation sub- 
siste en faisant le double échange dont nous venons de parler. 

I 74. Soit d'abord x = c', ce qui revient à faire c= xa, on aura ; 
comme au so 169, 

41" - e" 
c' = --- a l z +  e2'  

ce donnera r = c'= 2* et I'équaiioii de  la courbe sera l-tc' 
Z(c, p)  = eF(c, z), ou simplement iF(r) eF(z), c étant le 
module commun, 

Pour construire la courbe, il faudra corribiner cette équalion 
avec I'équa tion sin (zc - ri) =: c s i n r  et avec l e s  valeurs de p et q 
données art. 149. 

Quant au nombre de révolutions nécessaire pour que la courbe 
rentre sur elle-même, il se  détermine toujours par la quantité 
kF'c k e --=---. 
F'x l + x O s i '  donc ce nonlbre sera B O U $ ~ ,  selon que 2 est 

impair ou pair. 

175. Soit en second lieu x t cf', ou c'= zoo, on aura, comme 
au no 1 7 1 ~  

- 3e1 + a v ( a e 4  + zi2e' + 3ai4) 
C E  

e1 + 8ia -> 

I I  ensuite c '= 'Sc ,  et c ou r=*' Cela posé, l'équation d e  la 
i +c" 

courbe sera eF(a) = iF(e9, c étant le module commun à ces fonc- 
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tions ; elle devra être combinée avec les équa~ions sin(2c-lf")=c'sinp, 
s i n ( z ~ - ~ " )  =csinro,  la valeur de p de l'art. 149 et la valeur 

1 q = - tang c. 
\/a 

kF1c k - e D'ailleurs comme on  a - - - - l e  nombre de  
F ' r - ( i + c ) ( l + c f )  4 ~ '  

révolutions qui compose une période sera e, t e  ou :e, selou que e 
sera impair, double d'un impair, ou divisible par 4. 

176. La fornule générale suppose e )  i et e< 4i; c'est pour- 
quoi le cas le  plus simple s'obtient en faisant e=2, i= I .  Alors 
on  a l'équation 2Fz = Fr0, et la période .ne sera que d'une révo- 
lution, c'est-à-dire que la courbe rentrera sur elle-même après 
une seule révolution; ce cas est très-remarquable, et il mérite 
d'être développé. 

Fig. 24. Supposons, pour plus de simplicité, que le point E soit celui oh  
commence le mouvement, on aura €=O, z=q,  p*=m(r-c"sins.J/), 

1 q = - tang r ,  et l'équation de la courbe sera 2F4 = F(r ) .  va 
Pour avoir le premier point d'intersec~ion de la courbe avec 

l'axe, soit C=$T,  on aura T=T, p0=251, 4-rr et p3=nt. 
Donc l e  point B', où la courbe rencontre son axe après une demi-. 
révolution, se confondra avec l'extrémité L du grand axe de l'el- 
lipse p3=m, et ce point sera par conséquent une apside supérieure, 
comme le point de départ E. 

Entre les deux points E et L,  le corps a d û  passer par son ap- 
side inférieure II; pour déterminer ce point, il faut faire +=f T, 

1 
ce qui donne Po = T ,  = izr et tang' < = b. Donc le point 1: 

est déterminé par les valeurs yB = m', q = 
Ainsi, pendant une révolution, le corps passe deux fois à l'ap- 

side supérieure en E et L ,  et deux fois à l'apside inférieure en Ir 
et P. Dans ce cas, il est évident que toutes les demi-révolutions 
doivent se faire en temps égaux. 

177. Il  est essentiel d'observer que dans toutes les hypothèses 
x = CI, X =  CI', etc., oii l'on aura x > c ,  Tes forces A et B devront 
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dtre de signes contraires, c'est-h-dire que l'une de ces forces sera 
attractive et l'autre répulsive. Cela résulte de l'équation 

mmr - - AB bD (a - 2)' -- 
( 1  - mm')" - ( A  f B)" ' ( c a - x z )  (c2+n" cc"x2) ' 

dont le second membre serait négatif, si AB ne devenait pas négatif 
en même temps que le facteur c2- x'. 

Cette circonstance, qu'on peut admettre au moins comme hypo- 
thèse, n'entraînera d'ailleurs aucun inconvénient; les quantités a et cd 
seroni toujours de n~êine signe, et les forniules générales s'applique- 
ront sans dificulté aux cas particuliers. 

I 78. Agant donc fait x =cl', ensuite e-a ,  i= I , ce qui donne 
a v c '  

c=  f z -1 ,  c'=fi,  x=--.  supposant de plus c =  O, on 
1 -Cc' * 

aura, comme dans l'art. r 76, 2F+FC0, c étant le module con~nlun, 
sin (2c-P)=cf sinCo, sin (zco-P~)=C sin Co, p'=rn(~-c" sinb+), 

= 2- tang c. va 
Pour appliquer ces formules à un cas particulier, j'observe que la 

valeur de x étant substituée dans l'équation de l'article précédent, 
on aura 

Soit donc, par exemple, A = 21, B =-1, 1 étant l'unité qui sert k 
mesurer les forces A et B, on aura à résoudre l'équation 

/mm ( i+b) l  Ensuite on connaîtra rn = ' 167, n2' = h W ,  - , --. 
b 2-mm' 2b ' 

appliquant donc les valeurs numériques, on aura les résul~ats suivans : 

log mm1= g.7ooa5ga log c = 9,617~4243 
log m = 9.8910024 log b 9.959127 I 
log 772' S. 9.8092567 log a = g .9764602 

A l'égard de la vitesse initiale V qui a lieu au point E, eue devra 
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satisfaire B l'équation 

Au moyen de toutes ces données, le corps décrira la courbe algé- 
brique que nous avons dé termitiée, laquelle rentre sur elle-nihe 
après une seule révolution. 

179. Ce cas se  rapporte également aux formules du cas II et à 
celles du cas 1; il sert de passase de l'un à l'autre, puisqu'on doit 

r m-m - avoir alors -- , - 2VAB -- Mais comme la variable n'a pas la 
1-mm A+B' 

meme signification dans les deux cas principaux, nous suivrons ici 
les dénominations du cas II. 

On a d'abord x = o ,  A =  /(r-fc'), m'=m(~-c9)=n&; 

ainsi il faudra satisfaire à l'équation - m'a = -- Supposons que 
1-6%" A+B'  

A et B sont donnés, ainsi que la quantité m qui dEtermine fa po- 
sition d u  point E sur l'axe EFG, on déterminera le module c pas 

~ ( A + B ) - ~ ~ A B  
- . ainsi, pour que cette solution d'où résulte 6' = 

,,ns yAB , 
2 V A B  nit  lieu, il faut prendre nz > -- A + B '  Connaissant le module c, on 

aura r d =  mP; ensuite cc se déduira à volonté de l'une des deux 
équations 

Supposons encore, .pour plus de simplicité, s =O, on aura l'équa- 
tion de 13 courbe kF( c, + ) = 5 ,  qu'il faudra combiner avec les 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S I X ~ ~ ~ I E  PARTIE, SECTION II. 447 
Cette courbe ne  peut janiais devenir algébrique, parce qu'os ne 

peut supposer c=o; cependant elle rentrerait sur e l l e - m h e  après un 
kF1c - nombre déterminé de révolutions, si la quantité -;- était ratioiinelle. 
z 

Ce cas seul excepté, la courbe fera une infinité de  révolutions dans 
l'espace renfermé entre les périmktres des ellipses pa=nz, p"=mf, 
et ces révolutions seront toutes d'une inégale durée. 

Pour  déterminer les apsides Il, Sa, I', 8; etc., alternativement supé- 
3 rieures et inférieures, il faut faire successivement 4 = +?r, v, TT, 

27r, etc.; e l  les valeurs correspondantes de c, qui croissent propor- 
tioiinellement aux valeurs de 4, seront = kF1c, aXF1c, 3XFreP etc. 

Développenient du cas III. 

180. Le cas III est le premier des quatre cas pr ineipau~ qui coni- 
posent le second système. Dans c e  système, la valeur d e  p varie 
depuis p = O jusqu'à p = d m  ; l'ellipse pa = m enveloppe toujours 
l'orbite, et la iouche dans les poiub SI, S", S3, etc., qui s o n t  ses ap- 
sides supérieures; mais il n'y a d'apsides infe'rieures que les points 
In, Ia, 13, etc., situés entre les centres F et G, où la courbe rencontre 
son axe, et où, par conséquent, la somme des rayons vecteurs r+s,  
égale à FG, est un minimum. 

L e s  formules propres au cas III, ainsi qu'aux trois autres cas du  
second systènle, sont établies en supposant que le point A, origine 
du  mouvement, est situé sur l'axe entre les centres F et G .  C'est à 
ce point que sont rapportées les données nt0, p, V, d'après lesquelles 
Qn détermine m, m' e t  M, comme nous l'avons fait voir dans 
l'art. I 1 5 ,  et qu i  servent aussi à déterminer la constante s, comme 
l'indiquent les formules d u  tableau général. 

I 81. Dans le  cas lII,jes intersections de la courbe avec l'axe sont 
de trois sortes, savoir : 

Les  intersections B', Bap B35 etc., qui ont lieu à droi~e du centre G; 
elles se déterminent par la valeur g = ~ n ,  en faisant successivement 
< = w, 315,5?r, etc. 
Les intersections A', b., A3, etc., qui ont lieu à gauche du centre F; 
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elles se déterminent par la valeur q = O,  en faisant successiven~ent 
g= 2v, 47r, 67r, etc. 

Enfin les intersections II, I', 1" etc., qui ont lieuentre les centres 
F et G; elles se déterminent par la valeur p =O, en faisant successi- 
vement &=T, 27c, 37, etc.. 

Ces derniers points sont en même temps les apsides inférieures 
de  la courbe; quant aux apsides supérieures Sn, S', S3, etc., elles 
seront déterminées par la valeur p' = m, en  faisant successivement 
4=$#, PT, $T, etc. Ainsi, on voit que la détermination de ces 
points est liée avec celle des apsides inférieures II, Il, P, etc., de 
manière qu'on peut obtenir les uns et  les autres par un même calcul. 

182. Pour déterminer avec plus d'uniformité les points B', A', B', 
A", B3, etc., qui répondent aux valeurs C=T, 27r, 37, 47, 57r, etc., 
nous procéderons comme dans le  nq 139. Supposons que les valeurs 
correspondantes de -+ soient S/ = 9, y", etc., il s'agira de ré-. 
soudre les équations successives kF ( c ,  7 ' )  + F ( X ,  E ) = 2F1x, 
kF ( c ,  ?I1)+F (x, E )  =4F1x, etc. Pour cela, soient n et d''deux arcs 
déterminés par les équations 

appelons ensuite $: 6", etc., les amplitudes qui résultent de la 
i i~ulti~lication de la fonction F(c, d") ou Fd", ensoite qu'on ait 

c étant le module commun à ces fonctions. 
Cela posé, chaque valeur de y se déduira de cellc du 6 corres- 

pondant qui a le nrême indice, en résolvant l'équation Fy+Fn,Fd'. 
11 en résulte 

P- sin8 cos &A(&) + sin d ' c o s ~ A ( ~ )  
cl/ln' - aOa(8) + ca sin8 cou 8 sinà'cos 8 

GBn FAn 
Faisant ensuite pl= Fun ou - GAn ' la position du point d'intersection 

correspondant Bn ou A" sera déterminée. 

183. Pour déterminer semblablement les poinls SI, I I ,  S', 1's 

s9, 
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SS, 13, etc., qui répondent alternativement aux apsides supérieures 
et inférieures, nous supposerons qu'en faisant successivenien t 4 =+#, 
zr, $M, zzr, tzr, 37r, etc., on  ait les valeurs correspondantes <=A', 
A'!, A"', hlT, hv, h", etc. ; il faudra résoudre les équalions successives 
kF1c=F(x,h']-F(x,c), ~~F~c=F(x,A'~)-F(x,E), etc. Pour cela, soit 
d''une première auxiliaire déterminée par l'équation F(x, d")=kF1c ; 
ensuite soient 6\", d"', $lT, eac., d'autres auxiliaires qui résultent de 
la mul~iplication de la fonction F(x, d"), ensorte qu'on ait 

x étant le niodule commun, il restera à résoudre en général l'équa- 
tion FA - FE = Fa, a étant le module commun à ces forictions, et 

.on en déduira 
sin e cos >A(&) f sin 6 cos tA(a) 

tang; A = 
I - ca sina E sina 6 + cos r cou b'- sin s sin ~ ' A ( ~ ) A ( E )  ' 

formule danslaquelle on ~ A ( E ) =  1/(1-~"sin%), ~(d')=d(~-x~sin~d'), 
et  où il faudra donner à h et d' un même nombre d'accens. 

Les points II, I', 13, etc., qui sont les apsides inférieures, ou  
les points d'intersection de la courbe avec l'axe, entre les centres 

1 F 1 F et G, seront en général déterminés par la valeur qa= CL tanga+r=Gj, 

où il faudra donner à les valeurs successives r= A'', hlv, hvs, etc. 
Les points S1, Sa, Sî, etc., qui sont les apsides supérieures, 

seront déterminés par Ia valeur constante p l = m  et la valeur 
1 

(/ = - tang + < , dans laquelle il faudra faire successivement va 
= A', A"', AT, etc. 

184. Examinons maintenant combien le corps devra faire de 
révolutions pour arriver à un point de l'orbite déterminé, soit par 
la valeur r = L m ,  soit par la valeur + =Ir, L et 1 étant des 
nombres entiers. Le nombre de demi-iévoluiions se trouvera par 
celui des iniersections de la courbe avec l'axe; car nous comptons 
comme demi-révolution le passage d'une interseclion à l'intersec- 
tion suivante. 

Soit d'abord r = L fl; cette valeur conviendra au dernier des 
poiuis d'intersection B,  A', El, A; B; etc.; =insi le de 
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ces points sera L. Mais il y a d'autres points d'intersettion Ir, 
I", etc., situés entre F et G; pour en connaîlre le nombre, il faut 
avoir la valeur de 4 qui correspond à la valeur = LT. Soit donc 
4 = I r  +- 4', I étant un entier et 4' un arc positif moindre que T, 

on aura, pour déterminer 1 et 4', l'équation 

Ainsi 1 sera l'entier le plus grand contenu dans la quantité donnée 
2LF1% + F ( x  , r )  --- 

2kF1c * 

1 &an t ainsi déterminé, le nombre to ta1 des demi-révolutions 
qui correspondent à 'la valeur = L e ,  sera L + 1. 

En second lieu, soit donnée la valeur 4 = IV; le nombre des 
points d'in~ersection I', Ia, 13, etc., dont le dernier répond à la - 
valeur 4 =TV, sera 1. Pour avoir le nombre des autres points 
d'intersection, il faut connaître la valeur correspondante de T ;  soit 
donc < = LT + c f ,  L étant un entier et r' un arc positif moindre 
que T. On aura, pour déterminer L et c l ,  l'équation 

Connaissant L , le nombre total des points d'intersection, ou celui 
des demi-révolutions du corps dans son orbite, sera I $- L. 

185. Pour que le corps revienne au point de départ A, après 
un ceriain nombre de révolutions, il faut qu'on ait à la fois 
4 = m et r = 2i7r + E, e et i étant des entiers, ce qui don- 

kF1c ai kF1c 
nera -7 =-; ainsi il faut que la quantité -- F'x soit une fraction 

F I I  e 

rationnelle c. Alors le nombre des demi-révolutions faites par le 

oorps sera zi + e; si e est pair, le corps aura achevé i + + e réa 
volutions, et la courbe rentrera sur elle-même. Mais si e est im- 
pair, il faudra encore z i+e  demi-révolutions pour que la courbe 
rentre sur elle-mêiue. Ainsi, en général, le nombre des révolu- 
tions qui conlposent une période, sera i + : e ou ai+ e, selon 
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que e sera pair ou impair : on connal~ra d'ailleurs les nomhres 

2 i et e par la valeur =, réduite à l'expression la plus simple i. 
186. Les résultats des deux articles précédens devront être ino- 

difiés, si la courbe passe par l'un des foyers F et C. 
Pour que le corps parvienne au foyer F, il faut qu'on ait à la fois 

p=o,  y=o, c'est-à-dire 4 = n e  et r= zn'd, n et n' étant des 
entiers. Alors on aural'équation de condition zknF'c=4n'F1x-F(x, E ) .  

Si dans cette équation on regarde X-F'c, F'n  coninle seules don- 
nées, les entiers n et n' étant à volonté, ainsi que F(r, E ) ,  qui 
doit seulement être plus petit que F(x, ?.r) ou 2F1x, on voit qu'il 
y aura une infinité de manières de satisfaire à cette équaiion, 
c'est-à-dire qu'il y a une infinité de suppositions à faire sur l'état 
i~iitial du mouvement dont dépend la valeur de la constante E ,  

pour que le corps, après uu certain nombre de demi-révolutions, 
parvienne au centre F. 

Cependant lorsque kF1c et F'x seront commensurables entr'eux, 
si l'on appelle II leur coilimune mesure, les diverses valeurs de 
F(x, E) ne pourront être que des multiples de zH, ainsi leur 
nombre sera limité. 

Pour que le corps parvienne au foyer G,  il faut qu'on ait à 
la fois 4 =nzr et C=(an1+i)  rr, ce qui donnera l'équation de 
condition zknF1c = 2(2n'+1)FJ7c - F(x, s) , équation à laquelle on 

kF'c  
pourra satisfaire d'une infinité de manières, si -;- est irration- 

F u  

nelle ; et d'un certain nombre de manières seulement, si cetle 
quantité est rationnelle. 

187. Les cas dont nous venons de parler donnent lieu à excep- 
tion dans les forn~ules des articles 184 et 185; car si le foyer G 
est l'un des points d'intersection de la courbe avec l'axe, ce point 
appartiendra également à la série des poiiits B', Ba, B" etc., et h 
celle des points Il, I', 15 etc. De même, si le foyer F est I'un des points 
d'intersection de la courbe avec I'axe, ce point appartiendra éga- 
lement à la série des poinrs A', A', AS, etc., et 1 celle des points 
Il, I", 13, etc. Ainsi, dans l'énumération des points d'intersection 
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452 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL. 
qui servent à compter les révolutions du corps dans son orbite, 
il y aurait une unité à retrancher, tant de  la somme L+I  trou- 
vée art. 184, que de la somme zi +- e de  l'art. 185. 

Riais une remarque plus essentielle à faire, c'est qu'aussitôt que 
le corps est parvenu à l'un des foyers P et G, les fornlules géné- 
rales cessent d'être applicables à la quesiion, puisque, passé ces 
points, les valeurs de p et q devraient Gtre supposées imaginaires, 

On  doit être peu surpris de cette difficulté analytique, si l'on 
considère que la vîtesse du  corps devient infinie lorsqu'il par- 
vient à l'un des centres des forces; on peut supposer que la loi 
de continuité est violée par cette circonstance; du reste, nous ne 
nous occuperons pas ici de la solution de cette dificulté, et nous 
ferons généralement abstraction, dans tout ce qui suit, des cas où 
l'orbite peut passer par l'un des foyers. Nous donnerons cependant 
ci-après l'exemple d'un cas de ce genre, dans lequel le mouvement 
se détermine d'une manière qui semble d'abord peu admissible, 
mais que le calcul justifie sufisamment. 

188. 11 faut maintenant chercher dans le cas III I'expression gé- 
nérale du temps que le corps met à parvenir à un point quelconque 
de son orbite. Ce temps est toujours composé de deux parties, l'une 
t' fonction de 4, l'autre t" fonction de r ;  or, comme la valeur 
de q est la même que dans le cas 1, les formufis pour déter- 
miner la partie trl, ou plutôt tr'+t"', seront les mênies que dans 
les art. 142 et suiv.; il faudra seulenlent observer que dans le  ré- 
sultat on devra retrancher la constante t"(~) -j- t l l ' ( ~ ) ,  parce qu'à 
l'origine du mouvement on  a c= E. Il  iie reste donc à trouver q u e  
la valeur de la première partie t'. - 

a t' Y "  Si dans l'équation - - 'P on substitue les va- 
a v a a  ( I - ~ ~ ) ~ ' F P ~  

c'm' sina$ 
leurs qui corivierinent au cas III , savoir, p1 = -- 

1 - C" sin" ' 
C d p  - -- - LzJ. 

VP - ~ ( l i ~ m )  ' ~ ( 1 -  c2sin2J) on aura, en faisant pour abréger, 

n = - ca( i + in1), D = cSmf . d(z3 . --- lm, 
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Or, par les réductions connues, o n  a 

Soit Z1 la valeur de Z lorsque 4 = f T ,  on aura 

ca+n 
2(1+ n)Z1 = - 

na F 1 c  - E ~ C +  (1 - $1 i l1  (n, c). 
n 

Or, si l'on fait n = - i + b'sin'h, on  aura &PA= t -m; et en 
substituant la valeur de n l ( n ,  c) ,  déduite de la formule de l'art. 101, 

1" p. , puis faisant, pour abréger, K =f fi +- (P'c - E1c)F(b, A) 
- F'c. E (b, A) , on aura 

Soit T' la valeur de t' lorsque += $R, on aura T' = DZ1, ou 

En général, soit 4 = I ~ + 4 ' ,  et  on  aura la partie du temps corres- 
pondante 

t l (+)  = 21T1 + t'(4') ; 

cette partie devra être jointe à celle qui dépend de la variable r, 
savoir, tr'(r)+ t"' (<) - t"(6)  - t'"(~). 

Du cas particulier où Lon a m'=: na. 

189. Alors on a c"=xa=$, et la valeur de k devient indéter- 
minée. Pour obvier à cet inconvénient, je fais m' = rn (I - 2d') ; 

6 étant supposé infiniment petit, j'ai cg=+(1 +6), cos8= d.m(A+B) 
a (A- Bm2) 

4c" - a as A-Bma = I -- 2%". Donc ka= - = -. - 
i - 2%' m A + B  , ou, en subs tituan t la 

k étant ainsi déterminé, l'équation de la courbe sera 

WS) = F(C) -w 9 

le module cbnlmun à ces fonctions étant c = /$. 
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190. Si l'on veut que la courbe décrite soit une courbe algébrique, 

i i il faudra faire IC = - - étant une fraction rationnelle à volonté; alors 
e s  e 

rn devra êire déterminée par l'équation 

A Connaissant les nombres i, e, et le rapport E, on trouvera toujours 

par cette équation une valeur convenable de rn; car le second 
membre étant toujours plus petit que l'unité, si on le désigne par 
sina h ,  on aura m = tangf h ;  et comme on peut prendre h < f T, 

on aura rn < I . 
D'après les formules de l'art. I 15, le cas de m'=m suppose une 

vitesse initiale V telle que 

de p h ,  on doit avoir entre lnm et p l'équation 

et comme on doit supposer dans ce cas A >Brns, et B > Am*, il 
s'ensuit que cosp  n'est jamais zéro, et qu'ainsi sin p ne peut sur- 
passer un rnaxit~zum facile à déterminer par la variation de nzo. La 

A-  Bm" valeur de mm, qui convient au nzaximum de çinp est ut0 = -- B - Ama' 
1 -m2 4e4(1-m3 

ce qui donne cos'p = , et sin'p 3 . - 
1 +m(-l-+l ma +m.) 24-+4e+(i -m". 

Ayant donc pris mO et p dans les limites convenables, l'équation 
de la courbe sera LX'S = ~(FC-FE) ; et si l'on fait Fr- FE = F r r ,  
elle deviendra tF+=eF('. On aura en même temps les valeurs sui- 
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Vantes de p et q : 

1 1 1 -cos o cos r- ca sinlr &Pr+ sin t sin ~A(E) A (r) 4 = y; tangt&-. -- 
r/& sin P COS  CA(^) f sine COS $A(€) 

A Etant donné le rapport B-, on peut varier à l'infini les nombres en- 

tiers i et e, ainsi que les données rno et p; d'où il  suit qu'il y a une 
infiniié de courbes algébriques qui satisfont à la ques~ion dans l'hypoa 
thèse de m'= m, laquelle est d'ailleurs comprise dans l'hypothèse 
C'+ C E= O,  dont nous avons parlé no I oz. 

191. L e  cas le plus simple s'obtient en faisant i r  1 ,  e=i, ce 
qui donnera l'équation de la courbe + = T t ;  mais il vaudra autant 
conserver cette équation sous la forme F+=F<-FE, parce que 
d e  là il est facile de déduire algébriqueinent, suivant les cas, 4 par 
l e  moyen de c, et réciproquement. 

Pour avoir le  premier point BI d'iutersection de la courbe avec Pig. 25. 
c'm singe l'axe, il faut faire <=n; ce qui donnera 4 = ?C - E ,  et p'= -- 
i - c2 bin9t 

GE' 
t 7' 

FB 
L e  point d'intersection suivant Ir se trouvera en faisant 4 - -v, ce 

1 qui donne r=?r+ E, tangf +- cotf t, et q=- - ce point 11 
m v m b  ' 

1 FI' 
se trouvera donc en faisant qs= ---=m. Il se confondrait avec le 

point A, si la valeur initiale de p était telle, qu'on eût nao= f ; cas 
où l'on a €=:W.  

L e  troisième point d'intersection At se trouvera en faisant r = 2 7 ~ ,  
cam sin2 r FA1 

ce qui donne + = ~ V - E ,  sin+=-sin6, etpa=----• 1-c' sin1s- GA1' . 
ainsi le  point A' sera situé à la même distance da centre F, que le 
point B l'est du centre G. 

Pour avoir la quatrième intersection, on fera S/ = Z T ,  ce qui 
donnera = 2n. + E ; ainsi cette quatrième intersection retombera 
sur le  point A ,  et la période sera entièrement achevée. Cette pé4 
riode est composée par conséquent de deux révolutions. 
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Dans le cas de s=tw, les points A et 1' coïncideraient, et les points 

A' et Br seraient des apsides supérieures. 

Des cas où la courde devient algébrique. 

192. Revenons aux formules générales Idu cas III; et comme la 

valeur de k = fi-) ne permet pas de supposer x=c, excepté 

dans le cas déjà exaii-iiné où c= fi, faisons, pour 
1 + c0 thèse, x= CO, nous aurons F (c, +) = y F (CO, 

première hypo- 

4"). Soit donc 
- 

1 +c" z k. - 
2 , O a ( 3 )  = e J  il en résultera 

Etant donnés les nombres i et e qui servent 3 déterminer les mo- 
A dules c et r ;  connaissant de plus le rapport B, les quantités m et m' 

ne sont plus arbitraires; car les formules générales qui servent $ 
déterminer ce et a' donnent l'équation suivante pour déterminer mm' : 

m mr 4AB - _- b2c'(1 - 2r2)' 

( 1  + mm')" - (A f BI2 /ibac2(1 - 2 ~ ~ ) ~  f (2ca - I ) ~  ' 
b B - Amm' 

ensuite on aura rn- (/(m»if), et na' =; i ( n m ' ) ,  aa = - -5 A -i3?Bm7' 
Connaissant nz et ln', les équations du  no I 15 donneront cette re- 
lation entre nt0 et  p, 

s in lp  = ( i  + mu)amm'(A + B) 
mo(m - m' + zmm') (A + B) + (1 + mm') ( A  + BmO") ' 

qui permet de prendre m0 à volonté, pourvu que la valear de sinp 
qui en résulte soit plus petite que l'unité; enfh  la vîtesse initiale V. 
sera donnée par l'équation 

Avec toutes ces conditions, l'équation de la courbe décrite sera 
IFS' = e(F[ - FE); on aura en même temps les équations, . . , 

sin 
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c I/m1.!sin 4 1 

sin (24 ,  - 4') = c0sin 40, p= ~ ( 1 -  c1 si743 ' -- - \ / C L  tangic.  On 

obtiendra ainsi une infinité de courbes algébriques qui satisferont 
aux formules du cas III. 

195. Si l'on fait r = z L r r + s  e t  4=1n, ou Se=2br, le 
corps reviendra au point de départ A, pourvu que les entiers L 
et 1 satisfassent à l'équation Ii = eL,  qu i  donne L = i ,  1 = e ;  
or, depuis la valeur 8 = ti jusqu'à la valeur r = 2Lrr-i- E, il devra 
y avoir 2L intersections, soit à droite de G, soit à gauche de F; 
la valeur + = I r  indique pareillement 1 intersections entre F et G; 
donc le nombre total des intersections, ou celui des demi-révo- 
Jutions, sera 2L + 1. Si ce nombre est pair, la période sera ter- 
minée après L+:I révoluiions; niais si 1 est impair, il faudra 
encore un pareil nombre de demi-révolutions p u r  terminer la 
période. Ainsi, en général, l'orbite rentrera sur e l le~même après 
un  nombre de révolutions L + f 1 ou 2L +I ,  selon que 2L + 1 
sera pair ou impair. 11 faut, conme  nous l'avons déjà dit, excepter 
les cas où  la courbe passerait 'par l'un des centres F et G ; car la 
continuation du mouvement au-delà de ce centre n'est point donnée 
par nos formules. J'observerai, au reste, que si clans la fraction 
z toujours supposée réduite aux moindres termes, le dénomina- 

teur e est pair, la courbe ne passera par aucun des centres F et G ;  
alors la période sera de i+;e  révolutioi~s; si a u  contraire le dé- 
nominateur e est impair, la courbe passera toujours par l'un des 
centres F et G ;  savoir, par le  centre F, si i est pair, et par l e  
centre C ,  si i est impair. 

194. La supposition x = ce fait connaitre une infinité de courbes 
algébriques qui satisfont au cas III;  on en trouverait de même 
une infinité par chacune des suppositions x=coO, x =cooO, etc.; 
mais il nous parait superflu d'entrer dans de nouveaux détails 
à ce sujet. 

Développement du cas W. 

195. Les observations générales que nous avons faites sur les 
formules du cas III s'appliquent avec très-peu de modifications 

58 
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aux formules du cas IV; nous nous dispenserons donc de donner 
une exphcation détaillée de celles-ci; nous renlarquerons seule- 
ment que le ternpJ se déterminera par kes formules déjà données, 
savoir, la partie t' qui dépend de 4, par les formules de l'art. 188, 
er la partie t" qui dépend de r ,  par les formules de l'art. 164. 

196. A l'égard des couilbes algébriques qui peuvent satisfaire 
Bu cas IV, i l  est facile d'en trouver tant de séries qu'cm voudra. 
L'hypothèse la plus simple pour obtenir de telles courbes, consiste 

2 faire c=tc et k = dcsk) = Bi il en résul tern 

Ainsi pourvu qu'on prenne e> i, on aura une valeur convenable 
du module c ,  et l'équation de la courbe sera iFS=e(Fc-F&); 

c t / m f .  sin 4 1 dh aura en même temps p = - ~ ( L - i n . l i ) . ,  q z i 4  tang c. 
A Ayant pris à volonté la fraction f < I ,  et le  rapports, on con- 

fiaha d'abord le module c, paT la formule précédente; ensuite mnz'  
devra être déterminé par l'équation 

c b 
Connaissant mm', en aura m = /(mm1), et m'= ; /(nzmf). En- 

f in ,  les deux équations de l'art. 192 donneront, l'une la relation 
entre nzO et sinp, l'autre la valeur de la vîiesse initiale V, pour 
que la courbe dout il s'agit soit décrite. 

On trouvera d'ailleurs, comme dans le no 193, que la coutbe 
rentrera sur elle-mème après un nombre de révohtions i+ f e, si 
e est pair. Lorsque e est impair, la'courbe passe par l'un des foyers 
F et G ,  et la période cesse d'avoir lieu, ou ne peut être détermi- 
née que par d'autres considérations. 

Du cas particulier où l'on a B = Amni. 

197. Dans ce cas on a cclz=o, x=  1, kr= v(zcs-I), et l'équa- 
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t i m  de la courbe devient kF(c, 4) = F(I , <) -F(r, B) ,  ou 

akF(e, 4) = log (- i -sin< - sin 6 

Cette courbe n'est point algébrique, mais elle est d'une forme qui 
mérite d'être reniarqude. 

On voit que l'arc 5. a pour limite f v,  et qu'il n'atteinl cette li- 
mite que lorsque 4 est devenu infini ; d'ailleurs, comme t augmente 
en même temps que +, et que lorsque #=O on a c = s ,  il faut, 
à plus forte raison, qu'on ait 6 < ",T; c'est ce qu'on voit immé- 
diatement par l'équation tanç 6 = v(anzo) ; on peut niême prouver 

m-m' 
que oest <jx; Caron a ,  dans ee eas, a=-- 1 - mm" et par 1 s  
équations de l'art. 192, ou trouve 

mm' 
amo= I -- (1 -f- me)' cotg,% CC tango. . i -mmr 

198. Puisque dans la courbe dont il s'agit, la valeur de est tou- 
jours comprise entre E et $fi, cet  te courbe ne peut rencontrer son axe 
qu'entre les poipts F et Ç, ou rnème qu'entre les points A, G. Ces 
points d'intersection sont les apsides inférieures successives II, I', 

etc.; ils répondront aux valeurs 4=7r, 27r9 37r, etc. 
Quant aux apsides supérieures S', Sa, S3, etc., toutes placées svr 

l e  périmètre de  l'ellipse pa = m , elles devront &pondre aux va- 
leurs +=:T, $7r, ;T,  etc. 

Supposon6 qu'aux valeur5 successives 4 = i?s, 7, Ir, 27r, ;T, etc. 
répondent les valeurs.. . . . . . . . . . . . . . r=h', A", A"', A", A', etc., 
l e  premier terme A' de :cette dernière suite sera déterminé par 

7 

l'équation 2XF1 c d o g  (;- 
on aura 

1-t- sin^' i+s ins  - - 
i- sin^' - e'. 

l + s i n ~ "  i+s inr  On aura de niéme =-- e? et en général, pour un 
1 -,sin( 

indice quelcanque i, 
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De là on voit que la suite E ,  A', A", A"', hlv, etc. est continuellernent 
croissante depuis le terme a ou ho, jusqu'au dernier terme G T .  Il 
en résulte que les points Il, Ia, 13, etc. s'approchent continuelle- 
ment du centre G ,  avec lequel ils finissent par se confondre, et 
que les points SI, Sa, S3, S4, etc. s'approchent de même continuel- 
lement du point L ,  avec lequel ils finissent par coïncider. Mais 
ces coïncidences n'ont lieu qu'après un nombre de termes infini. 

Fig. 26. 199. Cela posé, on  voit que la courbe est composée d'une in- 
finité de parties AS'I', I'Sqa, I'SSI3, etc., situées alternativement 
des deux côtés de l'axe FG, lesquelles avancent graduellement par 
leurs bases AI', I'I", Ill3, etc., jusqu'au point G, et par leurs som- 
mets jusqu'au poinl L ,  qui est le dernier terme de la suite supé- 
rieure S', S3, S5, etc., comme celui de la suite inférieure Sa, 
S4, S" etc. 

Cette courbe ainsi composée d'une infinité de spires juxta-posées 
qui diminuent continuellement de largeur, et dont les sonimeis 
convergent vers le point L, ne ressemble en rien aux autres courbes 
que nous avons décrites jusqu'à présent; et c'est un résultat de 
calcul assez frappant, qu'une telle courbe puisse être décrite par 
i'actioii de deux forces qui, coiisidérées séparément, ne pourraient 
faire décrire qu'une ellipse. Si l'on demandait, dans ce cas, quel 
est le temps moyen d'une révolution, il faudra entendre par demi- 
révolution le passage d'un point d'intersection tel que 13 au point 
n'intersec~ion suivant 14, pendant lequel 4 varie depuis 3- jusqu'à4w 
En  général, si l'on calcule, par les formules données ci-dessus, fe 
temps écoulé depuis + =. O jusqul 4 = I r ,  ce t en~ps  sera c e h i  
des 1 premières demi-révolutions; et en le divisant par 1 on aura 
le  temps moyen d'une demi-révolution, lequel approchera d'autant 
plus d'une valeur constante, que 1 sera plus grand; d'où il suit qu% 
mesure que 4 augmente, les teinps des demi-révolutions tendent 
de plus en plus vers l'e'galité. 

On pourrait aussi considérer le mouvement du corps comme une 
espèce de mouvement d'oscillation, dans lequel Ie corps passe suc- 
cessivement d'une apside supérieure telle que Sa à l'apside suivante S3, 
puis de S3 i S4, et ainsi de suite. Ces sortes d'oscillations vont en  
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diminuant d'étendue, à mesure que le corps s'approche du centre G, 
mais elles finissent par s'effectuer toutes dans le même temps. . 

Développement du cas 7. 

zoo. Les cas I et I I ,  et tous ceux qui en dépendent, ont un ca- 
tacière commun et distinctif qui coiisiste en ce que les intersections 
de la courbe avec l'axe ne peuvent avoir lieu que dans les parties 
DE, KL situées entre les deux ellipses terminatrices. Les cas III 
et IV se distinguent des premiers, en ce que les intersections de  la 
Courbe avec son axe ont lieu, non-seulement dans les deux parties 
DE', CL con~prises entre les ellipses p'= m, p2 = O, mais encore 
dans la partie de l'axe FC comprise entre les deux centres. Les cas 
V et VI, qui nous restent à examiner, se distinguent des autres e n  
ce que les iriterseciions de la courbe avec l'axe n'ont lieu que dans 
les deux parties FG, GL qui sont adjacentes au centre G. Il y a 
donc dans ces deux derniers cas une partie de l'axe DE, même une  

FI0 ' 

partie FI0 de la droite FC, ddierminée par la valeur = a, où il ne  

peut y avoir aucune intersection de la courbe. Cela s'explique par  
la prépondérance de la force qui agit au centre G, soit à raison de  
l'intensité, soit à raison d'une moindre distance. 

Cette propriété des deux cas V et VI qui les distingue de tous les 
v* autres, est fondée sur les valeurs q = - et q=*-, p i  ne peuvent 

sin < cos t: 
jamais se réduire à zéro. Ainsi, il n'y a aucune intersection entre 
les points II et F; et la moindre valeur de q' étant a, si l'on prend 

F Io 
sur la droite de FG le  point P tel que ==a,il ne pourra y avoir non 

plus aucune intersection entre F et I", puisque cette intersection 
supposerait une valeur de q' plus petite que a. 

20 I.  Nous avons déjà suffisamment expliqué la manière de trouver 
les diverses intersections de la courbe avec son axe. On sait que les 
points B1, Ba, B3, etc., situés sur la partie CL de l'axe, se trouvent 
en faisant q = m, ce qui donne successivernent c= ?r, ZT, 3w, etc. 

(On ne fait pas O, parce que la première valeur de ,Y étant r ,  ln 
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valeur r = o  se rapporterait à une époque antérieure à l'origine du 
mouvement.) Soit, en général, la valeur de  + qui répond à la 
valeur ~ = T L V ,  le point correspondant Buse déterminera par l'équa- 

camf. sin' y" _ - GBn __ A l'égard des points d'intersection Il, etc., l-psin2yr~- FBm' 

situés entre les centres F et G, ils font partie de la suite des apsides 
tant supérieures qu'inférieures Sr, ln, Sa, Ia, SS, 13, efc., à laquelle 
&pondent les valeurs +zf v, a, f M, 2v, Zq, 3 GT, etc. Appelant 
donc A', A", A"', etc., les valeurs correspondantes de r, et calculant 
ces valeurs comme dans l'art. 183, on connaîtra à la fois les points 
2; Is, 13, etc., qui sont censés les apsides inférieures de la courbe, 
et ses apsides supérieures SI, Sa, S3, etc. 

202. Pour que la courbe rentre sur elle-même après un cerlain 
nombre de révolutions, il faut qu'on ait à la fois 4 = ~ I M ,  

k F 1 c  L <=2Lv+ 6 ,  1 et L étant des entiers, ce qui donnera - - 
F n  - 1' 

kFLc Ainsi, toutes les Eois que E.x sera une quantité rationnelle, son ex- 

L 
pession la plus simple fera connaître les valeurs 4 = 2I#, 

= 2Lw + a ,  qui ont lieu après l'achèvement de la première pé- 
riode; et  cette période devra se renouveler à J'in6ni. 

Par la valeur += ~ I T ,  on voit que le nombre des points d'interd 
section I est 21; et par la valeur 2L7r-f- 6, on voit que l e  nombre 
des points d'intersection B est 2L; et comme chaque intersection 
répond à une denii-révolution, il s'ensuit que la courbe rentrera sur  
eile-même après un nombre de révolutions égal à 1 +L. 

kF'c 203. Si le rapport est irrationne1,l'orbitesera composée d 'une F 

infinité de révolutions inégales entr'elles ; et il n'est aucun point de 
l'axe, dans toute la partie ICL prise à compter du point 1 où l'on a 

= a, qui ne puisse être regardé comme un point d'intersec~ion Gi 
de la courbe avec l'axe. 

, lrFk 
Au contraire, si la quaniiie est rationnelle, il n'y aura qu'un F 
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S I X ~ I E  PARTIE. SECTION Ii. 46% 
certain nombre d'intersections, dont -on a vu que Ie nombre est 
21+2L. Mais la question est de savoir si le centre G peut être un 
de ces points d'intersection. 

Pour qu'il en soit un, il faut qu'on ait à la fois 4 = iw, r= Zr, 
k F 1 c  1, 

i et 2 étant des entiers. Or, si d'après l'hypothèse F;;=T, on fait 

F ' J L  = Ix, kF ' c  = LX, l'équation de la courbe kF(c, &) = F(x, r) - 
F(x, E )  donnera dans ce cas 

Et comme en vertu de l'indétermination des nombres i et L, ou peut 
faire à volonté Il-Li= 1, 2, 3, etc., il s'ensuit que le cas dont il  
s'agit aura effectivement lieu, si la fonction F(x, a) est égale à n X ,  ou 
à un muliiple d e  nX, moindre cependant que 2 1 ~ ,  puisque E doit 
ioujours être moindre que a. Ces cas seront une exception à la loi 
générale de l'art. zoa; car lorsque le corps parvient à I'un des centres 
des forces, la continuation de son mouvement ne peut se déter- 
miner par les mêmes fornules, qu'en altérant infiniment peu les dé-  
mens ou I'un des élémens de l'orbite, de manière qu'elle ne passe pas 
tout-à-fait par le centre, mais qu'elle en approche jusqu'à une dis- 
tance aussi petite qu'on voudra. 

204. Si l'on -veut avoir l'expression générale du temps dans le cas 
Y, la première partie t' qui dépend de -4, se déterminera comme 
dans l'art. 188. Quant à la seconde partie tr', on la trouvera par la 

dt" - q' 
formule aV2a- - (l +qy . 3, dans laquelle faut substituer les va- 

t'. dq 
VQ 
1 

Y-- leurs q = -- -- dC 
5i.C' VQ V(Ma-Ar) ' V(i  -='sin2<)' ce qui donnera, en 

faisant, pour abréger, DI- 2a3 ; +mmf 
rn A + B  

1 
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464 EXERCICES DE CALCUL INT~~GRAL.  
et si on appelle T" la valeur de ta lorsque <=+T, on aura 

D'ailleurs, en faisant a = tangl $, ou v = co t1 6, et Cs= r - x%, 
on a 

*'" [nl(v, x)-sinlGF'x]=i~+'+(F'r-E1x)F(6, 6 ) - F 1 r E ( g 7 $ ) ;  
sin 6 cos J' 

donc, en appelant K f  le second membre de cette équation, il viendra 

Du P+v -f) Kr sin cos a] TV= [(1 + ;+;) F1r -E1r + ( v  B a(G, a.)- 

D'après ces deux formules, il sera aisé de trouver le temps employé 
par le corps à parvenir à un   oint quelconque de son orbite, déter- 
miné par les valeurs 4 =IT+-$', C=L?r+r1, entre lesquelles o n  
a l'équation 

Des courbes algébriques qui satisfont au cas V. 

i 
205. Soit d'abord c=x, et k= d ( S ) = ; >  on aura 

Ainsi, pourvu qu'on prenne e> i, on aura une valeur convenable d u  
A 

module c. Soit donné en outre le rapport 5 ,  on aura, p o u r  détermi- 
ner mm', l'équation 

mm' -- - b " ( ~ + c ' ) ~  AB --- 
(1 +mmf)' + 6" --- (A + Q2' 

ensuite rn et rn' seront connus par les valeurs m = g m, 
ln1= tqG2. C 

Ces valeurs ayant lieu, ainsi que les deux équations de l'art. 192, 
entre 
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S I X I ~ M E  PARTIE. SECTION II. 4'55 
entre les données nzO, ,u et V, relatives à l'état initial, la courbe 
décrite aura pour équation iF(4) = e(Fr - FG), c étant le module 
commun; on aura en même temps 

et ce système comprendra une infinité de courbes algébriques.' 

206. Soit, par exemple, e = 2,  i= I , on aura c"=$, ,y = I 3 7 

mm' - et la valeur de ntm' devra être tirée de I'équatiou -- 
(1 +mm')' - 

32 AB 
ensuite on aura 172 = /(~muzf), m'= zm. Supposons de  zm(ilfB) 

plus, que la position initiale du point A est telle, qu'on a F16=$F1c, 
1 voici comment on  v(l +b) ,  COS'=---- ce qui donne sin 6 = -- 

~ C I  +b)' 
trouvera la figure de la courbe d'aprèsson équa~ioii f Fq=Fc-$F1c. 

Pour avoir le premier point d'intersection BI, soit C=T, on aura Fig, 9,. + = i ~ ,  et p l=m ; donc ce point coïncide avec I'extréniité L du 
diamètre de l'ellipse pa= m, et il est en même temps une apside 
supérieure de la courbe. 

Soit ensuite +=x, a6n d'avoir le point d'intersection 11, on aura 
Fr=: F'c, ou r=27r-&; ainsi le point 1' coïncide avec le point A ,  
ce qui, d'ailleurs, résulte de ce que la tangente en L est perpendi- 
culaire à l'axe, et qu'ainsi les deux parties de la trajectoire situées 
des deux côte's de l'axe doivent être égales et semblables. 

Pour avoir la seconde apside supérieure Sa, soit 4 = qrr, on aura 
P[=3F'c, et par conséquent c= f v ;  ainsi le point Sa sera dé- 
terminé par les valeurs p4=m, qa=a. 

Du point Sa, le corps reviendra vers l'axe, et le coupera au point où  
S = a ? ;  alors on aiira Fr=ZF1c= $'#+Fe, et par conséquent 
r=a+~.  Donc ce point d'intersection n'est autre que le  point A. 

207. On ~ o u r r a i t  penser d'abord que le corps qui a suivi la route 
Anz"Sa pour aller à I'apide supérieure Sa, revient par une aulre 
route au point A ,  et qu'il décrit une foliole dont la pointe aboutit nu 
point A;  mais cette supposition ne s'accorderait pas avec le principe 

(no 135), que jamais plus de deux branches de courbe ne se 

59 
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rencontrent en un même point A. II faut donc que la seconde branche 
de la foliole, si elle existe, ait au point A la même tangente que l'une 
ou i'autre des branches Am, Am'. 

Riais en examinant la chose avec plus d'attention, on reconnaît 
bientôt que cette foliole n'est qu'un même arc de courbe Sam"A, 
comme si sa largeur était infiniment petite dans toute son étendue. 

Pour s'assurer de l'existence de cette singularité, soit na" un point 
de l'orbite avant le point S" où l'on a 4 =:rr-c, c== :rr-0, et m"' 
un point de l'orbite passé le point Sa, où l'on a 4 =$ T+ o, 
c=ict + el, on aura les deux équaiions 

d'où résulte &=O.  Donc les deux points m", nz"' répondent aux 
mêmes valeurs de p et q ,  et ainsi ils ne font qu'un seul et même 
point. 

De là on voit que l e  corps, après être parvenu à I'apside supé- 
rieure Sa, doit revenir sur ses pas en  décrivant précisément le même 
arc de courbe de Sa en A, qu'il avait décrit en allant de A à S2. 

208. Ce résultat ne peut avoir lieu à moins que la vîtesse an 
point Sa ne  soit nulle. En  effet, la vîtesse en un point quelconque 
étaiit nommée v ,  on aura, d'après l'équation ( I ) ,  

, 

Faisant p.= m, qa =a, et substituant pour +UV° la valeur trouvée 
art. 115, dans laquelle on  fera m'=ma, on aura au point S' 

Pour que v se réduise à zéro, il faut donc qu'on ait 

f 
OL nz(A+B) - 

Mais puisque xg= 5 = --, on a uf=$a et a+al ou $a=---- B-a Am2' 
A 

de ces denx équations combinées résulte une nouvelle valeur de B ,  
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2m1 - 
cette dernière se réduit à ---2 

AB 
( i+am2)'  3 5 * ( A + B ) ' y  et s'accorde 

par consécpent avec l'équation qui sert h déterminer mmr- - 2rna. 
II est démontré ainsi, d'une maoière générale, que la vitesse au 
point S' est nulle. 

Cette vérification deviendrait plus facile dans les cas particuliers. 

Soit, par exemple, $ = $, on aura m= +, ni= 1, a = ~  , ce 

qui donne immédiaiement v= o. 

209. On voit dans cet exemple que le corps parti de A d é c r i t ~ i ~ .  27. 
d'abord la feuille AnzLnz'A; que, revenu au point A ,  avec une 
vltesse égale à la vitesse initiale, mais dirigée de manière que l'angle 
FAm" est le supplément de FAIT?, il se meut dans la hranche 
Am"Sa, jusqu'au point Se, dans lequel cette branche rencgntre l'el- 
lipse terminatrice p4 = m. Le  corps ayant perdu toute sa vitesse au 
point Sa, il revient sur  ses pas et décrit la même courbe S1m"Am'LrnA, 
qui le ramène de nouveau au point A; et enfin il décrit au-dessous 
de l'axe la branche AS" eentièrement semblable à ASa; il fait ainsides 
oscillations dont le milieu est au poiut L ,  et  qui se terminent ai- 
ternativement aux points Sa et SC 

Au reste, une courbe algébrique ne pouvant pas être terminée 
brusquement en Sa et S4, les hranclies AS;, AS4 ont sans doute 
une continuation qui  ne peut plus être représentée par les valeurs 

cVmr-sinS. -- - mais qu'il serait facile de construire 
P = ~ ( 1  - c2sin2+) , y-  s i u ~ ,  

par d'autres moyens. 

210. Pour avoir la durée d'une oscillation, il suilira de doubler 
l e  temps que le corps m e t  à parcourir la partie S'Anz'L, ou la 
partie S4AnzL. Nous avons fixé l'origine du mouvenient au point A;  
mais on peut supposer qu'avaut d'arriver en A  le  corps était parti 
du point S4; relativement au point A,  oii l'on a 4 = O  et r = J ,  

le point S\ qui appartient à une époque antérieure, est représenté 
par les valeurs 4 = -; .;r, < = - d, et le point L l'est par les 
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valeurs 4 f i ,  = fi. Donc si l'on désigne par tl(S) et trl((), 
les parties du temps qui dépendent des variables 4 et r ,  ces par- 
ties étant prises de manière qu'elles s7é~7anouissent lorsque les va- 
riables sont nulles, et qu'on appelle T l e  temps d'une oscillation, 
on aura t T = 2t1(f T )  + 5tr'($ T ) ,  ou ,  suivant les dénominations 
déjà usitées, T = 4T1 + roT1'. 

A 
Dans le cas pris pour exemple, où l'on a = 5 ,  m= f ,  ~ ' G I ,  

trouvera, toutes réductions faites, 

formule où 

21 r .  Les 

KI= f v + (F'c- E'c)F(Z>, <*)-FZcE(b, :T). 

courbes algébriques dont nous venons de donner un - 
exemple, résultent de la supposition x=c ;  il serait facile d'obte- 
nir d'autres séries infinies de courbes algébriques, en supposant 
x = CO, x=co0, etc. nlais nous n'entrerons pas dans ces détails, 
et  nous préférons de traiter encore avec toule l'étendue nécessaire, un  
cas fort remarquable compris dans les formules précédentes. 

mm' 
Soit encore e=2, i= 1 ,  on aura ca=$,  &="- ' ( 1  +mm'la 

ces quantités seront toutes connues, lorsqu'on donnera le rap- 
A 

port B. 
Supposons, de plus, que la tangente en A est perpendiculaire à l'axe; 

on  aura p, =:T, et l'équation en t r ep  e t  n* de l'art. 192, combinée 
avec l'équation précédente entre a et rn, donnera aa-4amo+3nz0"=o j 

d'où résultent deux valeurs de na0, savoir, nzO=a et mm=+ a. Enfin la 
. . .  1 avl ( 1  + 2). 2m, 

A + B -  
vitesse initiale se déterminera par l'équation L- -- -- 

mu ' i + 2 m 2 '  

Au moyen de ces données, l'équation de la courbe décrite sera 
c v z m  .s in$ F+= 2Fc, et on aura en même temps . p = -- r/(i - ca sin" 1)1' v(i - casin0f) q = /a.--. r 
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SIXIERIE PARTIE. SECTION II. 469 
1 n ï c = ~ t / 3 ,  a = c ;  a l = + c ;  et si l'on prend rnQ=c,  on aura... 

2 I 2. Voyons main tenant, d'après ces équations, quelle est la figure Fig. 28 
de la courbe. A partir du point A,  le corps monte vers l'apside su- 

1 
périeure SI, où l'on a 4 F<=+F1c, sin c= 

V( l+  b)* 
Ce point 

est donc déterminé par les valeurs pa 3 nt, q2= a (1 + 6). 
Pour avoir le premier point d'intersection B', il faut faire c=+,7tzf, 

ce qui donne + =?r; donc on a à la fois p = O, q= a, et par 
conséquent le point d'intersection B' se confond avec le centre G. IL 
n'est pas nécessaire d'aller plus loin, puisque la coniinuation du  
mouvement au-delà de G ne parait pas pouvoir être donnée par nos 
formules, ou du moins est l'objet d'une dificulté particulière. 

213. Si l'on veut connaître l'angle que la courbe fait au point 6 
avec l'axe, il faut considérer un point infiniment proche de G.Soit, dans 
ce point, <=+?r-d', et 4=~+-1; $ el 1 étant iiifiniment petits, 

on aura F ~ = F ' c -  F+=2P1c- i l .  Substituant ces valeurs dans b ' 
2 

l'équation de la courbe F 4 =  2Fc, on aura n = b. Donc, au point nz, 

sr/. infiniment proche de G, on  a p = c ) / z r n . v ,  q = ~ ,  et par consé- 

quent pq= zcI/(zrnct). Soit 4 l'angle de la tangente en G avec i'axe, 
8 sera la valeur de w au point G, ct on aura tang$8=pq= aci(zma). 

Ainsi, dans l'exemple de l'art. 2 I I ,  taog+ e=f;=b, et tang8=/24, 
ou 8=7802~'.78 à peu près. 

- 2 -  3. 214. 11 y a un cas où l'on aurait 8=90~, c'est lorsque ma- gck- 8 

Or, 011 a -cc= ----• ainsi, en faisant am = f ,  on aura l'équation 3 B-aAm*' 

- R ' - m2(A+B) d'où résulte ams= -- substituant cetle valeur a r B - 2 , ~ m ' ?  2 A + B 9  
2 ma dans l'e'quation -- - -- B 

AB o n a u r a - = % . T e l e s t  
( i + arr~')' - (A -+ B)" A 

donc le rapport qu'il doit y avoir entre les forces A et B, pour que 
6 

l'angle 0 soit de go0 ; dans ce cas on aurait m. =e8, a = - - 
16 ~ 5 8  - 
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FA 

Par la valeur de mO égale au rapport =, on connaît la position du 

point A, et la vitesse initiale V dirigée perpendiculairement à FG, 
telles, que le corps, après une seule demi-révolution, tombera per- 
pendiculairen~en t sur l'axe au point G. Dans ce cas, il n'y a pas de raison 
pour que le  corps ne continue son mouvement au-dessous de l'axe, 
en décrivant une courbe égale et semblable à celle qu'il a décrite au- 
dessus de l'axe. Il  reviendra donc, après une autre demi-révolution, 
au point de départ A; et la période composée ainsi d'une seule révolu- 
tion devrase répéter à l'infini. Ce mouvement est extrêmement simple, 
eu égard à la coniplication des causes qui le produisent; mais on ne 
peut douter qu'il n'ait lieu réellement, ce résultat étant fondé sur 
des calculs qui ne sont sujets à aucune dificulté. D'ailleurs, il est 
de principe, que si la vitesse avec laquelle le corps arrive au point G 
lui était restituée tout à coup en sens contraire, ce corps reviendrait 
sur ses pas en décrivant la même courbe, et retrouverait aux mêmes 
points les mêmes degrés de vitesse en sens contraire. Or, une pa- 
reille circonstance a lieu relativement à la partie de l'orbite qui sera 
décrite passé le point G, et qui devra être égale l'autre partie. 

215. Il n'en sera pas de même dans tout autre cas, et notamment 
B 

dans l'exemple où nous avons supposé = 9. On ne voit plus 

alors coniment le mouvement doit se continuer au-dessous dc l'axe; 
car en supposant qu'il se continue aiosi, les quantités p et y n e  
seraient plus réelles, et les formules cesseraient d'être exactes. 
L'analyse donne cependant une solution de cette difliculté. 

Suivant l'analyse, le corps, parvenu au point G, n'ira point au- 
cl&, mais reviendra sur ses pas en décrivant la même courbe qu'il 
a déjà décrite. L e  corps arrivera donc au point A avec une vîlesse 
égale à la vitesse initiale, et dirigée en sens contraire. En vertu de 
cette vitesse il coniinuera son mouvement, en décrivant une courbe 
entièrement seniblable de l'autre côté de l'axe; il reviendra donc 
encore au point G. Du point G ,  il retournera sur ses pas; e t  il dé- 
crira ainsi, par un mouvement d'oscillation, une courbe dont le 
point A sera le milieu, et dont les exlrémités coïncideront arec le 
Centre C. 
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216. Pour faire voir que cette solution est en effet donnée par 
l'analyse, je reprends l'équation F 4  = aFr; et faisant successive- 
ment #= #-u, 4 = e+u, je dis que les v a h m  correspon- 
dantes de r seront <=f;lr-v,  + f = + u ;  de sorte qu'on aura à 
la  fois 

P (?t - u) = 2Fe.x. - v), 

F ( ~ + u ) = z F ( t r r + v ) .  

En eflèt , si l'on ajoute ces deux équations, on aura l'équation iden- 
tique 2 F r r a  2Fv; donc la seconde équation est une suite nécessaire 
de la première. Soit M le lieu du corps correspondant aux valeurs 

c v z m  . sin u 4 = w - u ,  ~ = ~ W - V ,  onaura,danscepoint, pz---- ~ ( 1 - ~ 2 s i n ~ u ) '  

V(1- c= cos2 v )  ,=va. --- . Ces valeurs ont lieu avant que le  corps 
sin v 

parvienne au centre G. Si ensuite on change les signes de u et de v ,  
a f h  d'avoir la position du corps qui  répond aux valeurs 4 T + u, 
<= f sl+ v, on voit que les variables p et g changent de signe l'une 
et l'autre, mais conservent les mêmes valeurs; d'où il suit que les 

angles u et Q, déterminés par les valeurs iang f o = p q ,  tang t QG:, 
restent les mêmes ; donc le corps doit se retrouver encore au point M. 
Ainsi, le corps, après &tre parvenu au point G ,  revient sur ses pas 
en suivant la m6me route, comme si sa vîtesse avait été changée 
tout à coup en une vîtesse égale et directement opposée. 

Nous ne dissiniulons pas que cette explication est peu satisfaisante 
en elle-même, et qu'elle ne peut guère être admise que comme un 
rSsultat de pur calcul ; cependant on verra bientôt qu'elIe peut être 
justifi&e, en altérant infiniment peu la vitesse initiale. 

217. Pour avoir une idée de la figlire complète de la courbe, dans 
l'exemple que nous avons choisi art. 2 1  1 ,  nous observerons d'abord 
que l'expression des coordonnées en  fonctions de p et q étant 

si on élimine ces deux variables d'après le rapport qui doit exister 
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entr'elles, le résultat sera indépendant de la supposilion que p et Q 

sont réels, et il servira à déterminer la courbe clans toute son étendue. 
Or, l'équation F& = 2Fr peut être remplacée par l'équation al- 

gébrique tangf + = tang < V(I - c'sina[); et puisqu'on a en niênie 

et de ces équations, la relation entre p et q sera donnée par 
l'équation . 

aq"(q2 - cl ( 3 9 ' 3  p' = -- (391 - 2rqZ+ c2)" ' 

Ayant ainsi exprimé p* par le moyen de q', la courbe sera facile 
à cons~ruire dans son entier, en employaiit toutes les valeurs, tant 
positives que négatives, de p" et qa. 

Fig. 28. a r 8. Les valeurs de qa, depuis qa = c jusqu'à qa =: a, donnent 
l a  portion de  courbe AS'GS2A, dans laquelle le corps fait ses os- 
cillations, et qiii se termine en G par deux branches faisant entr'elles 
un angle double de 7S0 27l.78. 

Les valeurs de q", depuis q4=0 jusqu9à q'=c3, donneront nais- 
sance à une autre poriion de courbe DNKF, terminée en F, donk 
les principaux points se déterminent comme il suit. 

Soit q" E= c7z, z étant < I  , on aura 

ac3 a Au point D, oh l'on a FD = ;+c, = mV2, la courbe s'élève 

perpendiculairement à l'axe, et tourne sa concavité du côté de F; 
elle passe par le point N ,  oii l'on a p a l  q", x = a ,  y= O .  354a; 
puis par le point B, où l'ordonnée est tangente à la courbe, et où 
l'on a FH = o.  52ga, HK = 0 . 6 5 7 ~  ; vient enfin au point P , où 
elle fait avec l'axe un angle dont la tangente s v:?. Pareille branche 
doit être tracée de l'autre cOté de l'axe. 

Ces deux feuilles, qui offrent en F et en G des angles, l'un de 
près de goo, l'autre d'cnviron 1570, sont les seules qu'on puisse 
obtenir en supposant p2 et q" positifs. L a  nature des courbes algé- 
briques exige que ces feuilles aient une conlinuntion , mais cette 

conlinua tiori 
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continuation ne pourra répondre qu'à des valeurs négatives de 
ps et de q". 

219. D'abord si l'on change à la fois le signe de z ,  p* et q', ce 
qui donne toujorirs q'=c3z, et 

on aura 

1 Si ensuite on fait varier z depuis z = O jusqu'à z = - - 3 v 3 ,  on 
3- 

aura la continuation des deux branches qui se croisent en F sous 
un angle presque droit. 

1 - 
cJ 
', 6 étanr infiniment petit, et pa=I'II(l+NJ), on Soit z = - 

trouvera 

ou à peu près M = o.  5603 , N = o. 7 157. Or, il est aisé de con- 
clure de ces valeurs, que la courbe a deux asymptotes qui  se ren- 
contrent en un pointX de l'axe, oùl'on a GX=$a(r-N)=a(o.r4z 15), 
et qui font de part et d'autre avec l'axe, un angle X déteriiiirié par 
la valeur tang + X= /M , qui donne X = 730 38'. 

1 .  
De même si l'on fait varier z depuis z = a jusqu'à z =CO , on 

aura la continuation des branches qui  se coupent en G, lesquelles 
s'étendront à l'infini, et auront dans un sens opposé les méiiles 
asymptotes que les branches qui se coupent en F. 

220. RIaintenaiit, pour connaître plus facilement la vraie courbe 
que doit décrire le corps, d'après les données prises pour exemple 
dans l'art. 2 1  I ,  nous conserverons les mêmes forces A et B, dont 
l e  rapport est de 7 à 15, le même point A où conimence le niou- 

veinent et  où l'on a n t 0 = / +  - - FA nous supposerons également 
- A G '  

que la vîtesse en A est perpendiculaire à l'axe, mais nous altérerons 
infinirneut peu cette vitesse; et conlme dans le cas de p s i z r ,  

60 ' 
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+eV* - ( 1  + mO)a mnb 
on a-- --- 

rnO ' ~ + m m ' '  
et dans l'exemple de l'art. 21 1, 

A + B  
mm' ama -- - - - - 3 nous supposerons 

1+rnm' 1 +zma '" 

de manière que le quarré de la vitesse sera augmenté dans le rap- 
port de I à I $- 6, 6 étant considéré comme inh imen t  petit. 

Cela posé, les valeurs des élémens na, nz', c ,  x ,  A ,  ci, a' devien- 
dront infiniment peu différentes de celles qui ont lieu dans l'exemple 
cité; et voici commenk on  trouvera ces nouvelles valeurs. 

L'équation précédente donne dabbord nui' = x. Enruib si, 

dans l'expression de nz -nt1, art. I 15, on substitue la valeur. . . . 
= ( 1  t mol2 

-4 

mm 
(AL + B) .A ( I  +d'), et qu'on fasse en même temps 

A-  les substitu~ions m' = /' - - 1- 
a *  B , , on aura 

Substituant les valeurs de nzna' et de m'-na dans les formules gé- 
nérales du cas V q u i  servent à déterminer a et d, on  en déduira 

1-68 a=v+=rnO, e t  al=-- 3-aEVf i 
donc 

Au moyen de ces valeurs, l'équation de la courbe décrite sera 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SIXI~&IE P A R T E  SECTION 

m(c,  4.) =F(x, r ) ,  et on aura en même temps 

22 I .  Pour faire une application numérique de ces formules, soit 
d'abord d'=o. oor , ensorte que le quarré de la vîtesse initiale soit 
plus grand d'un millième que celui qui fait passer la courbe par la 
centre G, on aura les valeurs approchées des constantes comme 
il suit : 

logc=g.761662 c=sin3501f,11 l o g P ' c ~ o . 2 3 g o 8 r  
log x =  9.760277 %=sin 35. 9 . 3 7  log F'x = o. 238754 
log k=9.698813 log ni = 9.937495 

log rn =9.637134 

Pour avoir le premier point d'intersection de la courbe avec l'axe, 
il faut faire q = CO, ou [= ?r, et déterminer + par I'éqnaiioa 
kF1(c, 4) = F'x. Or, comme k-+ est très-petit, ainsi que c-x, 
on voit que 4 differe très-peu de T ;  c'est pourquoi, faisant S=t-+', 

1 on aura FS1= 2Frc - j: F'x = o. 00 136. Cette quantité étant très. 

petite, ou aura, avec une exactitude sufisante, 4' = o. aor 36, 
GB1 et p" = c3rn1. = o. 000000534 = - FB1 ' 011 voit, par consé- 

quent, que le point d'intersection B1 est à une distance de G qu'on 
peut regarder comme très-petite de l'ordre 6". 

222. Poor avoir le second point d'interseciion 11, il faudra faire 
p = o ,  OU +=d, et on aura, pour déterminer r ,  l'équation 
zkF1c = F(x, c) ; et comme akF1c est très-peu différent de F1x, on 
pourra faire c= f # +<', <' étant une quantité très-petite, ce q u i  

5' donnera F ( x , c )  = F ' X + ~ ,  C étant / ( I - x ' ) .  Donci'= C(skF1c-F'x) 
1 ly' Gr' = Ck (o. ooi 36) =o.  000556 ; de là .= 3= o. oooooo8oo = - 
4 FIL* 

Le point 11, situé de l'autre côté de G ,  est donc encore extrême- 
ment près du cen lre G. 

On remarquera que dans la demi-révolution que fait le corps en 
passant du point B1 au point II, l'espace parcourra est très-pelit de 
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'476 EXERCICES DE CALCUL INTEGRAL. 
l'ordre JS. Ce passage a pour effet, de changer, dans un tempg 
excessivement petit, la directiqn de la vitesse, et de la rendre presque 
diamétralement opposée. 

223. On peut aisément prévoir qu'à partir de Ir, le corps se trou- 
vera, après une demi-d évolution , très-près du point de déparl A.. 
En effet, pour trouver le troisième point d'intersection la, soit 
4 = a ~ ;  il faudra déterminer r par l'équation F(x, c) = dXF1c. 11 
en résulte à très-peu près r=a t zr', C étant la même quantité. 
qu'on a déjà trouvée dans le cas de 4 = ?r. Cette valeur donne 
9%- ct= ~6~.4[' ';  ainsi le point 1' sera à une distance d u  point A 
très-pctite de l'ordre 6'; il sera d'ailleurs situé entre A et G. 

On voit que le corps, après trois demi-révolutions, revient irès- 
près du point de départ A. Alors sa vitesse est très-peu différente 
de la vitesse initiale en grandeur; mais sa direction est à très-peu 
près diamétralement opposée. 

224. Après le point 1", où l'on a +=zzr, le corps, passant de 
i'autre côté de l'axe, parvient au quatrième point d'interscction B', 
où l'on a c=: T, et $=Sr- .\Cf', 4'' étant une quantité très-pe.tite 
de l'ordre 6 ;  de sorte que la distance GB', proportionnelle à p, 
est encore une quantité très-petite de l'ordre 6'. 

Du point B" le corps passe, par un circuit très-petit, à l'inter- 
seclion suivante 13, où l'on a 4 = 3n et r très-peu diflférent de 2 v. 
De là le corps passe à un sixième point d'intersection I" très-voisiu 
de A, et les choses continuent de la niême manière pendant un 
assez grand nombre de révolutions. Cependant l'orbite finit pm 
s'éloigner sensiblement, tant du point de départ A, que du centre G; 
mais elle y revient apï& des périodes prcsqu'égales, et les mêmes 
phénomènes se renouvellent. 

2 2 5 .  A U  reste, il est facile, par nos f o m u ~ e s ,  de déterminer Ia 
situation d u  corps après un nombre quelconque de révo1.u tions, 
,Veut-on, par exemple, déterminer la 5 0 1 ~ ~ ~  des intersections B1, 

n- B", etc.? il faudra faire c= ioor - et chercher la valeur corres- 
.2'  

pondante de 4.011 trouvera, d'une maniire approchie, 4 = I oorm 
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S I X I ~ I E  PARTIE. SECTION II. 447 
GB - 73Oa4'; et de là,pn=o.3826=FG, ou GB=a(o.Gzo). On con- 

naît donc le point B, où  se trouve le corps après ,501 interseclions 
à droite, et 1000 intersections à gauche de G y  c'est-à-dire après 
150 I demi-révolutions. 

226. Ayant calculé l'orbite dans Ie cas de d'= o. 001, il importa 
aussi de la calculer en supposant d'= - o. 001. Alors, en faisant 
la substilution dans les f o r n d e s  de l'art. 220, on aura les résultats 
suivans : 

1 0 g c = g . ~ 6 1 2 1 6  logF'c=o.z33g75 logzP'c=0.540005 
1 

log x = 9. 762j93 log F1r = o. 239303 log kP1r = o.  5401 76 

Puisque aP'c est < ;F'x, il s'ensuit que lorsque r=;rr, on a .$. > zr. 

Donc la première intersection a lieu en un point I" situé 3 gauche 
de G ;  c'est d'ailleurs ce qui s'accorde avec la supposition faite sur 
l a  vîtesse initiale. Eu faisant 6 = O, la première intersection tombe 
précisément au centre G;  en faisant d'= O .oor, ce q u i  augmente 
d'un niillième le carré de la vitesse, nous avons vu que la première 
intersection a n i t  lieu en  un point BI à droite de G; maintenant que 
nous faisons d'=- O .OOI', ce qui diminue d'un millième le car& 
de la vîtesse, il est tout simple que la intersection de l'or& 
bite se fasse en un  point 1' situé à gauche de G. 

Pour déterminer le point l', il faut faire 4 =* , et cherclier par 
l'équation F(x, 5)  = 2kF1c; soit = ;T.- <', on pourra supposer 

P(r, r )  =F1r- $, ce qui donnera ci= g(F1r  -2fiF1c) = o .  00055~9. 
1 p De là -=- GI' = o.oooooo81 I == -- Ainsi la distance GI' est' 
4" FI1 ' 

très-petite de l'ordre 6'. 
Pour avoir l'intersection suivante BI, il faudra faire =$T,  

GB1 suite ps = c"m'4'' = 0.000000540 - Ainsi la dislance GB' FB' ' 
est encore très-petite de l'ordre 61.. 
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475 EXERCICES DE CALCUL IIVT~GRAL.  
227. Ces résultats, trouv& dans les hypothèses d'= 0.001, 

J' = -O .OOI , servent à expliquer ce y ui se passe lorsque d'= o. 
O11 voit que 6 étant très-petit, positif ou négatif, mais non pas nul, 
le corps parti d e  A s'approche à une distance extrêmement petite 
du  centre G, et décrit au-dessous de l'axe une sorte d e  demi-el- 
lipse très-petite, au moyen de laquelle la vitesse change subitement 
de direction, et en prend une presque diamétralement opposée. I l  
revient donc sur ses pas par une route très-peu différente de  celle 
qn'il a suivie, et arrive, après une troisième demi-révolution, en 
un point de l'axe très-voisin du point A. La vitesse en ce point étant 
très-peu différente de la vitesse initiale, mais dirigée dans un sens 
à très-peu près opposé, le corps vient de nouveau rencontrer l'axe 
en un point très-voisin de C; là il décrit encore autour de G une 
sorte de demi-ellipse très-petiie qui change tout à coup sa direction ct 
le reporte de nouveau vers ut1 point de l'axe fort voisin du point d e  
départ A. Les parties de courbe décrites autour du centre G, d'abord 
excessivement petites, s'agrandissent de plus en plus, et au Bout 
d'un certain temps, les demi-rét-olutions successives deviennent 
de moins en moins inégales en étendue cornme en durée. Dans ce 
mouvement, le corps ne peut revenir au point de  départ, à moins 

, kF1c 
que la quantite -;- n'ait une valeur rationnelle; mais l'orbite est 

F ic 

toujours limitée par le périmètre de l'ellipse p9=nz, et elle touche 
ce périmbtre dans une infinité de points qui sont ses apsides supé- 
rieures, et qu'on peut aisément dé~erminer. 

Au reste, l'anomalie qui a lieu au coinmencement du mouvement, 
c'est-à-dire l'extrênle inégalité de deux demi-révolutions successives, se  
renouvelle à des époques déterminées, d ~ n t  les intervalles sont à peu 

, kFtc 
pi& égaux OU tau t-à-fai t égaux, si Ia quanti te -- est rationnelle. Car si 

F'n 

l'on fait i la fois 4 =In+$', T=Lrr-j-r1, l'équation kF(c, 4)=F(x, c) 
deviendra kF(c, +') = F(x,  <'), pourvu qu'on ait  klP'c=LF1x.; 
or, a n  peut pendre  les entiers 1 et L assez grands pour que cette 

1 
équation ait lieu, ou exacien~ent , ou a u x  quantités près de l'ordre - L ' 

GM 
lesquelles peuvent être supposées plus petites que le  rapport ~ x ,  
N étant le point d'iiiterseclion le plus voisin de G. 
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228. On ro i i  maintenant conirnent le calcul explique la possi- *ig. .g, 
bilité que le corps parcoure l'orbite anguleuse ASIC, dans l'exemple 
de l'art. 21 I , et dans les cas senlblables où le corps, parti de A ,  
doit parvenir au centre G. 11 faut supposer que la vitesse initiale est 
infiniment peu différente de celle qui est nécessaire pour que  le 
corps parvienne exactcment au centre G ;  qu'en vertu de cette diffé- 
rence, le corps ne parvient pas précisément au centre G ,  mais qu'il 
en  approche jusqu'à une distance infiniment petite du second ordre; 
que dans cette proximité, où le corps a une vîtesse presqa'infinie, 
il décrit au-dessous de l'axe une sorte de demi-ellipse infiniment 
pe~i te ,  au moyen de laquelle son mouvement acquiert dans un ins- 
tant une direction opposée. 11 revient donc sur ses pas, arrive à un 
point de l'axe infiniment près de A, continue sa route au-dessous de 
l'axe, s'app~oche de nouveau infiniment prés d e G j  que là il éprouve 
de  même, par sa circulation dans une demi-ellipse infiniment pe- 
tite, un changement de direction, puis il revient à un point de  
l'axe infiniment près de A, et ainsi à l'infini. De la on voit que le 
mouvement du corps dans l'orbi te anguleuse AS'CSnA est un mouve- 
ment d'oscillation par lequel il s'approche du centre G et s'en éloigne 
ensuite, en revenant sur ses pas, comme s'il y avait en C un  
obstacle inébranlable qui ne permît pas au corps de passer outre, 
et qui le fit rejaillir en  sens contraire avec la même vitesse. 

229. Avant de terminer l'examen du cas V, nous remarquerons 
que les formules pour le cas de ,M=+T souffrent une exception 
lorsque a'=a; car alors on a x= 1, et la valeur de q devient 
q=vct. Cette valeur étant constante, la courbe décrite est une 
hyperbole, et l'équation ordinaire kF(c ,  4) =F(;c, r )  n'a plus lieu. 
Cependant, comme la valeur de p ne  peut surpasser vrn, il est né- 
cessaire que la partie de l'hyperbole décrite par le corps ne s'é- 
tende pas au-delà de l'ellipse pa= nz. On doit donc présumer que, 
dans ce cas, la vitesse du corps devient nulle lorsqu'il est arrivé 
à son apside supérieure S' située sur l'ellipse terminatrice; alors 
il reviendra sur ses pas en decrivant toujours le même arc d'hyper- 
bole, terminé de part et d'autre de l'axe par l'ellipse pa=nz; et 
son mouvement sera un mouvemenl d'oscillation, conmie nous 
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480 EXERCICES DE CALCUL IXT~CRAL. 
en avons déjà trouvé des exemples. C'est ce qu'il est facile de vé- 
rifier par nos forniules. 

230. E n  faisant a=&, on a les deux Squations m=(m'-m) (A+B) , 

B- Amni 
A- Bmm' a== -- m+m' 

e-- d'où résulte la condition -- - B - Amm" i +mm' A+B* supposant 
A- Ba' a donné ainsi que A et B, on tirera de ces équations, n~m'=~-, 

~PC(B-A)  , MI-m=-- B - A * ~  Y m+m=--- ( 1  - "3 - 9  VAB, 
B - Aar' 

. . On a ,  au coniniencement du mouven~ent, p=o, qs=m"=a; ainsi, 
l'équation qui donne la vitesse v en un point quelconque, sera 

mm' D'ailleurs on a t a Y s =  (A + B) . ;+_. 
donc b 

1 4- #pl  Maintenant, on voit que  v sera nulle lorsqu'on aura - - B 
p 1 - t a  - V ' p  

ou pa= cette valeur étant la même que celle d e  rn, il vB-&VA' 
Fie;. ng. s'ensuit que la vitesse est nulle en effet au point S', e t  qu'ainsi l e  

corps décrit librement l'arc d'hyperbole S'AS1 par un mouvement 
analogue à celui du pendule. 

231. Si l'on veut avoir le temps de l'oscillation, il faudra observer 
que puisque q est constant, la parlie t" due à la variable [ sera 
nulle. Il ne restera donc à trouver que la partie t' dile à la variable 4 ;  
et conime au point  A on a+=;o,  et au point S', +=+T, il est 
visible que le temps d 'une oscillation sera a t t ($w) ,  ou 2T1, TI étant 
déterminé par la formule du no 188. 

On voit immédiatement qiielles sont les conditions pour que ce 
cas particulier ait lieu, c'est-à-dire pour que le corps décrive, par 

U 11 
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SIXI~RIE PARTIE. SECTION II. 48 I 
un mouvement d'oscillation, l'arc de l'hyperbole q'= a ,  terminé 
par l'ellipse pa=nz. 11 faut, pour cela, que le point A, origine du 

FA 
mouvement, soit un sommet de l'hyperbole où  l'on a ==a, que 

la vitesse en A soit perpendiculaire à l'axe, et que cette vitesse 
1 +* satisfasse à I'équa tion f a ~ =  (t - B~L) - --. 
1 -a 

Développement du cas 71. 

232. Dans ce cas, la valeur de q a deux différentes formes, selon 
que l'angle p, qui donne la direction de la vîtesse initiale, est plus 
grand ou plus petit que +fi. Mais ces valeurs s'accordent, en ce 
qu'elles ont également pour nzirzirnunz va; de  sorte qu'en prenant 

FI 
un point 1 situé entre F et G, tel, qu'on ait ~ ç = a ,  aucune intersec- 

tion de la courbe avec l'axe ne peut avoir lieu à gauche du point 1. 
Le cas VI ayant beaucoup d'analogie avec le cas V, ainsi que nous 

l'avons déjà remarqué, nous ne croyons pas devoir entrer dans de 
nouvelles explications sur la manière de déterminer les points d'in- 
tersection de la courbe avec l'axe, ainsi que ses apsides tant supé- 
rieures qu'inférieures; nous ferons voir seulement comment on trouve 
l'expression générale du temps. 

233. La preniière partie t', qu i  est fonction de II, est toiijours la 
même que dans le cas IV; quant à la seconde partie tl', qui est 

dt" 9' . dq fonciion de c, on la trouvera par la formule - - - -- 
a ~ z a - ( ~ + q ~ ) '  a VQ' 
v* dq dans laquelle il faut substituer les valeurs y== - ---2-- 

cos 5' VQ- \/(&la1- Aa'} 

dc - Soit donc V(1 - % a  sinz C)* 

on aura 
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J'observe sur cette formule, que le paramètre v se rapporte toujours 

à la forme r = - 1 f Cs sin1 v ; car de là résulte sinan a '2 
a+1' 

1 -ml 
coss n = - . OC, par les valeurs de a - cd et  da1, on  a 

ca+l 

A + B  (,+a) ( 1 - a l ) = ( r - m ) ( r + n a f ) . - -  donc CL'<I, donc 
B - Amm1 ' 

l'angle n est toujours réel. 
Or,  par les réductions ordinaires, on trouve 

et en appelant Z' la valeur de Z, lorsque r=$7r, on aura 

D'un autre cQié, si l'on fait K t =  f r-f- (F'x - E'x) F(g, n) - 
F1xE (d ,  I I ) ,  on aura 

donc 
1-9 sin2v rs tangv .A(C, v) Z1= - (E1x - g2F'x) - - K'. 

L;1 cosZ 4 P cos2? 

na 
Ces valeurs étant connues, on aura, en général, t" - -- - ( ~ + I I ~  Z, e t  

D"œ Tl);= -- 
(a+ 1)' 

Z1, T" élant la valeur de trt qui répond à < = $T. 

234. La valeur de t", qu'on vient de trouver, suppose ,u>irr. 
Si l'on a p <+T, il faudra se servir des secondes formules dm 

dt" 
cas VI; alors, dans la formule - - 4" 4 , .. -- il faudra substi- 

a l / 2 a - ( i + z  y Q J  
*'(I - a" sinz <) dq - __- tuer les valeurs q'= d< 

-a--- 

n2sinP 5 ' vQ- v(MI-Aa') )/([-n" sin2<)' 
*+a' Sin>il=-- ce qui  donnera, en faisant Du= % \/(- A + B  .- m+m' 
r + i 9  

et v==cot2n, 
D" ,,, = - f d i  sin2( (/(i - ra sin' c) 

1~ f- 1 ~ '  (1 + I sinz ' 

Or, l'intégrale comprise dans cette expression élant semblable à 
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celle du ne 188, on aura, d'après la même formule, 

et en faisant c=f zr, 

Mais puisque v==cotsn, on a, en faisant lil=+?r+ (F1x-E1x)F(C, n) 
sin a cos a - F1xE(g, n), n'(v, x )  = sinavF1x +- ---- *cg, ?) Kr; done 

- m. Du cas où i'on a mi - 
235. Dsns ce cas, on a c0=xo=+,  mais alors la valeur de k 

reste indéterminée ; pour obvier à cet inconvénient, soit nzi=m(r+o), 
mu(A+B) o étant infiniment petit, on aura ca=:(x + w ) ,  &-ai= --. B-Ain1 ' 

Bml- A Et comme o u ,  a en même temps a' = w, il en résulte 

d'ailleurs les conditions propres a u  cas VI exigent qu'on ait à la fois 

Cela posé, l'équation de la courbe sera AF4 = Fr- FE, le 
module commun à ces fonctions éiant c=/i .  O n  aura en même 

leurs sont relatives aux formules du cas VI, qui supposent dans 
l'état initial du rnouvenlect p>  fr, ou ,u=tzr; dans ce dernier 
cas on aurait, de plus, a= nao et E =  O. 

236. Si l'ou veut que la courbe décrite soit une courbe algébrique, 
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484 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL.  
i i il faudra faire k = - - étant une fraction rationnelle 'plus petite 
e '  e  

que l'unité. Cette fraction étant prise à volonté, ainsi que le rapport 

moindre aussi que l'unité, on aura, pour déterminer rn, l'équation n 

eiisuite on aura a = /(:=%). Quant aux données m0 et p re- 

latives à l'état initial, on voit, conime dans l'art. 119, qu'il doit 
exister entr'elles la relation 

me'(B - Am') - (Bma- A) - 
COS" = 

zm'mO(A f B) + (1  +nt2)  (A + Brno")' 

L e  numérateur de cette expression est la meme those que. . . . ; 
(rno3- aa)(B - Ama), ainsi on devra avoir mO> cc; ce qui s'accorde 

avec la valeur cos 6 = d(5)). qui a lieu en général sans suppo- 

ser m'=na. 11 faut en outre que la vîtesse initiale V soit telle qu'on 
m2 (1-f-mO1" ait f aVa = (A+ B).- 1 + ma. m"sin",u ' 

Ces conditions ayant lieu, l'équation de la courbe décrite sera 
c V m . s i n 4  iFS = e(Pc-FE) ; on aura en même temps p = v(i -cZ~in".\?) ' 

Ces formules supposent l'angle /A.>~T;  elles s'appliqueront de  
même au cas de p = ; n , en faisant 6 =o. - 

Si l'on a p < T ,  le seul changement à faire dans les formules, 

sera de prendre COSE = 

237. Dans tous les cas, le corps reviendra au point de départ 
lorscju'on aura = ~ T + E  et J /  = ezr; alors le nombre des points 
d'intersection 1 situés entre F et G , sera e ; celui des points d'in- 
tersection B situés au-delà de G, sera i ;  le corps reviendra donc 
au point de départ A après un nombre i+e de demi-révolutions; 

ainsi la période qui doit se répéter sans cesse comprendra ( i t e )  
ou i+e révolutioris, selon que z+e est pair ou impair. 
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Ce résultat souffrira néanmoins une exception si la courbe passe 

par le centre G y  ce qui peut avoir lieu dans deux cas : 

10. Si l'on a p>;zr, ou q = -  '& il faudra qu'on ait à la fois 
cos 3 ' , 

4 E IV, <=(iL + I )  , 1 et La étant des entiers; et  de Ih résulte 

l a  condition 211l"c = (2L + 1)  eF'c - eF16, ou 

il  - ~ e = : ( ~  a - E )  F'C ' 

F'E 
Donc il faut que soit une fraction rationnelle telle que.. . . 

F ç n' ' 
( r  -:). soit un eniier. Dans le cas d e p = t ~ ,  on a r = o ,  et 

2 

i l  suffira que e soit un nombre pair. 
t / ( i  - ca sina i )  

2'. Si l'on a ,u < < zr, et par conséquent 7 = c. sin <- ' 
il faudra qu'oii ait à la fois #=ID-, C=Lry ce qui donnera la 
condition 

e F'E eL -il=-.- 
z F'c ' 

F's ainsi il faut que Fc soi1 une quantité rationnelle, et que son pro- 

duit par $ e soit un nombre entier. 

238. Si l'on fait, par exemple, i= I , e = 2 ,  e=o ou ,u=$v, 
l'équation de la courbe sera F+ = zFc, et il e n  résulte que le corps 
parti de A suivant une direction perpendiculaire à l'axe, tombe au 
centre C après une demi-révolution; ce cas est donc analogue à celui 
que nous avons traité fort au long art. 215 et suivans, et il est sus- 
ceptible d'une semblable solution. 

Un  cas plus simple, ou moins sujet à difficulté, s'obtiendra en 
faisant i=r, e=3,  c=o; alors l'équation de la courbe seraF$=3Fr, 
et on trouvera que la courbe rentre sur elle-même aprés deux ré- 
volutions, comme l'indique le nombre +(i+e)=2. 

239. Les courbes algébriques que nous venons d'obtenir, jointes 
à celles que nous avons déjj. trouvées dans le développement du  
cas III, art. 189 et suivans, sont les seules que donne l'hypothèse 
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C +C'=o de I'art. 102; ce sont aussi les seules qu'Euler ait indiquées 
dans les Mémoires de Berlin, année 1760. Elles sont toutes repré- 
sentées par l'équation i F S  = e(Fr-FE), dans laquelle le module 
des fonctions est )/$ ou sin 45". Mais on a déjà fait voir qu'il y a 
une  infinité d'autres s y s t h e s  de courbes algébriques qui peuvent 
également satisfaire à la question; c'est ce dont on va donner de 

9 
nouveaux exemples. 

Des courbes algébriques qui satisfont au cas TI.  

240. On ne peut faire c=z,parce qu'il en résulterait, ouc"=xa=- = 9 

ou ,4B = O ,  cas qu'il est maintenant inutile d'examiner. Soit donc 

et l'équation de la courbe sera iF~"=e(F[-Fs), x étant le module 
commun; on aura en même temps sin (zJ/ - 4") = c0 sin 40, 

c\/mr s i n 4  '& cette dernière valeur suipose p > f T. P =  ~ ( i - c ' s i n + )  ' Q - c o s 5  -p. ' 
i Si l'on prend la fraction rationnelle ; à volonté <+, on aura une 

- 
2 'CO 

valeur convenable de x =  cO, ensuite on aura c=--- 
1 +c0 

Connais- 
B 

sant ces modul-s ainsi que le rapport à, on déterminera n m 1  p a r  

l'équation 
7nm' --- - An ba,-a%2i? _ --. --- 

( ~ + m m ' ) *  ( A  b 2 ~ D - ~ 2 @ '  

où 1'01 a Cs= 1 - x', ha= I - c'. Connaissant nznz', on aura, à I'or- 

Les valeurs de a ct a' sont connues par celles de nz et 771') 

supposé ,u> f T, on a entre p et ?no une équation qui laisse une de 
ces quantités à volonlé; et ou en déduit la valeur de la vîtesse ini- 
tiare, par les forn~iilcç de I'art. 192. C'est avec toutes ces données 
qu'on aura l'équation de la courbe e t  les équaiions accessoires, 
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comme nous les avons rapportées ci-dessus. Cette solution a encore 
une assez grande généralité, puisqu'elle laisse arbitraires la quan- 

A i iité me et les rapports E< 1 , ;  <:, ce dernier devant être rationnel. 

241. Pour savoir combien le corps doit faire de  révolutions pour 
revenir au point de départ, il faudra faire +=IT, [=Lrr+s, L et I 
étant des entiers; alors on aura 4.°= 2172, et la substitution de ces 

1 e 
valeurs donnera = ;. Donc les moindres nombres à prendre pour 

1 et L sont I= f  e, L=i, si e  est pair; et ils seront 1-e, L=zi,  
si e est impair. Le nonibre des demi-révolutions qui ramènent le 
corps au point de départ, est i e + i  dans un cas, et e+zi dans 
l'autre. Donc le nombre des révolutions qui composent une période 
sera f ef-  i, ou e+ 2i, selon que e sera pair ou inipair. 

242. Soit, par exemple, i = r ,  e=4,  €=O,  on aura x=2-f v14, 
c = *- et l'équation de la courbe sera FSO=@'C, x étant le mo- 

l+%' 

dule cornmuil ; on aura en même temps sin ( 2 4  -?Co)= x sin 40, 

donc p = o ,  et q=a; c'est-à-dire que le corps parti du point A 
tombe sur le centre G après une demi-révolulion, ce qui est encore 
un  cas analogue à celui que nous avons traité art. 215  et suivans. 

- 27-"x 
243. Soit encore z = I , e= 3, 6 = O, on aura x ,  

17 

et l'équation de la courbe sera Fzt0=3FC, x étant l e  nlodule 
commun. Soit c=f  v ,  on aura lCO= $'T, +=$ ($a->), 3. étant 
l e  plus petit arc dont le sinus est x. Ces valeurs déterminent le point 
d'intersection BI. Soit r=:./r, on aura 4'=:m, 4=$(:~r+./); 
cette seconde valeur de 4 détermine un point d'intersection Ba qui 
ne diffère pas de B1 ; il en sera de même du poink B3. 

Pour avoir les points d'intersection 1, soit +=T, on aura 1Co=27r, 

Fr= 3 F1c, ce q u i  détermine le premier point 1'. Soit -$ = 27, 011 
aura Fr=: F1c, ce qui détermine le second point d'intersectiou Ia, 
différent de Il. Enfin, soit $=37r, on aura Fc=4F1c, ce qui donne 
r= 27r; donc le iroisiéme point 13 se corifond avec le point A, 
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O n  voit maintenant, par les difîérentes valeurs de r, qu'à partir 

du p i n t  A, les demi-révolutions successives se terminent aux points 
BI, If ,  I", BI, A. Après ces cinq demi-révolutions, le corps revient au 
point A ,  mais avec une vîtesse diamétralement opposée à celle du 
point de départ; donc il n'a achevé que la moitié de la période, 
et il faut encore cinq demi-révolutions pour que le corps revienne 
au point A avec la iii6me vitesse dirigée dans le même sens. C e  
nombre 5, qui exprime combien il y a de révolutions dans une pé- 
riode, serait donné immédiatement par la formule e t  ai. 

Solution du problènze gé/zLml, lorsque ka cour& décrite est c i  

douOle courlure. 

244. Ayant fait voir coniment, par l'application de la théorie des 
fonctions elliptiques, on détermine avec tel degré d'exactitude qu'on 
voudra, toutes les circonstances du n~ouvement d'un corps altiré 
vers deux centres fixes, lorscjue la courbe décrite est située dans un  
plan, il ne sera pas inutile d'indiquer, au moins sommairen~ent, 
corninent on pourrait appliquer les mêmes méthodes au problème 
considéré dans toute sa généralité, lorsque la courbe décrite est à 
double courbure. Sous  donnerons d'abord, d'après Euler ( N o v i  
Conz. Petrop., to111. XI), l'arialyse par laquelle le problème se réduit 
imn~édiatement aux quadriitures. 

j*ig. 30. Soient toujours F et C les centres des forces, M le Iieu du corps au 
bout du temps t ;  nous imaginerons que le planFHC était, au cornmen- 
cement du mouvement, confondu avec le plan fixe EFG, et que 
pendant le temps t il a décrit autour de l'intersection comnmne FG, 
l'angle MPQ= p. Il est évident que pour déterminer le Iieu du corps 
au bout d'un temps quelconque, il siifira de connaitre sa position 
dans le plan mobile FMG, avec l'angle p que fait ce plan mobile avec 
le plan fixe EGF. 

Remarquons, avant tout, que si la vitesse du corps, à l'origine du  . 
mouven~ent, était dirigée toute entière dans le plan EFG, il n'y 
aurait aucune raison pour que l e  corps sortit de ce plan, et ce cas 
serait celui que nous avons déji  traité. Le seul élément auquel est 
dû le mouvement du plan PMG, est donc la partie de la vîiesse 

initiale, 
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initiale qui est perpendiculaire au plan EFG; mais cet élément n'a 
pas seulement pour effet de produire le mouvement du plan FMG; 
on verra qu'il a encore celui de rendre d'une nature toute différente 
la courbe décrite dans ce plan. 

245. Nous conserverons les mêmes dénoiiiinations que dans 
l'art. 70, pour toules les quantités, lignes et angles qui appartiennent 
au plan FMG; nous feroils, de plus, QP=yl ,  PR1 =z', MQ étant 
une perpendiculaire abaissée de 'BI sur le plan fixe EFG; et comme 
on a déji fait l'angle MPQ=p, il est clair qu'on aura yl=y cosp, 
e l = y  sinp. 

A B 
Cela posé, nous avons les forces , dirigées suivant MF et 

BIG; ces forces étanl décomposées suivant les  rois coordonnées 
rectangles x, y', z', il en résultera les trois équations différentielles 
du niouvernent , savoir : 

ddx - -- A(x-a)  Bx -- - -- 
dl2 l3 $A ' 

ddy' -- - AY' 
dtZ - - BY' - - -- 

P 53 ' 

et voici coinnient on les réduira au premier ordre : 
r O. l\luliipliant la première par dx, la seconde par dy', la troisième 

par dz'; ajoutant les produits et intégrant, on aura 

C'est l'équation connue des forces vives, dans laquelle le premier 
dx2+ d y  " +yxdp" membre, qu'on peut aussi représeuter par - ----- 

2'dt2 
, est la 

moitié du quarré de la vitesse. 
20. De la seconde et de la troisième, on déduit immédiatement 

yrdd - BI+' = Hdt ,  ou 

Cette seconde équa~ion prouve que les aires décrites dans le plan 
mobile RIPQ, perpendiculaire à FG, sont proportionnelles au temps. 

62 
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En  effet, l e  mouvement du corps dans ce plan, considéré cornnie 

fixe, n'est troublé que par la force +- $ dirigée vers le centre P. .  

30. La troisième intégrale se déduira, comme dans l'art. 71, de 
la  considération des aires élémentaires dz, dg, et de leurs diffé- 
rentielles 

dcia = (x - a)ddy -yddx, 
d& = x d ~ l y  -yddx. 

Or, les valeurs yl=y cosp, sl=ysinp, donnent dc$%osp+ddz'sinp 
e ddy-ydpa; donc endsubstituant les valeurs de ddy' et d&' don- 
nées par les équations du mouvement, on aura 

Ha g y =  3-9. 
dl2 r' s* ' 

d'où l'on déduira 
ddct E12(x-a) aBy - = --- 
dt' Y~ + 
ddg H4x aAy _-  ---- 
luz Yi F~ ' 

D'ailleurs on a da = PdQ, dg = s ' d ~ ,  y = r s h q  = ssinw; 
x = s cos w , n- x = 1. cos Q. Faisant donc ces diverses substitu- 
tions, on parviendra à l'équation différentielle 

qui peut s'intégrer immédiatement, et dont l'intégrale est 

OU 
75sadadq -- 

dt" - C'a + A a c o s ~  -Bacos@ - HScotwcotq; ( c f )  

c'est la troisième intégrale cherchée. 

246. 11 reste à faire voir comment on peut parvenir à la sépa- 
ration des variables, Pour cela nous ferons les niénies substitutions 
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que dans l'art. 72;  et observant que les équations (u') et (U) 
donnent pour le  mouvement dans le mobile FMG, l'équation 

Aa Ba aH' si l'on fait encore, pour abréger, il1 = C 3.7 + - z, 

De là résulte l'équation Pdq'=Qdpm, dans laquelle on a 

e t  substituant dans ces expressions les valeurs de RX et N, après 
les avoir réduites en fonctions de p et q ,  on obtient le résultat sui- 
vant, très-ren~arquable en ce que P se réduit à une fonction de p 
seule, de même que Q à une fonction de 7 seule, coinme dans le 
cas de H=o : 

dy O n  aura donc enfin l'équation à diCéreniiellen séparées k *=-- 
VP VQ' 

dont chaque membre est iniéçrnble pgr une fonction elliptique de 
première espèce, comme o n  le voit immédiatement eu faisant 
pl = U, q1 = 25. 

247. 1,es valeurs de P et Q exprimées en fonctions de h l  e t  N 
4J" - d_q" donnent, en faisant dR' = - y , 

siibstituant cette valeur dans  l'expression de ~ ~ " s ' d ~ d w  de l'art. . 72 ,  
et ensuite mettant à la place de r"slclpiv sa valeur naNdta, on aura,  
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comme dans l'art. 73, 

ce qui donne, en. séparant les variables, 

Remarquez que les deux parties de cette formule doivent toujours 
être positives, parce que dR est essentiellement positif, et qu'elles 
ne peuvent devenir nulles, ni l 'une ri i  l'aulre, parce que, d'après 
l'équation (d') , l'ordonnée y ne peut jamais se réduire à zéro. 

Hdt et comme a48. De la valeur de dt résulre celle de dp = 7 ; 

- HdR (1 -pn)"  - -- -- + --- A P.  
(' :z'2)a) , ou enfin 

On voit que celte valeur esi composée, comme celle de di ,  de 
deux parties qu i  doivent toujours être prises positivement. Elles 
sont écrites l'une et l'autre dans la supposition que Ja première va- 

leur de 2 est posiiire; il faudraii changer les signes, si cette 

première valeur était négative. 

249. On peut donner une forme plus simple aux polynomes qiîi 

pour cela on entrent dans l'équation fondainentsle =t - = - vp vQ' 
u - l  1 - 2  

fera p' = - 7 q l = i + z ,  ce qui revient à supposer r+s=au,  , 
u+ 1 

s - r  = aa; alors u sera toujours positif et > I ;  mais z, qni pourra 
être ou négatif, sera toujours < I .  Cela se voit par le 
iriangle FMG, dont un cbté doit toujours être ~ l u s  petit que la 
somme des deux autres. Faisant donc ces substitutions, on aura 
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les nouveaux polynomes 

Ha où l'on a fait H' = a, et qui donnent l'équation 

On  voit que chaque membre est intégrable par une fonction ellip- 
tique de première espèce; d'ailleurs on peut remarquer qu'en 
changeant le signe de A dans l'un des polynomes U et Z ,  ils 
deviennent des fonctions semblables de u et de a. 

E n  vertu des mêmes iransformations, les valeurs de dt et'de dp 
seront données par les formules 

où il faut observer que les deux parties, considérées dans leur va- 
leur absolue, sont toujours positives et ne peuvent jamais être nulles. 

250. Si l'on se borne, comme dans les recherches précédentes, 
à ne considérer que les mouvemens permanens, c'est-à-dire ceux 
dans lesquels le corps reste toujours à une distance finie des centres 
des forces, alors la valeur de u sera toujours finie; quant à celle 
de z ,  elle est plus petite que l'unilé, dans toutes les hypothèses; 
elle ne peut être égale à ' l'unité que dans le cas où l'orbite cou- 
perait l'axe FG, ce qui n'a jamais lieu lorsque l'orbite est à double 
courbure. 

Cela posé, soit nt la plus grande et ni la plus petite valeur de u ;  
cette valeur m' ne peut jaimais êlre zéro, car dors  y serait zéro,. 
ce qui ne peut jamais avoir lieu d'aprtis l'équation (d'). On pourra 
donc supposer le polynome U ainsi cIécomposé en facteurs, où I'oiu 
a fait D = - f C ,  
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et il faudra que ul+zfu+f  soit positif dans toute l'étendue de la 
courbe décri te, depuis a = nz' jusqu'à u = m. 

Supposons qu'à l'origine du niouven~ent, on désigne 'par F le 
foyer le plus proche du corps; alors la première valeur de z sera 
positive. Dans cette hypothèse, les différentes valeurs de z seront 
ou toutes positives, ou les unes positives', les autres négatives. Soit n 
la plus grande valeur positive de z, IL la plus petite valeur, laquelle 
pourra même être négative; dans les deux cas, n-n' sera positif. 
Et en faisant seniblablenient 

Z=D(n-a) (z-n') ( ~ " $ - 2 ~ z + g . ' ) ,  

i l  faudra que le facteur x9+ 2g.z +g' soit positif pour toutes les va- 
leurs de z comprises entre les limites z=d ,  z=n. 

251. D'après l'éiat initial du mouvement, on connaîtra les valeiirs 
II' 

des constantes C, C', H ou Hf=,; on pourrait donc décomposer 

les polynomes U et Z en facteurs, par les règles ordinaires de l'ana- 
lyse; mais il est préf6rable de suivre les fornies que nous venons 
d'indiquer, lesquelles se rapportent d'ailleurs spécialement à l'hypo- 
thèse que les distances r et s ne peuvent devenir infinies. 

Si l'on fait successivemeiit u=m el u=m', dans l'expression du 
polynome U, on aura les équations 

d'où résulte 

Ces valeurs sont exprimées en fonctions de nz et n i ;  mais dans le 
problème à résoudre, il faut au coniraire déduire rn et nz' des 
données D, C', A+B, H'. Pour cela, soit I +nznzky, nz+nal=xy 
(les quantités x et y ne devant pas &ire confondues avec celles 
q u i  représentent les coordoiinées du point BI), on aura lcs deux 
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équations 

A+B H' D=-+-- 
zy y'('- 2)' 

A + B  Il' Cr= --- 
x 1-5% 

La  première donne 
214'32 - +(A+E) (I  -x2 )  = i[(A+B)' (1 -.T~)~+~DK'X'(I-X~)]; 

Y 
la seconde étant mise sous la forme 

aH'x H1x+C'x(~-z2)=(A+B)(~-x')+ -, 
Y 

puis combinée avec la précédente, ou en déduit 

équation q u i  est d u  troisième degré relativement B l'inconnue 21, 
et d'où I'on tirera une valeur de q plus petite que l'u~iité. 

Connaissant x, on trouvera y par la valeur 

o H'x ou par la forn~ule entièrement rationnelle y= 
~ ' x - ( ~ + < ~ ' x ) ( L - . z " j  

Enfin, on aura nr et 172 par les équations nz$-r7z~xy ,  mnz'=y-I. 

252. 11 reste à déterminer les coefficiens du facteur ua+zfu+f;  
pour cela, je fais successivement u = 1, u = - I , dans les deux 
expressions du polynoine U, et j'ai les deux éqii a t '  loris 

H 1 = D ( m -  I) (ni- I)  ( I  -j-zf+,f'), 

H1=D(rn+l) (ml+ 1) (1  - 2 f+ f ' )  J 

d'où résulte 
Hf(i + m') - 

D(m2-1, (ln'.-1, * 
IS(i + mm') -- 

I +Y= D (m2- i l  (,nt%- il* 

Ces formules font voir que f et I +f' sont toujours positifs; d'où 
il  suit que le facteur us+ zfu+f est positif pour toute valeur de u 
plus grande que l'unité, et à plus forte raison pour toute valeur 
comprise entre m et ml. 
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253. 11 suffira de changer le signe de A dans les formules du 

no  251 , et on en déduira semblablement les valeurs de TL et n'. Quant 
au facteur z'+ zgz +g' q u i  entre dans l'expression de z, on trou- 
vera ses coeflkiens, comme dans l'art. 252, par les formules 

H'(n + n') - ' g  = D ( ~  -n2) ( 1  -n'2)7 

Au reste, l'écjuation Udza=Zdua fait voir que comme U est po- 
sitif clans toute l'étendue de la courbe décrite, de même Z sera 
toujours positif, ainsi que le facleur z'+2gz+g1, pour toute valeur 
de z comprise entre les limites z s n, a Zn'. 

Fig. zO, 254.  Puisque les valeurs de u sont toujours comprises entre les 
limites m et ?nt, et celles de z entre les limites n et n', il s'ensuit que 
la courbe décrite dans le plan mobile FMG est toujours renferin6e 
dans une espèce de trapèze hyperbolico-elliptique TVYX,  dont 
deux côtés opposés TV, XY, appartiennent aux ellipses tracées 
d'après les équations ~.+s=anz, r+s=anil, et les deux autres 
côtés TX, VY, appartiennent aux hyperboles dont les équations 
sont s-r=an, s-r=anl, P e t  G étant les foyers communs de ces 
quatre courbes. Il faut, de plus, que ce trapèze soit situé tout entier 
d'un nlême côté de l'axe FG. 

Et puisque la courbe que décrit le corps dans le plan mobilc FRIC 
est ainsi circonscrite par le trapbze TVYX, dont elle doit toucher 
tous les cbtés , on voit que la déterniination dc cette courbe est, en  
quelque sorte, plus simple que dans le cas ou le plan est fixe, et  
qu'il y aura beaucoup moins de variété dans les formes qu'elle doit 
prendre suivant les différeiis cas. 

D'ailleurs, la position d u  corps dans le plan mobile FMG étant 
connue au bout d u  iemps t ,  ainsi que l'angle p décrit par ce plan 
autour du plan fixe EFG, il est clair que le nlouvement du corps 
et son orbite tracée dans l'espace seront parfaitement corinus et  
déterminés. 

255. Venons maiiltenatit à I'intégi-ation de l'équation (f). Coninle 
on 
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on peut prendre pour origine d u  'mouvement tout autre point de 
l'orbite que celui qui dans l'état init ial  a servi à déterminer les cons- 
tantes C,  Cr, H, nous supposerons, pour plus de siinplicité, que 
l e  niouven~eiit commence à compter d'une apside supérieure Sa où 
l'on a r-f-s = ana ; nous supposerons en mênle temps, que le corps 
parti de S0 suivant la tangente de l'ellipse en ce point, se meut 
dans le sens SoV, de nîanière qu'il se rapproche du foyer G ,  e t  

dz  qu'ainsi la valeur de - au point S b s t  négative. Par ce moyen, 
dl 

l'équation (y), où les premières valeurs de u et de a vont en di- 
du dz minuant, devra être écrite ainsi, -- - -- vu- VZ' et les équations (3') > 

(hl) deviendront, en prenant convenablement les signes, 

256. Cela posé, pour exprimer que u est contenu entre les li- 
mites na et na', je fais u = m cosSr+m'sin"o, ce qui donne 

Pour simplifier ultérieurenient ce r&ul~at ,  il faut considérer diffé- 
rens cas, selon que u9 + 2fu + f' est de l'une des trois formes 

p et p' étant des quantités réelles et posilives. 
Nous nous bornerons ici au second cas; et supposant p >pl, 

nous ferons tang r = h tang 4 , ensuite h = m+rc 

m - 7n' - c9= . ! ! ? A  
m+p !!-Fm" 

ce qui donnera la transforniée 
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On parviendrait immédiatement à ce résultat par la substitution 

(mm' + mp) cos" 4 + (mmf  + m',u) sin2-$ 
U i =  

(m' + p) cosZ+ + (m + p5inaS/ 

257. Si l'on fait pareillement z = n coszX f- n' sin2%, on aura 
d'abord 

ensuite il faudra distinguer de même trois cas, selon que la quan- 
tité sa + 2g.z +gl sera de l'une des trois formes, 

v et v' étant des quantités réelles et positives. 
Ces trois cas conlhiriés avec les trois de la première forniule, 

offrent neuf cas différens à considérer, et pour lesquels on pourra 
former un tableau analogue a celui que nous avons donné pour 
le cas où le corps se meut dans un plan fixe. 

Supposons de nouveau que za + 2gz +gf t= ( z  + v )  ( z  + v ' )  , et 

qu'on a Y> v i  ; nous ferons tangX= h' tangr,  ensuite hf= &$) 
n -  nr v - v f  et x a  = -- -- 
n + r"nf+v' 

ce qui donnera la transformée 

elle résulterait directement de la substitution 

(nnf+ nv) cos2< + ( n d +  n'v) sin2< 
z = 

(nf +- Y) cosa< + (n + Y) sin2 * 

Ces formules auraient lieu quand même n' serait négatif; en effet, 
soit ni =-n", pour que la quantité za+zgz+gi  ou son égale 
(5 + v )  (Z  + V I )  conserve le même signe, conformément à ce q u i  
a été démontré, depuis z =- n" jusqu'à z =n,  il faut que vi-fi" 

soit positive, et à plus forte raison v-nri; donc ayant fait 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SIXI~ME PARTIE. SECTION II. 499 
on voit que x' et seront positifs, et qu'ainsi x" sera plus petit 
que l'unité. 

1 

nr + Y  258. Cela posé, si l'on fait en général k = 
l'équation de la courbe décrite dans le plan mobile sera 

LF(cj +) = F(x, <) $- const. 

Au commencement du mouvement, c'est-à-dire lorsque le corps 
est dans I'apside supérieure So, on a S=o ;  soit en niênle temps 
r = 6 ,  et on aura 

11 serait d'ailleurs facile de réduire le second membre au seul 
terme F(x, e), au moyen de l'équation algébriqde q u i  représente 
l'équation transcendante F(c) - F(6) = F(f), x étant le module 
con1mun. 

A u  reste, la valeur de c peut se déterminer par l'état ini~ial du . 

mouvement qui a servi à déterminer les constantes C, Cr, H. Pour 
cela, soient 4" et Co les valeurs de 4 et r q u i  conviendraient à 
cet état initial, on peut supposer 4D ct c' positifs ou négatifs, niais 
moindres que te; or, quand, de l'époque où le corps est au point Sm, 
on revient à une époque antérieure, telle que celle de son état ini- 
tial, il faut supposer que les valeurs de IC, et 3 qui répondent à un 
point déterminé du plan FMG, sont diminuées chacune d'un cer- 
tain nombre de demi-circonférences , c'est-à-dire qu'on devra faire 
dans l'équation de la courbe +=SO-Ir, r=r-L.rr, 1 et L 
étant des entiers, et alors de cette équation on décluira 

Et quoiqu'on ait trois inconnues 1, L, 6 ,  à déterminer par cette 
équation, il n'y aura jamais q~i'nne manière d'y satisfaire exacte- 
nient; car si, e restant le  nlême, ainsi que 4' et r, on supposait 
que les entiers 1 et L fussent remplacés par d'autres entiers 1' et L', 

LI- L - kF'c 
il faudrait qu'on eût -Ir_T - __ . 

PX a ainsi il faudrait que Iri quantité 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



kF1c -- fût rationnelle, ou que la courbe fût rentrante sur elle-même, 
F'x 

ce qiii n'indiquerait toujours qu'un seul point où  les valeurs de 4 
et seraient .J/" et c. 

259. On voit maintenant qu'il est facile de trouver une infinité 
de courbes algébriques qui satisfassent à la question. On peut pour 

i 
cela faire c = x et k = - , i et e étant des entiers, ce qui don- e 
nera les deux conditions 

Ces conditions ayant lieu, l'équation de la courbe sera zF&=eF& 
c étant le module commun. 

011 obtiendra encore des courbes algébriques en satisfaisant aux 
i 

conditions k (' y +? - -;, , = O ,  et ainsi de suite, chaque système 

représentant toujours une infinité de courbes algébriques. 
Nous ne parlons ici que de la courbe tracée dans le plan rno- 

bile FMG, et circonscrite par le quadrilatère TVYX; car si l'on 
voulait que la véritable orbite à double courbure, décrite dans l'es- 
pace, fût une courbe algébrique, il faudrait satisfaire à beaucoup 
d'autres conditions qui rendraient ce problème plus épineux qu'in- 
léressan t. 

260. Un  cas fort remarquable est celui où l'on aurait na= m'; 
do r s  la courbe décrite dans le plan mobile serait l'arc d'ellipse TV, 
qui, dans ce cas, se confondrait avec XY. Ainsi le corps ne pour-- 
rait faire que des oscillations dans cet arc,  en allant alternativement 
de T en V et de V en T. Combinant ce n~ouvenient d'oscillatioii 
avec le mouvement du plan qui se détermine toujours de la m i m e  
maniére par l'angle p ,  on aurait le mouvenlent absolu du corps. C e  
mouvement s'exécute dans la surface du sphéroïde elliptique décrit 
par 13 relation de l'arc T V  autour de l'axe FG; et il est visible qu'à 
cause du mouvement de roiatign , l'orbite comprise dans cette sur- 
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face est composée de diverses sinuosités qui touchent alternative- 
ment les deux circonférences décrites par les points T et V, sans 
que la vîtesse du corps en ces points soit jamais aulle. Ce cas, au 
reste, donne lieu à des simplifications de calcul assez remarquables. 

Alors l'équation à l'ellipse u = m ,  tient lieu de l'équation. . . . . 
k F ( c ,  +) = F(x, E ) ,  et on aura pour déterminer t et p les foïn~ules 

où il faudra substituer les valeurs trouvées ci-dessus, 

n(nt+ v )  cos2 5 + n'(n + v )  sinz< 
z =  

(n'+ Y )  COS. < + (n f Y) sin" ' 

L e  temps d'une oscillation se trouverait en prenant l'intégrale de- 
puis < = O jusqu'à r = : #. 

d i .  Un second cas non m o h  remarquable, est celui où l'on 
aurait n = d ;  alors la courbe décrite dans le  plan niobile serait l'arc 
d'hyperbole TX,  qui, dans ce cas, se confondrait avec VY. Ainsi 
le  mouvenient du corps dans ce plan serait un simple mouvement 
d'oscillation suivant l'arc TX, et sa vl~esse serait nulle dans le plan 
aux deux extrémités de  cet arc. Les formules qui satisfont à ce cas 
sont semblables à celles que nous venons de rapporter. 

262. Enfin un troisième cas qui dérive des deux autres est celui 
où l'on aurait à la fois m=n~'  et rz=nl; alors le quaclrilaière TVYX 
se réduirait à un point; le corps n'aurait aucun mouvement dans le 
plan FRIG, et sa vîtesse serait toute entière perpendiculaire 3 ce 
plan, de sorte qu'il décrirait nécessairement une circonférence dont 
le  centre est au point P. 

Les syrnpiômes de ce troisième cas sont faciles à établir i n~mé-  Fig;. zl, 
diatement. En e&t, soit M le lieu du corps q u i  doit rester fixe 
dans le plan FM@; si l'on emploie les dénominations de l'art. 70, 
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les quantités Q, w ,  r, s ,  y seront constantes, et on aura entr'elles 

a sin w a sin cp 
les relations r = -- s=-- si n(O-w), y = isiorp = s sino,  

sin (p - 8 )  ' 
X = S C O S W ,  a-x=-rcosq. Or, en vertu des forces A et B, 
dirigées vers les centres F et G, le corps M est sollicité parallèle- 

A(a-2) B r  
r5 

, et dans le sens MP par la ment à GF par la force -- - - 
*Y force + 9; la première doit être nulle, pour que le corps n'ait 

I' 

aucun mouvement dans le sens de l'axe FG; ainsi on aura la 
condition 

O = Acosp  sinarp + B costrisin9w, 

qui servira à déterminer cp par CO, ou réciproquement. 
*Y BY Ensuite, pour que la force - + dirigée vers P, n'ait d'autre 
lJ S 

effet que de faire mouvoir le corps dans le cercle dont le rayon 
.est MP, il faut, en appelant V sa vitesse, qu'on ait 

substituant dans cctte équation les valeurs de r, s, y en fonctions 
de n,  Q, w , et observant que d'après l'équation (6') on a FI = Vy 

H' = Asin3Q tango, 

A sin Q 
ou V = sin (p - &)\/(A-). a sin w cos@ Ainsi on connaît la position du 

corps et la vitesse primitive dont il doit être animé, pour que ce 
cas particulier ait lieu. 

Du mouvement rectiligne d'un c o ~ p s  attiré vers deux centres$xes. 

265. Quoique ce problème ne soit sujet à aucune difliculté, ce- 
pendant cornnie il n'a point été traité jusqu'ici d'une manière com- 
plde, j'ai cru qu'il serait conven;ible d'en donner ici la solntion, 
laquelle pourra ktre regardée d'ailleurs comme une applicatioti nou- 
velle de la théorie des foric tions elliptiques.. 
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Supposons que le point A,  où commence le mouvement, soit F;;. 32, 

situé-sur le prilonge&nt de la ligne des centres FG, du côté de F; 
soit V la vttesse initiale que nous supposons dirigée suivant AM, 
et soit M le lieu du  corps au bout du temps t. Si l'on fait FG=n, 
AF = h , AG = a -/- h = h', FM = x, on aura l'équation diffé- 
rentielle 

ddx - A -_---- B - 
dt " x (a + x)= ) 

doni Ilniégrale est, en déterminant convenablement la constante, 

2A 2B On voit déjà par cette intégrale que si I'on a Vs=ou > 
2A al3 

le  corps s'éloignera à l'infini; et qu'au contraire si I'on a Va< n+nr, 
l e  corps ne pourra s'éloigner que jusqu'à une distance FD = k dé- 
terminée par l'équation 

or, cette équation étant du genre de celles que j'ai appelées équa- 
tions onzales (*), elle aura toujours une racine réelle posiiive. 

264. L e  corps, parvenu au point D, revient sur ses pas en  vertu 
de l'action des forces centrales, et il descend de D vers F, d'un 
mouveinent continuellement accéléré. Sa vitesse en un point quel- 
conque M ,  que nous désignerons par v ,  se déterminera toujours 
par la même équation, qu'on peut mettre sous la forme 

d'où il suit que la vitesse en A est égale à la vitesse initiale V, 
mais dirigée en sens contraire, et que la vitesse finale au point F 
est iufhie. , 

En vertu de cette vitesse, le corps passe au-delà du centre F, 

(*) Supplément à l'Essai sur la Théorie des Nombres, page 29, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



504 EXERCICES DE CALCUL INTEGRAL. 
et sa vitesse redevient aussitôt finie. Mais comme la force A change 
de signe en même temps que x, il s'ensuit qu'au point M', où l'on 
a FM'= x ,  la vitesse du corps sera déterminée par l'équation 

A B J'ohserve maintenant que la quantité 2 + ayant pour nzi- 

nimum 1 ( /A+ \/B)*, il y aura deux cas à considérer, selon que 
a 

Au Ba 
~ + , + k  est < ou > ( /A + VB)'. 

Aa Ba 265. Prenzier cas. Si l'on a +-> ()/A+ VB)', le  corps a+k  
lie pourra s'éloigner de F que jusqu'à une certaine distance FE=kr, 

moindre que FG, même moindre que --- "'A et  déterminée par 
VA+ VB' 

l'équation 
A B - A B ~ + a -  k + -  a +  k' 

Parvenu au point E,  le corps reviendra sur ses pas; sa vitesse, 
d'abord nulle en E ,  deviendra infinie en F, elle redeviendra finie 
passé le  point F, et diminuera continuellement jusqu'au point D, 
où elle sera nulle. En général, le nlouvenient d u  corps sera un 
mouvenient d'oscillation par lequel il passera alternativement d u  
point D au point E et du point E au point D; et sa vitesse dans 
ni1 même point de la droite DE sera toujours la mênie dans un 
sens ou dans l'autre. 

Ce premier. cas comprend celui où l'on aurait l'égalité.. . . . . . 
A a Ba - + ,+k = ( V A  -+ l/B)'; alors le corps s'éloignera le  plus qu'il k 
est possible du centre F, dans le sens FG, et cette plus grnildc 

distance serait k' = fl V A  
VA+vB'  

Aa Ba 
266. Second cas. Si l'on a -i; +- < (/A+/B)', la vitesse 

du corps sera dans son nrininiom au point où L'on a r = A*-* 
vA+L'fi7 

niais 
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mais elle augmentera ensuite, et le corps se portera d'un mou- 
vement accéléré vers le centre G,  où sa vîtesse sera itifiiiie. 

En vertu de cette vitesse, le corps coniinuera son mouvement 
au-deli d u  centre G. Soit Gnl"=x,  et on aura, au point N", 

L e  corps s'éloigne donc du centre G jusqu'à une distance GDCL'  
déterminée par l'équation 

Le point Dr ainsi déterminé sera le second terme de l'oscillation ; 
ensuite on voit que l e  corps reviendra du poitit Dr au point D,  
et que sa vîtesse, dans un même de la ligne DD', sera la 
même en allant et en revenant. 11 s'agit maintenant de trouver dans 
ces deux hypothèses le temps de chaque oscillalion. 

267. Supposons donc que le corps parte du point D, où sa vi- 
tesse est nulle, et qu'au bout du temps t il se trouveau point R I ,  
situé entre D et F; si l'on fait F D z k ,  FflI=x, on.aura l'équation 

k o - c k  
Soit d'abord x = - 

1 +y" 
ensui te y = tang rp et. . . . . . . . 

BA' 
ca - -- 

A(a + k)" + Bk"' 
on aura la transformée 

Pour avoir le temps de la descente de D en F, il faut intégrer la 
fornlule précédenie depuis = O  jusqu'h q = f  n-. Soit daiis ces 
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Quant à la fonction iI1(n, c), elle se trouve par la formule du 
no 96, I" p. ; connaissant donc Z' et appelant T' le temps employé 
à parcourir DF, on aura 

258. 
FG, il 

Pour avoir maintenant le temps d u  mouvement sur la droite 
faudra intégrer l'équation 

C A dans laquelle a = + Pour cela il faut, comme ci-dessus, 

distinguer deux cas. 
Soit IO. C > (VA -J-/B)' ; le corps ne pourra s'éloigner de P 

que jusqu'h une distance FE = k', moindre que FG, déterminée 
par l'équation 

A B C - o. F + a - ; -  

Soit donc x=k'sinl+, on aura 

Soit ensuite tang 4.. = k' &%) tangr; si I'on fait v = a- - k I9  

R v' et x1 = - , on aura la transformée A 
Y C L ~ ( ~ C I )  dc sin1 < dt = 

V A  * (1 + Y sin2 <)'1/(i -2 sina<)* 

Cette formule devra être intégrée depuis O jusqufà <= f*, 
afin d'avoir le temps employé parcourir FE ; soit donc dans ces 

dc sin2 t: 
Kmites Zr' = [<1+YSin2c)9 V(l - ," .in. 1;) > on aura, par les fornlules 

connues, 
x2 

+~-v)(v+c?zr=(I +S)F~~-E++(~- +l(V, XI, 
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et hn en déduira le temps cherché 

va I / (ava)  T "= 
V A  

z", 

de sorte que le temps total de  l'oscillation de D en E sera T'+T1'. 

Si l'on a C=(I/A+VB)', il s'ensuivra k ' s  UV* A 
y,\+@' ~ " ~ 3  

e t  x =  I ; d'ou il suit que T" sera infini. Ainsi le  corps qui a une 
vitesse infinie en F,  mettra cependant un temps infini à parcourir 
l'espace FE. Pour expliquer ce paradoxe, il faut considérer que 
la vitesse devient t o u ~  à coup finie, à une très-petite disiance de F ; 
qu'ensuite cette vitesse diminue progressivement, à mesure que le 
corps s'approche du point E, et qu'à une petite disiance de E elle 
est proportionnelle à l'espace qui reste à parcourir; d'où il suit qu'il 
faut un temps infini pour que  le corps arrive au point E. Parvenu 
à ce point, iI sera égalenient a t ~ i ï é  des deux côtés par les forces 
A et B, et restera en repos. 

269. Si l'on a C < ((A + 1/B)', le corps éprouvera un minirnunt 
de vîtesse en un poirit de l'espace FG; mais ensuiie la vitesse aug- 
mentera et deviendra infinie au point 6. 

Pour avoir le teinps du imouvement, soit x = a sin' #, on aura 

et  cette formule devra être intégrée depuis 4 = O jusqu'i + = t ~ ,  
pour donner le temps T" ernplopi à parcourir FG. 

11 faut observer avant tout quc la quantiié P sous le radical étant 
mise sous la forme 

offre deux cas à distinguer7 selon que C est plus grand ou plus petit 
que (VA- dB)", parce que les deux facteurs de cette se- 
ront imaginaires dans le premier cas, et dans l'autre. 

270.  Soit, 1". C > ( /A - IB)', on poürra faire . 
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ce qu i  donnera 

et comme, dans ce cas, C est compris entre les limites ((/A+vB)'y 
(/A-I/B)", on voit que cos 0 sera toujours compris entre les li- 
mites +I et -1, et qu'ainsi O sera réel. Cela posé, soit tang 4 = 

1 u - 1  
-tangf(, x=sin;O, na=- va on aura 

r + l y  

Celie intégrale doit être prise depuis [ = O  jusqu'à Y = r ,  afin 
d'avoir le  temps entier T" eniployé à parcourir FG; et coninie on a 

ma - -- si l'ou fait u = - - 
1 - ma 

')', il sufira de prendre depuis r=o 
4a 

(1 + n~ - vsin2 &!%sina < jusqu'à r =+TC, l'intégrale 2''- --- 
1 + Y sina ()'V(I-n'sin2<) ' et on 

aura le  temps cherché 

Voyez ci-dessus, no 143, Yes formules qui servent à trouver I'in- 
tégrale Zr' représentée par U'. 

27 I. Soit, 20. C < (/A-fB)', on pourra faire 

P = A (cosa -J, +cc sin* q)(cosn 4 + cc'sinsq) , 
a et ar étant des quantités réelles et positives données par les 
équations 

A+B-C 
c c + c c l =  --• 

B * , aal=- A' 
1 

I 

Soit&c>al, tangS=- tangc,xs= I -5  
1 

Y =--1 y on aura 
Va 6 4 ,  a 

d< cos" s in2< 
Ainsi prenant l'intégrale Zr'- --- -hi + ~ s i n ~ c ) ~ v ( ~  - r 2 s i i < )  depuis. . . 
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=O jusqu'à c= Ir, on aura le temps cherché 

a v z a  T"= -- 
cl v (A*) 

. Z". 

272. Uti cas qui tient le  milieu entre les deux précédens, est 
celui où l'on aurait C = ()/A-VB)'; alors P=A(cos'&+asin'\C)' 

B 
et  a= I/ ;i, ce qui donne directement 

intégrant dans les limites requises, on aura 

273. Dans les trois cas qui précèdent, le corps continue son moud 
vement au-delà du point G jusqu'à une distance CD' = kt, que 
nous avons déterminée no 266. Quant au temps T"' employé à par- 
courir cette troisième partie de l'oscillation, il se détermine par ia 
même formule qui a servi à déterminer le  temps T' de la première 
partie; il sutfit pour cela de changer dans cette formule les quantités 
A ,  B, k en B, A, kt,  respectivement. Ainsi les différens cas du  
mouvement rectiligne d'un corps attiré vers deux centres fixes sont 
résolus d'une manière générale, toutes les fois que la vitesse initiale 
est telle, que le corps ne peut s'éloiguer à l'infini, ce qui réduit son 
mouvement à un siniple mouve~iient d'oscillation. 

274. Les formules précédentes supposent les forces A et B at- 
tractives; mais il serait facile d'en trouver de semblables pour le  cas 
où ces forces seraient l'une attractive, l'autre répulsive, ou  toutes 
les deux répulsives, ce qui pourrait alors s'appliquer à quelques 
phénomènes d'électricité ou de  magnétisme. 

Pour en montrer u n  exempIe, supposons que les deux forces 
A et B, situées aux centres F et G , soient r6pulsives, il y aura sur 

FI 
A où un Fig. 33. la droite FG un point 1 déterininé par le rapport E= / , 

corps, placé sans vitesse initiale, resterait en repos. Mais si l'on 
place ce corps en tout autre point, par excmple en 19, l'aclion pré- 
pondérante de la force A fera mouvoir le corps dans le sens DG; 
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par ce inouven~eni il dépassera le point 1, niais il ne pourra s'ap- 
procher du centre G que jusqu'à uu certain point Ey où sa vitesse 
sera de nouveau anéantie. Du point E le coi3ps reviendra vers D, 
et ainsi alternative~nen t. 

275. Pour déterminer le temps de chaque oscilIation, soit M le 
lieu du corps au bout du temps t ,  'et soit FG=a, FD=asin'a, 
FBI = x = a sin'q, FE = a sinzg, on aura d'abord l'équation dif- 
férentielle 

ddx A R -_ - _ - -- 
dt2 - x '  ( a - ~ ) "  

dont l'intégrale est 
dx" A R 

A B 
e l  parce que la vitesse est nulle au point D, on aura C =  =f 
Mettant au lieu de x sa valeur asin'lg, on tirera de ceate équation, 
après avoir suhsiitué la valeur de C ,  

Le point E, limite de l'oscillation, se déterminera en faisant à la 

fois = C et 9 = O,  ce qui donnera 
dt 

c'est la relation entre les deux angles a et C qu i  déterminent la 
limite de chaque oscillatiou; ils seraient compléiliens l'un de l'autre 
si l'on avait A = B. 

276. L'équation précédente peut être mise sous la forme 
d t  VA d p  sin1@ cos"9 = sin CL sin g . -- 
a b  2a V(sin"q - sin2a). v(sinag-sina Q)' 

-1 d p  sina q cos" q Ainsi en faisant Z' - -- 
v(bin i  p -sin2 u) . V (sin' g- sin2 p)  ' et prenant 

cette intégrale depuis Q =a jusqii'à q = 6, on aura le temps T 
d'une oscillaliori par la foriziule 

u v a n  T = -  
V' A 

. Zr  sin cc sin C. 
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L'intégrale Z' peut se trouver au moyen des formules de la case VI, 
supplément à la ~ r e  partie. 

R 277. Dans le cas de A =B , qui donne g = ;- a, et où il faut 

supposcr a < $ f i ,  les fornlules se simplifient par la substitution 
sins p=sinZa cosS+ + cosBa sin1$; il en résulte 

Z=/iES /[(sinlcccoss+-f-cosksinaS) (cos" a ~ o s " ~ + s i n ' ~ s i n ~ ~ ) ]  ; 

soit de plus tang+langztangr, et on aura, en faisant cl=r-tan@, 
b=tang2a,  

dc V(i - c%inl 9)  
= sin% a l L l  - - s i n T F  

Pour simplifier encore cette inlégrale, nous ferons usage des for- 
i~iules de l'art. Go, Ire p., suivant lesquelles on aura 

Par ces substitutions, on trouve 
dpo dg" dZ=s inaa  cos's. Z== $ 

donc par les formules du no 138, I'" p., on a 

coZsin COS 50 Z=f  E (CO, p) -+ .  -- no 

Faisant = f T, et par conséquent < O = r r ,  on aura l'intégrale 
Z1=$ E'cO, qui donne pour le temps de l'oscillation cette expression 
très-simple 

T = /($) .ibOEE'(co), 

où il faut Se rappeler qu'on a co = cos zcc et bO = sin za. 
Lorsque a diffère peu de :D-, les oscillations sont très-petiies j 

alors on a ca = O, ho= 1 , E'(oO) E t7~j donc T = 1/($). 
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$ 1. Srcr Z'attmction des eZZipsotdes homogèrzes. 

2 7 8  NOUS donnons ici 1s théorie de l'attraction des ellipsoïdes ho- 
mogènes, corisidérablement simplifiée par 39. Yvory , et telle que 
nous l'avons déjà publiée clans les Alériioireç de I'lnstiiut, an I 81 2 ,  

Les formules de l'attraction, qui, dans les cas ordinaires, sont déve- 
loppées en séries infinies, s'expriment toujours exacteme~it par des 
fonctions elliptiques de l a  première et de la seconde espèce; elles 
offrent ainsi une application importante de ces fonctions, soit pour 
csnduire à des théorèmes nouveaux sur l'atlraction des ellipsoïdes, 
soit pour faire connaître avec tel degré d'exactitude qu'on voudra, 
les valeurs dcs forces, dans les cas, rares à la vérité, où elles ne 
peuvcnt etre exprin~ées par des séries sufisaniment convergentes, 

Por17azde.s pour la solution générale du 

279. Soient f, g, A les trois coordonnées du point attiré S ,  
soient x, y ,  z celles d'une molécule quelconque d l .  du corps 
attirant, et r sa distance au poinl S, ensorte qu'on ait 

r" = Cf- x)" + (g -y)' -+ (12  - 2)'. 
L'attraction que la molécule dM exerce sur le poirit S cst expri- 

n'hl 
mée par -- - clle se cl&ompose cn trois forces parallèles aux axes 

ra ' 
des coordonnées, lesquelles sont 

si donc on désigne par A ,  B, C, les atlractions totales exercées dans 
1 e 
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le sens des coordonnée x, y, z , respeciiveincnt, on aura 

ces intégrales étant étendues A toutes les molécules du corps attirant.' 

280. Supposons le corps homogène, et soit sa densité = I , on 
pourra faire dM =dxdydz, et alors on  aura 

b s  deux autres forces seront senlhlableinent exprimées; mais il suf- 
fira de nous occuper de la force A. 

Il est kacile d'abord d'exécuter l'intégration par rapport à s; car, 
~uisqu 'en regardant x seule comme variable, on a rdr=-( f -x)fx ,  

-x 
i l  s'ensuit qu'on a IfT d r =  f- $ = + C S  Soient donc 

r, et r,  les deux valeurs de r qui répondent aux deux limites de l'in- 
tégrale, c'est-à-dire aux deux points de la surface du solide qui 
sont situés sur une rn&rne parallèle à l'axe des x, on aura 

281. Supposons que le corps at~iraut soit un ellipsoïde dont la 
surface ai t  polir équation 

il  faudra tirer la valeur de x de cette équation, puis la substituer 
dans les valeurs de r, et r , ,  lesquelles sont 

alors il ne s'agira plus que d'exécuter les deux intégrations par rap- 
port i y et z;, dans toute l'éteiidue de l'ellipsoïde. Pilais ces iiité- 
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grations ne peuvent être effectuées, ni l'une ni  l'autre, par les mé- 
thodes connues, et il faut recourir à d'autres moyens, pour achever 
la solution du problème, ou du moins pour la ramener aux simples 
quadratures. 

Comparaison des forces exercées dans le nzêrne sens par deux ellipd 
soides, dont l'un agit sur un point egtérieur, et I'autre sur un point 
intérieur correspondant. 

282. Jusqu'ici nous n'avons fait aucune hypothèse sur la position 
du point S. II convient maintenant de distinguer deux cas; celui OU 
le point attiré S est situé dans l'intérieur ou sur In surface de l'el- 
lipsoïdeM, et celui où il est situé hors de cee ellipsoïde. Le premier 

f' ." h" 
cas suppose qu'on a . ~  + + Y; < OU = I ; et le second qu'on a 

h" 3 + $ + a > 1. Ce dernier cas étant le plus diflicile, on aura 

fait un grand pas vers la solution du problème, si on parvient à le 
ramener au premier. 

Pour cet effet, considérons un second ellipsoi'de IW, dans Iequet 
les quantités analogues à a, C, y, x, y, a soient désignées par 
les inSmes lettres accentuées; supposons que cet ellipsoïde, dont la 
densité est encore = r , exerce son attraction sur un nouveau point 
S' déterminé par les trois coordonnéesf', g', h'. Ces deux ellipsoïdes 
sont d'ailleurs concentriques, et les axes désignés semblablement 
ont la même direciion. 

Si l'on désigne par p, et p, les quanti& analogues à r, et r,, 
aura semblablement 

A' étant l'attraction exercée dans le sens des x, sur le point S', paf 
l'ellipsoïde M'. 

283. Faisons maintenant ensorte que les quantités p, et r, soient 
égales dans les deux solides, il s'ensuivra que p, et r, doivent être 
aussi égales entre elles, et cetle circonstance permettra de trouver, 
d'une manière très-simple, le rapport des quantités A et A', 
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Puisque nous avons i la fois 

TI = r/(( f - x))" + (g -y)' + (h  - z))"], 
pl = I[ (JY-  XI)' -f- (g' -y'), + (IL' - dy] , 

pour rendre ces expressions identiques, faisons d'abord 

ou, ce qui  revient au même, prenons trois indéterminées A ,  ,u, v ;  
au moyen desquelles on  ait simul~anément, 

f = hf, g = pg', h = vh', 
x'=hx,  y k p y ,  z'= vz, 

les trois conditions dont il s'agit seront satisfaites, et il restera à 
satisfaire à l'équation 

f +ga ) h' + X' +y' + za =fa + g'. + lia + x" +y'* + dl. 
Substituant dans celle-ci les valeurs de f ,  g', h', en f, g,  h , et 
celles de x', y', z', en  x ,  y, a, on aura l'équation 

laquelle doit s'accorder avec l'équation de l'ellipsoïde donné.. . .' 
y' 2)" f e; +.F + r; = 1. Pour cela soit A'- I = - il faudra qu'on ait 

'2 ' 
f 

fia-1=- 
t, 

P va- r = - et on aura, pour déterminer 9, l'équation 
r2' 

Nous avons supposé que le  point attiré S était situé hors de l'el- 
f a  ha  l ipoïde A I ,  et qu'ainsi on a ;; + $ + 7> 1 ; de là on voit qii'en 

faisant successivement = O et = ag , dans la fonction qui forme 
le premier membre de l'éqila~ioti (a), cette fonction devient ) I  

dans le premier cas , et = O  dans le second cas. Donc il y a une 
valeur réelle et positive de f qui satisfait à l'équation (a); et comme 
d'ailleurs le premier membre décroît coiitinuellement a mesure 

que augmente, depuis f = o  jusqu'à =CO , il s'eiisuit que cctto 
équation n'a qu'une racine réelle. 
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284. Connaissant la valeur de e, on aura celles de A , PJ J par 

5 I ensuite le les équations h a = l + -  a= 9 p ' = x + @ ,  v'=I+@; 
point S' sera déterminé par les coordonnées 

x' 2' - x = -; si l'on substitue ces De plus, puisqu'on a x= --, y - , 
valeurs dans l'équation de l'ellipsoïde donné NI, on aura 

c'est l'équation du second ellipsoïde BI', dont les demi-axes sont 
a', g', 7'; on aura douc 

De ces équations on tire 

donc on a aussi 

d'où l'on voit que les deux ellipsoïdes dont il s'agit se correspondena 
de telle sorte, que les sections principales situées dans le même plan 
sont décrites des mêmes foyers. 

Remarquons maintenant que puisqu'on a dS=a'+ P=Q+ t, 
p'3=3.a+e, l'équation (a) donne 

et qla'ainsi le point S , dont les coordonnées sont f ,  g,  h ,  est 
situé sur la surface de l'ellipsoïde W. 

Réciproquement, puisqu'on a aussi l'équation 
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;1 s'ensuit que le  point SI, dont les coordonnées sont f, g', h', 
est situé sur la surface de l'ellipsoïde M. 

Ces deux points S et SI se correspondent n~utuellement de telle 
sorte, qu'on a . 

f: f' :: a': C C ,  g : g '  :: g r :  g, A :  h' :: 7' : y ,  

c'est-à-dire que les coordonnées homologues, ou parallèles à un 
même axe, divisent proportionnellement les axes sur lesquels elles 
sont si tuées. 

2%. Ayant fait voir qu'on a généralement pl = r, , e t  par une 
suite nécessaire p,= r,; si l'on observe d'ailleurs que les équations 
y' = py, z'= vz donnent dyl=pdy, dz'= idz, et par conséquent 

dy'dzr = p ~ d y l =  - dydz, on en conclura que les forces A et A' 
CY 

sont ainsi exprimées, 

et  comme ces intégrales sont prises de  part et d'autre entre le$ 
mêmes linlites, il s'ensuit qu'on a 

c'est-à-dire que les attractions A et A', dans le sens des demi-axes 
a et a' sont entr'elles comme les produits C?, gr?' des deux autres 
demi-axes. 

On aurait donc semblablement 

Ainsi étant proposé de déterminer l'attraction d'un ell~psoïde &I 
sur un point S situé hors de ce solide, on imaginera un second el- 
lipsoïde M', dont la surface passe par le point donné S, et cloiit 
les sections principales soient situées dans les mêmes plans et dé- 
crites des mêmes foyers que les sections correspondantes de  
l'ellipsoïde donué , conditions qui suffisent pour détermine~c 
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entièrement la grandeur et la position des axes a', gr, y' du se- 
cond ellipsoïde; on prendra ensuite sur la surface de l'ellipsoïde 
donné M un point S', de manière que chaque coordonnée du 
point Sr soit à la coordonnée correspondante du  point S, dans le  
n l h e  rapport que les demi-axes des ellipsoïdes Il[ et M', situés 
dans la direciion de ces coordonnées, Cela posé, si on désigne par 
A', Br, Cr les trois forces parallèles aux axes des coordonnées qui 
résultent de  l'attraction de l'ellipsoïde BI' sur le point intérieur S', 
et par A ,  B, C les forces exercées semblablement par l'ellipsoïde M 
surle point extérieur S, onaura, d'aprèsce que nous avons démontré, 

On voit donc que le second cas du problème général, regardé jus- 
qu'à présent comme sujet à de grandes difficultés, se ramène iin- 
médiatement au premier cas, où il s'agit de déterminer l'attraction 
d'un ellipsoïde donné sur un  point intérieur quelconque : or, on  
sait que ce premier cas a été résolu il y a long-temps avec beau- 
coup de simplicité et d'élégance, et il ne nous reste qu'à exposer 
cette solution pour compléter entièrement la théorie de l'attraction 
des ellipsoïdes homogènes. 

Solution du cas où le point attiré est silué dans I'intérieur de 
l'ellipsoïde ou A sa su~fface. 

286. Soit toujours RI l'ellipsoïde donné, &ont la surface a pour 
équation 

et soit S le  point attiré, dont lcs coordonnées sont f, g, h; ce 
point est maintenant situé dans l'in térieur de l'ellipsoïde, de sorte 
qu'on a 

Soit dl1  une molécule qnelconque du corps attirant, le lieu de celte 
molécule sera déterminé en  ge~iéral par les t r ~ i s  çoordoniiées reco 
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tangIes x,  y, z ,  prises dans le sens des demi-axes cc, g, p ;  mais 
il convient d'exprinier ces coordonnées par d'autres variables. 

Soit R la distance de la molécule au point S;  soit p l'angle q u e  
fait la droite R avec la parallèle à l'axe des x, menée par le point 
S ;  soit enfin q l'angle que fait le plan de ces deux droites avec l e  
plan des x, y. Si l'origine des coordonnées était au point S, le lieu 
de  Ia molécule dB9 serait déterminé par les valeurs x = R cos p , 
y = R sin p cos q , z 3 R sin p sin c/ ; mais comme on doit supposer 
que l'origine des coordonnées est placée au centre de l'ellipsoïde 9 

on  aura 
x =  f + R  cosp,  
y = g +- R s i n p  cos q ,  
z = h + R sin p sin q. 

Concevons maintenant que la molécule dB1 prenne la forme d'un 
parallélepipède rectangle dont les cbtés relatifs aux variations des 
quantités R, p , q ,  sont dR, R d , ,  Rdq sin p; puisquaon suppose 
la densité = I , on pourra faire dMs= R'clRdpdq sin p. Donc, I'at- 
traction de la molécule dRI sur le point S sera exprimée par 
dRdpdq sin p ; et les trois forces qui en résultent, suivant les axes des 
x, des y et des z ,  seront respectivement dRdpdq sin p cos p , . . . . 
dRdpdq sina cos q , dRdpdq sinap sin q ; si donc on désigne, comme 
ci-dessus, par A, B, C, les attractions totales parallèlement à ces 
axes, On aura 

A = JJfdRdpdq sin p cos p , 
B r JfldRdpdq sin'y cos q ,  
C = ffldRdpdq sinQp sin q ,  

ces intégi-ales étant étendues à toutes les molécules du corps attirant. 

287. Considérons d'abord la valeur de A : si on effectue l'inté- 
gration par rapport à R, et qu'on appelle R' et R" les deux valeurs 
de R qui répondent aux deux points de la surface du solide, situés 
sur la droite déterminée par les deux angles p et q ,  on aura 

A = JflR' - RV)dpdq sin p cos p. 

Dans cette formule, R'dpdq sin p cos p représente l'attraction dans 
le sens des x, de la pyramide infiniment aiguë qui a pour longueur 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SIXIERIE PARSIE. SECTION 111. 5 2  1 

or, j'observe que lorsque p devient v - p  , $ reste le m h e ,  niais 
qu'alors s;nap cosp  change de signe. Donc, puisque les intégrales 
doivent être prises depuis p = O  jusqu'à p = ~ ,  les deux deriiières 
parties de la valeur de A se réduisent h zéro, et on a simplement 

dpdq sin p cos'p 
a' (2 

cos2p + 6, sin2p cos2 q + - sin" p sin1 q 
yu 

Par des considéraiions semblables, on trouverait que les valeurs 
des forces B et 

B = 

C = 

C s'expriment ainsi : 

tlpdq sin' p cos2 q 
a' 9 

cos2 p + sin2 p cos2 q + - sin2 p sin2 q 
Y = 

289. Maintenant, sans effectuer les deux intégrations par rapport 
à p  et à q ,  on voit qu'en faisant A = z f X ,  la quantité X ne dépendra 

a" ** 
que des rapports F ,  - Donc le point S sera a l h é  également dans 

y2' 

IC sens des x, par tous les ellipsoïdes semblables et situés seiiihla- 
blement, qui envelopperit le point S. 11 en sera de même de l'at- 
traction dans le sens desy  et de i'atlraction daris le sens des z; d'où 
il suit que tous ces ellipsoïdes exerceront la m6nx attrac~ion abso- 
lue sur le point S siiué dans leur in~érieur. 

Ce résaliat ne peut avoir lieu, à moius que la  couche solide corn- 
prise entre deux quelconques des ellipsoïdes qui enriro~inerit le 
point S ,  n'exerce aucune attraction s u r  ce point. Et c'est ce qu'on 
démontre aisénient par une cons~ruction fondke sur les propi-iéks 
des surfaces du second ordre. 

290. La valeur A =  a f X ,  où X ne depend que des deux quan- 
. ,  4 or2 

tites 3 ,  - prouve encore que tous Ies points situés dans un m&ne 
Y' ' 

plan perpendiculaire à l'axe des x, sont également altii& par l'el- 
lipsoïde dans le sens de cet axe, et qu'en géne'ral I'at~raciion pa- 
rallèle i un a x e ,  pour tin poiiit q~e lconque ,  est proportionnelle à 
l a  coordomée de ce poiiit parallèle au  mCme axe. 
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Soient donc A,, 13,, C, les attractions exercées par l'ellipsoïde M 

sur les points situés aux extrémités des demi-axes or, C, 7 ; les al- 

tractions exercées dans le sens des mèmes axes sur le point S, 
auront pour valeurs 

Toutes ces propriétés 'ont été démontrées, il y a long-temps, par 
nlaclaurin; mais on voit qii'eilesse déduisent très-simplement de rios 
formules, avant même d'avoir effectué les intégrations. 

291. Revenons à l'expression de A trouvée daus l'art. 288, e t  
proposons-rious d'abord cl'iutégrer la différentielle 

du 

depuis q=o jusqu'à g = ~ .  On sait que dans ces limites on a la 

fariiiule [ ?r -- = --. ainsi nous aurons, pour l'intéd 
m' c h 2  q + ïz' ,in2 q mir ' 

grale dout il s'agit, 

et la valeur de A deviendra 

dpsin p cmap A = 3J?r 

Cette dernière intégrale doit Ctre prise depuis p = O jusqu'à p= d, 
ce q i i i  revieni à la prendre cleyuis p=  O jusqu'à p=;?r,  et à doua 
bler le résuhat. Soit donc cos p =x, et on aura 

nouvelle intégrale qui (loi t être prise depuis x = o ' j i i s y  u'à x= r .  
Si dans celte expression o n  introduit la masse BI de I'cllipsoïde à la 
place de son volui-iîe ; r rxCp,  ou aura 
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Il est clair qu'on d&cluira de cette expression les valeuis des forces 
B et C par une simple permuta!ion de leitres; on aura ainsi 

J'observerai ceperirlant que si on eût calcul4 directement les va- 
leurs de B et C par les formules de l'art. 288, en intégrant d'abord 
par rapport à q ,  on aurait trouvé ces vaIeurs sous la forme suivante: 

mais d'ailleurs il est facile de s'assurer que ces diverses formules, 
où les intégrales doivent toujours être prises depuis x=o juqii'h 
x = I , s'accordent parfai temeri t en tr'elles. 

292. L e  problème étant ainsi réduit aux quadratures, on achèvera 
la solulion dans les diffdrens cas par les méthodes d'approximation 
connues. 

Si l'ellipsoïde est peu différent d'une splière, ensorte que les quand 
tités aa- Ca, cta- 7' soient très -petites par rapport à a', on fera 
d- Q ',$2 - -- - - - Y ,  et on aura 

eB - P Y &2 

expression qu'il est facile de développer en suite convergente. 
Pour cela, soit 

1 1 

( I  - (1 - PX')-'= I +P'x'+Pr'x4+ P'"x6+ etc., 

Effectuant l'intégration entre les limites x = o ,  x= r ,  il viendra 
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Quant aux valeurs des coeficiens P', P", etc., elles sont : 

etc. 

L a  loi de ces expressions est facile i saisir; et on voit que  si p et 
v sout, comme on le suppose, des quantités très-peiites, la suite 
c p i  donne la valeur de A sera irès-convergente. Des suites sem- 
blables exprimeront Ies attractions B et C dans le sens des deux 
autres axes. 

293. Si l'on ne veut pas: avoir recoiirs aux séries, ou si les excen- 
tricités des seciioos principales de l'ellipsoïde sont trop grandes pour 
que les séries soient convergentes, alors il conviendra d'exprimer 
les attractions A ,  E,  C, au moyen des fonctions elliptiques. 

Pour cet eflet, il faut établir un  ordre de grandeur entre les demi- 
axes cc, C, 7. Supposons que cet ordre est C L ,  6 ,  7, ensorte qu'on 
ait a< 6 et g<?;  soit en conséquence @-&=ma et ;L"-oL~=TL', 

on aura d'abord 

k m= 
S o i t x s -  tangq et c2 = I -- 

n lt2 a on aura la transformée 

intégrale qui devra être prise d e p i s  q = O jusqu'à la valeur de q~ 
n .  n pour laquelle on a tang == - sin q =: - cos q = - 
a 9 Y '  Y' 

De même, puisqu'on a 
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C s i n ~  si l'on fait x = -- 
n C/(i -~"sin'p) y 

on aura la transformée 

intégrale qui doit toujours être prise entre les n~ênies limites. 
Enfin, si dans la formule 

on fait x = Y*, on aura 
IL 

intégrale qui doit encore être prise entre les mêmes limites que les 
précédentes. 

294. De là on voit que si on fait A s: /(I - c'sin'p) , et qu'on 
prenne les trois intégrales suivantes, depuis 9 = o jusqu'à une 

n .  n 
v d e u r d e ~ < ~ ~ , i e l l e q u e i a n g q = ; ,  s i n g = -  Y' c o s p = F  

Y '  

les trois forces A, B, C seront ainsi exprimées : 

Les intégrales X,  Y, Z se rapportent immédiatement aux fonc- 
tions elliptiques, e t  d'après les fornlules données art 138, 1" p., on 
trouve 

formules où il faudra substituer la valeur de Q pour laquelle on a 
n OC C s i i ip;z   COS^=- A = - .  
Y' Y' Y 
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Nous avons donné des méthodes pour évaluer, avec toute la pré- 

cision nécessaire, les fonctions E et F, quels que soient le mo- 
dule c et l'aimplitude q ; ainsi nous n'avons rien à ajouter sur la 
déternîination absolue des quanlités A ,  B , C. 

295. Mais comme les deux fonctions E et F suffisent pour ex- 
primer les trois quantités X, Y, Z ,  on voit qu' i l  cst possible d'éli- 
miner ces deux transcendantes, et qii'oii obtiendra par ce moyen 
une équation algébrique entre X ,  Y ,  Z ; cette équation est 

On a donc aussi entre les forces A ,  B,  C, cette équation algébrique 

équation qui ne paraît pas avoir été remarquée jusqu'à présent, et  
qui doit être regarclée comnle un théorème nouveau. 

Au surplus, cc théorème se déduirait immédiatement des expres- 
sions en doublcs intégrales de l'art. 285, lesquelles donnent 

011 peut encore déduire des rorrn~des de l'art. 294 cette équation 

a lX  + &'%Y + 2'7 = n2F (c ,  q )  , 
d'où résulte 

équation digne de remarque, parce que la fonction F est la plus 
simple des foiictions ellipti~~ues. 

296. Les forn~ules de l'attraction se sinip1if;ent beaucoup lors- 
que l'ellipsoïde a deux axcs égaux, ou lorsqu'il d e ~ i e n t  un solide 
de révolution, ce q u i  offre deux cas 3 distinguer. 

Premier cas. S'il s'agit d u  sphclroïcle aplati , on aura g = y ,  
na = n = \ / (Ca  - CL", c = O ,  A = I , et les formules de l'art. q ( t  
devicndron t 
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.sant = 8, 8 étant le plus petit arc qui satisfait à l'équa- 
n tion lange = - on aura 
u ' 

c = (1 - sin 0 cos O). 
211 

Dans ce cas on peut, sans rien diminuer de la généralité de la so- 
lu i ion ,  faire t~ = O ,  et par conséquent C = O ,  car on peut prendre 
pour plan des .r e l y  le  méridieii passe par le point attiré. 

Second cus. S'il s'agit du  sphéroïde allonçé, on aura C = EL, c = r , 
h = cos Q, ce qui donne 

effectuant les intégrations depuis q = O jusqu'ii Q, = 8, et supposant 
n 

loujours tang 6 = - on aura 
a ' 

Subslituant les valeurs connues Je sin 8 et cos O ,  et supposant g z o  9 

ou B =  O ,  ce qui ne diminue en rien la gétiéralité de la solutiou, 011 

formules où l'on a n = i ( s"  ga"), 
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Solution du cas ou le point attiré est sitzré hors de l'ellipsoïde. 

297. Lorsque le point attiré S est situé hors de l'ellipsoïde, ses 
trois coordonnées f, g ,  h ,  prises dans le sens des demi-axes a, C, 
7 ,  doivent satisfaire à la condition 

Cela posé, il faut d'abord, suivant la théorie précédente, déterminer 
la quantité d'après l'e'quation 

Connaissant la valeur réelle et positive de , on aura les demi- 
axes a', Cf ,  ?', du secoiid ellipsoïde Ml par les équations 

el l'ellipsoïde RI' passera par le point donné S. On déterminera en- 
suite, sur la surface de l'ellipsoïde donné II, un point SI corïes- 
pondant au point S, de sosie que ses coordonnées soient 

Soient n~aintenant A', R', C' les trois forces, parallèles aux demi- 
axes a', Cf, y', qui  résultent de l'attraction de l'ellipsoïde M' sqr le 
point intérieur S'. Ces forces étant trouvées par les formules d u  
premier cas, on en déduira les forces A ,  B, C, qu'exerce l'ellipsoïde 
31 sur le point extérieur S ,  lesquelles seront ainsi exprimées : 

Or, on a par les formules du no 291 , 
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Mt a'CY 

donc en faisant les substitutions, et observant qu'on a = - tLY ' 
g l a  - a'2 = - a"7 .Lis - ah - -3.' - a', on trouve pour les forces 
cherchées A, B , C,  ces expressions 

dans lesquelles les intégrales doivent toujonrs ktïe prises depuis 
x = o  jusqu'à x= I .  

Ces intégrales pourront être réduites en séries, comme dans 
l'art. 292, et les séries seront d'autant plus convergentes, que les 
quaniités CL', gr, 7') qui clépenden1 de la distance du point altiré, 
seront plus grandes. 

298. Les mêmes intégrales peuvent aussi etre exprimées en fonc- 
tions elliptiques : poixr cela, on supposera, coinme ci-dessus, a < C 
et 6 < y ,  ce q u i  donnera pareillemeut d < C r  et C'< 2 ;  puis fai- 

n minant l'amplitude Q à sa dernière limite par les valeurs tang Q = =, 
n a' 

sin =; , cos p = - on aura d'abord 
Y' ' 

ensuite 

299. Il est très-remarquable que les forces A, B,  C sont exprimc'es 
absolument de la même manière en fonctions elliptiques, soit que 
le point attiré S soit situé au dedans (Je l'ellipsoïde, ou qu'il soit situé 
au dehors. La seule différence des résultats est dans la valeur de q ,  

67 
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qui mesure l'amplitude des fonctions elliptiques; lorsque le point S 

est situé au dedans de l'ellipsoïde ou sur sa surface, on a tnngp= ; 

n lorsqu'il est situé au dehors, on a tang Q = - a' étant une quan- L ' 
iité qu'on peut déduire immédiatement de l'équation 

Le second cas, considéré analytiquement, est même plus simple 
que le premier, parce que la valeur de cp est plus petile, et qu'ainsi 
les approximations sont plus faciles à obtenir. On  a d'ailleurs, comme 
dans l'art. 295, les deux équations 

Enfin on doi t observer que les quanti tés X', Y', 2, par lesqiielles s'ex- 
prinient les forces A ,  B, C, ne dépendent que des deux seules don- 
nées c et p, tandis que la question offre en général six élémens, savoir: 
les demi-axes de l'ellipsoïde a, C, 7, et les coordonnées f, g, h d u  
point attiré; on pourrait donc déduire de là un grand nombré de 
théorèmes au moyen desquels l'attractkn d'un ellipsoïde donné ser- 
virait à déterminer celle d'une infinité d'autres ellipsoïdes; nouvelle 
preuve de l'avantage que présentent toujours les fonctions elliptiques 
dans leurs applications, en exprimant les résultats sous la forme la 
plus simple dont ils sont susceptibles. 

300. Les formules générales se simplifient, lorsque I'ellipsoïde 
devient un solide de révolution, ce qui offre deux cas à distinguer. 

Premier cas. Si le sphéroïde est applati , on aura C=>, 6 a - ~ a = ~ 7 t '  Y 

n=nz, c=o;  et comme on peut prendre pour plan des x et y 
celui qui passe par le point S, on aura Iz= O ,  de sorte que l'équa- 
tion qui détermine a' sera 

d1 S a -  3 + - i ,  

d'où l'on [ire 
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n 

Cela posé, ayant determiné l'arc 0 par la valeur tang €JI 2 ,  les 

deux forces A et B auxquelles se réduit I'atlraction du sphéroïde sur 
le point S, seront ainsi exprimées : 

3 b k  B = -3 (9 - sin 0 cos 0). 
2 n 

Second cas. Si le sphéroïde est ailongé, on aura 6 = CL, rn =a , 
CL* - a2 = ns, c = I ; et comme on peut prendre pour plan des x 
et 2; celui q u i  passe par le point attiré S ,  on pourra faire g - O ,  

de sorte que l'équation qui détermine a' sera 

d'où l'on tire 

n 
Cela posé, ayant déterminé 0 par l'équation tang B =z, les deux 

forces A et C, auxquelles se réduit l'attraction du sphéroïde sur le 
point S , auront pour valeurs 

$ IF, Sm ka formule de la page 156, prenzzère partte. 

301. Nous avons déjh vérifié cette formule dans un cas pariicu- 
lier r nous alloris maintenant examiner si, en la considérant dans 
toute sa généralité, elle offi-e des réductions nouvelles de la fonc- 
tion n ,  ou si elle n'est qu'une conséquence des forinules déji  
établies. 

Rlettons , pour ~ l u s  d'uniformité, 172, T-28 et r à la place de 
-nt: A ,  v ,  respectivement, et supposons 

ra = I + 26 COS 20+ ba = ( 1  + b)% ( I  -boasin'%), 
P 
, - I + ln" sin", 7z0 =; - -- - 

(1 -f- b)" 
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car' 

172 = - - 
(1  + b cos 26)" 

br sin 28 sin Q cos p tanga = 
( 1  + b cos 28 - r2sinaq) v(i - c"s ina3  ' 

l'équation qu'il s'agit de vérifier sera 

302. On remarquera d'abord que le paramètre m peut se mettre 
1 

cos (?r-20)-b sous la forme m = - I + Ia sin'p, en faisant s inp  = 
1 A ~ÇOS~ÜT 

c sin a8 
cosp = - Cela posé, il faudra réduire 1s fonction II@, c, q)  

1 -j- b cos a,' 

à une nouvelle fonction ïi (mO, cO, P O ) ,  au moyen des forn~ules de la 
page I ig  ; elles donnent une valeur positive de nzO, savoir : 

et en faisant nzO = cota 7,  on aura 

cos p l / ( i  - b'sin9p) -_ - CO sin 28 1/(i - bo2 sin2 8) 
col? I. c- 

e -- 
(1 f b )  sinp 1 - 2  sin2d+bo2sin~8 ' 

Soit, pour le module P, P (0 , )  = 2F ( O ) ,  on aura, par les fornîules 
de  la duplication, pag. 2 5 ,  Ire p. , 

donc, cot ?=-c0tang8,, ou I= cotangp tang(%-8,). Cette équa- 
tion répond à l'équation transcendante 

ou, ce qui revieut au même, à l'équation 

F (ho,  p) + F1hO = 2F (bo,  O ) .  

C'est ainsi que y peut se déduire directement de 8 ,  sans faire 
usage de l'auxiliaire 0,; d'ailleurs 7 pourra etre positif ou négatif 
à volonté. 

On voit déjà, par ce résultat, que la formde dont il s'agit est 
comprise dans les formules générales de l'art. I 15, et qu'ainsi la ré- 
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Ctuc~ion entre les deux fonctions II (no, cO, PO), ri (nt ,  C, Q), doilnée 
par l'équation proposée, n'est qu'un corollaire des formules déjà 
connues. Nous allons cependant poursuivre le calcul, pour en tirer 
quelques nouveaux résultats. 

303. On aura d'abord la transformée 

+ 

i - b2 sin4,u c l  
il (na, C ,  q) = -- - n(1120, ce, go) - ---. F (CO, QO) 

2 6 Z ~ i n z p  cosap 2b"cos2fc 1 

Subs~ituant cette valeur dans l'équation proposée, exprimant ]es 
coefliciens en fonctions de 0 ,  puis eflacant les signes qui affeclent 
me, cO, bO, go, on aura cette nouvelle forniule : 

dans laquelle i l  faut supposer 

c sin 28 1 / ( i  - b'sin'û) 
cot ') = - 

c" sin4 0 - cos4 8 y 

ha sin 8 cos d sin Q \/(i - b2 sina6) tang @ = c- (1  - b2sin2 6) (csin2q-Acosp) ' 
c sin 28 sin Q v(i - bY sinad) 

tang? = -- . c"sin.10 - cos+8 7 

I 
on remarquera d'ailleurs' que l'arc cP est < f fl, si tango >-- et 

v c  ' 
qu'il croit indéfiniment avec si tang 8 < 1' 

Vc' 

304. Cette équation peut s e  vérifier assez facilement lorsque 
cp = :#; alors elle devient 

coszd+b2sin v(i - b%inad) --(~@'-?PI). 
b' sin 28 
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Pour avoir la valeur de na1--91, il faut observer qu'on a 

COS 8 v(i - b" sinse) csin n8\ / ( i  - b"in'8) . tang @' = --- , tang ?? = -- 
csin8 c'sin40 - C O S ~ ~  

csin29i/( i  - b2sin26) - or, de la première on tire tangzQ1 = - - tangT1; c'sin45 - cos+ 8 
donc, 2a1 - q1 = o. 

Maintenant, puisqu'on a ra =- 1 + b'sinS8, m=cotsp , si l'on 
fait 

~ ( 8 )  = f r r  -/- (F1c- E1c)F(b, 8) - F1cE(Z, a), 
K(?)= : 7 ~  -f- (E1c-E1c)F(b,y) - F1cE(O, ?), 

les formules des art. 96 et I O I  donneront 

substituant ces valeurs et exprimant les cocficiens en fonclions 
de 8, l'équation qu'il s'agit de vérifier se réduira à celle-ci : 

COS' 0 (1  - b'?in2 e) ou en réduisant, M = - 
ci + b2co~{e -. Or, on a par les formules 

connues, 

I~[./)-~K(~)=-& +(FIE-E1c) [F(b, y)-2F(b, O)] +F1c[aE(Ii,8)-E(b,y)], 
~F(b,s)-F (b, y)=F'b, 
2E(b,8)-E(b, y)  =E1b + ba(sin2%sin8,- sinYsin$,) ; 

donc 

K(y) - aK(e) = - 2% - (F'c - E'c) F'b + F'cE1b f basin0,(sin28 -sin y) F1c, 

IL (7) - 211 (4) = Iasin 0,  (sina8 - sin y )  F'c. 
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Ainsi tout se réduit à faire voir qu'on a 

~ (b ,O)s ine ,  31 sin a6 (sin y - sin1@, 

e t  c'est ce qu'on trouve imniédiatement par la substitution des va- 
leurs de sin y e t  sin O, en fonc tiom de 0 .  

305. 11 résulte de ces calculs qu'en prenant les modules. . . . . . . 
c 1 ~ i n 2 d  ( I - b2sin%) 

72 = - I + bl sins9, m = CO ts2 i. 
(czsin10 - cos 6)" , , les deux fouc- 

tions con~plètes I i l (n ,  c), i I1 (n~ ,  c) ,  ou sinlplement i l ln ,  ï i lnz ,  auront 
entre elles cette relation 

Si l'on fait disparaître le coeficient de F 1 c ,  le rapport des deux 
fonctions n l n ,  n'nt, sera donné algébriquement, ce qui est uii ré- 
sultat assez remarquable. Alors on a 

Soit, par exemple, sh.0 = $, on aura ca = 2 ,  n = - L ,, m = 3 ,  
n1 (-1 

e i  -4 = 3 ; c'est-à-dire qu'en faisant ca= a ,  et prenant les 
n' (3) - .  

intégrales depuis Q = O jusqu'à p = T, on a 

306. Si l'on demande le temps de l'oscillation d'an pendule dans 
rine demi-ellipse dont le grand axe est vertical, soit ce temps = T, 
la gravité = g, le demi-grand axe de l'ellipse= I , le demi-petit axe 

. . = V(I --- A+), on aura :T p/2g 
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temps dont il s'agit se détermine au moyen de l'intégrale Z1, prise 
entre les limites Q O ,  q = :T, - k2 sin2p) Considérons d'abord l'intégrale indéfinie Z 
si on fait sin q =ya, on aura 

Cette intégrale peut se trouver en général par la méthode indiquée 
197 de la première pariie. 

307. Pour cela, soit I + =yaz, on aura 

De là résulte 

' d z  I + k-zvk Ldz i + k + z v k  
&=-i-- ---$--2-- ----. 

v ( z - z l / k ) ' V [ z 2 - ( i + k ) ' j  I / ( Z + S V ~ > ' V [ Z ' - ( L + ~ ) ' ] '  

et pour avoir Z', il faudra intégrer le second meiiibre depuis 
5 = I -+ k jusqu'l z= W. 

Comme les deux parries de la valeur de dZ ne diffhrent que par 
le sigue de vk, il suffira d'en considérer une, savoir : 

Soit d'abord a + 2 I / k  =us, on  aura 
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L'intégrale est, par les formules du no 138, Ire p., 

i - i / k  1-vk De même, si on fait 2-2 Vk=u", u'= - 
cos+' ' OU COS+ -- 

\/(z-2 Vk)' 
6% = wk)", A'= l /(~ - b1 sin4S'), on aura l'autre partie de 24- 2 k  

308. AU commenceinent de l'intégrale, où z= I + k , on a 
+ = O  et  S'=o; à l a f i n  où z=m, o n a  + = f z e t - & ' = f z ;  aIors 
les termes A tang 4 et ~ ' t a n g 4 '  deviennent inlînis; mais il est facile 
de prévoir que ees infinis disparaîtront dans la somme Z1+  2" 
qui compose la valeur de 2'. 

En eBèt, laissant 4 et 4' indéterminés, on a 

Donc, lorsqu'on fait z infini, la différence A tang$-A'tançq' se 
réduit à 

et devient par conséquent nulle. 
On peut donc négliger les termes A tang4,  A' tang4', dans la 

somme Z1+Z", et cette somme, après avoir fait +=+=+T, 
donnera l'intégrale cherchée 

1-k Z'- -- 
- V(2 + 2 k )  

(F'c +F1b) $- /k. v(z. + zk) (bSF'c -c'F1b- E'c + E1b) .  

Ainsi cette intégrale ne dépend que des fonctions complètes F'c, 
68 
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E1c, et de leurs complémens F'b, E'b. On peut d'ailleurs la réduire 
à cette forme très-simple 

2' = (1 + k) (cF1c+ bF16) + v k .  v(2+ ak)  .(E1b - E1c), 

2' k zcF1c +ab F'b a(b-c)  
( b  + CF- + ( b v  

(E1b- E'c). 

i + m1 dx S IV. De Pintégrale Z1(a) =[;T;i . y(; , prise depuis 

309. Cette intégrale sera connue pour toute valeur de a, si on 
,-E et la connaît pour deux valeurs particulières telles que a - 

CL = + I ; en effet, on a généralement 

1 - a  2' (a) = - 1 +.r 
2 
z1 (- 1 ) + -2- Z1(l). 

1-2' 
Pour trouver celles-ci, soit d'abord xs = rAT, on aura la trans- . 
formée 

Et conime les limites de z sont les mêmes que celles de  x, on 
pourra changer a en x ,  ce qui donnera 

Ces deux valeurs de Z1(a) élant comparées enir'elles, . - donnent 
a%. -$ 

en faisant c = sin 45" s l/$. 
Il  ne reste plus à trouver que l'intégrale 
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SX" 

31 o. Pour cela soit I - x4 = - 
2% 
, la transformée sera 

( 1  +z11dz - r mais dans les limites 2; = O , a = co , on a -- f i+ l '  -via 
et 

[i7;"k3 = F1e ; donc 

Les valeurs de Z1(- 1) et Z1(l) étant ainsi trouvées, on aura 
l'intégrale cherchée 

Z1(a) = (1 +- a) +. f cF1ç. 
La conséqueiice la plus simple qui résulte de celie formule est 

celle-ci : 
x"dx $a- -- - - hi +xi )y ( l - z I )  - 8, 

et voici comment on peut la démontrer directement. Soit.. . . . . 
dz 

I - x4 = X'Z; la transformée a - 1  ; soit n = a l / a  , 
v2 du elle deviendra - 4,i - + u i ,  et celle-ci devra être prise entre les li- 

mites u = O, u = oo , ce qui donnera, par les formules connues, 

31 I. On peut obtenir les nGmes résultais en ramenant l'intégrale 
proposée à la forme ordinaire des fonctions elliptiques. Soit, pour 
cet effet, x= cosg , et on  aura 

intégrale q u i  devra être prise depuis cp = O jusqu'à Q =f 7. 

Or si,  dans la formule du no 46, 1" p., on fait a =cS, on aura , 
dans les mêines limites, 
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et si, dans celle du no 5 I , on fait k =- cl, on aura de même 

D'ailleurs on a évidemment 

de là on déduit immédiatement 

ce qui s'accorde avec l e  résullat précédent. 

$ V.  .l?claii.cissernens sur un article du Calcul intégral d'Euler. 

312. Dans le tome III du Calcul intégral, pag. 636, Euler a re- 
marqué que l'équation différentielle 

dxV(1 +xx)-i--dy)/(~ i - yy )+nydx+nxdy=o ,  
q u i  a pour intépale complète l'équation transcendante 

'A élant la constante arbitraire, peut être aussi satisfaite par I'équa- 
tion algébrique 

xx -+ yy + 2xjCI / (~ =+ nn) = nn; (4 
Si cette dernière intégrale était du nombre de celles qu'on 

appelle intégrales pnrticzdières, elle devrait sd"trouver directement 
par les règles propres à ce genre d'intégraIes. Mais l'application de 
ces règles, maintenant bien connues, ne donne aucune in tégrale de 
celte espèce; il faut par conséquent que l'intégrale (a), qui satisfait 
à l'équation différenlielle proposée, soit contenue comme cas parti- 
culier dans l'intégrale complète donnée par l'équation (1). Mais il 
reste à expliquer comment une courbe algébrique, telle que celle 
q u i  est représeniée par l'équation (z), peut être un cas particulier 
de la courbe transcendante représentée par l'équation (1). C'est sus 
quoi le calcd suivant ne laissera rien à desirer. 
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31 3. Soit x + C / ( I  + X X )  = p  [V(l.+yy) -Y] 3 p étant ulle 

1 
nouvelle variable, on aura i ( i  + XX) - x  = - [ / ( I  t j y )  ++y], 

P 
ce qui donnera 

x = ~ P [ ) / ( I  +YY)-Y] - [V(I  + ~ ~ l - f - f ,  

Substituant ces valeurs dans l'équation ( 1 ) ,  on aura 

Maintenant j'observe que les termes y' et y /(i +y" disparaîtront 
à la fois de cette équation, si l'ou fait 

alors l'équation deviendra 

La valeur de p qui résulte de l'équation (3) est constante ; donc la 
valeur de A ,  donnée par l'équation ( 4 ) ,  sera aussi constante; donc 
en  effet l'équation f r ) ,  qui en général est transcendante, devient 
algébrique dans le cas où la constante A est telle que nous veuoiis 
de la déterminer, et elle se réduit à l'équation (2). 

5 VI. De'monstration succirzcte d'une propriédgén&nle de la cycloïde. 

3 14. Soit BMC une courbe quelconque rectangulaire, c'est-à-dire ~ i g .  34. 
felle que les tangentes aux extrémités B, C soient, l'une parallèle, 
l'autre perpendiculaire à l'axe ACG; supposons qu'on développe 
l'arc BMC en comrnen~ant vers C ,  et q u e  du développement naisse 
la courbe CPD comprise entre les parallèles AC, BD, laquelle 
sera aussi rectangulaire, puisque les tangentes en C et D seront, 
l'une dirigée suivant l'axe A C ,  l'autre perpendiculaire à cet axe ; 
supposons ensuile que la courbe DPC soit développée à son tour, 
en commenpnt  vers D, et ainsi à l'infini; le développement de 
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chaque courbe conlnlencant toujours où finit le de'veloppement de 
la précédente; je dis que par ces développemens successifs les 
courbes CD, DE, EF, elc., approcheront de plus en plus de se 
confondre avec une demi-cycloïde dont la base est égale et pa- 
rallèle à AB. 

Soient menées les tangentes successives MP, PN, NQ,  QR, etc.; 
elles seront alternaiivement parallèles et perpendiculaires entr'ellcs, 
par la nature des développées. 

Soit 8 l'angle que b n t  les tangentes DIP, NQ, RS, etc. avec 
l'axe AB, et soit 

l'arc CA1 = x, l'arc entier CMB = a ,  
l'arc CP = z , l'arc entier CPD = b ,  
l'arc EN = x', l'arc entier END = a', 
l'arc EQ = z', l'arc entier EQF = b', 
et ainsi de suite. 

Cela posé, si l'on mène des tangentes infiniment proches de PM, 
dz dz' EP, QN, etc., il est clair qu'on aura dî = nip - - -dx' jqj - --- NQ 9 etc- i 

et puisqu'on a ,  par la nature des développées, NP = arc MC, 
PX = arc DP, etc., il en résulte cette suite d'équations : 

3 I 5. L a  première donne z = b d 8 ,  intégrale qui doit s'évanouir 
lorsque 8= O, et qui, en faisant 8 = f ?r , donnera la valeur de t. 

La seconde équation donne dx' = LcZO -zdO, et on en déduit 

intégrale qu'il faut toujours prendre de maniére qu'elle s'évanouisse 
lorsque 8 = O; si l'on fait ensuite 8 = +.n, la valeur de x' devien- 
dra celle de a'. 

En coritinuan t ce calcul, nous aurons r k r =  xrdg, et par conséquent 

ou ,  par une notation abrége'e , 
V I -  - , i ~ 4 %  -~~~zgy~ile. 
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11 n'est pas nécessaire d'entrer dans d'autres détails pour voir qu'on 
aura successivenient 

e= 94 
z" = b'. -- 6.-- + f4d4Yxd3, 

a 2.3.4 

etc. 

J'observe maintenant que les intégrales qui restent dans ces for- 
mules diminuent continuellenîent de valeur, et qu'elles peuvent être 
iiégligées dans les termes infiniment éloignés, En effet, comme 
l'arc x n'est qu'une partie de l'arc total a, il est clair que les in- 
tégrales ĵ .dlyir&, f4d&fxdB, f 6dBb/jrdd, etc. sont moindres que 

d3 65 a 7  
- a, etc., respectivement. les quantités say ~4.3.4.5~~ 2.3.4.5.6.7 

Mais la plus grande valeur de 0 est i r r ;  donc, à cause du décrois- 
sement très-rapide de la suite précédente, on est en droit de né- 
gliger les termes très-éloignés, et l'on aura avec une exactitude 
d'autant plus grande, que l'indice n sera plus grand : 

9" 
6n-"2.5.4.5.6 - etc. , 
bn-3 85 - etc. 

* ~2.3.4~5 

Appelant donc a l'arc frr, on aura 

316. 11 résulte de là que la suite b + Ky $- l'y + btfy3 + etc., 
se confond, dans les ternies très-éloignés, avec la suite récurrente 
qui provient du développement d'une fraction dont Ie numérateur 
est un polynome en y d'un nombre fini de termes, et dont le dé- 
nominateur est 

CL' cd us 
1--y+ -yn - -- a a . 3 . 4  2.3.4.5.6 y3 + etc. ; 
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544 % 
EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL. 

cette quantité est la même chose que cos(ccv/r), et l'on sait q u a  
cos(afy) résulte du produit des facieurs 

Donc le  terme général de  la suite dont il s'agit, ou l'expression 
générale de bn sera, en exceptant les premiers termes dépendans 
du numérateur, 

bn = P _t Q (+'yn + R + S +- etc. 

Donc, en supposant n fort grand, on aura bn =P,  c'est-&-dire 
- 6" constant; ainsi on peut faire 6" = 6n-1 - etc. 

De~là il suit qu'on aura 

ou zn = bn ( I  -cos O). On aura semblablenîent xn= hn sin O ;  or; 
ces deux équations appartiennent à la cycloïde, dans laquelle f bu 
est le diamètre d u  cercle générateur; donc la cycloïde est le  der- 
nier terme des développemens successifs d'une'courbe rectangulaire 
quelconque. 

Cette proposition est due à Jean Bernoulli : on la trouve dans le 
tome IV de ses (Euvres, page 98 ; mais Euler est le premier qui en 
ait donné la démonstration, dans Ies Novi Cornm. Petrop., tom. X. 

FIN DU T O M E .  II. 

he i'Iniprimerie de Mme V" C O U R C IE  R , rue du Jardinet, no 12, 

quartier Saint-André-des-Arcs. 
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