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Trnilsformatioils of relatioiis betweeii numericd fuiictioiis. 

By E. T. BELL (at Seattle). 

1. 011 several occasions CESAKO (') considered arithinetical identities be- 
tween functions 

f[%(x)l, 9kP (x)l,-. (a, /3 ,... =1,  2, 3 ,... ), 

in which E,(x), ~ ~ ( x ) ,  ... are single valued funetions of x, and f(g), g(y), ... single 
valued functions of y, and where, moreover, for every pair of integers a, P > 0, 

form an nbelian semi-group ('), whose order inay be finite or infinite. 
It is noted by CESARO that obvioiisly it is sufficient, if the E,(x) are to 

form an abelian semi-groiip, to take for a those int,egers ) O  which are prime 
to n given integer n. The case a,bove is tlint i i i  wliic.11 n = 1. He considered 
also (3)  enun~er*ative fu~tctions R(x), such that Q(x)= 1 or O according as the 
integer x > O is or is not a member of a given class, and in particular he 
discusses the case for which 

(3) Q(x)Q(y) = Q(xY), 

viz., that in wliich the product of two iiitegers of a given class is contained 
in that class, and t,he product of two integers not both in the class is not a 

(') A1~11ali di  Mdeinntierc t)rsvn etb nppliotr ia,  wrie  2", vol. 13, pl). 235-351; rc.l)iiiitttl iii 
Z ~ e u r s i o ~ ~ s  ovithniétiqt~es a 17i1njii1i7 pp. 104-117, P:iriu, 1883; nluo eluemliere, cf. referencrn 
iii D ~ c i r s o ~ ~ s :  aistovy of the g'heoi.!/ o f  Ntmbe1.8, v d .  1 (Washington, D. C., 19191. 

p) I t  is inexact to  R R ~  that tlie functioiis (2) form an nbelinn group. Thiis, for exniirple, 
if rx is prime, E%(x) h i 3  no inverse in the set (2). Cssà~o,  (Aiennli, vol. 14, y.  155), onlls (2) 
:I. qi.oz~pe fevmé; the nonienclatiire Iiere eniployeil iu in nccordnnce mith inodern iisq-e. 
Liliemi~e for  C a s À ~ o ~ s  8. 

(3) hkhoires <Ir 17Acat16inie (le Belgique, 6 f<;;vrier 1886; A~twnli ,  vol. 14, pp. 141 et; wq.. 
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2 E. T. BELL : Transfornwtiolis op relations brrtweet~ nmaevicat f ~ ~ n c t i o n s  

nieinber of the class. Putting x = 1 we see that Q(1) = 1. Froin these corisi- 
derations CESARO obiains a reinarkable inversion of series (') c le plus général 
que l'oii conilaisse ., and the points out a le possibilité de remplacer le 
systèine des nombres entiers par 1111 groupe fermé quelcoiique, détaché du 
même systèine. Cette possibilité a été iinplicitement reconnue par MOBIUS, 
qui s'.est occupé, il y a loiigtemps, (Cg-elle's Jou?vzrcl, vol. 9, p. los), de l'iii- 
versioii des séries dans u n  cas particulier .. 

1 will show that the inversioiis of CESÀRO aiid ~ I O B I U S  are nbsti-actly 
ideiitical, so that, in particu1:ir either c m  be iininediatelÿ iiiferred froin the 
othei.. Iiicidentnlly in 3 2 there is obtniiied aiid stated ail extseinely geiieral 
theorein of reciprocity, of which the CESÀKO-NOBIUS theorein is tlie siiiiplest 
instniice. 

2. Let 12 denote a n  iiiteger > O. Siiice E, , (x )  is a siiiçle valued fuiictioti 
of x for ?t = 1, 2, 3,..., and silice f ( y )  is a single vnliied fiinctioii of y, it 
folloms thnt f[~,,(x)] takes a siiiy!e defiiiite value for each 7 1 .  A fiiiictioii +(y) 
is called ~tztnze~.ical if +(y) takes a siiigle definite value for each iiileger 
value of y > O. We caii therefore coiisiden' f[e,,(x)] as a iiiinierical fiinction 
of 12, and to einpliasioe that 11 rather thaii s is the variable uiider atteiitioii, 
we shnll wrrite 

f [%,($)I = f n ( 4  fX(12). 

1 liave fiilly discussed the coiisequeiices of this point of view e1sewlici.e (2 ) .  

Hei'e i t  is siifficieiit lo note the followiiig: f , (~ l )  is a pn~.ticultrj. ius la~icc.  

of S(12). Heiice, i f  we h v e  established n specific relatioii betweeii arbitrary 
iiiinlerical functioiis f(n), g(7z), h(n), ..., it follows that the relation remaiiis valid 
whcii f, g, h ,... are replaced bg f,, g,, h ,,... respectively. 

Cotiversely, if iii a specific relatioii betweeii f,(u), g,(n), h,(n), ... we tnke 
tlie special ~ , ( x )  siich that ~ , , ( x ) =  ?lx, ils obvioiislg is permissible bx (t), 
aiid if iti the result we replttce x by 1, we obtaiii s relatioii betn-eeii the 
iii~iuerical fuiiclioiis f(n), g(n) ,  h(sz), ..., and this relatioii c m  be writteii d o m  
nt oiice froin the original by suppressiiig the suffix x i n  f,, g,, h,, ... . 

Heiice either of the relatioiis betweeii f ,  g, h, ... or fz, g,, Iz , ,  ... iiiiplies 
the other, and the second cat-i be writteii dowii froni the first by supp1~-ing 
the suffix x, the first froin the secoiid by droppiiig the suffix S. 

(') Atat~nli, Ioc. cit. ,  p. 155, (12), (131. 
(7 BBLetii6 of the  Ama~ieritr jlintl,e?ttcztiec~l Socirt?y, 115.n~tsnçtio1is (of the sanie) vol. 25, 

pp. 145-154. 
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E. T. BELL : T~rnns/orrnations of relations beiwetn nunierical Junctions 3 

From the definitions it is evideiît that Q(y)  is a particular instance of a 
nuinerical function of y. Hence if f ( y )  is a numerical fuiiction of y, so also is 
P(y) f (y ) .  Note that O(y)f(y)  is the ordinary algebraic product of P(y )  aiid f (y ) .  
For 12 an arbitrary integer > O  it is sometiines coiiveiiieiit to write symbolica.lly 

the parenthesis enclosing ( P f )  beiiig iised to distinguish this type of product 
frotn Qf in 5 3 which does not syinbolize the ordiriary ndgebi'aic product. As 
before we wri te 

n[~,,(x)l f [ ~ n ( x ) j  = Qx(n) f Z ( 4  = ( Q X f X ) ?  

and note that, if f ( n ) ,  g(a)  are arbitrnry numerical functioiis of n, then a 
relation iilvolving f tn) renlaiiis valid when for f is substituted (Q,g,), aiid 
converselÿ. 

From the foregoing we nomT have the following general statement: A 1-e- 
lation betzoeen a r b i t m r y  nu;ne~- ic td  functions 

î.emnins vnlid tohelz for these functions alse substituted respectively 

.clohel-e the  superscripts (a), (b), (c), ... v e f w  to n n y  classes A, B, C, ... of in- 
tegers respectively, and zohe?,e tlze va7.iables x, y, z, ... a1.e not neces sn~~ i l y  
ilidependent, n o l *  tlze classes A, B, C, ... necessaîdy mutunEly exclusive, nor  
the abelian semi-gvoups 

n e c e s s a ~ d y  tlistinct. 
To pass from the relation for (3) to that for (4) we replace iii the former f 

by Q f ) f x ,  g by PY)g,, 72 by PZ)h,, ...; to pass froin the relation for (4) to that 
for (3) we take 

e,(x) = am, e p ( y )  = py, ... (CI, p ,... =1, 2, 3 ,... ), 

A =  R = C =  ... = the class of al1 iiitegers > O, aiid i i i  the result so obtaiiied 
put 

x= y = z =  ... = 1. 
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4 E. T .  BELL I T1.ansforrnation8 of rdations belween numerical fimctions 

3. Let q(7z) = 1 or O according as the iiiteger 1 2 7  1, aiid wri te symbolicnlly 

the sumination extending to al1 pairs ((.i, 6) of integers > O  such tliat 12=d6. 
Then if fin) is an  nrbitrary numerical fiinction, there exists a unique nuine- 
rical function f ( n ) ,  called the reciprocal of f ( n ) ,  such that fi' = Y,, or in full, 

Elseu-here 1 have given the explicit form of f i n  ternis of f ,  aiid hiive 
developed a simple algebra for determining the reduced form of f ' when f is 
a specific function ('). 

Note that if g is any numerical functioa, yg =g, so. that in this sginbolic 
calculus of numerical functioiis, 71 has the multiplicative properties of uiiity 
in common algebra or arithinetic, and hence it is called the uiiit function. 

4. Assuining with CESARO that al1 of the infiiiite processes concerned are 
significant, we shall iiow examine his most geiieral inversion in the light 
of 5 2. For j an arbitrary integer > O ,  write 

and let f, g, h denote nuinerical functioiis. Note that (5) is the definition 
inerely of F(j). Iinmediately by 5 3 we have 

and therefore, if in particulnr h g = v ,  we get g = h', the reciprocnl of h, 
and obtain 

(6) f ( 1 > = 2 W j )  FU), 
I - 1  

which can be coiisidered a.s an iuversion of (5) .  We have showii tlint (5)  
implies (6)) and will prove next that this proposition implies CESAI~O' s most 
general inversion. 

(i) Tuhokic Jlnthemnticnl Joimrnl, vol. 17, pp. 221-231 ; Tvntrs. Amevicml Illictli. Soc., loc. cit.. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E. T .  BELL : Tq.ansf'ormations of  velations between mrrnewkil functiotcs 5 

I I ~  (5) take f r f,, aiid &fille l;j, by 

which is a pal-ticzhr inslmzce of (5), and which, tlierefore, by the pi.opo- 
sitioii just proved, iinplies 

(8) 

so tliat (7 ) ,  (8) co~~st i tule  n 
note that (7) is implied /JZJ 

pavticular i~zsln~lcs of tlze inue?-sion (5), (6). I l Te  

its appiweii tly specinl case j = 1, for 

on trmsforiniiig to tlie otlier notatioii, is 

aiid if in this we replace x by ej(s) aiid transform back to tlie first riotation, 
we obtniii (7). Hence (9) Gnplies (8). 

By a further speeializntion we reach CESBRO'S iiiversion. Let SW refer 
to ui (i= 1, 2, 3, ...), and be such that P(u)(nz)Q(u)(?t) = Q(U)(nzn). Take in (7) for h(i) 
the pnrticulng- function P(~)(i)h(i). Then the reciprocnl f~inctiori is P(uI(i)hf(i), 
where, as before, h, h' are reciprocals. For we have 

E,,Q(u)(d)1t(d)Q(u)(6)h'(6) = Z,,S1(U)(dG)h(d)h'(G) = Q(E4)(n)q(~z), 

aiid heiice, since q(n) is the unit function, the value becoines &('"(1)=1, or O, 
slccordiiig as n = 1, or I L >  1. As a special case, then, of the result just proved 
thnt (9) iinplies (8), we have iiow showii that 

which, transfornled to the. other notation, 

is C~sAito' s inost general iiiversioii, with hh'=q and S$1~)(m)Q'")(fi)= O ( L ' ) ( ~ ~ ~ ~ ~ ) .  
We have shown therefore that this niost geiierd iiiversion is iniplied by 

its nppareritly speuinl case (b), (6). 
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To show iiext that the iiiversion (Ci), (6) is inlplied by (IO), we replace x 
by ej(x) in  the first of (IO), tnke ui = i (i = 1, 2, 3,. .), Q(i)  = 2, e,(x) = ix, 
and in the resiilt put x = 1. 

We have proved theii that each pair of inversions (5), (6) aiid (10) iinplies 
the other; that is, the pairs are equivalent. 

5. The piwpose of such traiisfo~i~atioiis as we have discusscd in 5 2 aiid 
illustrated in 5 4, is to tlirow arithineticnl ideritities iiito more suggestive 
forrns. For example, takiiig ui=u (i= 1, 2, ...) where the u, are prime to a 
giveii integer n, and choosing for f,(i) the functioii g,(i)h(i),  where g, is an 
arbitrary i-iumericd fuiictioii, and h(i) = 1 or O according as i 7 92 or i > n, 
we trniisforiii a specific iden ti ty iiivolving 12 i i i  to another involviiig oiil y the 
integers not greater thnii 18 aiid prime to l2. 
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Sur quelques probl&ines du calcul des vitri it t' 1011s. 

bf. LAVI~EWIWF (k~~ôcoil).  

Nous nous proposons d'étudier dans ce Ménioire quelques problèmes liés 
5E la question : dans quelles hypothèses il existe au moins une foiictioii y=  f(x) 
minimant 1' integrale 

1 

Nous supposons que la  foiiction F(x7 y, y') est coiitinue par rapport B 
i'ensemble des trois variables; quant ft la clasde des lignes admissibles, nous 
supposons que ce sont des courbes y = f(a) : 1" chntinues ; 2") passnnt par 
l'origine et le point (1, 1 ) ;  Y") situées entiéreinent da.ns le carré (0, 0); (0, 1 ) ;  

( 1 7  1); ( 1 7  0). 
Dans la théorie classique on suppose les courbes y = f(x) contiiiues et 

ayant des ta,ngeiit:s qui varient aussi d' une inii.iiiére coiitinue ('). M. TONELLI a 
construit une belle théorie dans la seule liypothèse que les ((x) soiciit :ibsoliiiiicnt 
coritinues (?). La qiiestioii se pose iintu~elleinent s'il est possible d'éteiidre 
cette théorie et, en particulier, si l'on peut considérer comme lignes ndiiiisibles 
toutes les courbes B variation bornée; nous démontrons dans le 5 1 que cette 
question se résoud négativemeut. 

Aiiisi donc, parini les courbes contiiiues la classe la plus éteiidiie ii;i.tiirello 
de lignes admissibles est celle des foiictions absoluinei!t coiitiii~ies. Pour ces 
fonctioiis lB M. TONELLT a démontré que pourvu que la foiîctioii F(x, y,  y') 
jouisse de certaines propriétés, 1' extrêiné absolu de 1' iiitégrde (1) existe (3 ) ;  en 
ajoiitant encore quelqiies hypothèses restrictives sur F(x, y, y'), M. TOKELLI 
a démoiitré que la courbe qiii extrême l'integr;i,le (1) est uiie exti'ênîale (4). 

C'est à dire les coiirbea y = f (x) telles qne f'(x) e ~ t  contin~it', 
L. TONBLI.~, P~l&d~lllelbti d i  cdco lo  de l l e  vn~inainni (Bolognn, Nicola Zniiiclielli). 
Loo. oit;., t. II, gage 281. 
Loc. rit., t. II? pp. 321, 345. 
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8 M. LAVRENTIEFF : Szw q~ielqzies problèmes du cnlctil des variations 

Nous donnons dans le 5 2 uii lemme qui iiidique une nouvelle voie pour 
démontrer l'existence de l'extrêmé absolu; dans le 5 3 nous doiinoiis l'exenîple 
d'uii probléme du calcul des variations coiiduisaiit à uiie courbe extrêmaiite, 
qui n'est pas une extrêmnle dans aucun intervalle. 

Cela posé, nous cherchons & résoudre la question, si la boriie inférieure 
des valeurs de l'integrale (1) dans la classe des courbes absolument coiitiiiues 
est égale la boriie inférieure des valeurs de la même integrde daiis la 
classe des courbes continues y = flx) k dérivées f ' (x;)  continues ('). Nous dé- 

inontroiis au $ 4 que cette question se résoiid par l'affirinative si l'on suppose 
aP 
- bornée. Cette propositioii attire notre atteirtioii sur un nouveau cas, ou la 
a!J 
courbe extrêmaiite est une extrêmale. 

Nous démontrons enfin daiis le $ 5 qu'eii posaiit la inêine question en 
général, on reqoit uiie réponse négative. 

Pour simplifier l'expositioii, nous allons poser quelques définitions. 
Nous dirons que la courbe y = f(x) appar t ien t  à la clusse CÎ si l'on a 

appartient a la classe Ct) si quel que soit uii systeme fini d'iiitervalles 4 sans 
points commuiis, on a 

y ( x )  étiiiit uiie foiictioii coiitiiiue défiiiie pour x 2 0 et t;?lle que c~(0) = O, 
rp(x) ) O pour x ) O. 

E ~ i f i i i  soit C'(a) la classc de toutes les fonctions absoiuineiit coiitiiiues et C' 
celles des fonctions B dérivées continues. 

. 1. Sur la possibilité d'étmdre la classe des liçms admissibles. - Nous 
allons démoiitrer ici ln proposition suivaiite. 

THEOREME. Si 1'012 considére comme ligues adn~issibles toutes les cou?.bes 
a v a l - i a t i m  bol-ndq (y = f(x) ; O < f(x) < 1 ; f(O) = O ; f(1) = 1), le pl-obième du 
cn1cz.d des va~*iations se ~ Y % o z ~ ,  e ~ i  gé12é1-al, né~g~~tivenwnt. 

En effet, soit F(x ,  ?/, y') une foiictioii coiitiiiue par i'iipport Yeiiseiiible 
des v;wi;ibles s, y, y' défiiiie pour O < x < 1, O < y < 1 et pour toute valeur 
de y'; nous alloiis démontrer d'abord que la boriie irifërieure de l'iiitegrale (1) 

pour tolites les foiictioiis ?J = f(x) LS variation bornée iiidiquées est égale & la 

(') Voir ln note (1) pn,ge 7. 
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M. LAVRENTIEFF : SUT quelques problèmee du calcul de8 variations 9 

borne inférieure de, ln même intégrale ou l'on suppose que zj=rp(x), yl=+(x), 
cp et + étant des fonctions mesiirables, O < y(x) < 1, et d' ailleurs absolument 
quelconques. Eii remarquant que cette dernière borne inférieure est toujours 
atteinte par un certain couple de fonctioiis rnesurables y=  cp(x) et x = +(x), 
mais qu'en général la fonction +(x) n' est pas la dérivée de lit fonction rp(x), 
on verra que la proposition énoncée sera demontrée. 

Le théorème à démoiitrer est donc réduit b la propositioii suivante : 
Quclles que soieut les fonctions nlesurables et  finies pwsqtte partout ~ ( x )  et +(x) 
(O < cp(x) < 1), poul.vu que la fonction F[x, cp(x), S(x)] soit sonzntable et quelque 
pelit que soit E ,  i l  exis te  toujoum une  fonction y = f(x) d vaviation bornée 
(O < f(x) L 1, f(0) = O, f(1) = 1) telle qu' on  a 

Passons a la démonstration de cette dernière proposition. 
La  fonction Fi$, y, y') étant continue, il existe un nombre M tel que 

(1) 1 F(x,  y, O )  I<M pour 0 1 x g 1 ;  O < ? j < l .  
0 

La fonction F[x, y($), $(x)] étant sommable, il existe donc, quelque soit E, 

un ensemble parfait P (') ayant les propriéth : 
E 

1") mes P 2 1 - - '  
SM' 

2") S(x) est continue sur P; 

CP 

Soit $(z) une fonctioii qui est égale 5L +(x) sur P et  A O en dehors de P. 

En posent Io = F[x,  y($), +(z)]d$, nous avons r O 

D'autre part en vertu de l'inégalité (1) on a 

('1 Nous supposons que i' est situé siir le segment (0, 1). 
ie) Nous prenons llensemble couiplémeiitaire par rapport au segment (0, 1). 

Atbnali di  hfatematioa, Berie IV ,  Tomo IV. 2 
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10 N. LAVRENT~EFF : Sur quelqt~es problèmes du ca2cul des va~iations 

Coiisidérons maintenant 1' intégrale 

Soit N le nmximé de 1 $(x) 1 pour O < x l 1 ct K le m:~ximé de 1 F(x, y, 3) 1 
pour 01x11, Ogy11,  )zIgLLY. 

Les fonctions y(%) et  $(x) étant mesurables, il existe un ens&nble parfait P,  
ayant les 

1") 

Z O )  

3") 

propriétés : 
E .  mes P i > l  --- 

8K' 
cp(x) est continue sur P,; 

Soit G(x) une fonction continue, égale à cp(a) sur Pi et variant liiiéai- 
reineiit en dehors de Pi, on a 

Donc, d'après (2), on a 

1 

La fonction F(x, y, y') étant continue, il existe uii nombre h tel que 

pour tout ] z ) < N  et I A y l g h .  
Soit 

x 
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M. LAVRENTIEPB: Sur quelques problèmes du calcul des variatioi~ 11 

L a  foiiction y*(%) est continue, danc, dl après un théorème de M. N. LUSIN ('), 
on peut construire une fonction y(x) LL variation b o r d e  et  telle que:  - 

1") )(x) = O presque partout ; 

27 ) $(x) - cp*(x) - a m )  1 < h ; . . 

3") en posant f(.x;.)= y*($) + cp(x) on R f(0) =O,  f ( 1 )  = 1, O < f(x) s 1. 
Il en suit 

f ( x )  =$x) presque partout, et, d'après Y, les fonctions y*(x) et 3x) étant 
h variatioii bornée, la  fonction f(x) l 'est  aussi. 

D' autre part, dl aprés (4) 

ce qui démontre l a  proposition Anoncée. 

2. L'extrême absolu. - Les.  considérations de ce 9 se fondent sur la 
proposition suivante. 

LEMME FONDAMENTAL. Etclnt donne u n e  classe CT de  courbes continues, 
on peut construire u n e  fonction continue des d e u x  van'ables Y(x, cc) ayan t  
les propriétés suivantes : 

1" On obtient toutes les fonctions d e  Zn classe donnde e n  at tr ibuant  
ci a toutes les valeuvs nunadriques possibles O < a < 1. 

2') Quel que soit le nombre a,, O < a,  < 1, la fonction de x, Y(x, a,) 
nppavt ient  d En classe donnée. 

En effet, soit 

uiie suite de nombres positifs telle que limq,= 0. 
n-cm 

Considérons, en posant E, = rq(y,,) (2), une nouvelle suite de nombres positifs 

E,, , . .  E, ,.... lim E,, = 0, 
11 -m - 

(') N. LUSIN, L' in tégra le  et ln serie ti.igorioiiiét~.ic/$~e (en russr). i\loscou 1915, p. 34. 
(') cp est 111 foiiction qui figure dan6 la cléfiiiition de ln ciasse O?. 
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12 M.  LAVRENTIEFP: SUT quelques problémes da ca2cu.l des vaviations 

D'après la définition de la classe Cq, quelle que soit ln fonction f(x) de 
la classe considérée on a :  

1") 0 < f(x) < 1 ; 
2') 1 f ( x  t h) - f (x)  1 (: E,, pour tout h, 1 h 1 = qn- 

Considérons maintenant dans le carré (0, O), (1, O), (1, 1), (0, 1) les points PUR 

de coordonnées (%yp, k ~ ~ )  [n = O ,  1, 2 ,..., E + 1 ; k = O, 1, 2 ,..., E 

p étaiit un entier positif fixe. Construisons toutes les lignes polygonales pos- 
sibles ayant leurs somniets aux points P,, et telles que si l'un des sominets 
d'une telle ligne est au point P,,, l'an des sommets voisins est nécessni- 
reinent au point P,-,,i et l'autre au point i et j ne pouvant avoir 
d' autre valeur que R - 1, ou k, ou k $- 1. Pour un p fixe il n' existe qu' un 
iiombre fini de ces lignes polygonales, soit 

7 ~ , ( ~ 1  2 ,  1 ZNZ~(X? P )  
toutes ces lignes. 

Cela posé, considérons ceux des polygones Z,(X, l), n,(x, 1) ,..., ZN,(%, 1)' 
qui verifient 1' inégalité 

1 ~ ï ( ~ '  1) - f ( 4  1 (. 2% 

f(x) étant une fonction quelconque de 18 classe CV; soit 

, 1 %'(x, 1) ,.S., XN,' (X,  1) 
tous ces polygones. 

Soit P,(x, a) une fonction continue définie pour O < rr; F 1 et O < a j 1 
de la manière suivante 

k 
P, (X, -) = 1) (k=O, 1 ,...? Ni'-1). 

On achève la définition de P,(x, a) en la faisant varier linéairement en 
suivant des droites perpendiculaires A l'axe des ;n: dans les autres points 
du carre ('). 

Il suit de la définition de Pi(%, a) qu'il existe, quelle que soit la fonction f(s) 
de la classe eV, un nombre a,, O EZ a, < 1, tel que 

(l) Plus précisément, nous posone 
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M. LAVRENTIEFP : 8ur qudques problèmes du edeut des variations 13 

De plus quel que soit le noinbre P u ,  O < P, < 1, il existe touCjoiirs ilne 
foiiction fIx) de 1 ~ .  classe Cv telle que 

Siipposoiis qu'on puisse construire une foiictioii coiitiiiue P,,(x, a), ayniit 
les propriétés suivantes : 

iO) quelle que soit la foiictioii f(x) de la classe considérée, il existe 
toujours 111i noinbre a, tel que 1 I',(x, a,) - f(x) 1 < 2 ~ ,  ; . 

2") quel que soit le noinbre a,', O <  a,'< 1, il existe iiiie foiictioii f(x) 
de la classe Cq telle qiie 1 P,,(.x, a,') - f(x) 1 ( 2~ , , .  

Nous nlloiis démontrer que dans ce cas on peut toujours construire uiie 
foiiction coiitiiiue P,,+,(x, a) telle que : 

1") quelle que soit la fonction f(x) de la classe Cco, il esiste toujours 

un nombre p,, 0 < Bo < 1, tel que 1 P,,+,(x, Bo) - f(x) 1 < 2 ~ , , + ~  ; 
2") quel que soit le  nombre &', O I Pof ( 1, il existe une fonction f(x) 

de la ciasse Cp telle que 1 P,,+,(x, Po') - f(x) 1 < 2cntl ; 
3") 1 P,,(x, a) - P,"+,(x, 4 1 < 45, + 2~,,+, .  

1 
En effet, soit p >. O uiie quantité telle que - est un entier et qu'on a 

P 

Cela posé, considérons ceux des polygones 

f(x) étant une fonction quelcoiique de ln classe C-p ; soit 

' x  1 ,  . 7tfNi,+l(X, tl) 
b 

tous ces polyg 0 ones. 
D'après les proprietés de la fonctioii P,(x, a) et d'après l n  construction 

des polygoiies nl(x, n +- 1) i l  existe, quel que soit le n((x, 12 -1- l), 
1 

uri entier j < - tel que 
P 

Nous dirons qiie le polygone x,'(x, 11 -1- 1) appartient à la, classe j si 1' iiié- 
gnlité (2) est vérifiée. Chacun des polygoiies ~ ' ( L Ç ,  11 +- 1) appartieiit ainsi A 
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14 M. T,AVRENTIEFF : SUT quelques problèmes du calcitl des variations 

. Inversement quel que soit le nombre j 

esist des polygones nl(s, n + 1) de la classe j .  
Soient 

nrj,(x, n + 11, T C ' ~ J ~ ,  n + l),..., n:fpJ~, n + 1) 

tous les polygones de la classe j. 
Passons k la construction de la fonction cherchée P,,+,(x, a) ;  B cet effet 

nous divisons le segment [ j p ,  ( j - i -  l )P ]  en pj parties égales; soient 

a? = jp, ccij), ..., a(j) 
P3' 

respectivement i'extrêinit6 gauche du segment considéré et  les point de di- 
vision ; posons 

Pnti(x, ~ 1 2 ) )  = djà(x, 92 f 1) 

On achève la défiiiition de Pn+, en la faisant var ier  linéairement en 
suivant des droites perpendiculaires i?t l'axe des .ir: dans les antres points 
du carré. 

Il est évident que la fonction P,,+,(;x, a) vérifie les trois conditions posées. 
On construit ainsi en partant de la fonction P,(x, a) une suite de fonctions 

(3) Pi(%, a), pz($, a),.-v pn(x, &),+- 
ayant les proprié tés : 

1" quelle que soit la fonction f(x) de la classe considérée Cv et quel ' 
que soit le nombre entier 12, il existe un nombre a,, O < a, < 1,  tel que 

/ Pn@, a,) - f(X) 1 2 ~ n  ; 
# 

2") quel que soit le nombre Bo, O < Po < 1, et. quel que soit le nombre 
entier 111, il existe toujours uiie fonctioii f(x) de la classe considérée Gy telle 

qile 1 Pm(x, Po) - f (x) 1 2Enz ; 
3") 1 P,,(x, a) - P,,+,(x, 4 1 5z 4 ~ , ,  + %,+i. 

00 

Cela posé, supposoiis que la suite (1) soit telle que la série 1 E, converge. 
n=l 

Alors, en vertu de 3" la suite (3) converge uiiiforrnéinent. Posons 

W(x, a) = lin1 P,, (x, a). 
71 W 
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D'après les propriétés de la suite (3) i l  est aisé de voir que In foiiçtion 
construite Y! est la fonction cherchée. 

COROLLAIRE. B u n t  donné une classe C g )  de com-bes absolunzent con- 
tinues, on peut const)*ui~-e une foncAon continue des deux  val-iahles o(x, cc)  
ayant les p~opm2tés  suivantes : 

. I o )  On obtieut toutes les fonctions d e  la classe donnée ,072 a t t ~ ~ i b u a n t  
d a toutes les valezcm ~ z u ~ ~ i & ~ - i q u e s  possibles O < a,  < 1 ; 

2") quelque soit le nombr-e cc,, O < a,  < 1, la fonction de x, o(x, a,) 
nppu)*tient à ln classe donnde ('). 

Nous passons inaiiltenant it l'application du lemine fondamental au pro- 
. ~ 

bléme de 1' existence d' un extrêiné absolu. 
Considérons 1' integrsle 

. . 1 

(1) Y,  d W .  
U 

Supposons que certaines propriétés de la foilction F permettent de dé- 
montrer que s'il existe nne courbe extrémante pour l'intégrale (1) dans la. 
classe des lignes O"), cette courbe appartient nécessairement à une classe CF) (7. 

Alors le problème de 2'exktence d'une extdn2ante  pou^ Z'intdg~nale ( 1 )  

se 9-&duit au probléme de l'existence d' u n  e x t d m d  p o u ~  une certaine 
fonction d'une vmniable. En effet, en vertu du corolladre, la fonction 

résoud la question. 
D'ailleurs, en raisonnant, combe le fait M. TONELLI (3), on démontre que 

a2F dans l'hypothèse - 2 O la fonction @(a) est semicontinue infé- 
ayI2 

rieurement (supérieurement). On  obtient ainsi le résultat de M. TONELLI: avec 

(') On obtient ilne propositioii nnnlogue en coriaitlér:riit une classe (le fonctions bornées 
(1:ins leiir ensemble e t  n p i i t  cles nombres dérivés bornés dans leiir unseiiible. On dédiiit 
d'nilleiire imtiiédintenient dn  lemine foiiilamentnl, du corollaire et de 18 remarqtie faite les 
propositions connues de M. HILBKRT et  de  M. ASCOLI siir l'existence des suites iiniforiiiénient 
convergentes dnns certaine8 classes de fonctioiis. 

(7 M. L. TONELLI A montré qu'il en est ainsi dans lfliypotli&se 

Pi$, y, y') 3 1 y' (r > O), yonr 1 y' 12 Pr, (r et Y' sont des constnntes), 

loc. cit., t. II, p. 282. 
(3) Loc. cit., t. 1, p. 397. 
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16 M. LAVRENTIEFF~ Sur quelque8 problèmes du calcul de8 variations 

cette hypothèse co~nplt?r?zentait*e o ~ z  peut aflccmie~. que le rnininld (niaximê) 
ahsolu exis te .  

3. Exmiple. - La construction de notre exemple (') se fonde sur les 
deux lemmes suivants : 

LEMME 1. Etaizt données d e u x  cotwbes analytiques femzdes, f(x, y) - O, 
y(x, y) = O, sans points c o m n u n s  et telles que cp = O est contenue d a m  
1' a i ~ w  D limitée palm f(x, y) = O, 012 peut ~ O U ~ O Z L I ~ S  conslvuire zme fonClloft 
F(x, y) ayant  les p i -op ié t é s  suioantes : 

1") F(x, y) < O dans D ; 
27 F(x, y) = O sur ip = O et = E > O SU?' f =;: 0 ; 
3") F(x, y)  a des ddrivdes pal-tielles des n p~.ewaie~-s o~-dl.es continues 

pal. vappor t  a x e t  y et s 'u~znul lant  S U I .  Q = O el f = 0 ; 
4") quel que soit y > 0, pour e assez pe t i t ' la  fonction F(x, y) e t  ses n 

p~.enziè~-es d e ~ ~ i v d s  sont d e  module < rj pour tous les points dans D. 
En effet, construisons la fonction 

on voit de suite que cette fonction vérifie toutes les propriétés indiqués. 
LEMME I I .  Etaut donnée z c ~ z  segment de  courbe conti~tzce [y = f(x), O < X < 11, 

o n  peut loz4ju1.s construire u n e  folaction continue @(x, y) ayan t  les propl-idtés 
suivautes : 

1") @(x, y) > O, si y =+ f(x), @(x, y) = O  pouls y = f(x) ; 
2") @(x, y) a des dérivées continues des m plwerniers ordres. . 

En effet construisons une suite de courbes analytiques ferniées 

deux 9, deux sans points communs et telles que: 
1") toutes les courbes fi(x, y) = O sont contenues dans l'aire limitée 

par la coube f,,(x, y) pour i > n, (n = 1, 2, 3 ,...) ; 
2") la courbe dom& y =  (0 -S x < 1) est contenue dans 1' aire 

limitée par la courbe f,,(x, y )  =O, (n= 1, 2, 3 ,... ). 
Celb posé, coiistruisons les fonctions (lemme 1) 

(1) Voir 17iutrodi1ctioi1. 
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M. LAVRENTIEPF : Sur quelques problèmes du  calcul des vtrriations 17 

On choisit les nombres positifs a,, (n = 1, 2,' 3, ...) tels, qu'on a : 
60 

1") Z E , = ~ <  00; 

*=1 

27 Toutes les dérivées partielles de la fonction O,(x, y) jusqu'a l'ordre na 
sont iiiférieures 5L q, en valeur absolue, les nombres positifs 7, (n = 1, 2, 3, ...) 
sont tels que lim 7, = 0. 

n-a3 

D'aprés le lemme 1, la fonction cherchée sera donc définie par les con- 
ditions suivantes : 

1") @(x, y) = O pour y = f(x) ; 
2") @(x, y) = @,(x, y) pour les points situés dans ra i re  limitée par les 

courbes f,,(x, y) = O et f,,+,(x, y) = 0. 
Nous passons maintenant B la construction de l'exemple indiqué. 
Soit y = +(x) une courbe absolumeiit continue n'ayant pas de dérivée 

dans un ensemble partout dense sur (0, 1). Construisoiis la fonction @(x, y) 
du lemme II pour cette courbe y = +(x) et considérons l'intégrale 

nous avons les propriktés suivantes de Y(x,  y, y') : 
1") Y posséde toutes les dérivés des rn premiers ordres par rapport 

& x, y et y'; 

3") Le minimum absolu de I est donné par la courbe y = +(x), qui 
n'est pas une extrémale dans aucun intervalle. 

4. Les courbes admissibles C@) et C'. - Nous passons la derniére 
question de ce Mémoire. 

LEMME. Soit F(x, y, y') une fo~tction continue et telle que I p M  (7- 

Soit f(x) (O l x  < 1) une fonction absolument continue O < f(x) < 1, f(O)= y,, 
f(1) =y, ,  et telle que la fonction F[x, f(x), ff(x)] est sonnuable. Il existe alors, 

(1) M est une constante rtbsolii. 

Aimali d i  Matatrmatica, Serie IV, Tomo I V .  
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0 

quel que soit e > O, une fo~zction y(x) ayant une dé~ivèe continue et vérifiant 
les conditions suivantes : 

1") ~(0) = Y , ,  Hl) =us ; 

Rern:wquons d'abord que pour déinoiitrer le letnine il soffit de prouver - 
qu'il existe une polygone y= f(x), vérifiant les mémes coiiditions que la 
fonction y=cp(x). , 

Pour construire un tel polygone faisons les conventions pr8liminaises 
suivaiites. Désignons par N,. le, mixiliié du module de F ( s ,  cl/, y') pour O < x < 1 ,  
O <  y< 1,  Iy t (<r.  Soit P un ensemble parfait situé sur le segment (0, 1) de 

1 
l 'axe des x, mes. P=-, et  tel que f(x) est coiitinue sur P; nous désignons 

2 
par R le maxiiné du module de  f'(x) sur P. Désignoiis enfin par h, un nombre 

1 
inférieur à 1 et  b - , tel qu' on a pour 1 Az 1 < h, 

111 

pour un certain E > O et  pour toutes les valeurs des vmiables O <  x < 1, 

O ~ y c l ,  lz l<R+l.  
Passons maintenant b la  construction du polygone cherché. 
Les fonctions f(x) e t  Il'[$, f(x), f'(x)] étant mesurables et soinmables, il  

existe, quel que soit E ) O, un ensemble parfait PE (') tel qu'on a :  
& 

I o )  mes. PE > ) - - 1 
24N, ' P E ~ P  pour E<- ;  

2 

2") fl(x) est continue sur P,; 

En vertu de la propriété 2", f l (x)  est bornée sur P,, soit 1 fl(x) 1 <RE sur PE. 

('1 Nom ~uppos0118 que PE est ç;itué sur le segnwnt (O, 1). 
3011s Pî~110118 l'ensemble coiiipléiiiaiitniru pnr rlipport au segiiient (0, 1). 
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F(x, y, z)  étant continue, il existe un nombre &, O<HE<EJZ,,  tel qu'on 
a pour I A z I < H ,  

pour toutes les valeurs des variables O i x; < 1, O < y I 1, ( z ( < BE t 1. 
Cela posé, d'aprks l a  même condition 2" on peut diviser l'ensemble P, e n  
un nombre fini de portioils, deux B deux saris points communs, 

Pe=lz, + ne + ... + 7Ep 

telles qu'on a 

si xi et  x, appartiennent A une même portion TC<. 

Soit +(x) une fonction définie sur P,, constante dans chaque portion xi et  
1 

qui diffère de fl(x) d'une quantité inférieure k - H E  
18 

(4) +(x) = ci pour tout x CTC, 

- 
Désignons par TC, (i = 1, 2, 3, ... p) p intervalles deux & deux sans points 

communs contenant respectivement les portions n,, & i ~ ~ l ,  et soit 

ai, étant des intervalles deux B deux sans points communs. 
Soit 7 ,  une quantité positive telle qul on a 

Désigiions enfin par k ,  un entier positif vérifiant 1' inégalité 

Avec ces conventions, coi~struisons dans 1' intervalle (0, 1) une foiic6on $(x) 

$(x) = ci pour x C n i  ou x C Zik, k 2 ki, 
- 
+(x) = O  pour les autres valeurs de x. 
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011 a 

(8) 
Posons 

Il suit de la construction de la foiictioii $, que la  foiiction î(x) repré- 
sente lin polygone : déniontrons d7 abord qu'on a 

Eii effet, d'aprks le conditions f(O)= y, et (9), oii a 

Coiisidérons chacune de ces intégrales; nous avons d'après (4') e t  la 
définitioii de HE 

D'après la  construction de l'ensemble P, (conditioii 4") on a 

Enfin d'après les conditions (7), (Y), (6), (5) 

L' iiiégali té cherchée est une conséquence immédiate des trois dernières 
inégalités (1 1 j, (12) et (13). 

Démontrons maintenant qu7 on a 
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M. LAVRENTIEFF : SUI- quelques problèmes du calcul des va~.iations 21 

Eii effet, on a d'abord 

et d7 après les inégalités (4'), (2) 

D'autre part, d' après la. coiidition 3" 

Eiifiii d'après lit coiiditioii 1") et les inégalités (5), (6) oii a 

l P 00 E E E 1 p [ x ,  f(z), $(z)]dx < AT,, mes. CP. + Z Nei + Z Zil < - + - = - . I i=l k+ 24 24 12 
ops 

D'autre part on a p i~r  hypothèse aF < M: il suit dono de l'inégalité (10) lai 
1 1 1 

- E 

At = ( j ~ [ x ,  f (@, $(x)ldx -SF[X, )F(x), $(x)ldx 1 <k 1 f (x) - f & )  dx < 4 -. 
O O O 

- 
Nous nous proposoiis inaiiiteiiaiit de construire uii poligoiie y =f(x) tel que 

(15) ~~z)-tix)~ <;. 
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- - 
En vertu de (10) et (14)) on voit de suite que ce  polygone y = f'(x) est 

le polygone cherché. 
1 

Nous remarquons d'abord que, quel que soit E < -, il existe toujours un 
2 

ensemble E qui est la somme d'un nombres fini d'intervalles, doiit la me- 
1 

sure est égale B - et  tel qu'on a 
2 

Soit maintenant 

(19) fil) - f(1) = Et 

d'apres (10) on a 

Soit R x )  une fonction vérifiant les conditions : 
- - - - 

+(x)= r) pour tout x C G E  
- - 
+(x)=$(x)+sE' pour tout xc E. 

Pour obtenir ln  fonction Ex) cherchée, i l  sufit de poser 

En efïet, on a d'après (9), (21) et (21') 

on a de plus, d'une part, d'après (21), (21'), (20) e t  (1) 

(1 )  Pour prouver llexisteiice d'un tel ensemble, i l  sufit de se rnppeler (voir le coiiiiiien- 
1 

cemeiit de ce §) que: 1') Pe 3 P;  2') mes. P -  -; 3') ?(T) e ~ t  continue sur P,; 4') lliiibgn,iité (4'). 2 
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d'autre part, en vertu de lit condition (23), (20) et de l'hypothèse 

On obtient l'inégalité (16) eii +joutant A,' à A,'. 
L'inégalité (15) et la formule (17) sont de conséquences immédiates respe- 

ctivement des foi-mules (23)) (20) et  (22), (217, (20), (19). 
On déduit de ce leinnie les théorèmes suivants. 

THÉOR~ME 1. La fonction F(x, y, y') étant conti~zue et 1 ( < M, ln bome 
1 

infër-iewe (supérieure) de l ' in tqrale  F(x, y, y')dx dans la classe Cc") est S O 

égale à la borne infdvieuve (supérieure) de la même integvale d a m  la 
clnsse C'. 

THÉOREME I I .  S'il existe dans la classe C' une courbe qui minime 

l'integrale F(x, y, y')dx (la fonction F(x ,  y, y') vérifiant les conditions du J 
O 

lemme), il existe aussi un nainimé pour cette intégrale dans la classe C(a) et 
ce rtzinirné est domad pal. la même cou?*be. 

5. Dans les démoiistratioiis du lenîine et, par conséquent, des théorémes 
du 5 4 on suppose essentiellement que la dérivée de F ( q  y, y') par rapport 
à y est bornée. Il est intéressant de savoir si cette condition est liécessaire. 

aF 
Autrement dit, le thBorèine subsitera-t-il si l'on ne suppose plus 1 ay 1 < M ?  
Et dans le cas ou cette question se resoud négativement, est-il possible dc 
remplacer cette restriction par l'hypothèse que toutes les dérivées partielles 
de P jusqu'à un certain ordre existent et sont continues? Nous nous pro- 
posons maintenant de répondre négativement aux deux questions posées. 

A cet effet considérons la foiiction 

On voit de suite qu'elle jouit des propriétés suivantes : 
1") elle est continue ainsi que toutes ses dérivées pour O < X ;  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



24 M .  LAVRENTIEFF: SUT quelques problèmes du calcul des variations 

2") @(x, ~ X ) = O ;  @(x, y)>O pour y + V x  ( ~ 2 0 ) ;  

Soit maintenant f ( y f )  une fonction continue ayant des dérivées de tous 
les ordres et telle qu'on ait 

f (y f )  2 1, 3 > O, min. f (gt)  = ~ ( 0 ) .  
d y'" 

Considérons 1' integrale 

Siipposons qu'on considère comme lignes admissibles toutes les courbes 
absolument continues qui passent par 1' origine des coordonnées et le point (1, 1). 
Daiis ce cas, quelque soit la fonction f ( y f )  vérifiaiit les conditions énoncés, le 
minime de l'intégrale (1) existe toujours et est égal A zero. Nous allons montrer 
qu'on peut tonjours construire f(yf) de telle façon, que la valeur de l'inté- 
grale (1) soit > 1 pour toute courbe passant par les mêmes points et appar- 
tenant B la classe C.  

1 - 1 
Considérons dans le plan x, y les courbes y = V X )  y =  - VX et L 4 

posons 

on considbre comme lignes admissibles les courbes de la classe Cf. On a 

1 - 1 - 
Soit ~(x) le minimum de la fonction 8(5  ~j) pour 1 2 6  >xi g VE 2 4 >4- VE; 

on a ( l > p > x )  

On sait d'aprés la théorie classique que c'est une ligne droite qui est la 
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courbe ininimante pour la dernière intégrale. On a ainsi 

Nous choisissons la fonction f(yl) de telle façon qu'elle vérifie l a  condition 

On a donc, d 'aprés  (3) e t  (1) 

1 
Considérons la  tmgente  A la parabole y-  - -  nu poiut 

-4 
soit p(x) l'abscisse du second (en comptant de droite A gauche) point d'iiiter- 

1 - 
section de  cette tangente avec  la  parabole y = - Vx. 

2 
Nous supposons maintenant que l a  fonction f(yl) vérifie l a  troisieme con- 

di tion 

Il existent des fonctions, vérifiant cette condition car on a 

Nous imposons enfin à f(yl) les deux conditions suivantes 

Annali di Matematica, Derie IV, Yom0 1V. 
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Remarquons qu' il existe des fonctions f ,  vérifiaiit toutes les conditions (1)-(V). 
Démontrons maintenant, que dans ces hypothèses sur f(yf) on a 

Dans ce but, définissoiis d'abord une suite de nombre positifs 

1 
de la mnniere suivante : x - , ;. en supposant/ xi, x ,,..., rx;, déj8 définis, on 

l - 2  
trouve x,,,, e n  résolvaiit 1' éqiiatioii p(xn+,) = x,, . Il suit de la définition 
même, que la suite (5) est décroissitrite et qu'on a lim x, = O .  

n-00 

Il suit de la formule (4) qu'on a rp a, -$lx; > 1 pour x>x,; supposons ( 4 )  
que l'inégalité cherch6e a lieu pour s 2 x,, et démontrons qu'elle aura lieii 
POUï X 2 Xn+-i. 

Soit donc x, 2 x,,,,. On a d'après (2) 

Il faut distinguer ici 
1 -- 

1°) Yi 5 VP(%O). 

Dans ce cas on a : 

trois cas : 

1 
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Br. LAVRENTIEFF: SUT qtielques problèmes du calcul des va~iatiotls 2 7 

Il s'en suit, d'après les conditions 1, 2" et III, qu'on a 

1 -- 
3") y, > Vp(x,), donc la courbe d' intégration y = y ( ~ )  coupe la para- 

1 
bole y = - vx dans un point au moiiis, doii t 1' abscisse est < p(x,). Soit x' la 

2 
plus petite de ces abscisses. 

On A ainsi 
2 1  

On tt alors 

On a donc 

1 - 1 - . 1 -  
( )  I I  1 C L  - \ l p ( 3  2 y, '&\/p(%) et y(1) Z 1  Ik  POLI^* 1111 I I O I I I ~ W  F 1111 nivins 4 

xo 5 i s p ( x o ) ,  voir las coiisidérittions du cas 3". 
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D'ailleurs, en vertu de s' > p(xo) on a 

1 
t > -  -Vx, =- 

dx, r 4 - s\ig. 

Donc, d'après V et  IV  on a 

Il est mainteiiaiit aisé de montrer que si la fonction f ( y l )  vérifie toutes 
les conditions (1)-(V), l'iiitégrale (1) surpasse 1 pour toute courbe qui passe 
par les points (O, O) et (1, 1) et qui appartient à la  classe Cf. 

Er1 effet, soit y = S(x) une courbe qui jouit des proprietés indiquées; 
LC, étant un iioiiibre positif assez petit, oii a 

14 février 1926. 
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INTRODUZIONE 

Lo studio della convergeiiza della serie di FOURIER di uiia fuiizione di 
due variabili - s w i e  doppia di Fous-ieg* - è, coine è iioto, assai piu coiil- 
plesso di q~iello i.elativo alla sesie di Fouu~i-I< di uiia fuiizioiie di una varia- 
bile soln. Lii. ii:iliirirle inaggiore coii-iplicazioiie che si preseiit;~ iiel passare da 
uiia serie sciiiplicc ad uiia sesie doppia, vieiie aggravata  di^ un fatto iiuoco 
che si verific:~ per le serie inultiple di FOUILIELL. Meiitre per unn seiie di 
FOURIER in una sola variabile la convergeiiza iii un dato punto dipeiide (per 
uii teoreina di RIEMANN) esc~usivarnente da1 comportarneiito della, fuiizioiie 
generatrice nell'iiitoriio di quel punto, altrettanto non pub affermarsi per una 
serie doppia di FOURIER. Aiizi, per una tale serie, avviene che la convergeiiza 
in un determiiiato punto pub sernpre fnrsi sparire cambiando opportunamente 
la fuiizione g-eneratrice s o l t a ~ ~ t o  al di là di un intorlio del puiito stesso ('). 

Da ci6 deriva che le condizioni di convergeiiza della serie doppia di FOURIER 
iii uii punto non possoiio limitarsi alle proprietA della funzione geiieratrice 
iiell'intoriio del punto stesso, e che percib noil possoiio otteiiersi criteri di 
convergeiiza in un puiito della stessa seinplicith d i  quelli che si haiino per 
le serie di FOURIER iii unn sol8 variabile, pur anche prescindeiido da1 fatto 

(1) Vogliamo perd osservare clie, se  si resta ne1 campo delle funeioni liriiitate, Il iuflueiiz:~, 
~ u l h  convergeiizn i n  un data puiito, dei vnlori delln funeione nei puiiti nl di là d i  un intoriio 
del putito cori~iderato, s i  trndiice in  uria semplioe it6deterini1&nziotbe del pr imo ordine. Piii 
precis:~meiite, se  fi e fi sono due funxioni limitnte e integrnbili, coiiicidenti in  un intorno 
tlel punto (2, y), la serie doppia di FOURIEH di fi - f, in (2, y) O converge al10 zero O à 
iiideterininsta, iiin sempre ha per eoiumrt 10 zero se viene soiuninta col iiietodo della medin 
nritiiieticn del C E Y A R ~ .  Percio, se In serie clulla fi 15 convergente i n  (a, y), quella della f2 O 

è convergente anche eesn, ed allora ha la stesse soiurua d i  quella dr l la  fi, oppiire è soiii- 
iiinbile col iuetodo tlelln inrdin mitinetion, fornendo ancora la stessa somiua della serie 
della fi. & uoto poi clie, sulln convergeiim i n  un punto (5, y), linnno influenza soltniito i 
vnlori clelln funeione genurntrice rrlntivi ai piinti olie liarino O I'nscissn, proseiiiia n E oppiire 
l'ordinnta prossiiiia :I y. 
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30 L. TONELLI : Sulla convergenza delle sevie doppie d i  Fourier 

che le condiziorii neli' intorno del puiito debbano essere iiecessariainente piii 
cornplesse. 

Fer quniito poi riguarda le discoiitinuith della funzione generatrice, v a  
notato che discontinuita di natura assai semplice possoiio essere sufficienti 
ad impedire la convergenza della serie doppia di FOURIER (7). 

Il primo ad occuparsi della convergenza delle serie doppie di FOURIER 
sembra essere stato G. ASCOLI (3);  Egli perd considerb soltanto la convergenza 
per linee e per colonne della serie doppial e non giA la  convergeiiza ordinaria 
ne1 senso moderno, precisato da STOLZ (4) e PRINGSHEIM (5). DOPO queste ricerche, 
uii teorema di convergenza fu dato da1 PICARD, ne1 suo Traité d'Analyse (=). 
I l  metodo semplice ed elegaiite usato da1 PICARD porta a stabilire la ooiiver- 
genza assoluta della serie doppia, ma richiede condizioni troppo restrittive, 
giacchh presuppone, per la fuiizione geiieratrice, 1' esistenza, la continuita e la 
periodicith delle derivate parziali dei priini quattro ordini. 

Arriviamo cos1 al periodo delle ricerche moderne sulla convergenza delle 
serie doppie di FOURIER, iniziato da G. CERNI, ne1 1901 ('). Il CERNI enuncib 
uii criterio di convergenza molto notevole, in base al quale la coilvergenaa é 
assicurata quando la fuiizione generatrice ha i rapporti incrementali, rispetto 
ad s e ad y, entrambi limitati; e beiichè i ragionamenti del CERNI non siano 
privi di errori, il criterio dato è perfettainente valido, conîe risulterk da 
quanto dimostreremo riella presente Memoria. 

Ne1 1903, troviamo un lavoro di M. KRAUSE (8), ne1 qunle è stabilitn la 
convergenza della serie doppia di FOURIER per ogni funzioiie f(x,' y) tale che 
il quadrato & = [O < x < 2x, O < y < 2x1 possa essere diviso in un numero 
finito di rettangoli a lati parnlleli agli assi x e y, in ognuno dei quali cia- 
scunii, delle espressioni fCx', y) - f(x, y), f(x, y') - f(x, y), f(x', y') - f(x', y) - 
- f(m, y') + f(x, y), dove é x' > x e y' > y, conservi un segno costante. 
Questo criterio risulta un caso particolare di un altro, dato ne1 1906 da 

(9 Cosi, per es., se ln funzione generntrice nell'intorno del puiito (0, O) lin, sempre i l  
vnlore O, snlvo nei punti di un angolo minore d i  90°, avente i l  vertice in (O, O ) ,  iiei qurtli 
siipponiamo clle abbia il valore 1, la eerit: doppia di Fouitiea noic è convergente in (O,  0). 

(3) Memorie della R. Accadeniin dei Lincei, s. 3, vol. I V  (18'79), pp. 253-300; vol. VI11 
(1880), pp. 263-319. 

(4) Math. Annalen, B. 24 (1884), p. 137. 
(5) Sitzgeb. Al;ad. Münclien, B. 27 (1897), pp. 100-152. 
(=) '1'. 1 ( la  ediz. 1891), pp. 270-271. 
(7) Rend. R. Istit. Loinb. Scienze e Letterr, S. 2, vol. XXXIV (1901), pp. 921-956. 
(8) Leipzig Barichte, B. 55 (1903), pp. 164-197. 
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G. H. HAGDY ('), che assicura la  convergeiiza per ogni fuiizione a un?-iazione 
doppia finita (secondo la terminologia da noi adottata ( ' O ) )  e tale che, sia, 
come funzione della sola x, sin come funzione della sola y, risulti seinpre a 
variazione limitata. Di un altro caso particolare del criterio di HARDY, si 
occupo, ne1 1910, A. VERGERIO ("), da1 cui lavoro, qualora fosse scevro da 
errori, si potrebbe trame anche la  coiivergenza della serie doppia di FOURIER 
per ogni funzione continua mai decrescente ne1 verso positivo degli assi, il 
che in fatto avviene, come risulterh da quanto qui dimostreremo. 

Estendendo una condizione data da1 DE LA VALLEE POUSSIN per le serie 
semplici di FOURIER, W. H. YOUNG, ne1 1912 (12), dimostri, la convergenza 
della serie doppia di FOUEIER della funzione f(x, y) ne1 punto (x, y), sotto la 

condizione che 1' espressione cosec u cosec v j ffls+ u, y + rr)dudu sia, ne1 
-U -V 

campo O < u < n, O < u 1 x, una funzione di (u, U )  a variazione doppia finita 
e tale da risultare a variazione limitata tanto come funzione della sola u quanto 
come funzioiie della sola 8. , 

Della corivergenza della serie doppia di FOURIES si owuparono anche 
W. W. KÜSTERMANN, ilel 1913 (13), e H. GEIR~NGER, ne1 1918 (14), presentnndo al- 
cune osservazioiii a1 riguardo, ma senza giungere a criteri veramente utiliazabili. 

Dobbiamo menzioiiare, infine, un risultato recentissimo di E. W. HOBSON (9, 
il quale stabilisce la convergenza della serie doppia di FOUHIER per ogni 
funzione limitata, monotona. tanto rispetto alla x quanto rispetto alla y, e 
tale che il suo rslpporto iiicrementale rispetto alla  oppur pure rispetto alla y) 
risulti limitato. 

Nella presente Memoria, diaino un teorema generale di convergeiiza per 
la, serie doppia di FOURIER, utilizzando il concetto di funzione di due vwia-  
bill a ua~~iazione limitata, da noi introdotto recentemente, a proposito di 
alcune ricerche sulla quadratura delle superficie (16). Indicate con V(,,(x, y )  
e V,,,(x, y) le variazioni totali della f(%, y), considerata rispettivamente come 

(g) Quart. Journ., vol. SXXVII  (1906), pp. 3 -79 .  
('0) Vedi neo 25. 
(u) Giornnle di Matem. del Bnttaglini, vol. XLIX (1911), pp. 181-206. 
('9 Proc. Londoii Math. Soc., u. 2, vol. XI (2912), pp. 133-186. 
(i3) Inal1gur~1-Die8ertat~ion, Müiiclien (1913), pp. 1-60. 
(4') Monatshefte f. Math. a. P l i y ~ ,  B. XXlX (1918), pp. 63-144. 
(9 The theory of ficwclioim of n yen1 vnviclhle. ... (Secoiid Editioii, 1926), FOI. 11, p. 710. 
('9 Rend. R. Accad. dei Li~icri,  vol. 111 (1926), p. 357. 
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funzione della sola x e della sola y, dimostriamo che c se ln flx, y)  2 inte- 
glsabile e a vwiaaione limitata, i n  ogni punto (x, y) in cui vnlgono le 
qunttvo ugun&ianze 

lim \ V(,,(X t- U ,  y i- v) - V(,,(X* O, y + v) 1 =O, 
a -+-O 
v -O  

lim V(,,(x + u, y + v) - V(Jx + U ,  y * O) 1 = 0, 
% * O  

la selqie d o p p i a  di Fouvie?. delln f(x, y )  convel-ge vevso il  valore 

Da qiiesto teorema deduciamo poi numerosi criteri di convergenza, ritro- 
vaiido, in particolare, tutti quelli sino ad  ora conosciuti, ad  eceezione del 
criterio dato d a  W. H. YOUNG. Pe r  ragione di spazio, non ci  siamo occu- 
pati qui di tale criterio; m a  in altro lavoro dedurremo da1 teorema sopra 
enunciato una condizione di convergenza che coritieiie conie caso particolare 
quella di YOUNG. 

Fra. i iiuovi criteri che qui stabiliamo ci liniitiamo a rammentare qiielli 
che  assicuri-ino !a convergenza in un dato punto della serie doppia di FOUIUER: 

se l n  fuiizione generatrice é limitata, e sempre monotona come funziorie 
della sola x e pure sempre monotona coine faiizione della sola y, e se, 
inoltre, esistono i quattro limiti f (x 5z O, y t O ) ;  

oppure se, essendo limitata e integrabile, la  f(x, y), conle funzione 
della sola x: e pure come funzioiie della sola y, compie un riumero di oscil- 
lazioni sempre inferiore a d  un numero fisso, ed inoltre esistono ancora i 
quattro limi ti f(x z k  O, y -t O); 

oppure se la f(x, y)  é, conie funzione della sola x, sempre assoluta- 
mente continua, e pure assolutainente continua come funzione della sola y, e 
se, inoltre, esistono due numeri positivi O e N, tali che sia sempre . 

Diaino poi delle eondizioni di convergenza indipendenti da1 teorenla ge- 
rierale di cui abbiamo giA parlato e che  si riattaccano alle osservazioni del 
K ~ S ~ E R M A N N  e della GEIILINGEIL, e ne deduciamo 1111 criterio (II." 26) che ci  
seinbra ln piii iinturale estensione a, due variabili clel iioto ci'iterio di LIPSCHITZ. 
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Insieme con la convergenza in un dato pu!ito, studiaino anche l a  con- 
vergenza uniforme in un dato campo; e terminiamo il lavoro con 10 stabilire 
delle condizioni a f inchè  l a  serie doppia di FOURIER sia sommabile per  linee 
O per colonne. Dimostriamo che, in tutti i 
doppia considerati riella presente Memoria, 
mare per linee O per calotine, giungeiido 
ritroviamo, in particolare, quanto, a questo 
ricerche di cui abbiaino già fatto cenno. 

casi di coiivergenza della serie 
la  serie si pu6 comunque som- 
senipre al10 stesso risultato; e 
proposi to, provo 1' ASCOLI nelle 

1. Preliminari. 

1. Secoiido unit defiiiizioiie gia posta altrove ('7), diremo che l a  fuiizione 
f(x, y), supposta definita ne1 qiiadrato Q r [O < x L BK, O < y < 2x1, e cc 
vaviazione Einiitnta in Q,  se  : 

1") per qiiasi tutti i valori di ,% e di Y in (O, 2n), f(x, y)  e f(x, 5) sono 
funzioni, rispettivainente di y e di X, a variazione limititta in (0, 2x1; 

2') le variazioni totali di f(x, y) e di f(x, ?), in (O, 2n), sono delle fun- 
zioni integrabili (iiel senso del LXBESGUE), rispettivainente di ; e di % iii (O, 2n). 

Indicheremo, ilel seguito, coi1 V,,,r x, y)  la  va.riazioiie totale, nell' iii ter- 
val10 (O, %), della f(x, y), considerata come fuiixione della sola x ;  e con 
VC,,(x, y) la  variazione totale, nell'intervallo (0, y), della Am, y), considerata 
come funzione della sola y. Se  la flx, y) è a variazione iimitata in Q, le 
futiziorii V(,)(27~, y) e V(y)(x, 2n) esistono finite per quasi tutti i valori di y e X, 

rispettivamente, iii (O, 2 4 ,  ed esistorio (fiiiiti) ainbedue gli integrali 

2. Sia f(x, y) una funzione definita in tutto il piano (x, y) e periodicn, 
d i  periodo 2x, tanto rispetto alla x quanto rispetto alla y. Se  questa funzione 
é a .uariazione limitata ne1 quadrato Q, essa risulta a variazione limitata 
anche in ogni altro quadrato O rettangolo a lati paralleli agli assi x e y ;  
direnio allora, seiiz'altro, che essa é a vat-iazione limitata. In  questo caso, 

('7) V. 100. oit. ('6). 

Annal; di Matematica. Yerie IV, Tomo 1V. 
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intenderemo che le funzioni F,,(x, y) e V(,,(x, y) siano definite in tiitto il 
piaiio (x, y), la loro definizione essendo dedotta, da quella gik data i n  &, per 
inezzo della periodicitb, di periodo 2n, rispetto ad ainbedue le variabili x: e y. 
A tale scopo, cambiereino il valore della V(,,(x, y) per x = O ,  ponendolo 
uguale a V(,,(2x7 y);  ed analogamente, il valore di V(,,(x, y) per y = 0 sarà 
sostituito con Tr,,,(x, 2x) .  

Iiioltre, se la f(x, y) è integrnbile (ne1 senso del LEBESGUE) i n  9, essa 
risulta in tegrabile anche iii ogni altro qliadrato O rettangolo ; e diremo, 
seiix'altro, che tale fiii~zioiie è integrnbile. 

3. Data uiia fuiizioiie flx, y) i i i  1111 certo campo (', consideriamo un 
punto (x, y) iw!e~-?zo it C. Diremo clie esiste finit0 il limite lim fia+ h ,  y i- k )  

h - +O 
k-. + O  

se  esiste un numero fiiiito, che indichereino coii f(x + O, y -+ O), tale che, 
preso ad arbjtrio un a > O, si possa poi semyre determinare un i > O, in 
modo che, per ogni coppia h, k, soddisfacente alle disuguaglianze O <: h < 5, 
O < k < 5, sin 

Analogaiuente si defiiiiraiiiio i liniiti f(x - O, y+O) = lim f(x - h, y + k), 
h-+O 
k -c +O 

/(a O, y O) = liin f(x - h ,  y - h) e f (x  -1- 0, !j O) = lim f(x + h, y - k ) .  
h-+O h -c + O  
k-+O k-+O 

Definiremo poi i l  limite lin1 f(x + h, y + k) come quel iiumero (se esiste) tale 
h-O 
k -c +O 

che, preso ad arbitrio 1111 0 ) 0, si passa poi senlpre determinare 1111 Z 3, 0, 
in modo che, per ogiii coppia h, k, soddisfacente alle O < 1 h 1 < 6, O < k  < 8, sin 

1 lim f(x + h, y i- k )  - f (x  + h, f(x + k )  1 < a. 
h-O 
k - + O  

4. Data iina fuiizione f(x, y) i i i  tutto il piano (x, y), periodica, di pe- 
riodo 275 rispetto ad entratube le variahili x e y, e integrabile, dicesi serie 
doppia di E'ou)-ie?- ad essa corrispondente, la serie doppia 
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dove é 

\ 

1 2n 2n ,' COS ma cos 17/3 
) seil ma cos 

COS ma seil np 
seil nla seii np 

C L V  

sp,., (x ,  y) = Z 2 h,,,,.[n,,, cos mx cos 12 y + b ,,,, seii tnrr cos 12y + 
m=O n=O 

+ G ,,,, ,, COS 1 1 2 ~  sen ?zy -1- d ,,,, sen U ~ X  seii n y], 

direino, coi1 STOLZ e PRINGSHEIBI, che iiel puiito (x, y) la serie doppia (1) è 
convergeiite ed ha per somma il iiiiiilero S(x, y) se, preso ad arbitrio uii 
E > O, è sempre possibile di deterinitiare uii nuinero N >  O, tale die, per 
tutte le coppie y, v ,  di nuineri eiitraiubi inaggiori di N, sia 

La somna S ~ ,  v pu15 essere espressa con uii uiiico iiitegrale. Abbiaino, in -  
fatti, teiieiido coiito delle ( 2 )  e (3), 

2rc 2rc 
II 1 

= f J Jfi, p) ] : + z Cos I I I ( X  - a) 1 - + z cos n(y - p) 1 dada, 
na=l 1 t 2 91=i ' O 

1 
e per essere 

1 
"' + ' N : I  sen O 

- + cos u f- cos 20 +- ... +- cos 9,o = seii --- 
2  2  2 ' 

2iT an 2v + 1 
sen 2p +' ( x  - a)  sen -- 2 (Y - P) 

x - a  y - P  cladp. 
4nz sen - 

2 
seii - 

2 
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In virtii della periodicith della fiirixione integran&, possiamo scrivere 

ed anche, poiiendo x - a = - 224 y - P = - 227, 

sen (2y i- 1)u seii (2v i- l ) o  
SP, V(X, Y) = - duda. 

x2 sen i?c sen a 

Se ora poniamo 

q x  + 226, y + 20) = flx + 2u, y + 28) + f(x - 2% y + 2 ~ )  + 
+ f ( x  - 2u7 y - 2n) + fix t 2u, y - 2v), 

ahbiamo 

- 
2 2 

1 seii (2p + 1)u sen (2v + 1)v 
(4) S ~ , V ( X ,  y) = - & D ( x  + 2ii, y + 2 ~ )  dudv. 

sen u seii v 
O O 

5. Ci saranno utili ne1 seguito due disiiguagliaiize che qui ora stabiliremo. 
Si8 y(z) iina funzione a variazione limitata, data in un intervallo (O, a), 

R 
con O < n <-, e indichiamo rispettivamente con p(z) ,  n(z) e V(z) le  sue va- 

2 
riazioiii positiva, riegativa e totale, in (O, zi. E allora 

e p(z), n(z) e V(z) sono fiinzioili lion iiegative e non decrescenti. Dalle ugua- 
glianze scri tte segue 

Y(+ 0) = ?(O) + p(+ 0) - n(+ O) 
e percib 

= Y(+ 0) t { p(z) - p( + 0) 1 - ( n(z) - n(+ O) 1 .  
Se duiiqiie consideriamo l'integrale 

sen k z  

O 
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dove k 8 un intero positivo, questo integrale possiamo decompoilo riella dif- 
ferenza 

seii kx S seri kz 
dz - { ~ ( z )  -- n(+ O) 1 --- 

sen z dx, 
O O 

vale a dire, possiamo scriverlo, applicando il secondo teorema della media, 

dove a, e a, sono due numeri convenienti dell'intervallo (0, a). Gli integrali 
ora  scritti sono nmbedue minori, in modulo, di zg:2 e si ha, pertanto, 

sen kz ne 
I ~ I ~ W -  ~ ( + o ) I  <1 ~ p ( n ) - p ( + ~ ) + ? z ( a ) - n ( + ~ ) \  

O 

ossia 

sen k z  d 
j l T ( z ) - d + O )  1 senzdZ~ T i  V(a)- v (+o) \ .  

O 

Analogamente, si ha, per O < 6 < a, 

sen k z  sen kx sen k z  
flT(z)-d+O)/ = d ~ =  - p(+O)\f, da - {n(a) - n(+O)\f- sen z  da, 
8 6' a'' 

con nt e a" punti dell' intervallo (6, a). Ma ciascuno degli integrnli del secondo 
2.x 6 

membro 8, per k > -, minore, in modiilo, di x : k  sen - (19); é percio, qua- 
6 2 

(Is) Ci) è iviùents se 6 k = 1; a s  6 k 5 2, ai lm 1 = j  -1 e i due terrniiii di qiieah 

al 11 . O  

differenza sono entrainbi non negrtivi e non iiiaggiori di 

h E 
(19) Ed infatti, ee h è il iiiiiiiiiio intero tale c h  - n 2 2 ,  cinscuno degli integrdi indi- k 

( ? + V l k  ( h  tl)n\k 
sen k,# 1 8 

cati 6 ,  in iiiodulo, minore di J 1 - 1 an < ; 8 ~ ~ ~ ~ = ~ : ~  60. -. 2 

hlrjk 2 hnlk 
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lunque sia k, 

sen k z  
dzi- s(+O)\ d a  < 3 { v ( n )  - T7(+O) 1, 

8 
1 l + k  

dove Co B unn costitnte dipendente da  3, ma indipendente da  n purché ( 
e dalla fuiizioiie ~ ( z ) .  

II. La convergenza sempllce. 

6. Ci proponiaino di diinostrare la  seguente proposizione: 
Sin f(x, y) u n a  funzione data  in tut to i l  piano (x, y), periodica, d i  

peviodo 275 vispetto n ciascuna delle due  variabili  x e y, integvabile e n 
uavicrzione limitatn. Se  ne1 punto (n;, y) valgono le qunltro uguaglianze 

lim { V(,,(x + u, y - 8)  - I < y , ( ~  + U ,  y - 0) f = 0, 
u-O 
v-+O 

la sevie doppia d i  Fowie? ,  della flx, y) converge, in tale pufzto, ne7.so 

S e  l a  funzione Px, y) è continua. riel puiito (x, y), il valore (8) coiiicide 
evidenteineiite con f(x, y), 

7. S e m a  ledere la geiieralità del teoreinn che vogliaino diinostrare, pos- 
siamo supporre, per seinplicita di scrittura., che il puiito (m, y) coiisiderttto 
si& (O, 0). 

Decompoiiiamo i'integritle che esprime l a  soninin sP,v(O, O) il1 t re  parti, 
corrispoiidenti a i  t re  rettangoli di vertici opposti (O, O )  e (6 ,  6); (5, O) e 
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7C 
; dove siipponiamo 0 < 6 < 2. Avremo cosi decomposto 

sp,v(O, O) in tre parti, che iiidicheremo con SC'., , sf,)., , s ~ , ) v .  

Occupiamoci subito di ~ f ) ~ .  Abbiamo, poneiido 2 p  + 1 = h, 2v + 1 = k,  

seii kv  
sp, y = - du;  

sen u 
E O 

e siccome è 

possiamo scomporre sf,), il1 quattro parti, corrispondenti ai quattro addendi 
che formano @(24  21)). Consideriamo la prima di queste parti, vale a dire 

, 1 seil hu sen kv SIeil , d&u, 20) - do. s p , v = 2  - sen v 
8 O 

Osserviaino qui che, esseiido ln f(x, y), corne funzioiie della sola y, a 
vtiriazione limitata su quasi tutte le parallele ali'asse delle g (11." l), esiste 
finito, per quasi tutti i valori di u, il limite f(2u, +O),  e questo limite risulta 
uria fiinzione quasicontiiiua (nzisurabile), perche ln î(2u, 2v) è quasi continua, 
rispetto ad u per quasi tutti i valori di v, in forza dell'ipotesi che la f(x, y) 

'Tc 
sia iiitegrabile. Iiioltre, se & O < v < - e se Ü e un valore dell'intervallo 

2 

(i, rr), tale che la f ( 2 ~ ,  2 u )  risulti integrabile rispetto ad u (<O), si ha 

e siccome 1 /i(2u, 25) 1 è iiitegrabile rispetto ad ?r e tale é i anche la V,,,(2u, Yn), 
per l'ipotesi che la f(x, g) sia a vnriazione limitata, ne viene che, se per 

(20) III  virtu dell'integi:~bilitiI, s~iperlioide della f ( x ,  y), qliesta fi~nziune rieulta linerir- 
mente iiitegrnbile rispetto ;id x per quasi tutti i valuri di y, per IIII uoto taoreim del FUBINI. 
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uno dei v considerati la f(2u, 2v) é quasi continua rispetto ad u, essa e anche 
integrabile. Dall'ultima disuguaglianza scritta e da  un noto teorema di inte- 
grazioiie per serie segue anche che f(2u, +O) è essa pure iiitegrabile rispetto 

Tc 
ad u. Indicando con 6, un numero > O  e < -,  che fra poco determinerelno, 

2 
possiamo dunque scrivere 

Per qualunque valore di v, e 

n" 
dv <-; 

O 
sen v 1 y 

e per h-OG è 

sen hu 
du-O, 

e sen u 

in virtu di 1111 noto teorenla di RIEMANN-LHBESGUE della teoria delle serie di 
FOUBIEB per le funzioni di una sola variabile. Pertaiito la prima. parte del 
secondo membro di (9) tende a zero per h - ~ .  

Per vedere corne si comporta il secoiido termine del secondo membro 
di (9), osserviaino che, pei. quasi tutti i valori di th, V(,,,(2u, 2v) tende, per 
v--+O, al valore fiiiito V,,,(~U, + 0); percio, preso ad arbitrio un a > O, 
possiamo supporre di aver determinato 6, in modo che Io pseudointervallo 

dei valori di u di O, - per i quali non é V,,,(2u, 26,) - V&u, +O)  < o, ( 3  
sia di misura (piccola quant0 vuolsi e quindi) tale che l'iiitegrale di V,C7,,,(2u, 2x), 
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a d  esso esteso, risulti < o ("). Applicmdo allora la  (5), avremo 

e percio 

sen z l  
6 O 

s e n k n  1 1 5c 2 a 
20) -((2u, +O) ; - dv <- a - + a  <- 

sen v 1 Bsen 6 ( 2 ) s e n s .  

Concludiamo dunque che, fissato il 6, si pub scegliere 6, in modo d a  
rendere la  seconda parte del secondo membro di (9) minore, in modulo, di 
un nuinero positivo arbitrariainente prefissato, e ci6 indipeudentemente da  h e k .  

L'ultimo termine della (9) tende poi al10 zero, per  -CO, iii virtii del 

teorema di RIEMANN-LEBESGUE, esteso alle funzioni di due  variabili. 

Risulta cosi if,),, - O, per I" - CO 

v l  ' 

In modo analogo si dimostra, che tendon0 a zero anche le altre t re  parti 

di sil,'~, qusndo p e v si facciano tendere entrambi e contemporaneamente 

all' infinito. È duiique ~ F ~ ' v - 0 ,  per ! - oc . 
v \ 

Nello stesso iiîodo si prova anche la sf,),-0. 

8. Veniamo ora al10 studio di 

SC,). = 1 $ S , 2 ,  2,) 
sen /LU Sen kv 

Tce 
dudv.  

sen u sen v 
O O 

(") Possiamo sempre uupporre che Vcl/)(x, y) sia, per ogni y, quasi continua (inisurnbile) 
coiue fuiizione della sola a. Cib è sicurainente ver» se la, f(x, y) è continua risyetto al la  y, 
ed anche se è, per qiinsi tutti  gli  x e pcr tutti  gli y, f(s, y - O) s . f ( x ,  y) -=J'(z, y + O). I n  
caso contrario, nei piinti di discontinuitil clie non uoddi~faiio a qiiesle condizione e clie ui 
t rovmo 811 qiielle pnrallele nl17n.sse delle y ~ u l l e  qoali ln f(x, .y) B a oariaeiont, l i m i t a t ~ ,  
coine funzione delle SOIR y, - punti clie su ciascuna delle pim~llele  indicate ~ o n o  a1 inas- 
siino in  iin'iiifinitk nuiiierabile - si caiiibierii i l  velore della f ( x ,  y), d i e  figura iie1l1espres- 
sione di i n  modo da  veriticnre l e  doppia diauguaglianzn scritt;,. Con oib, invece di 

V(Y1(s, y), si avrh nna variaeiunt: total8 V,p,(x, y) tale che v(~)(x, y) V(~)(X, y). Questn P,~, 
riuulta quasi- continu:^ e integrabilc Ri1 ogni parallrla, al17aRse cielle 1;, iii virtù della 
1.',,1(~, y ) 5  V,l/,(x, 2 n )  c ysr llintagrabilitA dulln P,,,(s, 2 x ) .  Ed allore beatrril sostituire, 
iiel ragionamento che aiidianio fnceiido, l x  V,,,  con I:L 7,). 

dnnali di Matematzca, Seria I V ,  Toiuo 1 V .  6 
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Decomponiamo aiiche sf,', iii quattro parti, corrispoildeiiti ni qiiattro ad- 
dendi di @(du, 2u), e consideriaino la priinn di esse, vale fi dire 

(1) 1 ' seii hu seii kv  
SP, v = ;;i J J m, 2 ~ )  senu dudv. 

0 O 

Osserviamo, prima di proseguire, che, dalle ipotesi ('i), aininesse per il 
puiito x = O, y = 0, segue 1' esisteriza del limite ft+ O, + 0). Ed iiifittti, preso 
ad arbitrio un E > O, possiaino determinare uii 1 positivo i i i  modo che, dalla 
O < x < 1, segua 1 V,,,(Z, 1) - V,,,(x, 1) 1 < E, e dalle O < x l 1, O < ,y I 1, 
segua 1 V(,,(x, 1) - V,,,(x, y) 1 < E. Per gli stessi x e y, è allora, 1 f(1, 1) - j(x, 1) 1 < E, 

1 flx, 1 )  - f(x, y) 1 < E, e percib 1 f(1, 1) - f(x; y) 1 < 28. E ci6 prova 1' esisteiiza 
di A+ O, + O), e la sua fiiiitezza. 

Possiaino scrivere nllora 

71) 1 seii ILL& dlbJ sen kv 
SA v = n ~ (  + 0, + 0 ) j  

la  sen u d u  + 
O O 

1 
e il primo termine di questn somma tende a - /(+ 0, + O ) ,  per 1 -or, 

4 
perché è 

liili Jseii hic n 
du= -. 

hm, senu  2 
O 

Vogliaino dinlostrare che, sceglieiido 8 siifficientemeilte piccolo, il secondo 
termine della somma (10) pub rendersi minore, in modulo, di un numero 

positivo arbitrariaineiite prefissato, coiiteinporarieaniente per tutti gli h e k. 
Posto 

( ) / I I  (s+l)n/k 

y:" drhjl /(Pic, 2 O) - f(+ O, + O) 
sen ku 

I,., 8 = - dr;, 
sen v 

V S / L  ax /k  

e indicati çoii p e q i innssiiiii iiiteri tali che sin pnllz /, 8, qxlk < 6, il se- 
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condo termine delln (10) si scrive 

intendendo che negli integrali Ip, ,(s = O, 1, ... q) e Ir, ,(r = O, 1, ... p) il campo 
di integrazione sin limitato a quella parte che si trovn ne1 quadrato di vertici 
opposti (O, O) e (6, 6). 

4 
Corninciaino col prendere in esaine la  somma Z I,, , . 

s=r 

Ln funzione f(x, y), essendo n varimione limitata in Q, el su  quasi tutte 

le parallele all 'asse delle y, a, variazione limitata. corne funzione della sola y. 
Percib, se, per ogni puiito (.xi y )  del quadrato di vertici opposti (O, O) e (26, 26), 
indichiamo coii P(,,(x, y )  e N,,,(x, y )  le  vnriazioni positive e negative della 
flx, y), considerata come fiinzione della sola y, nell'iritervallo (y, 26), a,b- 
biamo, per  qimsi tutti i v ~ l o r i  di cx: di (0, 26), 

e P(,,(x, y) e N,,,(x, y) sono furizioni non negntive e non cresceriti col cre- 
scere di y nell'iiitervallo (0, 26). Abbiczmo percib, per quasi tutti gli x 
di (0, 26) e per ogni y di (0, 26), 

Preso ad  arbitrio lin numero E ) O, possinrno supporre 6 siifficientemente 
piccolo i n  modo da  avere, per ogni coppia x, y di numeri positiri e < 26, 

ed anche, per le (7), 
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Indicando con I ; , # ,  IKe e I+,re gli integra(1i che si ottengono sostituendo 

n f(22.4, 2v) -- f(+ O, + O), iiell' espressione di I,., , , rispettivamente f(2u, 28) - 
- f(+ O, +O),  P,,,(2u, 20) e iV(,,(2u, 2v), abbiaino, in virtU della (13) 

e percib 

e per la (14) e per il fatto che i termini della soiilnia che figura al secoiido 
iiieiiibro soiio a segiii altesiiati e i i i  iliodulo decresceriti (da ciii segue clie il 
nîodiilo della sonma A noil maggiore del modulo del priino termine) 

e percib 

e per 1- > 0, essendo 

e sicconie Pc,,(2u, 2u):seii v è funzione non iiegativa e lion cresceiite al cre- 
scere di v, i termiiii della soinina che figura a1 secorido membro sono 
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anch'essi a segni alternati e i n  modiilo non crescenti, e si ha 

e per la (15) 

I q  Z I ; . , < E  I 1 sen - hu du ( se" kv 
I #=+ . sen u . seil v dv, 

onde 

e per 1 ,  ) 0, 

Analogamente si ha 

È percib 

e per r > O, 

e quindi 

(1  7) 

4 P 
Resta da esaminare la somma Z Z I , . . s .  

r=O r=s+l 

Per essere la f(x, y) a variazione limitata in  Q, tale funzione 6 anche a 
vnriaziorie limitata rispetto alla sola x, su  quasi tiitte le parallele ali'asse 
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delle x. Indicando percib, per ogni purito (x, y) del quadrato di vertici op- 
posti (O, O) e (26, 26), con P,,,(x, y) e N,,,(x, y) le variazioni positive e ne- 
gative della f ( ~ ,  y), considerata come flirizione della sola x, nell'iritervallo 
(x, 28), abbiamo, per quasi tutti gli y di (0, 26), 

e ragionando come dianzi e supponendo 6 tale che, per ogni coppia x, y di 
numeri positivi e 1 2 6 ,  sia anche 

O tteniamo 

Concludiamo çhe il secondo termine della. somma (IO), vale a dire i'espres- 
sioiie (I l) ,  soddisfa alla disuguagliariza 

ed A percid piccolo a piacere, contempornrienmente per tutti gli h e k. Resta 
cosi diinostrato che, preso ad arbitrio un 7 > O, si pub scegliere 6 in inodo 
che, per tutti i valori di y e v sufficientemerite grandi, sia 

Trsttando ne110 stesso modo le altre tre parti 
che, preso ad arbitrio r )  > 0, è possibile scegliere 6 

(1) di s,,, otteniamo, infine, 
in modo che sia 

per tutti i valori di p e v sufficientemente grandi. 
(") (3) E siccome ri;, e sp,, teiidoiio it zero, conle gih abbiamo diiiiostrato ne1 
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ri." preceden te, lie risulta 

e il teoreina enunciato ne1 n." 6 è completamente diinostrato. 

9. Osservazione 1. Se, nella diinostrazione data del teorenia del 11." 6, 
(5) iiivece di scindere ciascuiia delle tre somme SC,',, SE), e sP,, nelle quattro 

parti corrispondeati ai quattro termini di @(arc, 2u), ragioiiianlo direttameiite 
sulle intere soinine, otteiiiaiiio che i l  teorema stabilito vale anche se le (i) 
si sostituiscono coi1 le uguaglianze 

liin { W,,,(x + u, I/ + 0) - W(,](X + 0, Y + 0) = 0, 
u - -tu 

dove Wo)(zt, U) e W~yl( i~,  v) rappresentatlo le variaziorii totali della @(x i- 2u, 

Y+ 30) considerata rispettivamente corne furizione della sola u e della sola u. 
1 

In questo caso, la soinrna sP,, teiide, per - cm, el valore - @(LE -+ O, y + O ) ,  
v 4 

vale a dire, la somma della serie doppia di F O U ~ ~ I E R  6 data da 

10. Osser~vuzione II. Dalla dimostrazione data del teorema del n." 6, 
risulta che tale teorema, conserva la sua piena validita se, invece di sup- 
porre la f(x, y) a variazioiie linlitata in tutto il quadrato Q, si fa l'ipotesi 
che essa sia a variazione limitata soltanto ne1 campo costituito dai puiiti (x', y') 
per i qiiali vale alineno una delle due disuguaglianze 

dove 6 è un numero positivo che pub essere fissato comunque piccolo. 

I l .  Se le fuiizioni V,,,(dx, y) e V,,,(x, dx) restiino limitate, in tutto il 
(3) quadrato &, la dimostrazione data ne1 n." 7, della tendenza a zero di e sp,,, 

per (-CO, pub essere sostituita da un ragioiiatneiito analogo a quel10 usato 
v l 

ne1 il." 8, relativanîeiite alla s:!, . 
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Ed infatti, ripresa l'espressione $,,, decoinporiiainola in due parti, ne1 
seguente modo 

sen hu sen kv 
dudv 4- 

sen u sen v 
8 8 

sen ho 
du .  

sen u 
6 O 

La prima di queste parti teride il zero, per y 1 ,-m, i l1 virtil del teorema di 

RIEMANN-LEBESGUE, estes0 alle fuiizioiii di due variabili ; resta cosi da studiare 
soltanto la seconda parte, ossia 

sen kv 
d 0. 

sen u 
8 O 

Dall'ipotesi qui fatta che V,,,(2n, y) e I';,,(x;, 2x) siaiio liinitate iii tutto Q, 
segue che esiste un numero positivo M tale che sia V(&h, y) < 111, 
V,,,(X, 2x) < M e 1 f(x, y) 1 < JI, in tutto Q. Allora, procedeiido conie abbiailio 
fatto al n." 8 per 10 studio della seconda parte di (IO), decoinponiamo (19) 
in due parti analoghe alle due che forma110 l'espressione (1 1) del il." ricordato. 
Ciascuna di queste due parti risulta (sostitueiido al  E del II." 8 il numero M )  
minore, iii modulo, di 

P "= dove p è mcora  il massinlo iiitero tale che - < 6. Dunque pei. h suficien- 
h 

temeiite grande, i i i  modo che sin 

ciascuna di ta11 parti risulta in inodulo minore di 1Un4~. Si ha cosi 

1 i S'ieii hi< 
- S I du Bza, 2 , ~ )  d u  < P A Z ~ ~ E ,  12 sen u sen v l 

6 O 

qualunqiie sia k e per tutti gli h n~aggiori di un certo h tale che per esso ri- 
sulti soddisfatta la (20). 
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12. 11 teorema del Ci sussiste anche se invece delle ( 7 )  s i  suppoize 
clze, p e ~ .  u n  6 > O, le quath-O fur~ziofzi d i  (26,  v)  

~~ isu l t ino  tutte iintegl-abili ne1 quadvato di  vertici opposti (O,  O) e (6, 6), e 
clze degli 8 iutegrali 

seil \lu sen k v  
ff im-cu,  Y +O)- d ~ ,  Ji($ + O, Y * v)  

C seil u se11 v d v, 
O O 

tauto i p i m i  quattro quaszto g2i altvi quattvo tendaszo, pesa h-oo e k-oo, 

q~ispett ivanzeute ai  valori 2 f (x t O, y t O), supposti esistenti. 
2 

Fer provare l'asserto, basta dimostrare che la seconda parte della, 

somma (IO), e cioé tra~lasciando i l  fattore , 

seil hu sen kv  
dud u, 

O O 

pub reiidersi, in modulo, minore di un E prefissato, per tutti gli h e h suffi- 
cientemente grandi. L'espressione ora scritta pub porsi nella fortna 

8 8 
sen h u  sen kv  SI 0% 20)- fW, + 0) - f(+07 2u)+ f(+ 0, + O )  1 sen dudv + 

O O 

sen Izu sen kv dvJ sen h u  d u  
(22) + C fr(2a7 - i - O ) - - d u ~ ~ v d v + ~ f ( + 0 7  sen u sen 2; 211)- sen v - - 

Seil u 
O O O O 

sen kv - 2 f(+ 0, + O) J' 'eu d u j  - d O, sen u sen v 
O O 

dnnali di Yatsmotica, Serie LV, Tuwu IV. 
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il ciii primo termine è, iii modulo, minore di 

E 
espressione che, per l'ipotesi qiii fatta, restlt niiiiore di per tutti i 6 suffi- 

2 ' 
cientemeilte piccoli. Siccoiiie poi è 

X 
d u  = - 

h - w  
O 

2 

ln sonma degli ultiini tre tei'iniiii di (22) tende al10 zero quando h - oo 
e k - C U .  Dunque, se 6 è scelto .convenientemente, per tutti gli Ir. e k  sufi-  

cientemente grandi il inodulo di (21) è niiiiore di E. 

13. Il teorsinit del II." 6 (anche con lit variante indicata ne1 II." prece- 
dente) conserva la sua validith se, invece dell'ipotesi che l i t  f(x, y) sin a 
variazione limi tata, si suppone che : 

1") i liiniti f (xr ,  y + O )  e f(x + O, y') esi~tano fiiiiti, i priini per quasi 
tutti gli x' ed i secondi per quasi tutti gli y', e che essi siitno integrabili, 
rispettivaineiite conle funzioni della x' e della y'; 

X 
2") per ogni 6 '-- ,O e -=Cs, si possa seinpre trovare iiii  5 > O tale che 

le funzioni di (u, v )  

f(x + 16, 2/ + 2)) - f ( ~  + U, ?j + O) 
v 7 

fia + ?/ - v) - f(x + ZC' !J - 0) 

n 
risultino eiitrambe iiitegrnbili nei due rettangoli ô s a < , O < o < a], 
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risultino eiitrambe integrnbili nei rettaligoli 10 s u < o, 6 c: u < x] 
2 '  

Ed infatti, ripresa 19e.;pressione di s:',, data dalla (9), si osservi che il 
prinio e l'ultimo terniine di tale soinnia tendon0 a zero per p e v teiideiiti 
a 00, e che il secorido termirie, supposto 6, < O, è iiiferiore, in modulo, a 

2 f(2u, 2u) - f(2u, + O) 
nL sen 6 2 v 

6 O 

espressione che è piccola come vuolsi con 6 , .  Duiique SE), si puo rendere 
minore di un E prefissato, per tutti i valori di p e v sufficientemeiite graiidi. 

III. La convergenza uniforme. 

- - 

14. Yiremo che in uri puiito (x ,  y) è verificata la condizione a) se la  
Ti,,,(x, y) è, per tutti gli y, iiniformemerite continua come fiiiizione della 
sola x, ne1 punto x = 2 ('e)7 e la V(,,(x, y )  è, per tutti gli x, uniforniemente 
continua come funzione della sola y, ne1 punto y =Y. 

Diremo, invece, che è verificata ovunque la coiidizione p) se le V(,,(2.n, y), 
V(,,(x, 2 x )  sono limitate in tutto il quadrato Q. 

15. Dimostriamo la segiiente proposizione : 
Se  ln  funzione f(x, y), data in tutto il piano (x, y), P peg,iodica, d i  

pej-iodo 2n7 rispet to a ciascuna delle due  variabili  x e y, integl-ahile e a 
~ lav inz io~ îe  l imitatn ; 

S R ,  nel l ' intorno d i  cinscun punto d i  un insienze chiuso E, le V(,,(x, y)  
e V(,,(x, y) sono funzioni  unifo~.mernente continue, 9-ispettivamente della 
sola x e delln sola y; 

(z) Vale n dire, preao ad srhitrio un E > 0, ~i puh tleteriiiiii>irr un h > O, tale che, per 
ogrii x ~odt1isf;~cent;e dia / s - 6 5 1, e yer t l t t t i  gli y ~ i a  P(al(x, y )  - V(p)(2, y )  1 < E. Nrl 
caso in eiii S ~ R  E = O (opp  X = 2 k x )  si iiitenderrl clle ~i nbbi:i, prr O < x - 5 5 A. 
V~3C,(x, y) < 5 ,  P pw O > - a  ? - 1, V(%)(x. y) - V(1C)('2x, y) I <S. 
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se, infine, in tu t t i  i punti di E é verificatn la condizione a),  oppu?-e 
P ovunque ver-ificatcc la condizioue p);  

allora la selqie d o p p i a  d i  FoutGer della f(x, y )  converge unifos-me- 
mente,  su tut to El ve?.so f(x, y). 

Osserviamo, in primo luogo, che, dalla s u p p o s t ~  uniforme contiriuitk, nel- 
l'intorno di ciascun punto di E, delle V,,,(x, y) e V{,,(x, y), considerate conle 
funxioni rispettivamente della sola x e della sola y, segue che nei punti di E 
l a  f(x, y) é funxioiie continua di (x, y ) .  Pertanto, preso a d  arbitrio un E, si 
pub determinare il iiumero 6, richiesto per  la  validitii della (18), iii modo 
che esso valga per tutti i puiiti di E. Iiioltre, poichè la f(x, y) risulta 
limitata su E, il primo tei-inine della somma (10). tende zd suo limite unifor- 
memente su tutto E, a1 tendere di y e v all'iiifiiiito. Duiique, preso a d  
arbitrio un 3 > 0, B possibile acegliere 6 in modo che sia 

per tutti i valori di y e v sufficientemente graiidi, e per tutti i puiiti (x, y )  di E. 
13) Per dimostrare la  eoiivergenza uniforme al10 zero di SR, e s , , ,  bisogiia 

fare appel10 ad  uria delle coridizioni u )  O fi). 

Se è verificata l a  a), il nuinero 6,, determiiiato ilel 11." 7, si pu6 prendere 
in modo che valga per  tutti i punti di E, e percib il secondo teriiliiie della 
somma (9) pub farsi piccolo a piacere iiidipender+emeiite d a  h e k, contein- 
poraneamente per tutti i punti di E. II primo termine del secorido inembro 

6, 
1 sen ku 

di (9) è poi il prodotto di - d v  [ehe resta iii modulo iiif'eriore ad un 
n2 sen v 

O 

nunlero fisso, qualunqiie sia k], per l'integrale 

sen hu  
du. 

6 

Se (x, Y) 8 iin punto di li:, e (x, y) A un altro punto qualsinsi, si lia 

seii Izu 1 
i- 2u, i + 0) - du, + 

sen u I 
(23) 

6 E 

sr 12 

+ '1 f(x + 2u, y + O) - fix + 224, + 0) 1 nu. seii 6 
6 
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- - - 

Ors, per h-  CCJ, i'integrale 

teiide n zero uniformemeiite per tutti gli x, coine è noto dalla teoria delle 
serie di FOURIER di unn sola variabile; e l'ultimo terinine di (23) teiide a 
zero, per y-Y, perche, dalla condizioiie a),  segue che {(LE, y) 6 furizione 
continua di y, per y=;, uniformemerite iispetto a tutti gli x. Si ha, dunque, 
che preso un E > O ,  si possono determitiare due nuineri positivi A e. h, tali 
che, per tutti i punti (x, y) soddisfacenti alla 1 y - < A e per tutti gli 
h > h, sin 

seri hu 
sen u d u I < ~ .  

e 

Da cid segue che l'iritegrale qui scritto tende, per h-00,  uriiformemente 
al10 zero su tutto l ' insien~e chiuso E. Altrettaiito pub quindi asserirsi del 
primo tei'miiie del secondo niembro della (9). 

Qiiesto stesso fatto si presentn, infine, per il te'rzo termine del secondo 
membro della (F)),iii virth dell'estensiorie a due variabili di una nota pro- 
posizione. 

Cori cib resta dimostrato che SE), e cos1 iliiche s:3),, teiidoiio uniforrne- 
iaeiite a. zero su tutto El per p e v teiidenti nll'iiifiriito. 

Se, invece della a) è verificatn la coiidizione p), questn coiiclusione é 
conseguenzn iinniediata della diinostrazioiic data ne1 ii." 11 della convergenza 

sllo zero di SE). per -p.. P. I 
16. Da1 teoremn del n." precedente segue, iii particolare: 
Se ln f(z, y) è unn fi'7cnzione ovunque continua, pes-iodicn, di pel-iodo 2n, 

rispelto ad amhedrie le um.iabili x e y, e a vajvhzione linaitata, e se le 
I;,,(x, y) e V,,,(x, y) sono ovunque unifo?w&ernent~ continue (23) come fun- 
zioni ?.ispetlivamentt. della sola x e della sola y, In serie doppia di Fou~. ie~.  
delln f(x, y) convwge ovunque unifomzernente vevso ECL f(x, y) stessa. 

("y Ne1 #ensa indicitto i i i  ("1, par qiianto rigiiartl:~ i ~i i i i i t i  die si trovnno siille rette 
# = 2 k x ,  per In p r i i i i ~ ,  e y = Zkn, p r  1% secoiida. 
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Si ha pure: 
Se la f(x, y) é zcna funoione peviodica, d i  periodo 25-5 rispetto ad am- 

bedue le vaj.inbili x e y, integmbile,  a variazione l imi ta ta;  se le V(,,(x, y) 
e V(,,(x, y) sono Eimitnte in tut to i l  quadrato Q, ed, inoltl-e, esse sono, in 
ogni campo chiuso intel-no IL &, funzioni unifovmsmente continue, vispet- 
t h a m e n t e  della sola x L. della soln y ;  la set1ie doppin d i  Fouriel. della 
f(x, y) converge u n i f o ~ w t e n , e ~ ~ t e  verso la f(z, y), i n  ogni campo chiuso in- 
t e m o  a 61. 

Altre condizioni di coiivergeiiza uniforme possoiio poi dedursi dai risultati 
dei 11.' 12 e 13. 

IV. Criferi particolari di convergenza. 

17. Ci propoiiiamo ora di dedurre, dai risultati generali dei n.' precedeiiti, 
dei criteri di coiivergenza particolari, che ci sembraiio iiotevoli per 18 loro 
facile e larga rtpplicazione. 

Premettiamo che, aveiido chiamato Q i l  quadrnto [O < x < 2v, O < y < 2~1, 
chiameremo &' i l  campo defiiii to dalle disuguaglianze O <x <%, O < y < 27r. 

Premetteremo anche la segiieiite defiiiizione. Diremo che uiia fiinaione 
flx, y )  8 rnonotona ne1 campo C in cui viene coiisidernta, se, ili tale cttpipo, 
essa e sempre monotoiia, e nello stesso seiiso, conîe funzioiie della sola x 
(iiitendeiido che, per tutti gli y ammessi, essa sin sempre noii crescente op- 
pure sempre non decrescente) e pure inonotona e nello stesso hienso (no11 ne- 
cessariamente uguale al precedente) come funzione della sol8 y. Si httilno 
cosl quattro classi di funzioni f(%, y) monotone: 

la) per ogni coppia, (n;, , y) (x-, y), di punti appartenenti a G, con 
X ,  < X, A sempre flx, , y) I î ( :v, ,  y), e per ogiii coppia (x, y,),  (x, y,) d i  
punti pure di C con y,  < y, è sempre f(x, y,) < f(x, y,); 

2") valgono sempre le disuguaglianze coritrarie di quelle ora scritte; 
3") per tutte le coppie di punti indicate, è sempre flx,, y) l flz,, y), 

f(X, ~ i )  2 f(x, yn); 
4") valgono sempre le disuguaglianze contrarie di qiie9te iiltime. 

Le fuiizioiii della 1" e 2" classe le diremo nzonoto~ze concovdi; quelle 
della 3" e 4" classe, monotone discordi (e4 ) .  

('*) Avvertiaiuo ciie d c u n i  Aiitori (V. prr PR.  HOBSON, loc. sit .  (i5), vol. 1, p. 322) 
clii~ni;ino moi~otone  soltanto quelle fiinxioni f(x, y) d i e  iioi chiamiami) ntoibotone c o n c o ~ d i .  
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Iiiteiidereino poi che  le tliiizioni f(a, y), che co~s iderere ino  ne1 presente 5, 
siano sempre defiiiite iii tui.to il piano e sempre periodiche, di peiiodo 2n, 
rispetto ad ambedue le  variabili x e y. 

18. Se la f(x, y) è limitata e monotona ne1 caulpo Q' e se nel punto 
(x, y) esistono i quattro limiti flx t O, y *O), la sel-ie doppin d i  Foug.ie?t 
della f(a, y) converge in  (a, y), ed ha per sowzma 

In particolare, dove la f(x, y )  è c o n t i m q  questa somma é data dalla 
f(x, y) stessa. 

Ed iiifatti, l a  f(x, y), per  essere limitata e monotom in Q', è integrabile 
e a vasiazioiie limitata; inoltre, per la  moiiotonia e per l 'esistenza dei limiti 
f(x t 0, y f O), risultaiio veiificnte i i i  (x, y) le uguagliaiize (7). Le coiidizioni 
del teoreiila del 11." 6 sono pertanto tutte soddisfatte. 

 uni^ coiidizione sufficiente nffirichè la  f(x, y), supposti~ limitata e moiio- 
t o m  iii Q', amwzetla sempre i quattl*o limiti f(xr+O, y t O ) ,  è che essa conte 
funzione deila solu x (opp. della soln y) sia in Q' unifotwasrnente coutinua 
O ,  piii restrittivamente, a rappoj-to incvementale linzitnto ("5). 

19. Se la f(x, y)  é limitata, conl ima e monotona ne1 campo O < x < 275 
O < y < 2x ,  ln sua sevie doppia di Fouvier converge uniformenzente i u  
ogni campo chiuso iizter.~eo cd cmtpo indicato. 

Cib e uiia coiiseguenza immediata. della seconda proposizioiie del II." 16. 

("j) duuqiie un oaso particolare del criterio qui dato quel10 diiiiostrato da Hoeso~  
(Loo. cit. (i5)) e oioe clle, se l a  f(x, y) è in  Q' liiiiitata e iiioootoua e a rapport0 inoreineutale 
rispetto nlla x liinitnto, la sua serie doppia di FOURIER converge verso i l  valore (24): Vil 

tutravia osservato ohe la diinostrazione d e l 1 7 H o s s o ~ ,  foiid:rta sulla sostituzione .del17iiite- 

1 1 
coiitrnriaiuente a qiircnto  HORSON ON afferma ( 1 .  o., p. 700), I I L  f~inzione - - non è 

8an x Rtrn y xi/ 
1iinitat:l e integr:rbile nell'iiitorno d i  (O, O). I , l H ~ ~ s o ~  eiiurici:l anche 1:t segiieiite yroposi- 
zioue: a se la f ( . r ,  y), supposta, integrirbilr, è i~ vnriaxione liliiitirtn. ~ e c o n d o  la  defiiiizione 
tli A R Z ~ À ,  O piil g e n t t ~ ~ l m e n t e  ae è la differenza di tlne fuiizioni tiiouotontt coiicordi, 6 ue 
di più è it r:tpporto iiicrementale, r i ~ p e t t o  nlln a, l i m i t ~ t o ,  a1lor:i la, sii:~. serie tloppia di 
FOURIBR converge verso (24) ». Per (tltro le c o ~ i ~ i d r r i ~ z i o n i  svolte 1 l a 1 1 ~ H o u s o ~  iiori Hono 
aiifficieiiti rt diinostr,irt: tale proposizioiie. 
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20. Il criterio del 11." 18 si estende senz'altro a1 caso della soinma di un 
uuniero qualsiasi (f i i i i  to) di fuiizioiii soddisfaceii ti tutte nlle condizioiii ivi iii- 
dicate per la f(x, y). Altrettanto dicasi per la proposizioiie del II." 19. Si lia 
inoltre : 

Se ZCL f(x, y) r )  la somma di u u  numel-O quulsiasi (fiuito) di funzio~zi 
continue e nhonotojle i ? ~  tutto Q ("") la sua segaie tloppirc d i  E'ou~ie?. cou- 
verge vevso d i  essa ovunque unifovntemente. 

Cib si deduce dalla prima delle due proposizioni del 11." 16, teiiendo pre- 
sente che, per l'ipotesi ora fatta, la [(s, y) risulta a variazioiie liinitata e le 
sue vizriazioni V,,,(x, y), V,,,(x, y) soiio uiiiforineinei-ite coiitiiiue, rispettiva- 
mente come fuiizioiii della sola x e della sola y, per essere tali le variazioiii 
corriispoiidenti dei termiiii della soiilnia uhe costituisce la {(x, y). 

21. Se la f(x, y) è i n  Q' limitata ed ha ivi i l  ?-rtppo~~to ino-eme~~tccle 
?.elativo allr~ x liwritalo iu u u  senso, ed ILCL pure liluitcito in  2412 S ~ I L S O  (110n 
necessn~.iamente 10 stesso del precetlente) il vappoi.lo i ~ ~ c ~ v m c t t l n l e  gvlativo 
alla y, la sua, serie doppia d i  Foulier convelye cetnso il vtclore (64) i n  ogui 
punto (x,  y) i ~ r  C U L  esistono tutt i  e q u a t t ~ ~ o  i li112iti flx t O, y t O). 

Ed infatti, se per es. i l  rapport0 iiicseineiitale i.elativo alla x e seinpse 
ininore di uil nunlero positivo A e quello relativo alla y è sempre iiiagg' ~ i o r e  
di un numero negativo - B, posto 

la funzione f(x, y) -- A x  + By risulta inoiiotona ii i  Q' (decresceiite rispetto 
alla x e crescente rispetto alla y) e pure inoiiotoiia iSisulta la Ax - Ljy (cre- 
scente rispetto alla x, decresceiite rispetto alla y,; e ciascuiia di tnli funzioiii 
ammette i quattro limiti corrispoudeiiti a f(x t O, y f O), in ogiii punto (x, y) 
in cui questi ultimi esistono. Non vi è duiique che sfriittare quaiito si è detto 
ne1 n." 20. 

Nello stesso modo si ha che, se la fix, y), oltre alle condizioni qui poste, 
b cont&un in  ogni punto interno a Q, la convergenza della sua serie doppirc 
di  Foul*ier è uniforme in ogni campo chiuso interno al quadt+ato Q. 

22. Ilalla (24) e sfruttnndo anc0i.a q;anto si è detto ne1 II." 20, si ha pure: 
Se ln  flx, y )  é, iu  tutto il qund~sato Q, continua, con rnppog.to i î~cre- 

nzetbtale 9-elativo ad x limitato i n  un senso, e con ~ ~ t p p o l - t o  inc~'ementalt: 

('3 Non necessarimiente periodichc; periodica i i ivecû deve essere Iii f(r, y) (cfr. 11.' 19). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L. TONELLI: Sulla convwgenza delle serie doppie di F o u ~ z e ~  57 

rr-elativo ad y pure l imitato in u n  senso (non necessarianzente 10 stesso del 
plsecedente), l a  sua sevie doppia d i  Fourier converge ovunque uni forme- 
mente. 

Da questa proposizione e dall'ultima del 11." precedente si ha, come caso 
particolare, il criterio del CERNI ('7: se la f(x, y )  h a  neWinte luno  d i  Q (opp. 
in Q) i vappor t i  incremental i ,  fnispetto a ~x; e rispetto n y,  l imi ta t i ,  la  sua 
se,.ie doppin  d i  FOUI-iev convelmge uni fomzemente  in ogni carnpo chiuso in-  
terno a Q (opp. in tu t to  &). 

23. Se  la  f(s, y) è l imitata e integrabile in Q, e se esiste un n u n î w o  N 
tale che pev ciascun in terno  a (O, 2n), l'inteî-val10 (0, 2n) (considei-ato 
eventualmente aperto) pub essere diviso in u n  nurnero n o n  superiore ad N 
d i  inlerval l i  parz ia l i  in ciascuno de i  quali l a  f(x, 2) come funzione della 
sola x qisulti  rizonotona, e se altl-ettanto avviene per ogni X interno a 
(0,  TC), relativarnente alla funxione, della sola y, f(&, y), la serie doppia 
d i  Fouriev della A s ,  y) converge verso i l  valore (24), i n  ogni punto (a, y )  
in cui  esistono i quatt9.o lirniti f(x t O, y & O). 

La funzione qui considerata risulta immediatamente a variazione linîitnta; 
inoltre, osservando che la variazione totale della funzione della sola s, f(x, ./) 
in un intervallo (a, p) di (O, 2.n) è al piu uguale alla oscillazione della f(x;, y) 
in tale intervnllo, moltiplicata per N, ne viene, per la supposta esistenza dei 
lirniti f(s 3z O, y 3z O), che valgono anche le (7). È dunque applicabile il teo- 
rema del n." 6. 

Se, alle condixioni del criterio ora  di?tiostmto, si aggiunge l ' ipotesi 
che la  flx, y) sia continua in tu t t i  i punt i  d i  Q (opp. in tutti i punti  in- 
tei-ni a &), allora la  convergenza della serie d i  F o u ~ i e v  della flx, y) 8 
unifornze ovunque (opp. in ogni campo chiuso interno n Q). 

Cid segue immediatamente da1 11." 16. 

24. Se  l a .  f(z, y), come funzione della sola x, è senzpre assolutamente 
continua, e pure tale è come funzione della soja 1 ~ ,  e se esistono due wu- 
m e r i  N e a maggiof-i  d i  zero,  t a l i  che sia, per ogni y d i  (O, 2n), 

(v) Loc. cit. ( l ) .  

dnnali di Matematica, Serie IV, Tomo IV. 
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e, pev ogni x d i  (O,  2x ) ,  

la serie doppia di  Foulier della f(x, y )  converge ovunque unifo~wzemente 
vevso flx, y). 

Si osservi che, per ogni iiîtervallo (a, p) interno a (O, 2x) ,  é 

e, per la  disuguagliaiiza di SCHWAHZ geiieralizzata, 

è dunque 

e la V(,,(x, y) risulta cosi uniforinemeiite coiitiiiua rispetto ad x, in Q. Aiia- 
logamente, si ha l'uniforme coiitiiiuith della V,,,(a, g)  rispetto ad y. Da ci0 
segue anche che la f(x, y) e fuimione coiitiiiua di (x, y), in tutto (3. E quiiidi 
applicabile il priino teorema del II." 16. 

Se la f ( ~ ,  ! j )  fosse priva della periodicits rispetto ad x e ad y, ma, 
coiisiderata soltaii to iii Q, soddisfacesse alle coiidizioiii del cri terio qui dimo- 
strato, la coiivergeiiza ~iiiiforme della sua serie doppio di FOURIER avverrebbe 
soltnnto in ogiii campo chiuso iiiteriio a Q. Nei punti del coiitorno di Q la 
serie sarebbe convergente verso il limite (24). 

25. Direino çhe la fuiizioiie f(s, y) B n varinzione doppia finita se, per 
quztlsiasi suddivisioiie dell'intervallo (0, 2n) dell'asse delle x, in parti, nie- 

('8) Inveoe di qiiestn e della disugunglitliiztl preoedente, ai yossono porre le 

fi. h g  : 1 + f r l  1 : d x  < fi. 1 I,' log 1 1 + t f ~ '  1 1 d!! < AT. 
O S O 
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diante i puiiti x, = O .( xi < x, < ... < .ç, = 2x, e per qualsiasi suddivisione 
dell' intervallo (O, 27~) dell' asse delle !/ nîediante i punti y, = O .< y, < y, < ... 
... < y,, = 2x, la somma 

estesa a tutti i vnlori 1. = 1, 2 ,..., 111, e s = 1, 2 ,..., n,  resta sempre inferiore 
ad 1111 niimero fisso, indipendeilte dalla suddivisione considerata (eg). 

E facile nlostrare (30) che, se la  f(m, y) è n varimione doppia fiiiita in Q, 
si pub scrivere, in tutto 9, 

con P(x, y )  e N(s, y )  non negative, non decrescenti, sia come funzioiii della 
sola x, sin come fiinzioni della soln y, e tali, inoltre, che per x, >xi ,  y, >y, ,  
sin sempre 

Pe r  le funzioni P(m, y) e N(x, y) esistono sernpre (31) tutti i limiti 

P(x&O, y t O), N ( x  t O, uzkO). S e  percid supponiamo che f(x, O) e f(0, y )  
sian0 funzioni, rispettivamente della x e della y, a variazione limitata, 
per ln funzione a variazione doppia firiita f(x, y) esistono sempre i limiti 
f(x*O, y-cO). 

E siccome ogiii funzione di una variabile a variazione limitata si pub 
sempre scomporre nella differenzn di due funzioni non decrescenti, dalla (26) 
si deduce, appiicando quanto si è detto ne1 11." 20, Che: 

Se lu f(x,  y) è n val-inzione doppia fznitn in Q, e se f(x, O) e f(0, y) 
sono fimzioni, vispetthamente della x e della y, a vn9.iazione linaitata, 
la serie doppin 
mite (24) (?2). 

("9) Le fiinzioni 
limitata del Vitali. 

d i  Fourier della f(x, y )  converge ovtmque verso il li- 

ra ciravirasione doppira $nita non sono altro die le funaioni rc vravineiowe 

(30) Vedi 1. c. (9) od anche 1. o. (45), vol. Tl  p. 828. 
(3i) R. C.  YOUNG, L1 Enseignement Math., 1925, pp. 79-84. 
(32) Queeto teorema fu dnto da HARDY in 1. o. (9).  L'HARDY Rnppone clle In f(z,  y) sia 

: inch 8 variazione limitata RU ogni parallela all'asse delle x e SU ogni parallela sl17asse 
delle y;  ma, oome lia osservato W. H. You~a, e come del resto risults immrdintamente 
dnlla (as), oib è una conseguenia delle ipotesi da noi fatte. 
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Se alle ipotesi ora ammesse aggiungiamo quella della continiiith della 
f(x, y), i Cinque termini del secondo membro di (26) risultano tutti funzioni 
continue (33) ; percib abbiamo, sempre per quanto dimostrammo ne1 n.' 20: 

Se,  oltre alle condizioni della pvoposixione p?*ecedente, supponianzo la 
f(q y )  ovunque contintca, la sevie doppia d i  Fouriev d i  tale  funxione con- 
velsgli verso d i  essa ovunque unifoi-menzente. 

Ne1 caso in cui le condizioni poste nelle due proposizioni qui stabilite 
valgano per la f(x, y) considerata soltanto in Q e senza la periodicità, la 
prima proposizione continua anccra a sussistere, purchb su1 contorno di Q si 
dia ai  limiti f(x &O, y + O) 10 stesso significato che essi hanno quando si 
ammette la periodicit8, mentre la seconda si riduce ad'affermare la  conver- 
genza uniforme in ogni campo chiuso interno a Q. 

26. Se esistono due  nunze9.i maggiori d i  zelmo, K r a, ta l i  che, pela ogni 
coppia d i  punt i  d i  Q, (x,, y,) e (x,, y,), sia 

la sevie doppia d i  Fourier della ftx, y )  conve?*ge veî3so questa funzione in 
oyni  punto (x,, y,) pel- i l  quale si possnno de temzinare  un intovno e due  
nume?-i positivi H e p, in modo d a  avevsi, in tut to Z'intomo, 

Ci6 segue immediatamente, per cose note dalla teoria delle serie di 
FOURIER delle funzioni di una sola variabile, da quanto si 6 provttto nei 
n.' 12 e 13. 

Se poi la  (28) è ve?.ificata pe?. ogni coppia d i  punl i  d i  Q,  (x,, y,) 
e (x, y) (K e p r-estando senzps9e gli  stessi), e sempve supponendo vevipcnta 
la (27), la conver-genza della sel.ie doppia, d i  Fourie?. verso la  f (x ,  y)  é 
ovunque uni forme.  

Questo risulta facilmente dalle dimostrazioni dei n.' 12 e 13. 

(9 Cib ~i diinostrn facilniente utiliez~ndo un lemilm dnto dn W. H. YOUNG i n  1. o. ('2), 

p. 143. 
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V.  Sommabilith per linee e per colonne. 

27. Posto 

A m S n  = hm, ,[a,, , cos wzx cos 1 2 1 ~  + b,,, , sen mx cos n y  + 
t C m , ,  COS I??X sen ny + d ,,,, , sen ??lx sen ny],  

la serie doppia di FOURIER della f(x, y) si scrivera iiella forma. 

ed anche 

A O ~ ~ + A , , ~ + A ~ , ~ + . . . + A  , , ,+ . . .  
+ A f l , , + 4 , ,  + A , , ,  +...+ A,,, t... 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
+ A, ,  n + A,, n + A*, 12 + ... + A,, fl + ... 

Diremo che In serie doppia (29) é somrnabile pet- linee, in un punto (x, y), 
<X) 

se, i n  tale punto, tutte le serie L A,, , (n = O ,  1, 2, ...) sono convergenti e 
m=O 

rm 00 

se, inoltre, risulta convergente anche la serie Z Z A,, , . Il valore di questa 
n-O na=O 

serie si dirit allora somnza per linee della serie doppia (29). 
Analogamente si definirh la soîmnabilità pev colonne. 
E noto che uiia serie doppia pu6 essere convergente seiiza essere som- 

mnbile per liiiee O per colonne ("1). È anche noto che una Serie doppin pu6 

(34) Per es. la serie doppilt 

è convergente et1 ha per somtu:~ 0, rnentre nrssuria delle S U 8  l ime  e delle sue coloriiie è 
cuiivergeiite. 
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essere soinrnabile tarito per liiiee quaiito per coloiiiie, ed avere le due soiniiie 
uguali, seiiza essere convergente ("'). Si sa poi che, SC In swie doppin (20) é 

00 

coiivergente, e se ln serie Z A, , , , ,  è convergente per tutti i vnlori di n, 
vn=O 

dlom la (29) B soinin,zbile per liiiee, ed è 

E biialogmneiite, scninbiando le liiiee coi1 le colonne. 
La (29) s i  dira unifovmemenle soawzabile per linee su un iiisieiile E di 

m 

punti (x, y), se, per ciascuii valore di 12 (12 = 0, 1, 2 ,... ), la serie Z A,, , è 
m=o 

uiliformeinente coiivergente sa E, e se, inoltre, é uniformeinente coiivergente 
m m  

anche Ia serie Z Z A,,, ,, . 
ndi  m=O 

Aiialoga definizione, per l' unifomne sonmabiiita pev  co lonn~ .  

("5) Per es. 18 derie doppiri 

è sumiusbile per liiiee, con somma 0, è soininabile per colonne, coii son~iiin 0, inn non è 
convergente. 

(37 Ed infittti, se S è lit soinnia della (29), preso lin a >  O, ad arbitrio, si poseono 
determinare due numeri yositivi y, e v ,  tali c h ,  per p > pi e v > v , ,  eia sempre 

Passnndo a l  limite, per pH=, si ha 
v 00 

1s - 2 2 A m , . l < %  
n=O m=O 

b0 CO 

per ogni v > v , .  Di qui segiw, per esuere E aibitrnrio, clle la serie Z E Avn, n è conver- 
n-O m=O 

gente e che 1s eua somma è S. 
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28. Vogliamo dimostrare che : 
Se la f(x, y), data in tut to il  piano (x, y), e periodica, d i  periodo 2x,  

rispetto ad arnbedue le variabili  x e y, 2 integl-abile e a variazione linti- 
00 

tata, indicata con Z A,,,, la sua serie doppia 
tn ,, 1 =O 

sono convel-genti in ogni punto (x, y) (le pdrne convergen,do, in ciascun 
punto (z, y), unifownernente vispetto ad n, e le  seconde ~ i s p e t t o  ad n,) ,  ed è 

Coasideriamo, int'atti, la  fuilzioiie di x 

e inostrianio che essa è a. variazione limitata iii tutto l'intervalle (O, 2x ) .  Diviso 
tale iiitervallo in parti, mediaiite i puirti x,, = O < xi < x, < ... < X R  = 2n, 
abbiaiiio 

Duiique lit varinzioiie totale di +,,(x) i i i  (O, 27~) è iiit'eriore ad un numero 
fiwo (indipendente da n), vale a dire +,(m) è a variazione limihtn iii (O, 2 4 .  
Ne segue che la serie di FOURIEH della S,(s) è convergente i i i  ogni punto, 
ed ha sempre per somma 
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~- 

Mn è, per quasi tutti i valori di p, di (O, 2n), 

e siccome, per un'osservazione gi8 fatta (37), le funzioni di P, f(x t u ,  P) 
e f(x - u, p) restano, in inodulo, inferiori ad unn fuiizione integrabile, indi- 
pendente da  u, si ha, secondo un iioto teorema di integrmione per serie, 

Ora la serie di FOURIEN della q,,(x) è 

Q 

vale a dire 

Dunque questa serie è sempre convergente, ed 8 

m 

(33) ri A,, ,,(a,, ,, cos ?)lx + O,, , sen mx) = 
rn=O 

O 
2 

Aridogamente, ragionaiido sulla fuiizioiie 

(3') Cfr. n." 7. 
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00 

Da (33) e (35) si deduce che 8 sempre convergente la serie 2 A,, , , e 
rn-O 

che vale la  (30). 
Ca 

Proviamo che ln convergenza della serie Z A,, , è uniforme rispetto 
tn=O 

ad n. A tale scopo riprendiaino a considerare la serie di FOURIER della $,,(lx;) 
e indichinino con g,, la sua somina parziale, cioé poniamo 

P 
= 2 ln%, ,(anz, , COS ??ta7 + b,, , sen rîzx). 

m=O 

Abbiamo, come é noto, 

7c sen z 
O 

Indicando con W%(x) la variazioi~e totale di $,,(x), nell'intervallo (0, x), e 
con 6 un numero positivo < n/2, abbiamo, per le disuguaglianze (5) e (6), 

Ma ripetendo per l'intervallo (z -+ 6,, xi- 26), con O < 6, < 6, il ragiona- 
mento fatto in principio di questo n." per l'intervallo (0, 2n), abbiamo 

dnnali di  Melamafaoa, Berie IV, Tomo IV 
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e quindi 
2% 

sen (2p + l)z 1 
I j i i f l (z  -i- 22) - +n(x + 0)  I sen dgI < 

O 

Ma per 6 - + O, V(,,(a + 26, P) converge, per quasi tutti i p di (0, 24 ,  
verso T'(,;(x +O, p), sempre non crescendo, e pertaiito, in virtu di un teorema 
di integrnzione per serie di B. LEVI, e, per 6 - + O ,  

Se dunque scegliamo ô convenienteinente piccolo e poi CL sufficientemente 
grande, la  (37) inostra che l'integrale del suo priirio menibro resta, per 
ogni p > e per tutti gli n, minore, in modiilo, di uii numero positivo E, 

prefissato ad arbitrio. E siccome altrettniito pub dirsi dell'ultiino integrale 
della (36), se ne coriclude, per la (36) stessa, che op,, tende al suo limite 
uiiiforme~netite rispetto a n. 

È cosi provato che la serie (33) converge uiiiformeineiite rispetto ad n ;  

e poichè. 10 stesso avviene per la (35), resta provata anche la convergeiiza 
00 

unifornle di Z A,, ,, . 
m=O 
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In modo analogo si dimostra la convergenza uniforme, rispetto ad nt, 
w 

di Z A,, , . 
1i- 0 

w 

Osse~=vazione. Fer la dimostraziorie della convergenza della serie Z A,,,  
vn=O 

non si é fatto uso, in quaiito precede, dell'iiitera ipotesi che la f(x, y) 
sia a variazione limitaka; si 6 soltanto utilizzato il fatto che l'integrale 

J ~,,(2n, y)dy e fiiiito. 

29. Dalla proposizione dimostrata ne1 n." precedente e da quanto si e 
rammentato iiel n.' 27, risulta che: 

Se la funzione f(.q y) ,  pet-iodica, d i  pe?*iodo 255 vispetto ad x e ad y ,  
é integmbile e a mwiazione l imitata,  la sua serie doppia d i  F o w i e r ,  i i ~  
ogni pzcnto in cui  2 concergente, t anche sommabile per linee e per colonne, 
e le somme cosl ottenute coincidono con la somma della sevie stessa. 

Corne corollario si ha : 
Nelle condizioni del teorema del n . O  6 ,  la serie doppin d i  Fourier 

della f(.x, y )  8, ne1 punto (x, y), s o m m b i l e  tanto per linee quanto per CO- 

lonvw, con somnze entrarnbe uguali alla sonztna della serie stessn. 

30. Le uguaglianze (30) e (31)  valgono anche se la f(x, y), invece di 
essere a variaziorie liniitata, soddisfa alla condizione espressa dalla (27). Ed 
infatti, iii tale ipotesi, la fuiizioiie +Jx) definita dalla (32)  verifica, per ogni 
coppin a,, x, di punti di (O, 2n), la  disugunglianza 

vale a dire soddisfa alla condizione di LIPSCHITZ di ordine or, ed é percib 
sviluppabile in serie di FOURIER ovunque convergente. Ripetendo allora 
le considerazioni svolte ilel n." 28, si ha, anche qui, la \ialiditA delle (30) 
e (31). 

Possiamo, dopo di cib, afferrnare che, nelle condizioni d i  uno qualunque 
dei cr i ter i  d i  convergenza dat i  ne1 5 IV, la serie doppia d i  Fouvier della 
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f(x, y)  è, ne1 punto ( x ,  y), sommabile tanto per linee quanto per colonne, 
fovneudo se.rnp9.e somme uguali alla somma della serie stessn. 

31. Se alle ipolesi del teorema del n.O 28 si aggiunge la continuità 
della f ( x ,  y) rispetto ad x ed anche rispetto ad y,  ln  convergenzn delle 

8 m 

sel-ie 2 A,,,, e Z A,,,  risul ta uni forme rispelto a tu t t i  i punti  del piano 

(x, y) (e cib indipendentemente d a  n, per la  pr ima,  da m, pev la seconda). 
Ne1 caso attunle, V,,,(x, y), corne funzione della SOIR x, é sempre con- 

2% 

tinua e l'integrale ~ V , , ~ X ,  y)dy A pure funzione continua della x, in virtb 

del teorernn d'integraziorie per serie del LEVI. P e r t ~ n t o  l'iiitegrale 

the figura nella (37) e che orn pub scriversi 

pub rendersi minore di un E prefissato, per tutti i 6 sufficientemente piccoli, 
e ci6 indipenderitemente da  a. Il ragionamento fatto alla fine del n." 28 mostra 
percib che, preso ad arbitrio un E positive, si pu6 determinnre un y tale che, 

per tutti i punti (x, y) e per tutti gli n. 
00 

Analogamente per X A,, , . 
n O 

32. Se la f(m, y )  - sempl-e supposta pejiodica - invece d i  esseve a 
vuviazione lirnitntn, soddisfa alla condizione (27), la convergenza delle 

m m 

set-ie Z A,,,, e 2 A,,, 2 ancora unifojwze g i ~ p e t t o  a tu t t i  i punti del 
m=o *&=O 
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piano (x, y). Ci6 risulta da1 fatto che, in forza della (38), la convergenza 
della serie di FOURIER della #,(x) è uniforme ovunque. 

33. Alle condizioni di sommabilith per linee e per colonne gi8 date 
nei n.' 29 e 30, possiamo aggiungerne qunlche nltra. 

Osservisino, in primo luogo, che, se alle ipotesi del teorema del n.' 28 
- - 

aggiungiamo l'altra che per un puiito (x, y) esista un 6 > 0 tale che, in 

quasi tutto l'intervdlo (y - 6, y +  a), le f ( G t 0 ,  y )+f@-0 ,  Y) 
2 coincida 

m 

con una fuiizione ?(y) a variazione limitata, allora la serie doppin Z A,, , 
e , m j  = O  

n l 

8 sommabile per linee ne1 punto' (x, y), e la sua, soinrna per linee B data 
- - 

C U 6 0  

d R 
O) + - O).  Ed infatti In serie Z Z A,, . 6 ,  per In (301, la serie 

2 n=O m = ~  
- - 

di POURIEH della funzione, d i  y, '(% + y) + f ( x  - O' '), e tale serie con- 
2 

verge, ne1 punto y = y, in virti2 della condizione ora sggiunta, verso la 
sominn della serie di FO~JRIER della y('). 

La condizione ora aggiiinta 6 verificata se, per ogni y di (y - 6, + 6), 
la f(x, y) 8 funzione continua di x ne1 punto a = $, e se, in (5 - 6, y+  6), 
la f(m, y) 15 a variazione liinitata. Ln somma per Liiiee della serie doppin 

w 

2 - A,, , è, in questo caso, ft5 ? + O ) + f ( x ,  Y -0) 
2 = 1 = O  

' 

La stessa condizione B anche veriflcata se, per ogni m di (% - 8, ZI-6)? 
ln funzione, della sola y, f(x, y) ha, nell'intervallo (2 - 6, y+ 6), una varia- 
zione totale inferiore ad un numero fisso indipendente da ix;, e se i limiti 
f (x  + O, y)  e f ( a  -O, y) esistono per ogni y di (Y- 6, z/-+ 6). La  somma 

Clg 

per linee della serie doppia Z A,,,, 8, in questo caso, 
'"1 = O  

Da quant0 precede deducisrno la seguente proposizioiie: 
Se ln f(x, y), pm.iodicn, di pejmiodo 2n, ~ ~ i s p e t t o  ad x e ad y, t inlegva- 

bi le;  se le vag.iazioni lotnli V<d27~, Y) e V,,,(x, 2.n) sono lirrzilate iu &; la 
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- 

linee ed anche per colonne; lcc somma peju linee é 

1 
(39) - liin { f(x+O, y+8)+ f(x-0, y+b)+ f(x+O, ?j-6)+f(x-07 y-6)  

48-+O 

e la somma pel- colonne 

Se, d i  pic ,  le V,,,(x, y )  e V(,,(x, y )  sono ovztnque tmi fo tw~emente  con- 
t inue ,  colne funaioni ?-ispettivamente della sola x e della sola y (38), la 
serie doppia P ovunque un i fo )wemen le  sot?amabile pel. 2inee e per colonne, 
e le due  s o ? n ~ n ~  (39) e (40) sono ehtvambe uguali a f(x, y), 

La prima parte di q~iesto enuociato é consegueiiza immediata di quaiito 
si è detto piii sopra e del teorema del II.' 28. Per diinostrare la seconda parte, 
osserviamo, iii priino luogo, che dalla aininessa contiiiuith di V(,,(x, y) riapetto 
ad 2, segue che la f(x, y) e aiich'essa coiitiiiita rispetto ad x ;  e per ragione 
analoga tale fuiizioiie é continua anche rispetto ad y. Il teorema del il." 31 assi- 

00 w 

cura a1loi.a che le serie Z A,, , e Z A,, ,, coiivergono iiniformeinente, ovunque. 
in=O >&=O 

m m  

Osserviamo poi che, per la @O), la Z Z A,, ,, 6 la serie di Fouitr~n della 
n = O  m=O 

funzione, della sola y, f(x, 2)). Occorre provare che questa serie 8 ovunque 
uniformemente convergente. Posto 

v 00 21 
o, = z z A,, = I " j f ( z ,  cos n(p - y ) d ~  

n=O wa=0 n = ~  n 
O 

basta ragioiiare su 5, come abbiaino fatto sulla op, ,, riel n.' 28. 
Un corollario della proposizione ora dimostrata 6 il seguente risuitato, 

dovuto a G. ASCOLI : 

Se  la f(x, y), peviodica, d i  pel-iodo 275 vispetto ad  ambedue le vaviabili, 
o v u ~ q u e  continua e tale che i l  nunzero delle oscillazioni d a  essa compiute 
ne1 quadmto  Q su ciascuna paml le la  all'asse delle cz e su ciascuna pal-al- 
lela ull'asse delle y, rest i  sempre infel-io9.e ad uno  stesso nume?-o N, la sua 
sevie doppia d i  Fouviev é ovunque uniformernente sonmabile pev linee e 
pell colonne, con somme senzpUe uguali  a f(x, y). 

(38) Si tenga presente qiiiinto si 13 detto in (*'). 
("1 TA. C. (7. 
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34. Abbia.mo anche facilmente, dopo quanto è gi8 stato detto : 
Se la f(x, y), peviodicn, di peviodo  TC, 1-ispetto alla x ed nlla y, soddisfu 

per qualsiasi coppia (x,, y,), (x2, y,) di punti di Q,  alla 

con K e a nunaevi positivi fissi, la sua serie doppia di Fourie?, è ouunque 
uniformemente sommabile pet. linee e per. colonne, con somme semp2.e 
uguadi a f(x, y). 

35. Si possono dare facilmente eseinpi di funzioni f(s, y) con serie doppia 
di FOURIER sommabile per liiiee e per colonne, in un punto, ma iion con- 
vergente. 

a) Sia f(x, y) = O  ne1 campo [- n g x <TC, y" x2] e f (%, y) = 1 
in [- 7~ < x < TC, X* < ye < n2]. Si definisca poi altrove Ia f(x, y) mediaiite 
la periodicitk rispetto ad x e ad y, di periodo 2x. Fer qiiesta funzione, sono 
verificate le condizioni della prima parte del teorema del II." 33, e percib la 
sua serie doppia di FOURIER è sempre sommabile tanto per linee quarito per 
coloiliie. Ne1 piinto (0, O) la  somma per linee é 1 e quella per colonne è 0. 
Cib basta ('O) per poter asserire che la serie doppia di FOURIER della f(x, y) 
iion coiiverge ne1 punto (0, 0). 

Nei vertici del quadrato 8 = [- n < x 1 TC, - TC 2 . y  LE], la serie coii- 
siderata ha  come somma per linee O e come somma pèr colonne 1. Quiiidi 
anche in tali puriti la serie 11011 converge. 

Iii tutti gli altri puiiti di 8, soddisfttceiiti nlla yZ < a" la  serie doppia è 
convergente (per il teoreiiia del 11.0 23) ed ha per somma 0 ;  i i i  quelli soddi- 
sfacenti nlla y? > xe la serie doppia coiiverge verso 1 ; iiei puiiti delle due 
diigoiiali di 8, distiiiti da1 centro e dai vertici, la serie è convergente per 
l'osservazione del il." 9, ed ha per somma 1:2. 

h) Sia f(x, y) = O  in tutti i puiiti di 8 eccettuati quelli soddisfacenti alle 

disuguaglianze tg 30' < ' < tg BO., ove sia iiivece f(s, y) = 1. La serie doppia 14 
di FOURIER di questa fuiizioiie è ovuiique sommabile per linee e per colonne 
(n." 33). Ne1 puiito (0, O), le somme per liiiee e per colonne sono anibedue 
uguali a. O ;  ma la serie doppia iioii è coiivergeiite. 

('O) Cfr. n.' '27. 
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Ed infatti, se essa fosse convergente, dovrebbe avere per somma O, 
inentre la sua somma parziale sp,,(O, O), quaiido si facciano tendere p e v 

P all'w in modo che -- 1 ' 3 ,  tende a (*') 
Y 

Tt 
che e + O .  Nei puiiti a = =k n, y = t - la serie doppin di FOUI~IER ha, 

v 3 '  
come sonînia per linee, 1:2, e come somma per colonne, 1; la serie non è 

n 
percià convergente. Ailalogamente, iiei punti y = t n, x =zk-, la somma 

v 3  
per linee é 1, e quella per coloniie 1:2, e la serie lion converge. In tutti gli 
altri punti di SJ la somnm per linee 8 seinpre ugiiale a quelln per colonne, e 

1 
la .serie e coiivergeiite con somma 0, se è 

è convergente con soinina 1, se è --= < - < V 3  (n.' 23); è convergente con 
:3 14 

Cib si vede subito nyplicsndo iinn fort ni il^ stxbilitrc da E. C. T I ~ ~ C H M A K ~ H  (The 
Uotcble p o c w i e ~  Series of n Disco~btiieirofba Ftmct io~h,  Proc. Royal Society, Sariee A, vol. 106 
(19P4), (pp. XM-SM), p. 302). 
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Teoria delle sostituzioni che operano su uoa infinità 

iiumerabile di derrien ti. 

La teoria delle sostituzioni su iiifiniti elementi é stata trattata una prima 
volta, dieci anni or sono, d d  prof. GIULIO ANDREOLI (') che, tracciandone uno 
scheina generale, ne fece conoscere niolti risultati iiiteressanti. 

L'opera cosi feliceiileilte iiiiziata non ha trovato perb, a. quanto a me 
coiista., alcuri continuatore: ci0 forse per la impostazione troppo generale ed 
estensiva data alla teoria ~ ~ ~ ~ ' A N D I ~ E O L I ,  per la novità dei vocaboli, e per il 
rnpido trapasso a conclusioni iiiaspettate che avrebbero richiesto un phi 
vasto svolgimento. 

Tale svolgimento forma appunto oggetto della presente Meinoria. Anzitutto 
debbo avvertire che ho modificato opportunamente le ipotesi d e l l ' A x ~ i t ~ 0 ~ 1  
supponendo che gli insiemi I di elementi su cui operano le sostituzioni da me 
studiate siaiio numerabili ed assumendo una definiaione di sostituzione che 
permetta di affermare in ogni caso l'esistenza della inversa s-' di una  qual- 
siasi operazione S .  

Queste modificaaioni, atte a reiidere piu stretto il legame di questa teoria 
con quella dei gruppi finiti, mi haniio dimostrato phi tardi, ne1 corso del10 
studio, tutta la loro efficacia ed utilith permettendorni di affermare ed esten- 
dere le proposizioni esposte ~ ~ ~ ~ ' A N D ~ E o L I ,  di portare a fondo 10 studio di 
certe questioni che iiel caso generale avrebbero potuto appena essere sfiorate, 
ed infine di stabilire risultati nuovi che ora riassumer6 brevemente. 

L'iiisierne delle sostituzioni che operano sugli elementi di un aggregato 
iiumerabile ha  la potenza del continuo. 

Data una infinith numerabile di tali sostituzioni : 

(l) G. ANDKEOLI: Sui g i q p i  di sostititzioni che o y e r m o  sic i i l f i i i i t i  eleineitti. (Rendicoiiti 
del Circolo Matematico di Palernio, T. XI,, anno 1916). 

Annali di Matsmafiaa, Serie IV. Tomo IV. 10 
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si dice pwdot to  infinito di esse il procedimento mediante il quale dalla (a) 
si passa alla successione : 

Affinché q u e s t ~  procedimento conduca ad un risultato concret0 (cioè affirichè 
il prodotto infinito sin conve)*gente) occorre che la  (b) teltda verso urin sosti- 
tuzione limite ben detertniiiata. Si presenta duiique sin dtr psincipio la neces- 
sith di introdurre il concetto 'di l imi te  di una  successiove d i  sosti_tuzioni, di 
cercarne le coiidizioiii per l'esistenzn e di dedurre quelle proposizioiii neces- 
sarie por ogni ulteriore svolgiinento. 

Ho potuto cos1 fwilinente esteiidere vasi teoreini sui gsuppi fiiiiti e pre- 
cisare il concetto di peviodo di untt sostituzioiie. E iioto clie una operazione 0 
dicesi a periodo finit0 quaiido esiste una sua potenza flm eguale alla unit&. 

Fra  le sostituzioiii su iiifiiiiti elementi ve ne sono nlcuiie aventi periodo 
finito, ed altre iiivece per le quali non esiate alcunn potenza 0pî2 eguale alla unit&. 

Volendo dare una definizione di periodo per le sostituzioiii di questa 
seconda categorin si e condotti a studiare il co~uportanieiito dei prodotti infiniti 
fosniati con le potenze di 0 :  O r l  . 0 " ~  - .... - ûrel . .... . Se esiste almeno uno di qiiesti 
prodotti iiifiniti aveiite per valore 1, l'operazioiie 0 vieil detta a periodo 
infinito, ed iii virtù della equazione 0'-1. 0"s .... . Br*. .... = 1 si pu6 esprimere 
qualsittsi poteiiert positiva O negativa di 0 mediante uii prodotto infinito di 
potenze positive. Ne1 cas0 contrario è facile dimostrare che le operazioiii 0, O-' 
vanno considerate coine tra loro iiidipeiidenti. Uiin tale operazione 0 si dira 
s e m a  periodo. 

1 coinplessi di sostituzioiii da ine coiisiderati soddisfaiio alla cotidizione 
posta a defiiiizione dei gruppi finiti, cioe conteiigoiio il prodotto di due loro 
operazioiii qualsiasi, e si distinguono in gvuppi  e pseudogruppi. 1 primi 
contengoiio 1' inversa di ogrii loro operazione, i secoiidi iiivece non contengono 
le inverse di dcuiie O di tutte le loro operazioni. 

Ai gruppi e pseudogruppi si pub, in alcilni casi, esteiidere anche il con- 
cetto di indice di ut1 coinplesso i i i  u n  coinplesso 6 che 10 contiene. Tale 
estensione è subordiiiata alla possibilith di decoinporre 6 in un iiisieine K (O K') 
di complessi del tipo g . @ (O @ . g) senza operazioiii comiini ; iiiol tre poichè, a 
differenza di quaiito avviene per i gruppi finiti, gli insieiiii K, non avendo 
generalmeiite e g u ~ l  potenzn si rende necessaria la distiiizione frn l ' indice a 
d e s t m  e l ' indice a sinistra. 

Nello studio della t ~ w s f o ~ w ~ n z i o n e  dei  cornplessi ho introdotto, insietne al 
rioto concetto di invav ianzn ,  quelli iiuovi di riducibilità e di an~pl iabi l i ta ,  
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intendendo per ?*iducibile (anzpliabile) un complesso C? che pub essere trasfor- 
mato da una operazione t in una sua parte proprin @' ( in un complesso @" 
che 10 contiene). 

A questo studio si collega la determinazione delle serie d i  composizione. 
Per esse ho assunto definizione analoga a quella che si diL per i gruppi fiiiiti 
non sembrandomi né riecessario ne opportuno l'adottare quella proposta dal- 
~'ANDREOLI. È da osservare peraltro che non B sernpre possibile, né con 
l'ordinarin definizione, né con quella proposta ~ ~ ~ ~ ' A N D R E O L I ,  costruire una 
serie di composizione per un coinplesso di infinite sostituzioni. 

Parecchi teoremi relativi alle serie di composizione dei gruppi finiti si 
possono facilmente estendere ai complessi infiniti; fra essi voglio ricordare 
quel10 di JORDAN-HOLDER che assicura 1 ' inva~-ianza dei  fattovi d i  c o w  
posizione e l'isorno~$smo de i  g rupp i  fattoriali in due  diverse serie d i  
composizione. 

Questo teorema vero, anche ne1 caso da me studiato, per quei coinplessi 
che hanno serie formate da  un iiuinero finito di termini, pub cadere in difetto 
per i complessi che possiedorio serie infinite. 

Il concetto di isoinorfisîno si pub estendere alle operazioni da me consi- 
derate senza bisogno di introdurre restrizioni essenziali; perb la teoria che ne 
deriva B piu ampia e complicata, e specie iieli'isomorfismo meriedrico pre- 
sen ta casi particolari assai in teressaii ti. Esistono, ad esempio, degli isomorfismi 
fra due pseudogruppi 6 e (2 tali che il nuniero delle operazioni di C? che 
corrispondono ad ogni operazioiie g di Ci varia al variare di g in 6. 

Nell' Liltima parte di questo studio sono trattate la  transi t iv i td  e l'int?-an- 
sitività dei gruppi e degli pseudogruppi. 

Per  gli pseudogruppi possono aver anche luogo delle intransitivith del 
tutto diverse da quella ordinariamente conosciuta. 

Queste speciali intransitivith, che ho particolarmente stiidiate, dipendono 
dall'assenza, in detti complessi, delle inverse delle loro operazioni. 

1 teoremi noti iii proposito per i gruppi finiti conservano ne1 caso nttuale, 
opportunamente modificati, la loro piena validitii; ad esempio il teorema: un 
gj*,uppo d i  sostituzioni su 11 elementi  che n o n  coincide con E'alterno O col 
totale n o n  pub avel-e transi t iv i td  d i  gvado nzaggiove del massirno inter0 

n co~ztenuto in -, si modifica ne1 seguente modo: 
2 

IL g ~ u p p c !  tolnle è l'unico gruppo nvente tmns i t i v i l à  d i  gî-ado infinito. 
La presente Memoria contiene quella parte della teorin che si riferisce 

alle proprieth generali delle sostituzioiii e dei gruppi e pseudogruppi, riser- 
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vnndoini di trattare, in un successive lavoro, l'isomorfisino, le serie di coin- 
posizione e la transitivitk. 

CAPITOLO 1. 

1. Sin 1 un dato insieme iiiitiierabile di elenieiiti d ie ,  per sernplicità, 
rappresenteremo con la  serie dei nunieri iiaturali : 

Chiameremo sostituzione sull'insieme I qua.lunque opernzione s che sosti- 
tuisce ad  ogni elemerito di I un elemento di I stesso e che soddisfa alle 
seguenti condizioni : 

a) se m, n sono due elementi distinti di 1 sinno pure distinti gli ele- 
menti s(m),  s(n) che la s ad essi sostituisce, se m, 11 coincidono anche s(m), s(n) 
coincidano; 

h) se 12 é un elemeiito qualunque di T, esista un altro elemento wz di 1 
a1 posto del quale la s porti n. 

L'operazione s cosi definita verrA rappresentata col simbolo: 

dove s(n) é l 'elemento che IR s ~ost i tuisce a l  generico elemento n. 

2. Alle sostituzioni che  si sono cos1 definite si possorio estendere, seiiza 
alcuna varitinte, i coricetti di sostituzione identica, sostituzione inversa, pro- 
dotto, poteiiza ed anche l e  relative proprieth note per  le  ordiliarie sostituzioni. 
Si pub cosi afferinare che  il prodotto di piU sostituzioni gode della proprieth 
associativa ina non seinpre di quella comwutntiva, che le potetize di unn stessa 
operazione soi10 trn loro cominutabili e che per esse valgono le fmno le :  

per $11, p interi positivi e negativi. 
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E infine d a  osservare che per il prodotto zc di due sostituzioni s, t si deve 
avere (in base alle notazioni introdotte a l  II." 1): 

qualuiique sia l'eleiliento n di I. 

3. F r a  le  opernzioni su I haiino uiin particolare iinportaiiza le  sostitu- 
zioiii cicliche che si distinguano in cicli apelati e cicli Chiusi. 

II ciclo aperto opera su infiniti eleinenti che si possoiio ordinitre in una 
successioiie infiiiita nei due sensi : 

iii modo che ciascun elemento sia sostituito da1 seguente. 
II ciclo aperto k si iiidica cosi: 

esso si presenta coine la nnturale estensione del ciclo ordinario (cic2o~chiuso) 
quando si passa da  un numero fiiiito ad  una infinith niiinerabile di elemeiiti. 

LI) Limite di una successione di  sostituzioni. 

4. Sia : 

(a) Si , '  S z ,  S . . . . ,  s ,,.... 

una successione di sostituzioni su  I e sia: 

Direnio che In succtwione (cl) ha pet- limite unn sostituzione s quando: 
a )  La s opera sui soli elementi d i  1; 
b) in co~.~.ispoi~denzn di  u n  elelnento qualunque n di  1 si pub deter- 

mina9.e un nunzes-O Rn tale che pesa r '> Rn sia s(n) = s,(n), od i n  allri  t e r -  
mini, tutte le sr sostituiscnno ad 11 Z'elernentc s(n). 

Pe r  indicare che s é il liini te di (a)  scriveremo : s = lim s,. . 
?'-CO 

Una successione (a) non pu0 tendere a due liiniti diversf s ed s': ci8 
disceiide dalla siiddetta defiiiizioiie. 
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5. Afinchè una successione (a) abbia limite o c c o ~ e  e basta che, in  cor)+ 
spondenza d i  un elernento n nî*bitrculio, sista un numevo Rn tale che pe?.: 

r > £ 2 ,  vp > K ,  sia sT1 s;l(n) = 18, s;' . srs(n) = 1 1 .  

La condizione B necessaria. 
Sia s = lim s,.; in corrispondenza di un elemento n qualunque esistono 

T-m 

due elementi w z  e v per i quali si ha: s(n)  = nz, s(v) = n, ed in corrispoiideiiza 
di n e v si possono determiiinre due nuineri 12,' e Rv' tali che: 

per 9. > Rn' sin s,.(?1) = ~ ( 1 1 )  = m, 

per 1 .  ) R,' sia s,.(v) = S ( V )  = 12.  

Detto H ,  il maggiore dei due numeri R,,' e RV1, si ha Per j . ,  > Rn e 
jS2 > Rn : 

Sr1 
. s-JI,) = r l [ s  (n)]  = s-I(112) = n 

Ta + I  Ta 

s+,l. ~ ~ ~ ( 7 1 )  = ~,~[s; l (n)]  = sr%@) = n. 

La condizione è sufficiente. 
Dalle due egua.glianze : 

si ricavano rispettivamente le alt,re: 

Cid preinesso, facciamo corrispondere nll'elemento generico n di I quel- 
i'elemento p, che le s,, per 1 ,  > R,, portano al posto di n ;  otteriiano in ta1 
guisa una successione : 

Pi 7 P z  r . . . . ,  P n  ,-... 
in cui figurano, iii virth delle (O) e (w), tiitti e soli gli elementi di 1 e ciascuno 
una sol volta. 

Considerianîo ora quell'operazione s che a 1 sostituisce pi ,  a 2 sostituisce 
p,, a n, y, ecc ....; essa soddisfa alle condiziorii a) e h) del n." 1, ed è per- 
taiito una sostituzione sull' insieme I. 

La s risulta poi, per i l  modo stesso con cui è stata costruita, il limite di (a). 
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- 

6. La successione : 

(1, 2), (2, 3), (3, 4) ,...., (n, f i +  11, ( f i +  1, n+%- 

ha per limite 1' idei~ti ta perché per ?. > n si ha : 

s,(n) = n. 
La successione : 

(1, 2)? ( l j  2, 3)) ...., ( l ?  2, 3, ..., n), .... 
non ha limite perchb s;'. sJ1) = 1.' -f- 2 per r, > la,. 

7. TEOREMA 1. Se 
lirn s,. = s, lirn t,. = t 

7-00 1.-w 

si ha: 

Posto s(n) = 111 si ha per r > R, : 

s,(n) = s(n) = w1, 
e per r > R, : 

t,.(m) = t(m). 

Dunque per 1- maggiore di entrsmbi i iiumeri Rn, fi, si avr8: 

lim sr = s sarà lim sr1 = 
T-oo +-m 

TEOEEMA 11. Se 
S,, , Si8>'..'> Si+ ,."' 

(KI 
SZi, SZZ>' ..., Szr, .... 
. . . . 9 . . I . . . . 
sgi, SPZ,"", s q r ,  .... 
S . . . . .  m . . . . ,  

è una i?z@nità numersabile di successioni di sostitwioni, e se la successione 
Sei ~~ispettivi 2intiti: 

S , , S g , S  ,,...., S ,,...., 
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tende ad una sostituxione s, é possihile e s t r a w e  da1 quadro ( K )  una suc- 
cessione : 

Sq,c.,, Sqlr.l?...., Sq,,,rrn,"", 

çhe ha per limite S. 

In corrispoiidenza dei priini 91 elemeiiti di 1: 1, 2, 3, .... n, possiamo de- 
terminare, per essere s = lim s,, un numero q, per cui si nbbia ad un tempo: 

9 - m  

Inoltre, poichè é lim s,,, = s,,, si pub trovare un nltro riumero Y, tale che: 
T-w 

Ripetendo questo procedilnento per gli insiemi : 

otteniamo una successione di sostituzioni apparteneiiti a ( K ) :  

C) 1 prodotti infiniti di sostitnzioni. 

8. Sia data la  successione di sostituzioiii : 

(4 S,, Sz7 s 3,...., S,.)  ....) 

e con questa ~i formi la nuova succesaione: 

Il procediinento inediante il quale dalla successione (a) si passa alla (P) si 
chiatnera prodotto injinito di sostituzioni e verrk indicato con si . s , - s , .  .... .sr..... 

00 

O piii semplicemente con II sr. 
r=l 

Si dira, poi che il prodotto infinito è convergente quaiido la (P) ha un limite o, 
e tale limite Sara detto vnlore del prodotto infinito. In questo caso il sim- 

b0 

bol0 II sr servir& anche a rappresentare il valore del prodotto stesso. 
r=l 
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9. L e  condizioni necessarie e suf-ficieriti per la  convergenza di un  prodotto 
jnfinito discendono da  quelle date al  11." 5, per l 'esistenza del limite di una 
successione. 

M 

Ammettiamo dapprima che il prodotto as , .  sia convergente; la successione: 
r- 1 

O, ,  oz, ....> 5,. ,... ., 

ha  percio limite e quindi preso 1' elemento n si ha per Y, > Rn, r2 2 hf,, : 

Facendo t-, = It,, otteniamo le  eguagliaiize: 

dalle quali, dando alla 1.,  i successivi valori Rn + 1, R, +2,..,., deduciaino che : 
a) le sostituzioni: 

(pet- r > Rn lasciano fet.rno l'elentento n. 
Vediamo ora se  queste condizioni sono sufficienti per la  convergenza 

w 

di II s,. Considerata ln successione dei prodotti parziali: 
r=1 

si formiiio le due sostituzioni: 

Che, in  virtii della a), per r ,  > I Z , ,  I * ,  > RI, lasciano fermo l'elemento n. L a  
M 

successione (j3) h a  peruid limite e quiiidi fis,. è convergente. 
r=l 

OSSEI~VAZIONE 1. Se, in particolare, tutte le  s, soiio commutabili, si ha  
m 

u, = s,, e quindi per la  convergeiiza di IIs,. occorre e basta che la succes- 
r=l 

sioiie (a) tenda a 1. 

Antiali d i  Afatevnatica, Serie I V .  Tomo IV. 11 
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OSSERVAZ~OKE II. S e  ciascuna s, opera-su elementi diversi da  qiielli su  cui 
00 

operano le altre s, è lim s, = 1 onde II s,. è convergente. 
r - w  r=L 

OSSEI~VAZ~ONE III. Ltt ricerca del liini te di uiia successione : s, , s, ,...., s ,,...., 
00 

si riconduce alla ricerca del valore del prodotto infinito: s, II(s;l. s,,,) e 
r=l 

viceversa. 

10. Il prodotto: 

è convergeiite per llOsservazioiie II, ed il suo valore è ln sostituzio~le: 

III vece il prodotto : 

non converge perche coi~siderato il prodotto parziale ?zsimO 5, ed  il ciclo 
c = (12 + 1, 12 + 2), si lia 5,; c o;l(l) = n + 2, cioh la coiidizioiie a) non é 

soddisfatta. 

Il .  Se s = IIs,., o =II a,. soiio due prodotti coiivergenti si pub costruire 
r=1 r-1 

con essi un prodotto infiiiito di valore S .  o. 
Irifatti d a  s = lim (si O S ,  .... . s,.), 5 = liin (O, 5,. .... a,.), si deduce : 

r-00 r - w  

e cluiiidi il prodotto irifiiiito : 

h a  per  valore s o. 
Se  in questo prodotto si scambia s,. con 5,. si ottiene un prodotto di valore a.s, 

w  00 

e se le  s,. sono conlmutabili con tutte le a, si ha  : S. a = II(s,. O,.) = II(o,. . s,) = o. s, 
~ = l  S-1 

onde anche s e o sono commutabili. 
I n  modo analogo, dati m prodotti convergenti i cui valori siano s, o, ...., t ,  

si pub costruire un prodotto infiiiito di valore S .  5 ...... t .  
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Si abbia infine iina successione di prodotti iiifiriiti convergeriti: 

w 

tali che il prodotto IIs, sis convergente e di vnlore S. 
9- 1 

Allora è possibile costruire un prodotto infiiiito convergente di vnlore s, 
00 

s = II  p p ,  in cui ciascun pP sin' della forma : 
p=1 

Invero è possibile costruire una infinith numerabile di successioni i cui 
limiti siano s , ,  s, . s, ,...., si s, - .... . s ,,...., e da esse, per il Teoremn II del ri." 7, 
si pu0 estrnrre una siiccessione tendente ad s:  a, ,  a ,,...., a ,,,...., iri cui a,, sia 
del tipo: O,, =s,,,.,.s,,,.,. .... . s, ,. v Y '  

00 

Da ci6 consegue che il prodotto IIp,, con p,  = 52,. a,, ha pcr valore s 
P=l  

e che ciascui-i p p  è della forma (T). 

8 

12. Assieme al prodotto infinito Us,.  si possono considerare i prodotti : 
r=l 

00 8 m CT> 

Iis,., IIs ,.,...., Ii s ,.,...., che chinmereino vesti del prodotto iniziale U s , .  Mediante 
r=2 r=3 r--P r=l 

facilissiine considerazioni si dimostrano le proposizioni seguenti; 
w m 

a) Se II sr convel.ge, anche IIs, convevge e v i ceve~~sa .  
r= 1 r=p 

m 00 

b) F m  i prodotti U s ,  e IIs, intel-cede ln ?-elazione: 
r= 1 r =P 

cl 1 , ~  successione dei rr-esti tende alla identità. 

13. Considerianio i due prodotti iiifinit,i: 

(O, 1 ) - ( 0 , - l ) e ( - 1 ,  2).(-1, 2).(-2,3).(-2, -3)- ..., -(-n, n-1-II.(-n, -11-1). ...., 

nei quali figurano le medesime sostituzioiii prese per6 in ordine diverso. 
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Il  primo prodotto h a  evidentemente per vnlore il ciclo aperto 

c =  (...., - n, ...., - 1, O ,  1, ...., n ,.... ), 
mentre il secondo non è coiivergente perché i successivi prodotti parzinli 
portano al posto di O gli elernenti : - 1, - 2, - 3 ,.... . 

Ques'to semplice esempio mostra come l a  convergenza di uri prodotto sia 
generalinente condizionata all'ordine in cui si prendono i fattori; quando perb 
accnde che un prodotto resta convergente pur inutaiido a piacimento I'ordine 
dei fattori, e per di piu conserva 10 stesso valore, si dirk clie è incondizio- 
natamente conve7-gentt.. 

Cerchiaino le coridizioni per la convergenza iiicoiidizionata. 
w 

Sia s = II s,. an prodotto iiicoridizioiiatarnente convergente, e siano s, e 
7-1 

sp due suoi 

e quindi s,. 

rnutabili. 

fattori qualsiasi. Per  ipotesi deve essere : 

8 

sp = sp . s,. ci06 : i I(Ctto9-i d i  Iis, debbono essere fima loro conz- 

Vediamo ora se questa condiziorie, insieme ali'essere: 

liin s,. = 1, 
r - w  

m 

A sufficiente per l a  convergenza incondizioiiata di Iis,. 
r=l 

00 00 

Per  l'Oss. 1. del n." 9, il prodotto IIs,. è convergente; posto s = I I s ,  
~ = l  r=l 

prendiaino un elemento 12 ad ~ r b i t r i o  e consideriaino l'elemerito s(n) che la s 
sostituisce ad n. 

In corrispondenza di s(n), per la  (O), possinmo determinare un iiumero R, 

e quiiidi: 
S ,  . s2.  .... s,.(n) = S, S, . .... - s (n)  = s(n) . 

Rn 

00 w 

Sia poi IIs,,,, un prodotto iiifinito ottenuto da IIs,. niediante la  sostitu- 
r-1 r=l 

zione sullo s,.: 
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e sin p un qualsiasi prodotto pareiale di IIs,,,, che contenga fra i suoi fattori 
r=l 

le  sostituzioni s , ,  s ,,...., 
Per l a  supposta commutabilith delle sr il prodotto p si pub scrivere nella 

forma seguente : 

e poichè gli indici t(r,), t ( 9 - , )  ,...., t(7.,) sono > R,, si avr.4, per l a  (w), 

1' eguaglianza : 

w 

Il prodotto Iis,,,, è dunque convergente ed ha  per valore S. 
*A 

14. Uiia importante applicazione dei precedeiiti risultati ci é data da1 
seguente teorema : 

Qualunque  sos t i tuz ione s i  pub rapplSesentn?.e  m e d i a n t e  un prodotto 
fiuito od in f in i to  d i  sos t i tuz ion i  cicliche s u  elernenti  d ivevs i .  

Data la sostituzione s su I preiidiamo un elemento n a piacere e formiamo 
la successione : 

( a )  ...., ' ( n )  . s-"n), s-'(n), sO(n)=n ,  syn) ,  sz(n)  ,....? sv(n)  ,,... 
Il termine generico sr(n) di (u) si pu6 scrivere: sr(n) = s[sr-'(n)], e quindi 

esso rappresenta 1' elemento che la s porta al posto del precedente s"-'(12). 
Se gli elementi di ( v )  sono tutti distinti la  s produce su di essi il medesimo 

effetto del ciclo aperto: 

cn = [ ...., ~ + ( n ) ~  ...., (n), n, si@) ,...., sr(n) ,.... 1. 

Se invece in ( a )  vi sono degli elementi eguali, ad esempio: sr(n)  =sP(n) 
(Y> p), e anche s''-P(n) = n, e per conseguenza in (a )  figurano i soli elementi 
distinti: , 

so(n)  = n, s1(n) ,  s2(n)  ,...., sP- ' (n) ,  

dove p é il piii piccolo numero positivo per il quale s P ( n )  = n. 
La s ha pertanto su questi elementi il medesimo effetto del ciclo chiuso: 

Ripetendo per tutti gli elementi di I quel clie si é fatto per n si viene 
ad ottenere una successione di cicli : 
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riella quale vi sono (tolto il caso di s = 1) dei cicli fra loro eguali, perche se 
due cicIi h, k,, hanno uri elemeiito in comuiie debborio averli tutti e per 
oonseguenza sono eguali fra loro. 

Dalla (6) si estrstgga poi la successioiie: 

formata con tutti e soli i cicli fra loro diversi che figurano in (6) ;  se i i i  (6') vi . 
é uii numero fiiiito p di cicli, il prodotto L,. k,; ..... kvp é eguale n s, se 

m 

invece i cicli di (6') sono in niimero infinito, il prodotto II IL,,@ 6 convergeiite 
P=l 

(03s. II, n." 9) ed ha  evidentemetite per valore S. 

Il prodotto finito od iiifinito che si é cosi determinato si dirh che ~ * n p p ~ - e -  
senta la  s decomposta n e i  suoi c ic l i ;  tale rappresentazione é unicn, salvo 
l'ordiiie dei cicli compoiieiiti che, in virtu della convergenza incondizionata 
del prodotto stesso, pub essere scelto a piacere. 

D) Periodo di une sostituzione. 

15. Consideriamo uiia sostituziotie s su I e fortniaino la successione delle 
sue potenze positive : 

(4 S, se, s3 , ,  s' ,..... 

Se in questa successioiie esistono due potenze sr, s? (r  > p )  tra loro ugunli 
esiste anche una potenxa positiva sr-' = 1, la s possiede pertanto periotlo 
finito, intendendo per pe~*iodo il piii piccolo iiuinero positivo p per i l  quale 
è s p = 1 .  , 

Se invece le sostituzioni di ( a )  soiio tiitte diverse, noii esiste alcuna potenza 
positiva O negativa di s eguale a 1 ;  pub esistere perb uii prodotto iiifinito i 
cui fattori apparteiigario ad ( c i )  ed il cui vnlore sia 1: se cib avviene, si dirA 
che la s ha periodo infinito, altrirneriti si dirk che é senzct periodo. 

16. Se s ha periodo iiifinito, esiste, per la sua stessa definizione, una 
successione di potenze positive e crescenti di s: 

tendente a 1 e viceversa. 
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17. Utza potenza sn qualunque d i  u ~ z a  o p e ~ ~ a z i o n e  s a periodo inf ini to si 
pub sernpve 1-appresenta7.e mediante u n  pl'odotto infinito d i  potenze positive. 

w w 

Infntti da  IIs" .= 1 si deduce I IdCb  = 1, essendo k un numero intero 
r=l r-l 

positivo qual&si., e quindi, scelto k in modo che n 1 < k p , ,  si h a  : 

18. Il prodotto : 

non pub mai essere convergente, salvo il caso di s = 1, perche se  esso avesse 
un valore t, il nuovo prodotto: 

avrebbe sirnultaneamente i due valori s .  t e t ,  onde: 

s . t = t ,  s = l .  

19. Se  I ' opemz ione  s 2 senza peviodo, non pub esistere alcun prodotto 
'infinit0 convevgefite i cu i  fattori siano potenze positive O negative d i  S. 

m 

Supponittino che il prodotto IIspr sia convergente; per  l a  condizione del 
r=l 

n." 9, deve essere : lirn sPr= 1 e quindi anche lim slprI = 1, liin sl p i ~ z - p r l  = 1.. 
Da questtl eguagliniiza si deduce ch& il prodotto iiifinito: 

i cui fattori appartengono ad (a), h a  per valore 1, l a  qualcosa è impossibile 
essendo s senza periodo. 

20. La sostituzione : 

s, = (1, 2) (3, 4) 
ha  periodo 2. 

L a  sostituzione : 

ha periodo iiifinito perché lirn s;!= 1. 
r-IX) 
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Infine il ciclo aperto: 

s 3 = (  ..,., - n  >...., - 1) O, 1 >...,, I L  )....) 

e seriza periodo perché i termini di una qualuique successiorie di potenze 
positive e crescenti di s,: 

s p ,  s t 2  ,...., s3Pr ,...., 
portano al posto dell' elemen to n gli elemeii ti tutti di versi : 

21. Per  determinare il periodo di una sostituzione, torna nîolto utile la  
decomposizione in cicli fatta al n." 14. 

Sia s una sostituzione giCt decomposta nei suoi cicli: 

se  i cicli k ,  sono tutti chiusi e se detta: 

l a  successione dei loro periodi esistc un numero p 2 di ciascun v,., la  sostitu- 
zione s ha, evidentemente, per periodo il m. c. m. v di tutti i numeri fra loro 
diversi che appartengono a (z). 

Se invece in (z) esiste, in corrispondenza di uii riumero arbitrario m, 
q u a k h e  v,) nt, l a  s non h a  periodo finito, peri, l a  successioiie svi, ~"1~2,...., 

~"i"t.-.~~,...., tende a 1 e quindi s ha periodo infinito. 
Se infine qualche ciclo k,. é aperto, non esiste (n." 20) alcuna succes- 

sione s?c ,...., sPr ,...., tenderite a 1 e quindi s é s e m a  periodo. 

E) Trasformazione delle sostituzioni. 

22. Date due sostituzioni s, t si dice, com'é noto, t r a s f o w n a t a  d i  s rne- 
d i a n t e  t 1' operazione s,  = t-'. s . t. 

L e  sostituzioni s imi l i  od aflini s, s, sono eguali ne1 solo caso che s e t 
siano commutabili. 

23. La t r m f o v m a t a  d i  un pvodotto in f in i to  2 data dal pvodotto in f in i to  
delle trasfo?.mate d e i  fattot-i. 

L a  proposizione é nota per i prodotti fiiiiti. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



che opevano su ulau infinità i~umerabile di elementi 89 

m 

Se a-Us,.  si h a  a=l i ins , . s , .  .... .s,., t - i .o . t=limt- ' . (s , .s , .  .... .s,.).t, 
T = l  r - m  r-00 

w 

onde t-'a o .  t = II t- '. s,... t .  
v=1 

24. Se  s è il ciclo aperto (...., - n ,...., - 1 ,  0, 1 ,...., n ,....) e t una sosti- 
tuzioiie qualunque : 

...., -n ,...., - 1 ,  0 ,  1 ,...., 9 1  ,....; a , ,  a ,  . a,. ,.... 

. ..., /(- n), ...., t ( -  1),  l (O),  l(l) , . .  ., t ( n )  ,.... ; t(a,)l  t(a& ,.... t (av)  ,.... 
si ha: 

e quindi: 

Analoganîente si ha per un ciclo chiuso, cosicchè valendoci di questo 
risultato e della proposizione precedente possiamo affermslre Che: 

Pei- ottenere la  trasfornzata d i  u n a  sostituzione s nzedinnte t si pub 
decowporve la s ne i  suoi cicli ed eseguire su gli  elementi d i  ciascuno d i  
essi la  sostituzione t. 

Da ci9 risulta che:  
Due sostituzioni s imil i  sono, rispetto a l  periodo, della medesima specie, 

e cioè: O hanno egual periodo finito, O sono entrawbe senza periodo, oppure  
hanno periodo infinito. 

CAPITOLO II. 

1 GRUPPI E GLI PSEUDOGRUPPI 

A) I>efinizioni e proprief à generali. 

25. Uiia classe @ di sostituzioni su Lin iiisieme I nuinerabile di eleinenti 
costituisce uii gruppo quando: 

a) Il p~aodotto d i  due qualsiusi operazioni  d i  @ è u n a  opel-azione d i  (3. 

b) L'inversa s-' d i  u n a  qualunque operazione s d i  @ appar f i ene  a @. 
Ln seconda condizioiie è superflua se  le  operazioni di @ soiio iii numero 

finito perche, in ta1 citso, esse hanno 'periodo firiito e quiridi le  loro inverse 

Annali di  Malcmaltca, Seriu IV, TONO 1 V. 12 
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sono esprimibili mediante potenze positive. Per  uii iiisieme @ format0 di iiifi- 
riite operazioiii pub irivece essere soddisfatta la  priiiia condizioiie e rion In 
seconda, ci6 accade, a d  eseiiipio, per le classi: 

e, = [g, g" g3 ,...., gr  ,.... 1, @II = 11, g, gzj g 3  ,...., g'.) .... ] 
esseiido g una sostituzione che  non ha periodo fiiiito. 

Noi ci occuperenlo, oltre d i e  dei griippi, iiiiche di quelle classi, del tipo 
di @' e C!", che soddi~fi~i io alla sola coiidizione cl)  e clle chiczniereino pseu- 
dogruppi .  

Gli pseudogruppi si distinguono iii semplic i  e compost i :  i priini non con- 
tengoiio l ' inversa di  iiessuiia loro operazioiie (ad es. @'), i secoiidi invece 
coiiteiigono l'iiiversa di qualche loro operazioiie ina rioii di tutte e percib 
coiiteiigono llidentitA (ad es. (2"). 

26. NOTA. Per  rappreseiitare un griippo iiseremo le lettere maiuscole A, 
B, ...., G, r,....; per  rappreseiitare uno pseudogruppo aggiuiigerenio a qiieste 
lettere uii apice O due secondo che  esso B semplice O coinposto; iiifine per  
indicare un coinplesso c~ualuiiqiie, del quale noii è specificata la  liaturi..,, use- 
reino le lettere inaiuscole rotonde a, 8, @, .... . 

27. Fe r  ovdine di un conlplesso C? inteiiderenio la poteiiza dell'insieme 
formato da tiitte le sostituzioiii di e. 

L'ordiiie di un griippo piib essere fiiiito O iio, nientre l 'ordine di uno pseudo- 
gruppo CJ non è mai fiiiito, perchè esso coatieiie le sostituzioni g, g', g3 ,...., g" ,...., 
essendo g una di quelle operazioiii di 9 che rion hanno l'iiiversa in 9. 

L'ordiiie di un complesso e in geiierale diverso dalla potenza dell'insieme 
degli elementi su cui operano le sue sostituzioni; ad  esernpio: E'oldine del  
g ~ u p p o  G formato con t u t t e  le sost i tuz ioni  su 1 (g~*zcppo  totale) è la, po tenza  
del continuo. 

Sia iiifatti : 
TJ = O ,  a,a ,... a ,..... 

iin iiumero positivo qualiinqiie < 1, ad esso si frtccia corrispondere l a  sosti- 
tuzioiie su 1: 

con 1' avverteiiza che  se a,  = O il ciclo corrispondente sia f'ormato di dieci 
elementi. A due ri~inieri diversi y, corrispoiidono in ta1 guisa due sosti tuzioni 
diverse sv, s5, e quindi una parte di G ha la potenza del contiiiuo. 
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Poi, press una sostituzione qualuiique s di G e scritti i nuineri s(n)  in 
forma decimale: s ( n )  = a,,an2....an,.n, si fitccia corrispondere ad s il numero: 

? $ = O ,  a ,,.... a,,.,; a ,,.... a,,.%; a ,,.... a,,s; ..... 

Con ci6 a due sostituzioni diverse s, t di G corrispondono due numeri 
diversi qs, qt ,  e quindi la potenzn di G é quellrz di una parte del continuo. 

Riunendo questi due risultati si conclude che G h a  la  potenza del continuo. 

28. Due cornplessi U, $3 si dicono egunl i  quando ogrii operazione di a 
appartiene a 33 e ogni operazione di $3 appartiene ad  U. Scriveremo U=8. 

29. Fe r  sonznza di un insieme finito od infinito (E) di cornplessi a,, a,, ...., 
s'intende il coinplesso di tutte le  sostituzioni che appartengono ad  almeno 

urio dei cornplessi di (E). Scriveremo @ = L (a) = a, + a, + .... . 

30. Uno pseudog~wppo composlo G" é la s o n m a  d i  un g r u p p o  G e d i  
u n o  pseudogmppo semplice G'. 

Dalla identitk : (g, g,)-' = g;' . g ~ l  si deduce che 1' operazione (g, g,)-' 

appartiene a Gr' se  e solo se gr1, g;' appartengono a G ;  onde il complesso 
di tutte le opermioni di G" che hsnno l'inversa in G" è un gruppo G, ed il 
conîplesso delle operazioni di G" che non hanno l ' inversa in G è uno pseu- 
dogruppo seinplice G'. Segue d a  cib: Gu = G -t G'. 

31. Diremo p ~ o d o t t o  dei complessi a,,  a,, ...., a,., il complesso @ di tutte 
le  sostituzioni del tipo a,. a,. .... a,., dove a,,  a ,  ,...., a ,  appartengono rispetti- 
varnente ad  a,, a, ,...., a,.. Segneremo @ = a,- a,. .... . a,. 

Due complessi U, 33 si diranno c o n m u t a b i l i  quando Us 83 = 83 a. 
L a  definizione di prodotto si pub estendere a l  caso di uns  iiifinitk nuine- 

rabile a,, U ,,...., U ,.,...., di complessi, interidendo per  p o d o t t o  inf ini to  di 
M 

essi l'insieme 3 dei prodotti infiniti convergenti del tipo na,. 
r=l 

L'insieme $ non esiste quando tutti i prodotti II a,  sono non convergenti. 

32. Dalle precedenti defiriizioni segiioiio le  eguaglianze: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L. ONOFRI : Teoria dalle sostituxioni 

LL6 proprietti associativa noii é gerieralinente vera per i prodotti d7 infiniti 
M 

.ornplessi perché se il prodotto ÏÏa,. h a  per valore p, aiiclie il prodotto: 
r-1 

. r J -  .... a,.) . (a,.,, - .... a,). (....) . .... h a  per  valore p, ma non viceversa. 

3:t. Sia X  1111 griippo od uiio pseudogruppo e sia @ un coinplesso conte- 
.lut0 in X, se in (3 figura uiia oyerazioiie c che h a  l'inversa iii X si h a :  
@ - X = X . @ = X .  

Iiivero uiin operazione qualunque k di X pub scriversi ilella. fornia : 
k = c . ( c - ' . k ) = ( k . ~ - ' ) . c .  

L7ipotesi fatta si verifica quaiido X  è iiii  griippo od iiiio pseudogruppo 
composto G + G' purché, i i i  questo secoiido caso, ne1 conîplesso @ vi sia 
qualclie operazione di G. 

Se iiivece @ 15 foriimto con tutte operazioni di G', oppure se 3C è uiio 
pseudogruppo semplice, i prodotti @. X e X .  (3 riproducono X od unit sua 
parte proprin. 

Ad esempio posto X  = [ l ,  y, y" ...., g" ,.... ] e @ =,g si ha :  

X - @ = c?. X  = [g, y?, ...., g" ,.... 1. 

34. Il complesso @ forinato coi1 le  operazioiii conluni ad  un insieme (E) 
di coinplessi a, ,...., a,.,...., verrh indicato coii : ' a, ,...., a,, ,... 1, O piii sempli- 
ceinente coii 1 U 1. 

Specificando la naturn dei conlplessi a si possono enuncinre le proposi- 
xioni segaenti d' iininediatn dimostrazioiie : 

a) Se ltdli i conzplessi €i sono grupp i  nrzche (al 2 un g ~ u p p o ,  
b) Se uno alnzeno de i  conzplessi U é uno pseudog?-uppo serîtplice 

anche 1 U 1 P uno pseudogruppo senzplice. 
c) Se  i complessi U sono in p a d e  g r ~ p p i  ed in parte  pseudogruppi 

composti: G+ G', e se ciascun G' non  h a  o p e m z i o n i  corîzuni con tu t t i  gli  
a l t r i  a, il  complesso è u n  gruppo alt?.imenti è uno pseudogluppo 
col?zposto. 

Notiamo che nei casi a) e c )  l'esistenza di 1 al ci è assicurata dalla 
preseiiza della identitit in tutti i coinplessi a, nientre iiel caso 6 )  il complesso 
1 UI pu6 inancare. 

35. Un coinplesso @ conteiiuto in un coinplesso 8 si dirk, secondo l a  sua 
specie, sotto.gvuppo O sottopseudogvuppo di 8. 
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Un gruppo G di ordine infinito coiitiene infiiiiti sottogruppi, a d  esempio 
contient? i gruppi ciclici generati dalle sue singole operazioni, e se esso 
possiede qualche operazione g non avente periodo finito contiene anche iiifi- 
niti sottopseudogruppi del tipo : 

Uno pseudogruppo semplice G' non pub coriteriere sottogruppi nB sotto- 
pseudogruppi composti perchè le  sue operaziorii sono senza inversa in Gr, 
contiene invece infiniti sottopseudogruppi semplici del *iRpo: 

H,.' = [gr ,  gL'. ,...., gnr ,.... ] 1. > 1. 

Urio pseudogruppo conlposto G ,  potendosi porre sotto l a  forma G =  G + Gr, 
coiitiene sottogruppi e sottopseudogruppi semplici e composti. 

36. Dato un complesso 24 di sostituzioni considerianlo 1' iiisieme G? delle 
sostituzioiii di X e di tutti i loro possibili prodotti flniti. Tale insienle 
verra rappresentato con (8). 

Consideriamo poi i valori di tutti i prodotti infiniti convergeiiti forinati 
con le  operazioni di @, l'insieme 9 di questi valori e delle opernzioiii di C? 

verrit indicato con {al. 
Il  complesso (X) ,  per la sua stessa defiiiizione, soddisfa sempre alla 

coridizione a) del 11." 25, ed affinchè sin un gruppo occorre e basta che in 
eeso figuriiio le  inverse di tutte le  opernzioni di X. 

Il secoii'do complesso ( 8 )  non soddisfa generalmente alla suddetta cond. a)  
00 00 

perchè se d,  = IIc,, d, = ITy,, la sostituzioiie d i .  d,  è data da1 prodotto : 

i cui fattori noii apparteiigono, in generale, a (X) .  
Dimostreremo in proposito Che : 

O)  S e  i l  cornplesso c-'- a- c appart iene a (X),  qualunque sia l'ope?-a- 
xione c d i  ( a ) ,  i l  complesso { X 1 contiene t u t t i  i pl-odotti finiti ed inFni t i  
fovmati con le sue opevazioni.  

o) Se, inoltre, in { J € \  figurano tut te  le inverse delle opevazioni d i  8, 
i l  complesso { 1 è un g ~ u p p o .  

Nella ipotesi O) i fattori del prodotto d,.  d, =(c i .  y,). (y;'. c,. y, .  y,) .... ap- 
parteiigono a ( X )  e quindi { J € \  é un gruppo od uiio pseudogruppo. 
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Ca 

Sia poi 6 = II à, un prodotto irifinito convergente forinato con operazioni 
r = l  

di {XI;  ciascuna d ,  si pub considerare, alla sua volta, come il valore di un 
prodotto finito od infinito di operazioni d i  ( X ) ,  onde, per la  prop. del n." 11, 

m 

e per  l'ipotesi O), esiste un prodotto I Ic ,  formato con operazioni di (3) ed 
r-1 

i l  cui valore A 6. 
Se, oltre alla O), è soddisfatta anche la o), l ' inversa d-' di una qualunque 

m 

operazione d = II c, di { X 1 appartiene a 1 X 1 perché essa A data  da1 prodotto : 
r-1 

i cui fattori appartengono a (CIC \. 

87. ESEMPIO 1. Se  g e una ~ p e r a ~ z i o n e  s e m a  pesiodo si ha :  

(9) = [g, g" g3 ,...., gr ,.... ] (pseudogruppo semplice) 

( 4  .QI = 1 + (.9) (pseudogruppo cornposto) 

(9, 9-7 = (9) + (ri) (gruppo). 

Si h a  inoltre \ g  1 = (g) perché lion esiste alcun prodotto iiifinito conver- 
gente formato con operaziorii di (g) (vedi il." 19). 

ESEMPIO II. Se h è u n s  operazione a periodo infinito, si h a :  

( h )  = [h, h2, hs ,...., hr ,.... ] 
e poichè le condizioni O )  e o) del II." 36, soiio soddisfatte, il complesso { h 1 A 
un gruppo. 

ESEMPIO III. Sia X il cornplesso seguente:  

m 

Ne1 complesso { X 1 figurano le sostituzioiii g e d = Ii h,; vogliaino diino- 
T l  

strare che in { llC non figura il prodotto d g e che quindi {XI  noil é uii 
qruppo e nemmeiio uno pseudogruppo. 

rg 

Supponiamo irifatti che esista un prodotto Il c,. di operazioiii di ( X )  aveiite 
r=1 

per valore la  sostituzione: 
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8 

Per  l a  convergerizn di nc , .  si pub determinare un indice R tale che per  
r =l 

1 %  ) R tutte le  c,. non coiitengano piii il ciclo g ; inoltre, poichè d.g(O) -l. 1, 
deve essere c,. c,- .... cll(0) = 1, e percio il prodotto ci -c,. .... . cx deve  presen- 
tarsi sotto l a  forma: 

Poichè l e  sostituzioni h che figurano in questo prodotto sono in numero finito, 
si pub detesmiilare un elemento 2n  + 1 che non sia spostato dalle predette h : 
allora a l  posto di 2Ei+ 1 il prodotto c , .  c,. ..... porta 212+ 2 ed i prodotti 
parziali successivi al posto del medesimo elemento potranno portare 2E t 1 

OU 

O 2n i- 2, l a  qua1 cosa contraddice l'ipotesi che IIc ,  abbia per  valore d .  g. 
r=l 

35. Un gruppo O pseudogruppo (2 si dice chiuso quitndo contiene i valori 
di tutti i prodotti infiniti corivergenti formati con l e  sue operazioni, oppure 
quando tutti i suddetti prodotti soiio non coiivergenti. Si dice invece ape).to 
in tutti gli altri  casi. 

Dalla definizione dell' insieme { C? 1 risiilta che : 
Un gruppo O pseudogruppo @ è chiuso quando e solo quando @ = { @\. 
Il gruppo totale è evidenteineiite chiuso, come è pure chiuso, per  la 

prop. O) del il." 36, il gruppo dell'esempio II, 11." 37. 
E invece aperto il gruppo H =  ( h ,  h-') generato dalla operazioiie 

h = ci c z m  .... . c,.. ...., i cui cicli c i ,  c ,,...., c,. ,.... hanno i periodi 2, 3, 32, 
33,...., 3'*-1 ,...., perché il prodotto: 

non appartiene ad H. 

39. Dato un gruppo O pseudogruppo aperto @ di sostituzioni su  1, è sempre 
possibile trovare dei coinplessi chiusi X, conteneiiti per  intero @. Ad esempio 
si pub, in ogni caso, prendere per  X, il gruppo totale su I. 

50 

Sin X il cornplesso comune a tutti gli Xi e sia k = II h,. un prodotto 
r=l 

convergente format0 con le opeyazioni di X. Poichè le  h,. appartengono a tutti 
i coinplessi chiusi %,, l'operazioiie k appartiene ad % e qiiindi questo 
complesso è chiuso. 

Inoltre, per  l a  sua stessn definizioiie, i l  complesso Je n o n  pub con tewre  
nlcun oonzplesso chiuso che alla sua volta conteltga @. 
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Se ( @ 1 è chiuso, si ha  X = ( @ \ ; cib avviene, ad eseinpio, quando @ 
soddisfa alla condizione O )  del n." 36. 

1 coinplessi @ e X non sono seinpre della stessa specie; posto per esempio 

@ = [h, h2 ,...., h" ,.... ] (vedi Es. II, ri." 37), il complesso X = {hl è un gruppo. 

B) La decomposizione dei gruppi e degli pseudogruppi. 

40. Sin Ç un gruppo od uiio pseudogruppo e sia C! un suo sottogruppo 
O sottopseudogruppo. 

Direino che un iiisieine (1,) di coinplessi del tipo y-C? (dove y appartiene 
n Ç) 6 una decontposizione a sinistva d i  Ç faispetto a @ quando i complessi 
y - @  non hanno due a due operaaioni coinuni e sono tali che: 

Ç = z ( y .  (3). 

Analogamente si defiiiisce la decomposizio~le (Id) a destra. 

41. 1 complessi y . @  di uiia (T,) [oppure @ -  y' di una (rd)] si diranno, se- 
condo la specie di @, quasi-gruppi O quasi-pseuclogruppi n sinist1.a ( a  destl-n). 

42. Fer l'esistenza di una (I,) di G rispetto a C? occorre e basta che: per 
ogni opevazione g d i  Ç si possano d e t e m ~ i n n w  due operazioni y e c, ri- 
s p e t t i v a m m k  d i  @ e d i  @, tal i  che g = y - c ed i l  prodotto lc = y .  cl. c l1  
(essendo c, e c, opevaxioni n?.bitvcwie d i  C?) appavlengn n Ç se e solo se 
c , . ~ ; ~  appart iene a @. 

L a  condizione é necessaria. 
Sin (1,) uiia decoinposizione di cJ rispetto a @; una opera ione g qualunque 

di Ç figurerà in  un complesso y-C? di (1,) e quindi sarà g = y-c. 
Se il prodotto k = .;.c,.c;' appartiene a Ç deve essere : 

Y . C ~ - ~ ' = Y ~ . C ~ ,  Y . C I = Y I - C , . C , ,  Y=')',, C s - C ,  = C i ,  

onde l'operazione c , - ~ l  appartiene a (3. Inversamente se c,.c;l appartieiie 
a @, k appartiene a Ç. 

L a  condizione é sufficiente. 
Sia y l'operazione corrispondente alla generica g di G e soddisfacente 

alla enunciata condizione. 
Moltiplicando a sinistra ciaseuna, y per e, si ottiene un insieme (1,') di 

coinplessi y-@ tali che se due di essi hanno uiia operaxioiie in comune 
sono eguali. 
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Invero da, y, .ci = y c si deduce : 

Segue da  ci0 che l'insieme (I,), format0 con tutti i complessi diversi che 
figura110 i n  (l,'), dA una decomposizione di 6 rispetto a @. 

La  condizione per la  decomponibilitit a destrn si ottiene sostituendo in 
quella data' alla operazione y una y' tale che g = c'.y', ed al  prodotto 
k = y . c , -5 '  il prodotto k'= czl-c,.y' .  

43. Siaiio (I,), (I,') due decomposizioni a sinistra di 6 rispetto a e. 
Una operazione qualunque g di 6 figura in un complesso y - @  di (1,) e in 

uiio y'. @ di (I,') per cui [vedi n." 42, form. (a)] : y .@ = y'.@, y' = y -c ,  
(essendo c,  una operazione di che ha. l 'inversa in @). 

Da ci6 risultn che gli insiemi (I,), (1,') hanno egual potenza e che (I,') si 
ottiene da. (1,) mutando in modo opportuno ogni y in una y -c ,  (dove c, h a  
i'inversa iii Q. 

L a  potenza o comune a tutte le decomposizioni a sinistra si dira indice 
a sinistra d i  @ in (3. 

In modo analogo si  dimostra che tutte le decomposizioni a destra hanrio 
un'egual poteiiza o, che si dira indice a destra d i  @ in 8. 

44. Dalla condizione del na0 42, si deducono le  seguenti proposizioni 
d' immediata dimostraaione : 

a) I l  complcisso (2 contiene E'identitd. 
b) L'operazione c,. CF' appa9-tiene a @ oppure n o n  appart iene a 9. 
c) Nelle decowtposizioni (1,) esiste un coînplesso eguale a e. Invero 

se y - @  coiitiene 1 si h a  y .c = 1, y  = C-', y - @  = @. 
Per  la a) é impossibile .decomporre un coniplesso rispetto ad  un suo 

sottopseudogruppo semplice, per la b) è impossibile decomporre un gruppo 
rispetto ad un suo sottopseudogruppo cornposto ; restano quindi soltanto possi- 
bili le  decomposizioni : 

1) d i  u n  gruppo rispetto ad un suo sot togmppo; 
2) d i  uno  pseudogl-uppo cornposto rispetto ad un suo sottogruppo e 

rispetto ad un sua sottopseudogruppo composto. 

45. L e  condizioni del n." 42, sono sempre verificate per  un gruppo G e 
per un suo sottogruppo C (basta porre g = y, c = 1), onde G é decornponibile 
a sinistra e a destra rispetto a C. 

Annal8 di Malsmalica, Serie IV, 'i'omo IV. 13 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



98 L. ONOFRI : Teovia delle sostitvziotti 

Se in una (I,) : G = L (y - C) si muta ciascuna operazione iiella propria 
inversa si ottiene : G = L (Cs y-') che rappreseiita una (Id),  e percib : i l  glsuppo 
C possiede un unico indice i n  G. 

46. Consideriamo uno pseudogiwppo composto G" = G + G' ed un suo 
sottogruppo C. Anche i i i  questo caso le coiidizioni per la decomponibilitA di 
Gu rispetto a C sono soddisfatte, ma i due iiidici soiio geiieralnieiite distinti 
(vedi esempio 1). 

In proposito vogliamo diiiiostrare che : gli indici di C in  G" non sono 
?zurnevi finiti. 

Siaao g', gf2, ...., g".,..,., le potenze positive di una operazione g' di G', due 
di esse g"', g" non possono appartenere ad un medesimo complesso di una (18) 
perché se fosse : 

La decomposizione (I,) ha quiiidi, per 10 meno, la. potenza del iiumerabiie. 
Altrettanto pu6 dimostrarsi per uiia (1,). 

ESEMPIO 1, Sia C il gruppo totale sugli eleineiiti 1, 2 ,...., n ,...., e sia g 
la sostituziorie : 

Il complesso : 

(6 )  r u =  C'+g.C+g"c+... . .  + g r . c  ...., 
é uoo pseudogruppo coinposto perchè dalla eguagliaiiza: g-S.c.gs = c, (dove 
c, c,  appartengono a C) discende g r - c - g S - c ' = g r + s - ~ , - ~ ' ,  e perchè ciascuna 
g".c non ha  1' inversa iii i'". 

Diilla ( 6 )  risiilta che l'indice a sinistra di C in i"' è l a  potenza del numera- 
bile melitre, coine ora diinostreremo, l'indice a destra è la poteiiza del coiitinuo. 

Sia C,. = g-r- C-g", e sin C = L(C,. una decoinposizione di C rispetto 
a Cr; con tutte le operaziorii forniiamo i complessi del tipo C - g l ' . ~ ' ~ )  e poi 
ripetiamo questa costruzione relativamente a tutte le potenze di g. L'insieme 
(1,)) che cosi otteiiimio, rappreseiita una decomposizione a destra di l'" 
rispetto a C. 

Invero se in due complessi C - ~ " . C ( ~ ) ,  C.gS.c'*) figurasse una medesima 
operazione si avrebbe : 
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Inoltre, se g r . c  é una operazione qiialunque di I'", posto: 

oride g''-c appartiene a1 complesso C . g r - c ( r )  di (rd). 
Osservando poi che i gruppi C,,  le cui sostituzioni operano sii elementi 

dell'insieme 2, 4, 6 ,.... , 2n ,.... , hanno per indice in C  la potenza del coritinuo, 
si pub affermare che tale deve essere l'indice di 

ESEMPIO II. Consideriamo 10 pseudogruppo 
periodo finito, h ha  periodo 2 e h.g = g .  h. 

Il sottogruppo H =  Il, hl h a  un unico indice 

C iii Y. 
T U = ( g ,  h)  dove g non h a  

iii r", potendosi scrivere i"' 
QO b0 

nei due modi : I"' = L (H.gr), I"' = Z(gr. H). 

47. Esaminiamo infine la  decomposizione di uno pseudogruppo composto 
G" = G  + G' rispetto a d  un suo sottopseudogruppo C" = C  + Cf. Tale decom- 
posizione non è sempre possibile ed  in alcuni casi è effettuabile da una sola 
parte (vedi Esempi). 

Se C*" 8 decorîponibile (a  s inis tra ad es.) r ispet to  a C", deve esse?-e C' un 
soltopseudogru,ppo p r o p ~ * i o  d i  G'. 

Una operazione cf di C', iioii avendo l ' inversa in C", deve appnrtenere 
a G' (prop. h), 11." 44), onde C' coincide con G' O ne  è una parte propria. 

Se  poi g" è una operazione di G" che non appartiene a C", e se c f  é uiia 
operazione di C f ,  il prodotto gl'.c' non pu6 appartenere a C f  perché altrimenti 
1' operazione (g" .c f ) .  cl-' = g" figurerebbe in G" m a  non in CM. Segue da cib 
che C f  é una parte propria di G'. 

ESEMPIO 1. Sia Ff' Io pseudogruppo dell'es. 1. 11." 46 e sia: 

L'indice a sinistra di A" in r" è 2, perchè I"' = A" -t- g.A", melitre l'indice 
a destra è la potenza del continuo, perchè: 

ESEMPIO II. Sia 1"' 10 pseudogruppo dell'es. II., 11." 46 e sia A"= (1, g). 
Poichè I'" = A" + h .  A" = A" i- A". h, 10 pseudogruppo h" ha entrainbi gli 
indici = 2. 
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ESEMPIO III. Consideriamo i t re  cicli aperti : 

e formiaino con essi gli pseudogruppi coniposti 8" = (1, g, y, h), A" = (1 ,  g, y), 
di cui il secoiido è uiia parte del primo. 

Uiia operazioiie 0 di 0" si pub scrivere nella fortna: 

e 1' eguagliaiiza fra le operazioni 0 e 0' = 6,'. kr'l -6, ' -  kr'n- .... . k '"p. 6; porta, per 
l a  tiatura di g, y, k,  alle egungliaiize: 

Segue d a  cib che l'insieine (T,) dei complessi A". IL"] -8,. .... . krm.  6 ,  d& uiia 
decoinposizione a destra di O" rispetto a A". 

Lo pseudogruppo 0" non è per6 decomponibile a siiiistra rispetto a A" 
perche il prodotto y .g-1 = k appartiene a 8" s e m a  appartenere a A". 

ESÉMPIO IV. LO pseudogruppo G" = (1, g )  non é decotnpoiiibile rispetto a l  
silo sottopseudogruppo G" = [ 1 ,  g" g3, ...., gr, ....] iiè a destra 116 a sinistrs 
perché il prodotto : g-?-g3 3= g3 -9-' = g appartierie a G u  e non a Cu. 

C) Trssformazione dei complessi. 

48. Dato un complesso U di sostitiizioni, non necessariainente gruppo O 

pseudogruppo, e data uiia operazioiie t diremo t vas formato  d i  U median te  t 
i l  complesso 3 = t-l 8.  t. 

Dalle proprieta relative alle trasformate delle operazioni (vedi n." 23) 
disceridono le seguenti proposizioni : 

a) S e  u n  pr-udotto finitu od inf ini to  a p p a d i e n e  ad 8, i l  prodotto delle 
t ras formate  appav t iene  a C H .  

h) S e  a h a  l'inver-sa in U, t-l.a.t h a  l ' inversa  in C H .  
c) Se U t? un gvuppo,  CH è un gi.uppo. 
d) S e  U t? u n o  pseudog~.uppo selîzplice o cornposto, anche  2% é gaispetti- 

v u m e n t e  u n o  pseudogruppo sentplice O composto, ed in questo secondo caso 
se U = G + G 1 ,  3=I'+I", si  ha: F=t-'.G.t, i"=t-'.G'.t. 

e) S e  &i t? chiuso, 8 é chiuso. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



che operano su m a  infinilà numevabile d i  elenzenti 101 

49. Il complesso 83 A geiieralmente diverso da quel10 U su cui si opera 
la trasformazione ; quaiido pero U = 8 e cioè : 

si dirh che &l é invalsiante peg. l'opemzione t. 
Ba (O) si deduce: a= t-a.1-i7 oride é invariante aiiche per P. 
Se il cotnplesso U coritiene uii iiuiriero fiiiito di operazioni e se per ogrii a 

di U 6 t- ' .a. t=n,,  si ha: t .a- t -L=a'  perchè t- ' .El-t=El; se invece 
coritiene infiriite sostituzioni, e se non è iiivariaiite per t, pnb dami Che: 

La t tl-asfowni ciascuna a $12 unn a,, e la t-"vasformi qualche ope- 
razione di &i in  operazioni ad esso estranee. 

Quando cib avviene direnlo ctie &i B ~iducibile iiiediante t perché: il 
cornplesso t - ' .d- t  é una pulate prop?-in di U rnancnndo in esso quelle e 
solo quelle opernzioni di U che la tA4 tl-asforma in  sostituzioni est?-anee 
ad U. 

Difatti se t -a-t-* = b, l'operazione a non pu6 figurare in t-le El. t perché 
non si pub porre sotto la forma a = t-'-ni t. 

Inversamente, se a iion figura in t-'. U -  t, la t . a .  t-' iion pub apparteriere 
ad U perchè altrimenti si avrebbe t -a- t - '  =a , ,  n = t-'-a, -2 .  

TJii altro caso interessante si presenta quando, sempre nell'ipotesi che El 
abbia irifinite operazioiii e iion sia iiivariante per t, la i-' trasforma tutte le 
operazioni di U in operazioni di a, e la t trasforma qualche operaziorie di U 
in operazioiii ad esso estranee. 

I n  ta1 caso il complesso a, essendo una parte propria di t-'-13. t, si dira 
che é ampliabile mediante t. 

Dalle definizioni pi'ecedenti risulta che se U è riducibile rnediante t è 
ampliabile mediante t-' e viceversa. 

50. ESEMPIO 1. Sia U il gruppo totale sugli elementi: 

0, 1, 2 ,...., n ,.... e sia t= (  .,.., a-n a-,, O, 1, 2,...., j t  ,.... ). 

Il coinplesso 8 = t- '-U-t è formnto da sole operazioiii di U, ed in esso 
maiicano quelle sostituzioni di U che operano sull'elernento 0. Il gruppo totale 
é dunque riducibile mediante t, ed il trasforinato 33 é il gruppo totale sugli 
elementi 1, 2 ,...., n ,..... 

ESEMPIO II. Il medesimo gruppo U é ampliabile mediailte 1-' essendo 
t - a .  t-i il gruppo totale sugli elementi a-, , O, 1 ,...., n ,.... . 
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51. Consideriamo ora, in luogo della sola operazione t ,  un certo corn- 
plesso Z di sostituzioni. Con ciascuna operazione di Z trasformiamo tl iti 
guisa da ottenere un insieme (1) di complessi, tra loro diversi, e fra i quali 
pub figurare anche a. 

Se (1) é formato d a  un sol complesso X = U si dirk che U é inval.iante 
pei. Z. Dalla eguaglianza: t-i-El. t = a, valida per ogni t di Z, si deduce : 
t . El. = a, onde a è invnrian te per il coinplesso Z-' formato con le  inverse 
delle operazioni di c. 

Inoltre U é invariante per il gruppo T =  (Z, Z-') perchè iina operazione 
generica z di T si pub considerare corne il prodotto di un  iiumero fiiiito di 
operazioni per ciascuna delle quali U è invariante. 

Se poi a contiene infinite operazioni, e se non è invariante per Z, pu0 
accadere che esso sia riducibile per qualche t di 2 e per le riinanenti sia 
invariante. Se  ci6 avviene si dirA che El 4 1.iducibiZe mediarite Z. 

Ili ta1 caso LI, è riducibile anche per il complesso (Z) e non per T=(Z, Z-') 
perchè in T figurano le  inverse di quelle t di Z per le  quali U è riducibile 
e che quindi trasformano qualche n di &l in operazioni estranee a d  El. Da  cib 
discende che il complesso (Z) non pub essere un griippo perchè altrimenti 
sarebbe (2) = (2, P4). 

Se infine U è ampliabile mediinte qaalche t di Z e per  le restanti è 
invariante si dira che U è ampliabile mediante Z. 

Valgono in questo cnso proposizioni analoghe alle precedenti, alle quali 
pub aggiungersi che:  se il complesso è viducibile mediante Z, è anzpliabile 
nzediante Z-' e viceversa. 

52. Dati due complessi U, Z, in modo che El non sia invariaiite per "G, 
vogliamo determinare un complesso '3 appavtestente ad a, che sia inva- 
1-iante per Z e tale che qualsiasi alti-O cornplesso X di  a, pure i~zvav-iante, 
sin contenuto in 9, 

Sia T = (Z, 'Ci) e sia (1) 1' insieme dei trasformati r-" .El. r di U me- 
dinnte le operazioni di T. 

Posto 9 = 1 z-'. U-.c 1, consideriaino due operazioni qudunque  0 e d rispet- 
tivaniente di T e 9, ed il coinplesso generico T-'.U.T di (1 ) .  

Poichè T-0 sono operazioni di T, i complessi: 

appartengono a ( I ) ,  per cui : 
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Ma z- ' .a .z  é un coinplesso generico di  (1), onde: 

cioè 9 è invariante per T e quiiidi per Z. 
Qualuiique altro coinplesso X di a, invariante per Z, deve essere conte- 

nuto in CD perché se z e k sono due operazioni di T e X si h a :  -ri. k, .z= k ,  
cioè h appartiene a tutti i complessi di (1) e quiiidi appartiene a 9 = Ir-'.U.r 1 .  

I l  complesso 9 richiesto è dunque dato da  I z - ' - a . ~ l ,  ed esso esiste sotto 
la condizione che i complessi di (1)  abbiario delle operazioiii comuni. 

53. Considerando la parte (J) dell'insieine (1)  relsttiva a i  trasformati di 
mediante le  operazioni di (1,  CL'), si prova in tnodo aiinlogo che : i l  corn- 
plesso LDi = \ t-'. a. t 1 é ~ i d u c i b i l e  (od eventualrnente inva l i an te  se 9 = CD,)  
e qualsiasi complesso X, di U riducibile od inva r i an te  é contenuto i n  9,. 

I l  medesimo procediinento serve infine a dimostrare che 5D3), = t l l - a . t , l ,  
essendo t ,  iiiia operazioiie di (1, %), 8 i l  massimo complesso ampiiabile con- 
tenuto i n  a. 

54. Se  iioii esiste uno dei complessi 9,, 9,, non esiste sicuramenle 9 che 
deve essere in eiitrambi contenuto, m a  puo anche darsi che i complessi S),, 9,' 
pur esistendo, non abbiano operazioni comuni i l  che esclude l'esistenza di 9. 

Ecco alcuni esempi: 
ESEMPIO 1. Sia U i l  gruppo totale su: 0: 1, 2, 3 ,...., n ,.... e sia: 

L' insieme ( 1 )  è dato da :  

...., a ,  . a ,  a,, a . .  , an ,.... 
dove a,, è il gruppo totale su  n, n + 1 ,....; ed a-, quel10 su :  

Si h a  pertanto 9 = 1, 9, = a, 9, = 1. 
ESEMPIO II. Sia. U = [(O, l), (1, 2), (2, 3) ,.... 1 e t =( -..., - 11 ,...., - 1,  0, 1, ...., n ,.... ). 

1 con~plessi 9 e 9, noii esistono e d  é 9, = a- 
ESEMPIO III. Posto % = [t, t , ] ,  dove t = (...., - 71,...., - ', 0, l ,...., n ,... .), 

t ,=( ...., a-% ,...., a-,, O, 1 , . . . . ,?a  ,.... ), e d a = [ ( O ,  11, (1,2) ,... .; ( ~ , f l ~ - , ) , ( a - , , ~ - ~ ) , . . . - ] ~  

si ha  9, = [(O, l), (1, 2) ,.... 1, '34 = [(a-l, e (luindi 9 ilon esiste. 
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1 04 L. ONOFRI : T e o ~ i a  delle eostituzioni 

55. Diremo che un gruppo O un pseudogruppo Sm, contenuto in un com- 
plesso 6, 15 invariante rnassimo quitiido è irivariaiite per 6 e non esiste alcun 
complesso invariante di Cl della stessrt specie di G ,  e conteilente Sm. 

Per indicare un complesso invariante massiino usereino, secondo la sua 
specie, le notazioni G,, G,,', G,". 

Un complesso S d'infiriite opernzioni, a differenza di quaiito avviene per 
i gruppi finiti, pu13 non ammettere complessi invarianti massimi. Cib dipende: 
O dalla inesistenza in i? di complessi invarianti, oppure dalla possibilith di 
poter costruire, iii corrispondenza di un qualunque complesso 'be invariante 
di 6, un complesso Xi pure invariante e conteneiite ;Te. 

Di questo tipo sono i complessi costruiti ilel seguente: 
ESEMPIO 1. Sia: 

(4 cl,, gL?,--? gr,-*., 

una successione di operazioiii deteriiiiiiate dalla relazione ricorrente: 

F ra  due qualunque di esse gr, g, (r < s) intercede la relazione: 

conle si pud immediatamente verificare scriveildo le (O) dali'indice 2- all'iii- 
dice S. Da (w) si deduce: 

onde l'insienie delle operazioni di (a), delle loro potenze e delle inverse CO- 

stituisce un gruppo abeliano G, in cui cioè le operazioni sono due a due 
commutabili. 

Sia ora H un sottogruppo proprio di G e sia gr  una operazione di (a) che 
non appitrtiene ad H, se grP é la  piu piccola potenza positiva di g r  che figura 
in H, il complesso: 

é un griippo ne1 quale non esiste l'operazione grp. 
Invero se grp  apparteriesse a d  Hi si avrebbe: g,.p = h.grx, da cui: 
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che opevano su una infinità numeyabile d i  elementi PO5 

WP)! - 
od anche, per essere g,. = g , .~  ! : 

Poichè le potenze di g, che figurano in H sono del tipo grgP, dovrebbe 

aversi 1' eguaglianza yp = 1 - 30 (+ che é impossibile. 
r .  

Segue da ci0 che G non aminette sottogruppi invarianti massimi. 
Se i'operazione g, non ha periodo finito tutte le g,., per la (O), non hanno 

periodo finito, ed il gruppo G possiede i complessi invarinnti massimi: 

G = ( g  g , . .  g,..), Gmff = 1 + G,', 

rml = (gT1,  ggl ,..,., gri ,.... ), rmU = 1 + rmr. 

Se invece g, ha periodo finito tutte le operazioni di G hanno periodo fi- 
nito e quindi G non pub avere pseudogruppi invarianti massimi. 

ESEMPIO II. LO pseudogruppo l'" = [l, g, g2 ,...., gr ,.... 1, dove g é una opera- 
zione che non ha periodo finito, possiede i seguenti complessi invarianti massimi : 

r = 1, ' = [ g  g . . .  g . 1) rm1! = [l, g2, g 3  ,....) gr ,.... 1. 

56. Un sottogruppo G, di un gruppo abeliano G ha indice primo in G .  
Se G = 2 (Gm.g) è una decomposizione di G rispetto a G,, il prodotto 

G,.g. (fm.gl di due quasi-gruppi, essendo G abeliano, é un nuovo quasi-gruppo 
G,.gn. Seque da cib che se l'indice di G, in G non fosse primo esisterebbe 
(n." 35) un insieme di quasi-gruppi costitueiiti un sottogruppo di G contenente G,. 

Un I'," di un I'" abeliano non ha indice né a destra né  a sinistra in ru. 
Supponiamo che Fm" = Hi + I',' abbia indice (a sinistra Jjer esempio) in 

I"'= H -+ I"; per la prop. del n." 47, I',' é una parte propria di I", ed il 
gruppo H, deve coincidere con H perché altrimenti 10 pseudogruppo H, + I" 
conterrebbe I',". 

Sia poi y una operazione di I" che non figura in r," e sia: 

r = (rmlr, y2, ~3 ,...., Y +  ,.... 1. 
Questo pseudogruppo é una parte propria di I?", perché non contiene y, 

ed e piii ampio di r," perché le due operazioni y', y3 non possono contempo- 
raileamente appartenere a I'," (n." 44). 

Dunque un sottopseudogruppo di I"' non pub, ad un tempo, essere inva- 
riante massirno ed avere indice in I"'. 

Anlloli di Yatcrnatioa, Serie IV, Tm0 IV. 14 
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106 L. ONOFRI : Teo~ia delle soatituzioni, ecc. 

67. IL complesso 83 delle operaeioni invarianti di un dato complesso El si 
dirh commutativo di U. Esso appilrtiene al complesso d costruito al  n.' 52 
perché ciascuna b di 83 costituisce, da sé sola, un complesso invariante per U. 

Se U è un griippo od uno pseudogruppo composto, l'esistenza di 83 8 
assicurata dalla operazione identica che appartiene ad EI, se invece U é uno 
pseudogruppo semplice, 8 puo anche non esistere (vedi nmO 34, 52). 

58. Sia l'insieme di tutte le cominutatrici c=s-l-t- ' .s*t di un dato 
complesso U. 

Poiché C? conMene insieme ad ogni operaaione c la  inversa ri, i corn- 
plessi ( n . 3 6 )  : Ge = (@), Gd = \ @ \ sono dei gruppi, ed il secondo Gd é chiuso. 
Essi si diranno, rispettivamente, conzrnutatove e dertuato di U. 

Se El è un gruppo, Ge é contenuto in U, mentre G d ,  non essendo ge- 
neralmente chiuso, pub contenere delle operazioni estranee ad a. 

Si dimostra poi, corne per i gruppi finiti, che se U d un gvuppo, Go e Gd 
sono inval-ianti per a. 

Ne1 caso in cui U non sia un gruppo si possoiio determinare, col metodo 
del n." 52, i gruppi D,, Dd contenuti in  Ge e Ga ed invarinnti per U. 
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Moti einsteiiiiani di un memo disgregato 
cou siinmetria sferica. 

L'oggetto di questo lavoro è di considerare il moto einsteiniano di un 
inezm indefinito nell'ipotesi che corrisponde al caso newtoniano della mutua 
gravitazione delle particelle innteriali che  10 costituiscono. Supponiamo in 
particolare che il sistema sin dotato di simmetria attorno a d  un centro, cioe 
che l a  densità p e l a  velocità v siano funzioni solamente del tempo e della 
distanza da1 centro. 

L a  forma quaternaria che congloba le  misure del10 spazio e del tempo é 
riducibile, quando sussiste una tale simmetria, alla forma ( l )  

essendo r, 0, cp coordinate sferiche, a e P funzioni delle due variabili t ed r, 
y della 1- sola. 

Introduciamo orn, al  posto delle t e d  r, due loro combinazioni indiperi- 
denti qualsi vogliono, 

di cui ci  riserviamo di disporre in modo opportuno; di pih poniamo x, = 0, 
x, = cp. Possiamo in coiiformitk scrivere la  (1) sotto la  forma 

od anche 

(2') 

(*) Ntitionnl Researcli Fellow (U. S. A.). 
(') Cfr. LEVI-CIVITA, Su1 moto dei sietemi COIL tve g m d i  di l i b e ~ t d .  Rendiconti dell' Acca- 

demin dui Linoei, vol. V, (5"), p. 170; oppure PALATIN], Lo spustamento del pevielio di N e y -  
c w i o .  II « Niiovo Ciinento », torno XIV, (~er ie  6a, 1917), p. 20. 
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10s H. LEVY : Moti eimteitbiani 

ove, per brevith, si ponga 

Osservisrno infine che la forma binaria 

deve essere indefinita. 
Le equazioni eiilsteiniaiie quaiido si tratta di inateria disgregata in iiioto, 

(cioé, col lingiiaggio ordinario, soggetta unicarneiite nll'attrazione mutua delle 
particelle che la costiluiscono) sono (') 

essendo gus i coefficienti della forma fondamentale (2), RaS il tensore di Rrccr 
ed R la curvatura media della stessa (2). Infine p é la densita della materia ne1 
posto e nell'istante considerato e A, sono i momeiiti (in quel posto e in quel- 
l'istante) della linea oraria descritta dalla geiierica particella (che 10 occupa). 

Dalla (2) si ha 
2r (0) 

!JUS = e gaP 

coll' intesa che ( p ,  q = 2, 3) sono date dalla 

Possiamo quindi calcolare Ra@ ed R per mezzo delle relazioni fra due 
spazi in rappresen tazi one conforme. 

Infatti se si designa con R E ~  il tensore di RICCI rispetto alla (3), con R'O) 
la curvatura media della (3) stessa, si ha (?) : 

(l) Cfr. WEYL W., Razbm, Zsit, Mntei.ie, (Springer, Berlin), p. 217. 
(?) Vedasi LEVI-CIVITA, Leaioni di calcolo difle~eitainle ccssohcto. ( A .  Stock, ROIIIR, 1925), 

p. 241; oppiire EISENHART, Eiei t ta imi~n Geoniet~y.  (Princeton, University Pres~,  Prinoetoii, 
U. S. A., 192Q p. 90. 
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di un ntezzo dzsgregato con etntmetriu efevicu 109 

aT 
dove 7, é la derivata -; 71))' sono le derivate covarianti di ti, A$ il para- 

asi 
metro differenziale primo di T, A!& il secondo, tutti rispetto al ds; (3) oppure 
(essendo la (3) separnbile e z indipendente delle x,, x,) al dg (4). 

Le espressioni delle RC$ si ottengono facilinente sotto la forma 

@jp) = - ho$,  
(O) - (O) 4, - g,, 2 (i, j = O ,  1; p, q=2, 3) 

R:; = ~ 2 )  = O, 

essendo k ,  la curvatiira di GAUSS della forma binaria (4). 
Dunque 

R'O' = - 2k, + 2 

ed abbiamo cosi dalle (7) ed (8) 

Dall' ipotesi che il moto resti simmetrico attoriio al centro consegue 
d a 2  d x 3  che - = - = O .  
ds ds 

zioiii foiidmien tali 

(10) 

Fino n questo 

3 dxj  
Pertanto anche le h, = 2 g. - si annullano, (p = 2, 3), e le dieci equn- 

" ds 
(5) si riiucono alle qunttro seguenti : 

(i, j = O, 1). 

punto le variabiii x,,, X, designano funzioni qunlsinsi di 1. 

e di t .  Possiamo facilitare 10 studio delle (10) se suppnniarno di assuinere 
coine liiiee parametriche d x ,  = O le linee orarie del moto di moineiiti A, ,  e 
corne ciirve dx, = O  le loro traiettorie ortogoiiali. Si annulln coi1 ci6 g$) ed 
anche A,, e le (10) diveiltano 
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110 - H. LEVY : Moti einsteiniani 

La curvatura K della forma 

1 

è data da  (') 

(13) 

dope A,z 6 il parametro differenziale secondo di z rispetto alla (12). 
Siano T, le derivate covarianti di r, rispetto alla (12) stessa; è allora (2) 

essendo Air il parametro differenziale primo di T rispetto alla (12), e dunque 

(15) AY'T = e2zAiz. 
Di piii, dalle (14) 

(15') Aiz = e2T A27. 

Poichè le linee dx;, = O sono linee orarie delle particelle inateriali, esse 
devoiio appartenere al coiio delle direzioiii spaziali, cioè g , ,  < O  (3), a cui 
go, > O. Poiiendo 

V e = g o o ,  H 2 = -  Sii 

le (11) si possono scrivere per mezzo delle (13)) (14)) (15) e (15') sotto la fornia 

Osserviamo clze, pur avendo fissnto le, linee coordiiiate, si pub ancora 
disporre dei loro parametri x, ed a,. 

Ne1 sistema delle coordinate che abbianio introdotto A: = - g , ,  = H z  e 
dnll' ultima delle (11') od (11) si pub ricavare la densitk p. Resta pertanto da 
considerare un sistema di tre equazioni in cui figurwno tre fuiizioni incognite 

(') Cfr. EISENHART, lot. eit., p. 90, dove R = - 2K. 
(2) Vednsi LEVI-CIVITA, Lezioi~i, p. 239. 
j3) Cfr. LEVI-CIVITA, Lezioui, p. 162: oppure EDDINGTON, The ilfi~tbemctticnl [ rheoq of 

Helcc t iu i ty .  (Cambridge University Press, 19241, p. 22. 
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di  un rnezzo ciisgmpto con simnaetria sferica 111 

(di due vitriabili) e le loro derivate prime e seconde. Ovviamente l'iiitegrale 
generale di ciil ta1 sistema contiene funzioni arbitrarie. Cerchiaino prima di 
trovarne alcune soluzioni particolari. 

Supponiamo che r dipenda soltanto da x, (tempo), cioé ri = O .  Per soddi- 
sfare alla seconda delle (Il'), anche V deve essere una funpione della sola x,, 
e le altre due delle (11') divengono 

dove gli apici indicano derivaaioni rispetto all'argoinento x,, La curvatura 
di unn forma binaria (neli'ipotesi 'che V dipeiida dalla sola a,) i: (') 

Sostituendo questa espressione del valore di 
semplificando il risultato per mezzo della seconda 

. . 

k neiia prima delle 
delle (16), otteniamo 
' : 

Poichè V e z dipeiidono dalla sola a,, possiamo scegliere iI paranletro x, 
in ta1 modo che V2 =4e2'. La (18) quiiidi diviene 

da cui 
2' = - 2 tan (z, +'ô), 

. . 

dove c è la costante d'integrazione. Con ulteriore integrazione, si ha la T stessa, 

essendo A2 costante. Dalla seconda delle (l6), mediante integrazione semplice, 
ricaviamo 

H k  B tan2 (x, + c) 

essendo B a priori una funzione arbitraria di xi; la possia~iîo pero porre 
uguale ad 1/A2 per mezzo di uno scelto conveniente del parametro x i .  

(') V. BIANCHI, Lezimi di geometrin diJwerwiale. (Zaniclielli, Bologna, 1923), vol. 1, y. 124. 
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Raccogliendo questi risultati, abbiamo che il ds2 A dato da  

Dalla (17) abbiamo 

ed avendo rigunrdo all' ultinla delle (1 1') segue (dopo uiia semplice calcola- 
zioiie) che la deiisit8 p è uguale a zero, cioè 10 spazio A vuoto. 

Vediamo che la  (19) è la forma piu generale soddisfacente alle (11') per 
la quale 1: é uiia funzione della sola x,. 

Cerchiamo ormai di risolvere le (11') neli'ipotesi che z sin una funzione 
della sola a,, 

(20) z = 1:(x,), T0 G o. 

Una soluzione, in questo caso, sarà la forma ben nota di SCHWARZSCHILD (') 

1s quale corrisponde a l  caso fisico di uiio spazio in cui la inateria A distribuita 
simmetricnmente intorno ad un punto, O in particolare concentrata in quel 
punto, il centro di simmetria. Noi troveremo che, iiell'ipotesi (20), potremo 
inkgrare le (11') e ricavarne la soluzione generale; vedremo inoltre che la (21) 
k una soZuzione particola?-e; essa è perb la soluzione geiierale se si aggiunge 
alla (20) la condizione che la deiisità p si annulli (7. 

Infatti dalla seconda delle (11') segue (attraverso la (20)) che H, anche 
essa, dipeiide dalla sola a , ;  con ci6 1s prima e la terza delle (1 1') si riducono 
alle 

(l) V e d ~ s i ,  per es., WEYL, loc. cit., p. 231. 
(') Cià è già stato O S R W V R ~ O  da BIRICHOFF, Relativity and illodav,, Physics. (Harvnrd, 

University P r e s ~ ,  Cambridge, U. S. A.), p. 210. Vedasi anche BIIINRMANN, Solutione of tlm 
Eitislein er/~catio~cs for empty spnce, lavoro presentnto alln a Ainericnn Matliemritical Societ-y B 
ed snnwicii~to ne1 « Biilletiii Am. Math. Soc. ., vol. 32, (1926), p. 70. 
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d i  un mezzo diegregato con aimmatria sferica 113 

dove gli apici indicano derivazioni rispetto all'argomento x,. La seconda 
delle (22) si pub scrivere 

Moltiplicarido da T 1 e z  ed integrando, ricaviamo 

essendo a la costante d'integrazione. 
La prima delle (22) si pu0 semplificare sostituendo al posto di K il suo 

valore ('). 

ed eliminando H per mezzo della (24). Otteniamo 

Le (21) e (25) definiscono V ed H coine funzioni di T essendo r arbitraria. 
Ma x, è un parametro qualsiasi lungo le linee orarie e possiamo quindi sce- 
gliere x, in ta1 modo che si dia alla (25) un aspetto semplice. Ponendo pertanto 

(26) T = log x, , e' = x, , 
abbiamo dalla (24) 

e la (25) si riduce alla 

x - a  HZ = - 
X ' 

Possiamo integrare la (25') piu facilmente se introdueiamo come variabile 

(') Cfr. BIANCHI, 100. cit., p. 124. 

Awaati df MatltI&alé~a, Seriu IV,  Tomu IV. 
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114 H. LEVY : Moti einsteiniani 

indipendente .(al posto della x,) le y definita dalla 

La  (25') cosl diviene 

Vediamo subito che V= y, cioh 

è una soluzione particolare della (25"). La sua 
tenere ponendo 

(29) v =  y v  

soluzione generale si pu6 ot- 

con cib si passa dalla (25"), equazione del secondo ordine, alla 

la quale è essenzidmente del primo ordine. Nella (30) le vnriabili soiio sepa- 
rabili, e si h a  per integrazione 

essendo a la  costante d'integrazione, cioè una funzione della x,. Con una 
seconda integrazione si ottiene 7 e dalla (29) si ha  V, 

dove p è unn funzione qualsiasi di x,. E necessario distinguere le due even- 
tualità, cc uguale O diversa da, zero. Ne1 primo caso (a=O) possiamo disporre 
del parametro x, in ta1 modo che = 1 ; e sostituendo a l  posto di y il suo 
valore dato dalla (27), abbiaino 

e la forma quaternarin non é altro che la (20). Si pub verificnre con una 
seinplice calcola.zione per mezzo dell'ultinm delle (11') che ln densith y si 
aiinulla. 
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di  un mezzo disgregato con simmet~ia sferica 115 

Se o! è diversa da zero, possiamo (mediante una scelta conveniente dell' x,) 
uguagliarkz ad 1. Abbiamo dunque dalle (31) e (27) che - 

e la forma quaternaria (2) B cosi 

Dall' ultima delle (11') ricaviarno la  densith p 

(34) 
1 

I"= P. 

xi - Vxf(xi - a)  log p (Vz + V x ,  - a) 

Coin'è naturale, il centro (xi =O)  è un puilto critico, cioè la densith vi è 

irifinita. Ma esistono degli altri punti critici definiti dalla 

Siccome le due curve 

hanno un solo piinto d'intersezione per il quale è x > a, segue che la (35) ha 
. , , - ~ -  

un'unica soluzione per ogni p. 
La massa totale del sistemn esterno ad una sfern fissn sarebbe ( ' )  

dove 11, il valore di xi per la  sfera data, è maggiore del valore critico di xi 
.ottenuto dalla (35). Dalla (27) si ha  

(') Cfr. EDDINGTON, loo. oit., p. 110. 
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oppure 

a 
x;pH= - 2 vx,(a, - a )  - log 

2% 
[-]/*a -+ log B(VG + V-) 1. 

Dunque 

Se x, e abbastanza grande, diciamo 

1' espressione sotto il segno d'integrazione è positiva, e quindi 

Segue pertanto che la  massa totale intel-na ad u n a  cvosta sferica c7,esce 
indefinitamente al wescere del vaggio della sfeva che la limita esternanzente. 

Il nostro lavoro, .fin qui, mostra che ogni soluzione delle (11') peg* la 
quule s dipeude d a  unn sola vnriabile é riducibile ad u n a  delle ére fomne 
(19), (20), O (33). Resta pertanto da considerare il caso che s sin una fun7' ,ione 
di ambedue le variabili x, ed 'x,. Una tale soluzione si potrebbe ottenere 
direttainente dalle (11') se  siipponessiino che H dipenda solamente dalla. x,. 
Ma prima mostriamo che ci0 è un'ipotesi naturale. 

Infatti dalla prima delle '(1 1'), attraverso le seconda e terza possiamo 
ricavare algebricamerite la derivata seconda covariante s,, . Avremo poi tre 
eqiiazioni che definiranno esplicitamerite le tre derivate seconde covarinnti 
T , .~  (i, j = 1, 2) come funzioni delle derivate prime di .t e delle altre inco- 
gnite ( V  ed H), da cui potremo ottenere due altre equazioni, le condizioni 
d'integrabilitk. Vedremo che si potra soddisfare una di queste due condizioni 
col prendere H come funzione della sola x,. 

Introduciamo U 

(36) U = e c ,  .=log U. 
Abbiamo dunque (') 
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d i  un ntezzo d i sg~ega to  con simmetvia sfevica 117 

Dalle (1 1') possiamo esprimere Uij corne funzioni delle altre incogni te; le 
troviamo senza difficoltA : 

Le coiidizioni 

dove Uijk sono le 
di RIEMANN della 
della forma 

(40) 

d' iiitegrabi1itCt sono (') 

1 
Uuk - UiAf = - E Ua Rik , 

a=O 

derivate terze covariaiiti rispetto alla (12) ed R;, i simboli 
(12) stessn. Questi sono (essendo la (12) a due diniensioni) 

dove, corne solito, 6; = O, a * k, 6: = 1, e le gij sono i coefficienti della (12), 
oppure 

(41) gOo =VZ,  go, = O, g i i  = - H2.  

Le (39) si possoiio quindi scrivere 

(39') cifk - = K(Ujgik -- Ukgu). 

Pei. derivazione covariante delle (38) ed eliminazioiie delle derivate seconde 
per mezzo delle (38) stesse possiamo ricavare le espresSioiii di Uij,; sostitueii- 
dole nelle (39') troviamo le due equnzioni seguenti: 

aK 
essendo K, la derivata - . 

2x1 
Le soluzioni delle (Il'), oppure delle (38), devono soddisfare alle (42); sup- 

ponianîo che H dipendn dalla sola m,, 

(1) Vednui I d ~ ~ ~ - C ~ ~ ~ ~ ~ ,  loo. cit., p. 212. 
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Con cib la  (38.2) si riduce alla 

e per integrazione abbiamo 

uo = W ~ O ) .  

Se fosse Q =O, avremmo un caso gih trattato; possiamo dunque disporre 
del parnmetro n;, in td modo che 

(44) u, = v. 
Per mezzo delle (43) e (44) possiamo semplificare le (38.1) e (38.3), oppure 

integrare l'ultiina. Infatti, dalla (38.3) si ricava subito 

u, u Dopo moltiplicazioiie per q ~ ~ e s t a  espressione diviene lin differeiizinle 

esatto e noi troviamo per integrazioiie rispetto alla x, 

essendo f(x,) la costante d'iiitegrazioiie, cioe una funzioiie arbitraria della xo. 
Possinmo scrivere la (46) sotto la forma 

ed uiia seconda integrazione rispetto alla x, da 

dove P'(x,) é unn funzione arbitraria della x, . 
Resta da trattare la (38.1). Sostitueiido a1 posto di K il suo valore dato 

da (17') e semplificandola per mezzo delle (44) e (45) troviamo 

Supponiamo che f sia costante ; iioi abbianio quindi per derivazione 
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della (46) che 

Essendo V = Uo , segue dalle (48) che 

f HF' v, = --- 
4 U' 

e la (47) viene soddisfatta identicamente. Intnnto se noi prendianlo H corne 
funzione arbitraria della x,, F della LX,, ed f una costante e se defiiiiamo 
U = U(xo, x,) implicitamente dalle (46) e V=V(xo ,  x,) dalla (44), la forma 

soddisfa alle condizioni fondamentali (11'). 
Attraverso ln (17') troviamo che la curvaturn h' (della forma binaria xp,) e 

e segue dall'ultiina delle (11') che la densita p si aimulla, ci06 che 10 spazio 
è vuoto. 

Tengo a ringraziare il prof. LEVI-Civrm per l'interesse che Egli ha preso 
alla preparazione di questo lavoro. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sulle reti e coiigrueiize coniugnte 
e sulle trasforrnaxiorii delle superficie per congruenze (IV). 

La presente ricerca ha per iscopo di osservare alcune proprieth generali 
delle corigruenze ( W) in relazione alla teoria delle reti e congruenze coniugate. 

Il punto da cui si parte è il problema di GUICHARD, ci06 supponendo 
tracciato s0p1.a una 'data superficie S u n  doppio sistema di  linee fra 1ol.o 
coniugate (réseau di GUICHARD) costruive pei punti d i  S una congruenza (G)  
in  guisa, che chiamando corrispondenti un punto d i  S e a n  vaggio d i  ( G )  
quando si appnrtengono, le sviluppahili della congruenza (G) corrispondano 
al detto sistema coniugato. 

La detta rete e la congruenza (G)  soddisfacenti alla condizione del pro- 
bleina si diraiino con GUICHAHD tra loro coniugate e da questa definizione si 
intendono escluse le reti focdi. 

Se (g) è una rete di S si ottiene ne1 modo piu generale una coiigruenza 
ad essa coniugata colla costruzioi~e di  GUICHABD, cioé si forrni una rete 
parallela alla data e sia B la superficie sos€egno della nuozia 1-ete; la con- 
congiungente i punti corrispondenti d i  S e Z geneg-a la congruenza richiesta. 

Sussiste il teorema inverso pure dovuto a GUI~HARD,  cioè se due super- 
ffcie si cowispondono per parallelismo d i  norrnali, la congiungente i punti 
corn-ispondenti geneva una congrluenza che 2 coniugata alla ?-etc c o m m e  
alle due supevficie. 

Un'altra soluzione del problema è stata data recentemeiite da FUBINI ('), 

e si riassume iiell'enunciato seguente: se x, y, z, t sono le coordinate omo- 
genee del punto che descrive la superficie S rifevita alle asintotiche u e v, 
si unisca il punto (x, y, z, t) col punto: 

( ~ x ) u u  , (pz/),,, (pz),,, (pt)uv 
essendo p funzione arbitraria; tale congiungente genera una congruenza 
coniugata ad una rete d i  S. 

(1) Cfr. FUBINI, Alcuni visëltnti di geometvin proiettiuo tii$erenninle. Lincei, anno 1923, 
2' sein., png. 325. 

Avinoli di MalsmaCica, Serie IV. Tomo IV. 16 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



122 P. CALAPSO: ~SulZe ret i  e congwenze coniugate 

Il puiito (px),, é qui chiamato il punto K di FUBINI. 
Naturalmente la rete della superficie S coniugata alla congruenza costsuita 

col metodo di FUBINI dipeiide dalla scelta della funzione p; nia qui mi son 
proposto la questione inversa, supponendo assegnata a priori  la rete e fissata 
una congruenza ad essa coniugata; ho cosi otteiiuto il teoreina seguente: 

Se u n a  congruenza (G) è coniugata ad u n a  assegnata 9-ete della super- 
ficie S ,  esiste per ogni 7-aggio in un sol modo i l  punto K d i  Fubini. 

Nelle preseriti ricerche ho anche considerato la congruenza che deducesi 
da (G) trasformando ogni volta la retta G inediante la polaritk di LIE relativa 
a l  punto della superficie S, che corrisponde a G ;  ho chiamato con FUBINI la 
nuova congruenza duale di (G). Ritrovo quindi il teorema di FUBINI cioé: se 
u n a  conglnuenza (8) é coniugata ad u n a  ~ e t e  (g) della superficie S, i l  sisterrm 
d i  sviluppabili della congruenza duale ammet te  c o k e  co?v*ispondente in S 
un sisterna d i  l inee anch'esse coniugate, i n  g e n e d e  distinte da (g). 

Procedendo nella ricerca ho trovato che se u n a  congrueîzaa (G)  é coniu- 
guta ad una 9-ete della superficie, la sua duale 2 armonica (ne1 senso d i  
Guichard) ad u n a  9-ete della szcpevficie; cioé non soltanto alle sviluppnbili 
corrisponde una rete, ma di più i fuochi su ogni raggio sono le interse- 
zioni del raggio colle tangenti alle linee coniugate che corrispondono alle 
sviluppabili. 

La nuova conclusione a, cui sono pervenuto si basa sopra una proposizione 
generale, prevedibile geometricamente, e sempre sfuggita finora, 1,a quale 
viene qui stabilita in modo rigoroso; e cioé: 

Se  fima i punt i  P d i  u n a  superficie S e le re t te  G d i  tina congruenza ( G )  
esiste unn corrispondenza in guisa che la  re t ta  G giace su1 piano tangente 
i n  P nza non  passa per P ,  e se in tale cor?-ispondenza alle sviluppabili 
d i  (G)  corrispoude su S u n  sistema coniugato, avveerà d i  conseguenza che 
i fuochi su sono le intersezioni  d i  questo raggio colle tnngenti  alle linee 
coniugate che corrispondono alle sviluppabili d i  (G). 

Nella seconda parte del presente lavoso viene considerata la teoria delle 
trasformazioni delle superficie per congruenze (W)  in relazione al problema 
delle reti e congruenze coniugate. 

F ra  le superficie corrispondenti ad S per parallelismo di normali esiste 
in iiifiiiiti modi una superficie L tale che alle assintotiche di S corrisponde ' 
in Z un sistema coniugato; ln rete di 8, che 15 comune, ad S ed alla super- 
ficie 2, & 'qui chiamata una rete (1%'). 

Le superficie S e L sono associa,te per deformazione infinitesima (BIANCHI, 
Lezioni, anno 1903, vol. II, pag. 8). 
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Se P ed H sono i punti corrispondenti di S e Z ed O 6 un. punto fisso 
del10 spazio, si formi la somma geometrica OH' dei segmenti O P  ed OH; la 
retta PH' genera una particolare congruenza coniugatit alla rete (M) che qui 
diciamo associata a questa rete. 

Il teorema, che ho qui strtbilito, mediante il quale ln considerazione delle 
reti (M) si connette con le trasformazioni per coiigruenze (W) si enuncia 
ne1 modo seguente : 

Siano S ed S, due  superfîcie corrispondentisi  per congruenza (W); per 
ogni punto d i ' s  si  costruisca i l  piano che passa per u n a  tangente assinto- 
tica ed é paralle20 alla tangente corrispondente d i  S ,  e si costruisca i l  piano 
afialogo per 2'aEtra tangente assintotica d i  S; la re t ta  comune a questi due 
piani genera u n a  congruenza (G)  associata ad m a  re te  (M) d i  S. Dopo cib 
per i teoremi di DARBOUX (Leçons, anno 1896, quatriéme partie, pag. 71) segue 
che: La conglwenza analoga per i punti  d i  Si  é associata ad u n a  rete  (Mt) 
d i  S ,  la  cu i  col-rispondente in S é arrnonica ad (M) .  

L a  rete (M)  della superficie S data dalla costruzione del teoremn prece- 
dente si dirh legata alla trasformazione ( W )  che porta S i n  8,; ma é da osser- 
vare che essa è una qualunque rete (M) di S, ne1 senso che qualunque rete (Ml 
di S e sempre legatn ad una conveniente trasformazione ( W )  di questa super- 
ficie; giacchè è noto (BIANCHI, 1. C. pag. 52) che nella trasforinazione di una 
congruenzn Ff7, di cui S é focale, la deformaziorie infinitesima di S e arbitraria. 

Infine, il teorema di permutabilith di BIANCHI (1. C. pag. 71) in relazione 
alla congruenza associata alla rete (M) assume la forma seguente: siano S,, S2 
due superficie distinte contigue rispettivamente ad S per trasformazioni (W), 
e siano (G,)  e ( G , )  le congruenze rispettivamente associate alle reti (M) re1a.- 
tive alle trasformazioni considerate; se (G,') é u n n  congruenza pei punt i  d i  S , ,  
rcssociata ad u n a  9-ete ( M , )  d i  questa superficie e tale che En q~etta G,' é p a ~ a l -  
lela al piano G, G,, la congruenza (W) Zegatn ad (Mi) trasforrna la super- 
ficie S, neElcc quarta superficie del teorema d i  permutabilità. Inversamente 
ogni superficie S' che con S, Si, 8, si pub considerare come quartn superficie 
del teorema di permutabilit8, è deducibile colla costruzione orn indicatn. 

8 1 .  RBti e congruenze coniugate. 

1. Ricordiaino che le coordinate 

z(u77), yiuv), 4 w 
di un puiito di una superficie 8, riferita alle assiiitotiche, soddisfanc, ad un 
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124 P. CALAPSO : Sdle ~ e t i  e congruenze coniugate 

sistema simultaneo della forma 

in cui le funzioni a, b, p, q soddisfano alle condizioni 

2. Si pub in infiiiiti modi considerare sulla superficie un doppio sistema 
di linee fra loro coniugate (réseau di Guichard); ne1 caso presente un sistema 
siffatto é rappsesentato da  una equazione quadratica differenziale di forma 
ortogonale ; cioe 

(3) hdu2 - p d u k  O 

in cui h e p  sono qualunque, purche diverse da zero iiella regione che si considern. 

3. Fissata sulla superficie S l a  rete (3)) si ottiene ilel modo piii generale 
una congriienza coniugata alla rete colla costruzione di GUICHARD ; cioé : si 
formi una rete parallela alla data e sia C la superficie-sostegno della nuova 
w l e ;  la congiungente i punti coj.rispondenti di  S e X genem ln congruenza 
vichiesta. 

Sussiote il teorema inverso stabilito pure da1 GUICHAKD, e cioé:  
Se due superficie si coî*rispondono per pa?*allelismo di no~*mali, la 

congiungente i punti cor?-ispondenti genem unn congt-uenzn che é coniu- 
gnta alla rete comune alle due superficie. 

4. Pe r  tradurre analiticameiite la  costruzione espressa da1 primo di questi 
teorenii, basta esprimere che le coordinate 5 ,  T ,  C del punto della super- 
ficie Z soddisfano a d  equazioni della forma 
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in queste le funzioni w e 0 sono soggette solta.nto alle condizioni d'integrabi- 
lit& ci06 

l'eliminazione di o conduce ad un'equazione alle derivate parziali seconde 
per la funzioiie 0. 

5. Formata ne1 modo ora detto una congruenza ( G )  coniugata alla rete (3) 
della superficie S, possiamo proporci inversamente la. ricerca di tutte le reti 
coniugata a (G), e parallele n (3). 

Osserviamo a tale scopo che una rete siffatta ha  le coordinate della forma 

donde osservando ln (4) si deduce 

ax a s  
poichè queste debbono ridursi a combinazioni lineari di - e - solamente, e 

au a v  
poichè per defiiiizione il raggio della congruenza non é tangente alla super- 
ficie S, risultano come condizioni necessarie e sufficienti 

dunque: si ottengono tu t te  le  yeti  coniugnte a (G) e parallele a (3) come 
luogo d i  un punto che divide in ~ a p p o r t o  costante i l  segment0 de i  punti  
cogv.ispondenti d i  S e 8. 
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5 2. Il teoremoi, di Fubini. 

6. Una seconda costruzione delle congruenze coniugate a,lla rete (3) si 
ottiene applicando i l  teorema di FUBINI. 

Per venire ai risultati dell'hutore introduciamo le coordinate omogenee, 
poniamo cioh 

e proponiamoci di trovare tina funzione p in guisa che il punto 

appartengn a l  raggio G. 
Un punto siffatto, di cixi c ra  confermiamo l 'esisknza, sark qui chiamato 

ura punto K. 
Pe r  l a  dimostrazione consideriamo i paranietri direttori della ret ta  che 

unisce il punto della superficie S col punto (7);  detti 1, m, n questi parametri 
si trova con facile calcolo 

Il problemn é cos1 ridotto d l n  ricerca di due funzioni a e Q> in guisa da 
aversi 

im a s  -+ -  ais  3% -03) 
t = ~ + ' ( 3 U  au ai6 au auau - 

Se or& esprirni&no che sono soddist'atte le (4), otteniamo il seguente si- 
stemit di equazioni differenziali in CD e o 
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e si vede con facile calcolo che questo è illimitatanzente integvabile in base 
alle (2) e (5)  per ipotesi verificate. 

L'integrazione di questo sistema introduce quattro costanti arbitrarie che 
a@ a@ 

sono i valori iniziali di o, 0, -, -; ma fissato il valore iniziale di o, le (10) 
au av 

m a@ 
sono atte a definire i valori iniziali di @, -, - e quindi rimane una sola 

au a u  
costaii te arbitraria nloltiplicativa in o. 

Ne risulta frattanto l'esistenza del punto K richiesto. 
Importa osservare che cambiarido il valore iniziale o, in Co,, i nuovi va- 

a@ a(à 
lori iniziali di 0, -, -, che si deducono dalle (IO), sono quelli di prima 

at6 au 
divisi per c ;  segue che la  soluzione delle (Il), corrispondente alla nuova solu- 

. @ 
zione o ed i n  guisa che sisno soddisfatte le (IO), è - essendo c una costante. 

C 

Ora se scriviamo nella forma definitiva, le  coordinate del punto K, otte- 
nianîo le espressioni 

@ 
ma queste non mutano se si cambia @ in -, dunque:  se una congruenza (G) 

C 

è coniugnta alla 9-ete (3) della superficie, esiste per ogni mggio in un solo 
modo il  punto K d i  Fubini. 

7. Inversaineiite definiamo mediante le (13) un punto K, che facciamo 
corrispondere al  punto (x, y, z) di S e riteniamo nelle (13) per @ una fun- 
zione arbitraria ;' si ha  : la congiungente i l  punto della superficie col punto K 
genera una congruenza coniugata ad ulza conveniente rete della superficie. 

Iufatti i parametri direttori del raggio cosi costruito hanno le espressioni 
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colle analoghe in 1 ed m ;  donde segue facilmente 

Indi assumendo una soluzione 5 delle (12) e ponendo 

saranno soddisfatte relazioni della forma (4) e rimane cosi dimostrato il teo- 
rema. Risulta altresi che l'equazio~ie differenziale della rete 15 

ag@ a@ 
a - + b - -  -+bq@ due- [al;i- au 

(14) 
a, (a: ) ]  

a2Q a@ 
- -- [a,. 

§ 3. Trasformazione di Lie. 

8. Lasciamo per un moment0 l'ipotesi che la congruenza sin coniugata 
ad una rete della sup.erficie S, e consideriamo una congruenza (r) in condi- 
zioni generali che si pub ritenere generata dalla congiungente il punto (x, y, g) 
della superficie col punto 

trasformando ogni volta il raggio di (ï) passante per (x, y, z) inediante la 
polarità di LIE relativa a questo punto si ottiene uiia tiuova congruenza (ï') 
che è detta da FUBJNI l a  duale di (r). 

Cosi per ogni punto (u, v) della superficie si ha  un raggio di (ï') situato 
su1 piano tangente, le  cui intersezioni colle tangenti assintotiche di S hanno 
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rispettivnmente le espressioni 

9. Vogliamo nltresi trascrivere le equazioni delle sviluppabili d-elle çon- 
giuenze (r) e (F'); se indichiarno queste rispettivarnente con 

AduZ + Bdudv + Cdv' = O 

A'duZ + B'dudv + C'du2 = O 

si haniio per i coefficieriti A, B, C, A', B', C le espressioni 

10. Accenniamo al problenia di FUBINI di ricercare i casi in cui le svilup- 
pabili di (I') e (1") si corrispondano. 

Se B* O, essendo B' = B la condizione del problema si traduce nelle 
equazioni 

A = A ' ,  B=B'; 
che danno 

cioe la congruenea (i') é generata costrueado per il punto della superficie S 
in  prinia direttrice di WILCZYNSKI; oppure nl, 1 2 ,  h qualunque se la super- 
ficie S é una quadrica. 

Antiali di Matdmatica, Seria IV, Tpmo IV. 17 
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Se invece B U = 0, sara anche B' =O,  e la condizione del problema si 
traduce neli' equazione unica 

AC'- AfC=O.  

Qui abbaiidoiiia~no questa circostanza. particolare, e procediamo oltre nello 
studio delle proprieta che non richiedorio l i ~  corrispondenza delle sviluppabili 
di (F) e (Y). 

11. Suppoiiiamo che alle sviluppabili di (r) corrispoada unn rete della 
superficie ' 8 ;  10 stesso sarh di (Fr), e viceversa. 

Questo teoretna, di~to da FUBINI, risulta subito dalle formule precedenti 
ddl'  uguaglianza B = Br. 

Ma  qui vogliamo procedere nella questione per rilevare una circostanza 
notevole. 

Ne1 caso presente esiste uiia funzioiie @ tale dit aversi 

an, an, 
m : n : h = - : - : -  

av au 

segue che le (16) e (17) preridoiio la forma 

Per interpretare queste formule assumiamo 
linee coordinate del tutto arbitrario poneiido 

@ ;  

sopra S un nuovo sistema di 

e prendiarno l'intersezione della retta I" con la tangente alla linea g della 
superficie: si avraniio per le coordiiiate di tide punto espressioni della forma 

ma si dovrà pure avere 
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Identificando i due valori di x' si haniio per h e t le equazioni 

segue 

Similmerite per il punto comune a I" ed alla tangente alla linea a si ha:  

Se orn prendiamo corne a e P i parametri delle sviluppabili di r' e te- 
riiamo presenti i teoremi di GUICHARD, le (26) e (27) esprimono che sopra 
ogni vaggio d i  (I") i fuochi sono le inlemezioni  del raaggio con le tnngenti  
alle linee coniugate che co l -~~ispondono~al le  sviluppnbili d i  (i"). 

Il risultato defiiiitivo si pu6 dmq& eiiuriciare cosi : 
Se u n a  congruenza (I') b coniugata ad u n a  re te  della supevficie, la sua 

duale (r') é avmonica (ne1 senso di GUICHARD) ad u n a  vete della supe).ficie. 
Le due reti della superficie S sono in generale distinte. 

12. Il superiore procedimento chiarisce altresi unn circostanzn notevole, 
che sembra sin sfuggita finora, quantunque ln cosa sia anche dediicibile geome- 
tricamente; e cioé : se fi-a i punt i  P d i  u n a  superpcie S e le vette I" d i  
una  con&*uenaa ( P t )  esiste u n a  colv-ispondenzn in guisa che la ret ta ï t  gince 
su1 piano tangente alla supej-ficie ne1 puuto P, e se in tale c o w i s p o n d e ~ ~ z a  
alle sviluppabili d i  (Y) colv-isponde su S un sistema coniugato, a v v e w à  d i  
conseguenza che i Juochi su  Y sono le intet.sezioni d i  questo rag.gio colle 
tangenti i n  P alle linee coniugnte che cowispondono alle sviluppabili d i  (Y). 

13. Osserviaii~o iiitiiie che l'equazione delle sviluppabili di (r') è 
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14. Chiamian20 vete ( M )  En 9-ete cornune alla superficie S e ad uns super- 
ficie 2 che sin sostegno d i  una vete ( H )  pwallela alle assintotiche d i  S .  

Qui il parallelismo avviene ne1 senso che in punti corrispondenti di S 
e Z ln tangente alla linea u di S è parallela alla tangente alla litiea v di 2, 
e la tangente alla liriea a di S é parallela alla tangente alla linea u di 2. 

Per formare le equnzioni caratteristiche di unn rete (M) basta porre 
nelle (4) 0 = 0 e prendendo per coinoditA O = u le (5) danno 

Importa notare che ne1 caso preseiite le (4) hanno la forma 

donde 

il che conferma che il sistema (H) è una rete. 
Per ogni soluzione A e y delle (29) si h a  una rete (M) di S. Se P ed H 

sono i punti corrispondenti di S e Z ed O è iin punto fisso del10 spazio, si 
formi la somma geometricn OH' dei segmenti O P  ed OH; la retta PH' ge- 
nera una particolare coiigruenza coniugata alla rete ( M ) ,  che qui diciamo 
associata n questa rete. 

18. La considerazioiie delle reti (M) si connette coii le trasforniazioiii per 
congruerize (W), in base al segueiite teorema che qui stabilirenio. 

S i a m  S ed S, due supe?$cie col-vispondentisi per congruensa (W); per 
ogni punto d i  S si costl-uisca il piano che pnssa pet- una tangente assinto- 
tica ed é parallelo alla tangente co~v*ispolldente d i  S, e si costwisca il 
piano analogo pe9. E'altt-a tangente assintotica d i  S ;  la vetta comune a 
questi due p i m i  genem una congg.uenza (G)  associnta ad una vete ( M )  d i  S. 
La congruenza analoga pev i punti d i  S, é associata ad una rete ( M , )  d i  S, 
la cwi cowispondente in S è a~wzonica ad (M) .  

Per la di~nostrazione in:inteiiiwmo le superiori notaziorii per gli elemeiiti di S 
e adottiamo le notnzioiii aiialoghe munite dell'indice per gli elemeiiti della 
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e sulla trasfovmaeioni delle superficie per congruenze (Wj 133 

superficie S,  ; si hanno per le coordinate del punto di S, equaxioni della forma, 

Si sa d a  un teorema di FUBINI che le. funzioni h e k soddisfano alle eqiiazioni 

la fiinzione @ dovendo determinarsi in guisa che S, sia superficie focale della 
congruenza. 

Se  derivialno le (31), tenendo conto delle (32), otteninmo 

doiide espriinendo la coiidizione del probletna, troviamo nncora l'equazione 

Segue che  si pot& porre 

Per comoditti. di procediinento possiitmo ritenere che Q soddisfa alle equa- 
zioni ( 1  1)  e (12) con O = a, essendo A, y, o defiriite dalle equaziorii atesse; 
esprimeiido allora che 

a a h  a a h  
a;- (G) = àu (a;) 

trovianlo 
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134 P. CALAPSO: Sulle reti e cangruenze coniugnte 

Infirie espriineiido la  relazioiie 

a aQ a as 
av (a;;) = aù (av) 

si trova 

duiique : condizione necessavia e suficienle afinchè le (31) ~appresen t ino  i l  
passaggio da una focale a l l ' a l tm  d i  unn cougvuenza (W) é che h e k velai- 
fichino le (32), essetzdo 4, una solwzione dell'equasione di  Mouta7.d 

Cio premesso, prendianlo una solueione qualunque di questa equazione, e 
poniamo conie prima il sistema, 

essendo A e p defiiiite dalle equazioiii stesse; ia congruenza ( W) sarh cos1 
rappresentata dalle (31), ove si ponga per h e k una soluzione del sistema 
coinpleto 
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e sulle trasformazioni delle superficïe per congrueme (W) 135 

Teriendo coiito di queste, le (33) diventano 

Se poiiiamo per brevi th 

con le analogho i n  m ed n, abbiamo ne1 caso presente 

al am [ a;l =a,+ A -  
139) 

a v 
al ax I a. = q l +  p-.  

au 
I 

Frattanto la. congruenza pei punti di S, secondo la  costruzione indicata 
da1 teorema, è generata dalla retta i ciii parametri direttori sono 1, rn, n e 
qiiesta per la (14) 8 coniugnta, alla rete 

essendo A e p ditte dalle (36). Ma da queste eliminaiido 6, si trovano le (29) 
ed è cosi dimostrata la prima parte del teorema. 

16. Osserviamo aiicora le espressioni delle derivate seconde di x, y, z, 
che si deducorio derivando le (38) ed opportunamente ordinalido; si trova 

in cui 
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136 P. CALAPSO: Sdle reti e congwenze coniugate 

17. La seconda parte del teorema risulta osservando che le funzioni trit- 
sforinatrici ne1 passaggio inverso da S, ad S sono 

giacché si verifica senza difficoltà che esse soddisfaniio al sistema analogo 
a (36) e (37); dopo ci6 si coiiclude che la congruenza pei puiiti di SI avente 
i parametri direttori (43) è associata alla rete (Ml) di S, rnppreseritata dal- 
1' equazione 

A'du" p'dv2 = 0 ; 

questa ha in S come corrispondente la rete armonica a (40). 
Importa anche osservare che come coordinate del punto di 2: si pub 

prendere 
5 - al, y = Q I ~ ,  c =  on 

giacchè le (30) sono soddisfatte; per le coordinate del punto della super- 
ficie 2 ,  analoga L si pub prendere 

essendo t definita per quadratura dalle equazioni ooesistenti 

giacché si deduce 

dunque: disponendo delle costanti d i  tmslazione si puh fare in modo che i 
punti cowispondenti delle supe9,ficie L e L, siano allineati con un punto fisso. 

Importa osservare che la rete (M)  della superficie S, che secondo il 
teorema dimostrnto vieiie legata alla coiigruenza ( W), é uiia quaiunque rete (M) 
di S ;  giacchè qualunque siano h e y purch6 soddisfaceiiti le (29) il sistema (36) 
è illimi tatamente integrabile. 
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c! s~rlle trasformazioni delle siipevficie per congruenze (W) 137 

18. Termiiiismo queste geiieralitlt notando il significato geometrico della 
funzione (3. 

Siano 5, i , 5 le coordinate di LELIEUVILE relative alla superficie S e 
- - 
Ci ,  q i ,  le analoghe per Si ; le funzioni 5, y, 5 soddisfano ad un sistema 
della forrnn 

a-g at ag - - A - - b - + C i  
au av 

in cui q, b, p sono le fuiizioni stesse che intervengono nelle (1). 
Coiifrontando le forniule di BIANCHI, che danno la seconda superficie 

focale, con le (31) si ha  

e le analoghe, donde essendo t un conveniente fattore di proporzionalitCt pos- 
siamo scrivere 

Si sa che se R indica In funzione da cui dipende la deformazione infini- 
tesima di S, legata alla trasformazione, si dovrh avere 

Sostituendo iielln prima di queste il valore (45) ed osservando le (44) si 
ottierie 

dnnali d i  Xatamatica, Serie IV, Tomo 1V. 18 
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colle analoghe i n  q e 5 ;  segue 

Similmente 

Ed ora, co~~froiitatido con le (32), si trova 

cioe la funzione 6> coincide con quella dtr cui dipende la d e f o ~ m a z i o n e  
infinitesima d i  S legata alla tjnsfoq-izazio?ze. 

5 5 .  Il teorema di permuta,bilità. 

19. Siano Si, S, due Superficie distinte contigue rispettivameiite ad S p e r  
trasformazione (W) e siano 

1 h,?  k , ,  Q I  

le funzioni trasformatrici relative al passaggio da S ad SI ; siaiio aiicora 

le fuuzioni trasformatrici relative al passaggio da  S ad 8,. 
Le reti (M) di S legate alle trasforniazioni le supponiamo in geiierale di- 

stinte, in  corrispondenza a due soluzioni distinte (hi, p,)  e (A,, pz) delle (29). 
Si sa da1 teorema di BIANCHI che la quarta superficie S' del teorema di 

permutabilith e rappresentatn dalle equazioni 
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e su21e tvasfarrnazioni delle s,rpet$cie yer congvusnze \W\ 139 

in cui 

A =  Qlh, - Q,hl, B= Q , k ,  - S2,k,, C S  h,k, - h,k, 

e p indica una soluzione del sistema 

a . /  ~ = p - l o g l q a 2 ) - p z - l o g  au au 6,) 2 

a - = , - log (@,Q2) + pp - log ' . 1 a, a, iv C,) 
Se scriviaino la. (46) sotto la forma 

avremo con facile calcolo 

ed esprimendo le relazioni 

20. Noi ci proponiamo di caratterizznre la rete (M) di S, legata alla tra- 
sformazione che porta SI, in  SI 

A tale scopo iiidichiamo con (G, )  e (G,) le coiigruenze rispettivamente 
associate nlle reti ( k , ,  y,)  e (A, ,  y,) della superficie S, secondo la costruzione 
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140 P. CALAPSO: SI& rati e congruetrze coniugate 

espressa al n." 15, e cerchiamo una congruenza (G,') coniugata alla super- 
ficie 8, tale che la retta G,' sia parallela al piano G , G , .  

Si dovrà allora trovare una fuiizione aif in guisa da aversi 

(colle anztloghe in y, e 2,) con A e B conuenieiiti funzioni. 
Esprimendo che le (49) sono soddisfatte si trovano per o,' le tre equazioni 

che combinate opportunamente danno 

le precedenti assumono la forma 

Se piii particolarmeilte vogliaino che la congruenza (G,') sia associata ad 
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e aulie t~~asformazéoni delle superficie pet- congruenzs (W) 141 

una rete (M) di S,, dobbiaino esprimere le relazioni 

si ritrovario cosl per la funzioiie p' le equazioni (47). 
Dunque la rete ( M )  d i  Si legata alla .trasfownazione clze poda S, in S' 

é curatterizzata dalla condizione che amwtette una congvuenzn (G,') ad 
essa associata i n  cui la vetta 0,' b parallela al piano G,G,. 

Messina, 18 maggio 1984 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Siille fuiizioiii cou vesse. 

Meiiic~riii, di PIETRO TORTORICI (a P~L~BTIUO). 

1. Una funzione f(x)  di uiia variabile x, definita in (a, O), si dice, se- 
condo JENSEN ('), convessa in questo intervitllo se, essendo x , ,  x, due punti 
qualsivogliaiio interni ad esso, si h a  

e, in particolare, la funzione si dice lineave in (a, b)  s e  la precedente rela- 
zione sussiste sempre col segno =. 

L e  fuiizioni convesse posseggono iiotevolissime proprieth segnalate in gran 
parte dallo stesso JENSEN iiella Menioria citata ; volendo qui notarne quii.lcuna 
nuovrt non credo iiiutile esporre qualche osservaziorie anche sulle proprieth 
conosciute. 

I l  LANDAU ( 2 )  definisce f(x) funzione .convessa in (a, b) se, essendo x, ,  x,, x, 
tre punti qualsivogliaiio di (a, b) tali che  sia 

Maiiifestaineiite una funzione convessa secoiido LANDAU 10 è pure se- 
condo JENSEN e, non appena si faccia ricorso alla proprieta foiidamentale delle 
fuiizioni coiivesse liinitate superiormente di essere continue, 15 quasi imme- 
dinto che, iiiversainente, una funzione convessa secondo JENSEN 10 è pure 
secondo LANDAU. 

(') Cfr. J. C. W. V .  J E N S E N ,  8ur les folûctio?ts convexes. Math. Ann., T. 30, (1906), pag. 175 
(') Cfr. E .  LANDAU, Dars te l l z~ey  und BeyvBtdzmy einiger iwuerei. h'ulebnisse der  Picirk- 

tionentheorie. Barlin, J .  Syringer, (1916). 
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144 P. TORTORICI : Sulle funzioni convesse 

Io mi propongo di provare 1' equivalenza delle due definizioni senza ricor- 
rere alla continuitk della funxione della quale proprieth db in seguito una 
dimostrazione diversa, nella forma, da  quella data d a  JENSEN e riportata dai 
trattatisti ('); infine, riprendendo la  definiaione di funzione convessa di piu 
variabili, diriiostro, cib che credo sin non noto ed interessante, che  una tale 
funzione è continua rispetto al]' insieme delle sue variabili. 

2. TEOREMA. Una funzione definitn e l imitata supeî-iomtente in u n  in- 
tevvallo (a, b), se é convessa secondo Jensen é pure convessa secondo Landau. 

Se 6 possibile, essendo f(x) convessa secondo JENSEN in ( ( 1 ,  b), siano 
xi, 5, x, tre punti di (a, b) tnli che si abbia : 

Senza restrizione pub supporsi x, = a, cl;, = b ; posto allora 

si h a  L(S) > O .  Si dimostrera che  cib è assurdo se la  funzione f(x)  è limitata 
superiormente in (a, b). 

Intanto, per l'ipotesi, in ogni punto j ,  interno a d  (a, b), della forma 

k j = a + - [ b - a )  (k ,  11 nuineri interi) 
2 

8i ha  L ( j ) l  O. Sirt J l'insieme dei punti j .  
Essendo L(5) ) O, se 

Invero la dis~iguag-liaiiza L(5) > O pi10 sciiveisi 

(') Cfr. G. POI.YA iiiid G. SZEGO, Q u f ! / ( ~ b e ~ ~  LIME Lekrsiitze nus der A I L ( L ~ Y B ~ B .  Berlin, 
J. Springer, (1925), pagg. 51, 63, 22.1.. 
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P. TORTORICI : Sulle fi~nzioni convees~ 145 

Sia ora E uii numero positive tale che i puiiti g - e ,  k + E siaiio aiiibedue 
interni ad (a, h) : poiché. per ipotesi 

è vera uiia almeno delle due disugurtgliitnze: 

e cib prova che esistono i n  (a, b) quaiiti si vogliaiio punti 7 pei quali è 

Se f(a) = f(b), per ogiii puiito -q si h a  : 

(h  - a)f(rl) > (b -- & I f @ )  = ( b  - ?)/ la)  + (-q - a)f(b) 
cioé 

Url)>O; 
se f(a) < f(b), si ponga : 

si h a  > 5 e percib esistono in (a, bj quanti si vogliono punti appartenenti 
all'intervallo (a, 5) e nei quali si ha :  

se f(a) > f(b) si ponga analogamente : 

si ha < 6 ed esistono in (a, b) quanti si vogliono punti 7 ,  interni a ( 5 ,  b), 
nei quali è ancora : 

ml > o. 
In  conclusione l'ipotesi L(S) > O impliclt l'esistenza di un insieme H iiifi- 

nito di punti q ,  diversi da 5 ,  contenuti in (a, b) e in (a, 5)  O in ( 5 ,  b) in cia- 
scuno dei quali si ha  

a71 > O, f (7 )  2? f (5) .  

Manifestamente gll insiemi J e H sono disgiunti. 
Dico allora che, se f(a)< f(b), a é punto limite di H, inentre s e  f(a)> f (h )  

e b punto limite di H. 

Annali di bfatematiaa, Serie IV, Tomo IV. 19 
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Per  fissare le  idee, si  supponga f (n) < f(h) e si osservi che H é deiiso iii 
ogiii puiito di (a, b) ,zpparteileiite a (25 - 5, Li. 

Infittti il puiito iiiedio di  (25 - 1;, 5) è 5 e di ogiii coppia di puiiti 5 - E ,  

{ t e  interiii ad  (a, b )  e a (25 - 5, j) uiio alinetio, per  quanto si è visto, 
appartieiie ad  H. 

Se in tale puiito H iion fosse denso dovrebbe esistere un iiitervallo w 
contenuto in (a, b) e i i i  (25 - 5, 1;) non coiiteiiente alciin puiito di H, cio che 
è assurdo perche l'iiitervallo o, sirninetrico di w rispetto iL 5, sarebbe tutto 
costituito da  puiiti di H, inentre esso, coine qualsiasi iiitervallo, contieiie iiifi- 
iiiti puiiti di J. 

Adunque ogrii punto comune ad  (a, b) e (25 - 5 ,  5) è punto limite di H e 
pero s e  25 - 1; < a, a è punto liini te di H. 

Se 25 - 5 > a sia o un numero positivo tale che 

esiste allora uii puiito 5,  di H tale che  sia 

Dalla esisteuza di t,, ritgioiiando coine per  5 ,  si dedurrk quel10 dell'inter- 
val10 (25, - 5, 5) aveiite per  puiito medio 5,, contenerite il precedente (25 - 5, 5) 
e ne1 quale H è deilso in tutti i punti che appartengoiio pure ad  ( I I ,  b). 

Si h a  o ra :  
25, - 5 < 2(5 - Cs) - 5 = (25 - 5) - 2o 

e pero l'estreino sinistro 25, - j dista dall'estremo siiiistro 25 - 5 del prece- 
dente intervallo più di 20 e da1 puilto 5 più di 30. Se 25, - 1; <a, a è punto 
limite di H, in caso diverso si scegliera un puiito 5, di H tale che  5, < - 30 
e si dedurrà l 'esistenza di uii intervallo (25, - 1;, 1;) l 'estreino siiiistro del 
quale disla da 5 pih di 70 .  

Cosi coiitiiiunndo, dopo un numero finito h di operazioiii corne quelle 
descritte, si  perverr& per la  prima volta a d  un intervallo (2th - 5, Q,l 'estremo 
sinistro del qua.le, distante da  5 piii di (2h - l)a, è non inaggiore di a e cii, 
fa. coiicludere che n è punto limite di H. 

Allora, per ogiii riuinero 0 positivo, nell' iritervallo (a, n + 0) esiste un 
puiito q iu  cui si  ha f ( v )  Zf(5). 

Cib posto sia K un nutnero positivo arbitrario e si determiiii un nuinero 
riaturale k tale che sia:  

2k[f(5) - f(a)l+ f (a)  > K ;  
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si  ponga 
h - a  O = -  

2 

e sin a + y,  un punto di H inter110 a, (a, a + 0). 
L a  classe di punti 

è coiitenuta in (a, L) e poichè f (a )  è convessa secondo JENSEN e si h a  

+ vi) > f (Eh  
si h a  pure : 

L'ipotesi L( [ )  > O implica dunqiie che f(x) non sia limita.ta saperiormente 
iri (a, b), con trariamen te alla premessa. 

3. TEOREMA. Una funzione f(x) definita e h z i ta ta  superio?~?nente i n  un 
intemal10 se ivi  B convessa 8 pulse continuu. 

Se B possibile la  fuiizione f(x), limitata superiormente e coiivessa i n  (a, h), 
sia discontiiiua ne1 punto 5  interno ad (a,  h)  e sin w l'oscillazione di f(x) in 
questo punto. Si h a :  

O > o. 
Allora l'oscillazione di f(x) in qunlunque intorno racchiudeiite [ noil B 

minore di w .  Si consideri il massimo numero n~ soddisfacente alle condizioni 

ed inoltre, un riumero riaturale n tale sia 

K essendo ixn iiuinero positivo arbitrario prefissato, ed ancora il nuinero i 
defiiiito da.: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sia A l'intorlio di centro 5 ed ainpiezza i ed x,, x, due punti di A pei 
quali si abbia : 

fW - f W J  2 m .  
Posto : 

X ,  - Xi = 8 
si ha  

lx* - X i ( =  I 6 l l i )  x 2 = x , + 8  
e i puriti 

xi, ~ , + 8 ,  x,+2€ ,...., X ,  i - ( 1 ~ - -  l ) €  

sono tutti interni a d  (a, b). 
Infatti se 6 > 0 si ha :  

A causa della corivessith di f(x) si lia : 

e soinmando meinbro a meinbro le disuguagliaiize aventi a secondo ineinbro o 
si deduce 

fm, + (92  - 113) - f (x , )  > 
ci6 che contraddice l'ipotesi che la  funzione f(x) sia liinitata in (a, h). 

4. Sis  ora f una funzione reale del punto P(x, y, .... a) variabile in un 
doniinio Q a 92 dimensioni semplicemeiite connesso e convesso ; secondo JENSEN, 
la  funzione f(P) dicesi convessa in 8 se, essendo P,(a,, y ,,.... z,), P,(x2,  y ?,.... z2) 
due punti qualsivogliano di 8 e P il punto medio del seginento P,P, si ha:  

Ln funzione f(P) è allora con vessa, manifes tamen te, rispetto a ciascuna 
delle sue IZ variabili; non sussiste perb la  proprieth inversa corne 10 stesso 
JENSEN h a  mostrato con un esempio. 
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Riguardo alla continuith, si pu6 osservare subito che  la  fuazione f(P) è 
continua rispetto a ciascuria delle sue variabili ma,'di piu, sussiste il segueiite 

TEOREMA. La  funzione f(x) convessa e limitata superiormente ne1 do- 
minio 8 a d  n dinzensioni semplicenzente counesso e convesso 8 ivi continua 
rispetto all'insieme delle sue vat-iahili. 

Per  semplicita si suppor'rh il dominio Q a due dimensioni. 
Sia dunque f(x, y) una funzione convessn in 9 ;  si ponga 

(a, 6, c, d costanti) 

e si supponga che, variando t in uri certo iiitervallo (r, ,  r,), i l  punto P ( x ,  y) 
appartenga n 52. La funzione F(t) definita ponendo: 

F(t)  = f(at + b, ct  + d), 

é funzione convessa di t in (T,, r,). 
Infatti, se  I l ,  t ,  sono due puriti di quest'ultimo intervallo e P,(x,, y,), 

P,(x2, y,) i punti corrispondenti di 8, si h a  : 

Cib posto, s e  è possibile, la funzione f(m, y) sia discontinua ne1 punto (5, 7) 
interno n 8 e sin w l'oscillazione di f ( x ,  y) in questo punto. Se  Cp é un 
dominio circolare di ritggio arbitrario p e centro (5,  q) contenuto in 8, l'oscil- 
lazione di f ( a ,  y) i n  Cp non è minore di w .  

Sia 6 la  distanza del punto (5, q) dalla froritiera di Q (O di un doiniriio 
limitato contenuto in 8 e contenente (5,  y)) e, scelto ad arbitrio un nurnero 
positivo K > o, si poriga 

Esistono nllora' in Cp due puliti (m,, y,), (CC,, y,) kali che 

e inoltre, detta d l a  loro distanza, si h a :  
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sulla retta conteiieiite i punti ( x , ,  y,); (x, ,  yl) la f(q y)  e U I M  funzione con- 
vesw F(t) di t e si ha : 

. . 
F(1) - F(0) 2 u. 

Si osservi che la distanza di ciascuno dei puiiti (x i ,  y,), (x,, y,) dalla 
6 

frontiera di 8 13, in forza di (l), maggiore di - e perb, se n è quel nuinero 
2 

natui.de soddisfacente alle liinitazioni 

il punto (x,, y,), con 
X, = xi -t (n - l)(x,  - x,), 

Y n  = Y i  + ( f i  - l)(x,  - x,), 

8 iiiteriio a 8 perché si h a :  

D' ~ l t r n  parte si ha : 

F(1) - F(0) > W ,  

F ( 2 )  - F(1) 2 w ,  
. . . . .  . . . . . .  
F(n) -- F(n - 1) 2 u,  

e perb 

ci6 che 6 assurdo perche, data 1'arbitrarietA di K ,  la funzione f(x, y) non 
sarebbe limitnta in Q .  

Il teorema enuiiciato é quiridi stabilito. 

5. Per le fuiiziorii di piu variitbili si potrebbe inettere la defitiizione di 
fuiizioiie cotivessa sotto altri: forme. 
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Cosi ad es. la  ftiilzioiie di variabili f(x,  y,.... z)  puà definirsi coi-ivessa 
ilel doininio 51 n IL dimensioni, senlpliceiiieiite connesso e convesso, se per 
ogiii sistema. di 7 8  i- 1 piinti di 51, (xi, y, ,... : 2,) (i = 1, 2 ,..., n i -  1) si  hi^ : 

ma rion è difficile provare che questa defiiiizione e equivalente a quella 
di JENSEN. 

Si potrebbe ancora dare uiia defiiiizione aiialoga a, quella di LANDAU per 
le fuiizioni di uiia variabile ma, a quaiito pare, senza nlcun vantaggio da1 
pui-ito di vista della semplicità. 
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Fortnule foiidameiitali della geometria 

soyra m a  varietà ttlgebricct. 

Memoriii, di G I A C O M O  ALBANESE (a Catania). 

Nella geometria sopra uria varieth algebrica V, a d dimensioni, capita 
contiiiuamente di dovere esprimere i vari geiieri aritmetici di uiia Vd-l legata 
a piix altre, in funzione dei vari generi aritmetici di quest'altre. 

Nella prima parte di questo lavoro determino i priiicipali di questi 
legami. 

Indico con Ut, il genere aritinetico della (i - l)esima varieth caratteri- 
stica A: di una varieth A  a d - 1 dimensioni di Vd ; con ae, il genere 
aiitmetico della varietA d'intersezione di due varietii B  e C. Ed ecco le for- 
mule piu notevoli che diinostro. 

1") Se A = B + C ,  si h a :  

con a+P+y=i  

1st somma essendo estesa, come per i l  polinomio di LEIBNITZ, a tutte le solu- 
zioni intere positive O nulle deli' equazione a + + y  = i, oppure : 

Per bene iiitendere queste foriniile, occorrr! perb convenire, che se nello 
sviluppo del secondo inembro, vi compare un termine au@" con u f v = d f t 
e t > l ,  non corrispondente percib, ad uiia effettiva varietR BUCv, bisogna 
porie : $3U@v = (- l)l-'. 

È bene perà notare che la  soinina di tutti questi possibili termini, con 
4i-d-1 

u + v > d 6 equivalente n (- lId+l x,(- lr(l)~h, sicch6 le stesse formule 
O 

si possono scrivere sotto la forma: 

Amiali di Matcmafica, Serie I V ,  Toino IV.  
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154 G. ALBANESE : Formule fondamentali della geometria 

la, prima sonma essendo estesa a tutte le soluzioni a ,  p, y, positive O nulle, 
della equazione a + P + y = i con y < d - i, oppure : 

la prima somma essendo estesa a tutte le soluzioiii Y, s, intere positive O nulle 
dell' equazione i < Y + s < d. 

Le prime due relazioni si prestano bene in uno sviluppo teorico, mentre 
le ultime due servono rneglio in un calcolo pratico, quando dati i valori iiuine- 
rici di d ed i si vu01 calcolare l'effettiva espressione di Ut. 

2") Se A = B - C, si ha : 

ed in generale : 

3") Piu interessanti sono perb le formule che espriinono i vari generi ai 
di una varietk A =  kB, in funzione dei vari generi 83-i B, e precisamente 
si ha :  

à-i i s k -  1 

U 1 O 

the per i = 1 diventa : 

Nella seconda parte applico le formule trovnte alle'ricerche di due 
notevoli gruppi di formule. 

Prima trovo le relaziorii che legano il genere El di una variet& A, ai vari 
generi aritinetici cTi del sistema 1x1 aggiunto ad 1 Al e precisamente trovo: 

Ufd-ad-'+ a'd-2-....+a'=U+2P,-d - 1 se d é dispari 
U f d  - a d - i  + a d - 2  - ....- €l '=a-d-1 se d é pari, 

Pa indicando il geriere aritmetico della varieth ambiente Va. 
Nella seconda applicazione trovo invece tutte le relazioni che legano i 

caratteri Q,, Q,,  Q2,...., Q d - , ,  rispettivamente grado virtuale, geriere curvi- 
lineo, genere aritinetico superficisle, ...., genere aritmetico (d - 1)-diinensionale, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sopra una varietà algebrica 155 

del sisteina canoiiico 1 DI di V,. E queste relazioiii - che foi'mano ln parte 
piii importante del presente lavoro - si possono distinguere in due gruppi: 

per qunlsiiisi vnlore di h trn zero e Fi>], e dove per uniformith si 6 posto 

P a = & , :  

per qunlsiasi valore di k tra 1 e - . K I  
In ogni gruppo si hanno fosinule iiidipendeiiti ina le formule del II gruppo 

sono consegiieiiza, linenre di quelle del 1 gruppo. 
Per d = 2, le 1 e le I I  si riducoiio alla nota formultt 8, = Q, - 1 che, 

soprii una superficie, lega il grado ed il genere delle curve canoiiiclie. 
Per d = 3 le 1 e le II si riducoiio alla formula di PANNELLI (') 352, + 2 = 251, 

e alla formula di SEVEI~I (2) Q, - Q, + Q, + 4 = 2 P , .  
Per k = al massimo valore possibile, a seconda che d 8 gispari O pari, 

le 1 e le II daniio : 

8, - Q , + Q , -  .... -i-Q,-,+ d -1- 1 ='2Pa d dispari 

5 1 , - Q , + Q , -  .... - Q d - i + d -  1 = 0  d pari 

eiitrambe doviite a l  SEVERI (3). 

In tutti gli altri casi le 1 e le II daniio formule essenzialinente iiuove. 
Per es. : per le V, (4) si ha  la nuova formula 2 8 ,  + 1 = 52, ; per le V, si 

haiino le due nuove formule 5 8 ,  + 2 = 2Q,, 2Q, + 2 8 ,  = 3 8 ,  + 7 ; ecc. 
In generale per Q, ed Q,, sopra una V, qualunque si h a :  

(0 PANNET.I.I, Sopi.n nlctctii enratteri di wzn  vnriefd alqebricn n tve dimeiisioici, Rand. 
R. Acv. dei  I.iiicei, vol. X V ,  1906. 

(') SEVERI, Fondnme~ili  per ln geometrin szdle varietci a1gebi.iche. Rend. del Circolo Mat. 
di Pnleriuo, toiuo XXVII, 1.919, 11.' . 

(3) SEVERI, loc. oit., 11." 30. 
(6) ALBANKSE, Sul geiteie a~ i tme t i co  dalle vnrietà a qlcnttro dinaei~sioi~i. Reiitl. R. A m .  dei 

Lincai, vo l .  XXXIII, 1924. 
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Le formule dei due gruppi 1 e II suppongono superata la  fainosa que- 
stione relativa alla doppia definizioiie del genere aritmetico di una varietA, 
priva di punti multipli. 

Coine è noto al10 stato iittuale della Scienza A necessario definire questo 
iiuinero in doppio modo ('). 

Nella priina definizione si chiama genere aritmetico p, di Ir,,, l'ultimo 
coefficiente della sua formula di postulazione, scritta in modo opportuno, 
coine sarh detto in seguito. 

Nella seconda defiriizione si chiatna ilivece genere aritinetico p',, di Ti, 
(d'ordine ni), il nuinero virtuale delle forme iiidipeiideiiti di orciiiie 1 1 1  - 11 - 2, 
aggiunte ad  unn proiezione generica di V ,  sopra U I ~  Sj,+i. 

Per  brevith chiamo p,, e p', il primo ed il secondo genere aritinetico 
di V,.  

Recentemente ho dimostrato (') che taiito p,, quanto p',, sono invarianti 
assoluti rispetto alle trasformazioiii birazionali. M a  sulla loro uguaglianza, 
p,, =p',, fondamentale in tiltta la  geoinetria sopra V d ,  non é stnta detta 
aiicoia l'ultimn parola. P e r  ora essa dipeiide da  uii postulato che natural- 
mente si cerca di evitare. 

L e  formule di tutta la  prima parte non dipendoiio da questo postulato, 
ma non é 10 stesso per  le formule 1 e II. Occupaiidoini di vedere come si  

trasformaiio le 1 e II, s e  si presciiide da  detto postulato, O clie A 10 stesso se 
si prescinde dall'uguaglianza p,, = p',,, t roro tre nuovi gruppi di formule 
molto notevoli : 

(III') 

per qusllsiasi vnlore di h tra 1 a - e dove 51, ed  Q',. iiidicano il primo ed KI 
il secondo genere della varieth D G r  del sistema canoiiico 1 DI di I/d ed Sld 
ed Q', il priino ed  il secondo genere di V,  stessa. 

(') SEVEBI, 10c. cit., 11.i 4, 8 e 30. 
(9 ALBANESE, I i~vnvinnzn del qeibere c~vit~rielico t7i utin unvieth nlgebqsicn. « Aiiibnli delle 

Univ. Toscane r ,  vol. IX, fiisc. II, 3984. 
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A inio avviso, uiio studio approfoiidito di queste forinule deve condurre 
alla diinostri~zioiie defiiiitiva, e iiidipeitderitemeiite da1 postulato acceriiiato, 
dell' uguagliaiizn pl, = p', . Iiitan to, esse mi permettoiio di dimostrare che se 
d 2 pari, 1' ugiia.glianzn pd = p',, é uni% coiiseguenza liiieare della ugua- 
gliaiiza p,, = pr,, per 11 < tl. Sicchè in foiido 1' ugungliaiiza iii parola, basta 
d i~n~st r l t r la  per le sole varietA di clirnensioiie dispari e di coiiseguenza -risul. 
terà dimostra ta iii generale. 

E questo 6 un altro passo avanti, verso la diinostrazione defioitiva e 
geiierale dell'uguagliiznza stessr.. E ci6 vale tniito piii, se si pensa, che tale 
diiiiostrazioiie pitre si debba condurre i i i  modo diverso a secoiida che n sia 
pari O dispari. 

Diiri, irifine i i i i '  ultima applicazioiie delle forinule trovnte, calcolaiido l'iii- 
variante di ZEUTHEN-SEGIZE della generic;i varietk del sistema 1 A + BI, in 
fuiizioiie dcllo stesso invariante e dei caratteri aritmetici di A e B. Limiterb 
Io studio al caso delle superficie di i i i i i i  Va. 

Detto Io l'iiivariaiite di ZEUTHEN-SEGHE di uiin superficie C di V3 si 
hanrio le formule : 

L+B = IA + IB i- 4[AB] i- [A2B] + [AB'], 

Id,,, = n d d  f 21n(m - 1)[A2] + m(m - 1)2[A3] - 2(m - lXm - S), 

dove, con le notazioni del SEVERI, [ M N ]  indien il geiiere della curva coinune 
d l e  superficie M ed N ed [ M N P J  il niimero dei punti comuiii ad M, N e P. 

Le formule valgono anche per le superficie del10 spnzio ordinario dove 
si possono applicnre molto utilmente. 

Sullriiivariante di ZEUTHEN-SEGRE relativo alle varieth a piii dimensioni 
spero di ritornar presto con uii altro lavoro. 

PARTE PRIMA 

I N T R O D U Z I O N E  

1. Sul genere aritmetico di  un% varieth dgebrica. - Ricordiamo che la 
formula di postulazioiie c(1) di uiia varieth Y,, ad n dimensioni, si pub scri- 
verc sotto la forina (SEVEKI, loc. cit., n." 4) : 
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Se V é irriducibile e priva di puiiti inultipli, in un certo spaxio Sh7 1' 111- 
tiino coefficieiite p,, di questa formula è il getzer-e m* i tmet ico efet l ico di V, 
inentre p  ,-,, p  ,,+,,..., p ,  soiio i geiieri aritinetici effettivi delle sczioiii di V 
con 8,-,, Sh -,,..., Sh-,, geiierici di Sh. 

Iii particolare se rn è l'ordiiie di V, ~ a ~ k  p ,  = m - 1. 
Sulla forinuln di postuli~zioiie è poi fondamentale la  relazioiie cli SEVERI : 

che lega la  postulaxiorie u(1) di uiia vnrietit V somma di due altre V, e V, ,  
V = Vi + V,, alle postulazioiii v,(l), v,(l) di V, e V2 e alla postulazione ut,(/) 
della loro iiitersezione V,,. 

III seguito iioi supporremo sempre V, e V,, dellit stessa diinensione 94 
i inmwse in uiia varieta IV (priva di puiiti inultipli, ad  91 + l dimensioiii) ed 
ivi variabili iii sisteini liiiewi piu volte iiifiiiiti. Allorn per  ln validitk della (2) 
basta (') clie VI sia irritlucibilc e priva di puiiti inultipli ; V,, aiiche spexzata, 
sia perb priva, di parti iniiltiple e V12 di dimeiisiorii qunlsiztsi < n 1, sin 
pure priva di parti multiple. Coiidizioni che per il seguito supporreino sempre 
soddisfii tte. 

2. Suppoi~i:t~no C ~ C  V,, sis di dirnensioiii sa - 1 - i. Posto per l a  ( 1 )  

I r  - 1) e sostituendo nella (2) sa ne dediicono le (con (p-, = pl-, = p -, = q-, - 
ugurtgliaiize 

p n = p f o + p ' l o + l ,  pv- i+p , .=p ' , . - l+p ' fv - , i -p ' y  t - p " , .  pcr I * =  1 ,  2 ,.,., i, 
pi+* + iI?i+s+, + (- l)i+'(qs-i -1- q s )  = pli+s + p1'i+s I- Pfi+s+,  + ~''i+s+g 

- pei.s=O, 1, 2 ,..., t l - i  -1, 
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(3) P d  = p'd + pr'd + (- l ) 'qd- id i  

che dù i l  geneve d i  u u n  vm.ietlt V sotumir d i  due allre V , ,  V, della stessa 
dimensione n, quando la loro intej.sezione é d i  dimensione n - i - 1 .  

Per i = O  l a  formula (3) coiilcide con una formula di SEVERI (Loc. cit., n." 5): 

Per i = d  - 1 cioé, VI, si compone di un gruppo di k punti si h a :  

e per h = O, ne1 caso cioé che V ,  e V2 non abbiano punti comuiii : 

3. Suppoiiiamo ora che V2 sin composta di due parti distinte, e per  siin- 
metriit poiiiamo V= VI i- V, + V,, applicaiido due volte la  (2) si ha : 

w = v,(O i- v d 4  + v3(4 - v L * ( ~  - vw(O - v3,(0 + v d 0  

v,,,(l), iiidicaiido la  pmtulazione della varietk TTI2, conlune a V, ,  V,, e V,.  
E in generale posto : 

v =  v, +- v2 + v, + .... + v, 
nelle stesse ipotesi e con le  stesse iiotazioni si h a  per induzione: 

la  seconda soinma esseiido estesa a tutte le possibili combinazioni semplici 
(Y) = r , ,  I., ,..., ri di classe i, degli indici 1, 2 ,..., k. 

Quando qualche varietk V ,.,,, ,.,.,.i inaiica, in quanto V,.,, V ,,,..., V,., iioii 
harino punti coinuiii, a l  posto di v,,,.,.... ,.il) bisogna mettere zero. 

In particolare, sapponendo VI, V2, ..., Vk varietà di uno stesso sisteina 
lineare 1 VI T,( si ha  : 

V = kVI, 
e l a  (5) diventa:  

iiidicaiido con ~ ~ ( ~ ' ( 1 )  l a  postulazioiie della varietà V,(i), iiitersezione di i va- 
rietk grnieriche del sistemn. 1 V,  l .  
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4. 1 generi aritmetici relativi rd un uiutema 1 A 1. -- Cib detto sia 1 A 1 
un sisteina liiieare di varietk a d - 1 dimensioni, iintnerso in una varietk Va 
priva di puiiti multipli ed iiidichiamo con Ai la varieth a d - i dimeiisioni, 
comme ad i varietk geiieriche ed iiidipendenti del sistema 1 Al .  Ch' laine- 
rem0 At unn varietk caratteristica di ordine i - 1 di 1 A 1 ed iiidicheremo 
con Ut il suo geiiere aritmetico. 

Insieme ad 1 A 1 riasce quindi la considerazione delle varietk A A2, A3, ..., 
Ad-', Ad e dei rispettivi generi aritmetici a, d3, ..., ad-i, ad. 

Si noti che Ad-' 8 uns curva e Ud-' il suo genere, Ad é U I ~  gruppo di 
punti e che Eld è ugunle al ~~~~~~~o di questi p m l i ,  diminuho d i  unn uuità. 

Per la effettiva esisteiiza di tutte le varietk A h c c o r r e  che 1 Al sia, al- 
meno ma-'; questa condizione noii 8 perb necessaria e stabilite le formule 
di addizioae e sottrazione ne1 caso generale, i numeri &IL relativi ad una va- 
rietk A si possoiio definire indipendeiitemeiite dalla varietk AL aiiche quando A 
varia O in un sistema coiit,inuo che non sin liiieare, O sia isolata, oppure sia 
virtuale. Basta estendere a queste varietb, le ilote coiisiderazioni, che al10 
stesso scopo, si fanno per definire il grndo ed il geiiere virtuali di iiiia curva 
di una superficie. 1 numeri di  che cosi si otteiigono saranno i vari generi 
aritmetici virtuali di A, e soddisfano alle stesse formule di addizione e sot- 
trazione del caso generale. 

A completnre le nostre notazioiii, converremo di indicare con 8''@8, il 
genere aritnietico della varietk BrCS d'ii-itersezione delle due varieth Br e Cs. 

Formule relative al caso di A - H + C. 

5. Calcolo d i  a i .  - Suppoiiiamo che sopra Vd sia 1 AI =I BI + 1 CI e che 
la generica varietk BC sia a d - 2 dinieiisioiii. Per la formula (4) del SEVEIII, 
con le nuove nottizioni, si ha : 

(7) a=n+e+ae. 
Vogliamo diniostrare che se BVCs e di dimelisio~ie regolare d - r. - s, 

. la (7) si esteiide coi1 la forinulii. geiierale : 

la sonma esseiido estesa, come per il polinomio di LEIBNITZ, a tutte le solu- 
zioni ititere positive O iiulle dell' equazioiie a i- P -1- y = i ,  e con ln conven- 
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zione di  porre 8"eS i (- l)t-i, tutte le volte che è ~ * + s  = d -+ t con t 1, 
ne1 qual cnso, la varietà B''Ca evidenteinente non esiste. 

La formula e la coiiveiiziot~e soiio eiitrambe vere ne1 caso di i =  1, 
anche qunndo A, B e C soiio gruppi di puilti di una curva Ir, (d = 1), ilel 
qual caso BC non esiste, e a1 posto di 83.2, essendo t = 1, bisogila sosti- 
tuire i- 1. 

Fer i = 2, si calcola facilinente che é proprio : 

E siccoine qui 1- -+ s è al massimo uguale 4, per essere 1 -  i- s > d occorre 
che sia d I 3. 

Per tl = 3 si ha effettiv~nente 

e perché questa coincida coi1 la (9)) basta prendere = 1. 
Per d = 2, A, B, 12, soiio curve di u~ia  V , ,  A! BB", Cs, e BC SOHO gruppi 

di puiiti e si ha evidenteinente : 

e percliè questa coincida con la (9)) basta preiidere éB0(3=~@'=1 e 8'C2= - 1. 
In tutti questi casi ln formula (9) è dunque vera., se coiiveniaino di prendere 
coine si A detto, 8TS = (- l)t-i, tiitte le volte che 9 ,  + s = d + t con t 2 1. 

Accettiaino la (8) e la corive~izione come vere per tutti i valori 1, 2, ..., i 
dell'espoiieiite, e dimostrisino che esse sono vere anche per i f -  1. 

Indichiamo con B ,  e C, le variet& che B e C staccano su A. Ne segue che 

Ma è il geiiere della varietà ABx'TC@tT = ( B + C ) B X l ~ C ~ + Y ,  
che sopra la varietk Bz+yCBtY si- pub considerare come la somma delle due 
variet& BL+Y 1 lC@+Y e B Z  *YCP+Yi-1. 

Percii, per la (7) : 

che simbolicamente si pu6 scrivere sotto la forma : 

Annali d i  kiatematica, Serie IV ,  Toino 1 V .  
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Sostitiieiido avremo : 

Si osservi peri, che se iiel teriniiie ,.%;+~Ct+r, è a + P + 2y  = t l -  1 + t, 
la varieth B?*YC!+Y non esiste e il ragioiianiento di sopra perde sigiiificato. 
I n  ogni modo la (10) vale niicora. 

Difatti, essendo B:+y CPT, coiiteiiuta i i i  una varieth A a d - 1 dimensioiii, 

per la conveiizione ammessa SC a + p +2y = d - 1 + t sarh 83:+y@! t y = ( -  l)t-i 
e ln (10) rimaiie vera se conveiiiaino di preiidere: 

se conveniatno cioè, di accettare come vera la convenzioiie detta anche pel 
valore i + 1 dell' esponeiite. 

Concludiaino che la formula ( 8 )  e la conveiizione soiio verificate in generde, 
purchè BrCS, quttndo 9 .  + s  < cl, abbia effettivameii te la dimensione d - 1 .  - s ; 
se no invece della (4), si sarebbe dovuto applicare la (3), e la (8)  11011 sarebbe 
piii vera. 

Alla (8) si pub dare una forma leggermeiite diversa. Poniamo: 

i !  - i !  
a ! F ! y ! - ( i - s ) !  ( i - v ) ! ( v + s - i ) !  = ( P )  (i s)  

e sostituendo ilella, (8) : 

con la, solita convenzione di porre .%"@s=(- l)t-', tutte le volte che è 
q m + s = d  +t ,  con 2 2 1 .  

6. Quaildo 2i > d iiella (8 )  e iiella (8') vi coinpaioiio dei termini $W?S 
con 9 -  + s = d i- t (t > O),  che iioii corrispoiido~io ad effettive variet8 B"Cs e 
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bisogna sostituire coii (- l)t-L. III tdi  casi ' bisogna percib trascinarsi dietro 
dei terinini superflui, che specialinente quando d ed i sono dati niimericamente, 
ingoinbraiio iiiutilmente il calcolo. Conviene percib calcolaie il valore coniples- 

i! 
sivo U di tutti questi terinini, calcolare cioè, la somma 2~ (- 
per tutte le soluzioni intere positive O iiulle dell'equazione a t P + y = 2, 
coi1 a + p i- 2y = d t t .  

In ta1 cnso si nvrh, i + y = d -1- t e si potrh scrivere : 

la soininn essendo estesa n tutti i numeri iiiteri positivi O nulli a e y che 
verificniio le relazioiii : a i- y S i e y > d - 2, e perci0 : 

i i-y 

d-ii 1 u d-i 1-1 

e posto i - y = h si ha in defiriitiva 

La (8) si pub percib scrivere sotto la forma: 

la priinn somma csseiido estesa. a tutte le soluzioiii intere positive O nulle 
dell'equnzioiie a + j3 + y = i coii i + y  < d. La secoiida somma vi coinpare 
solo quaiido è 2 i  2 d -1- 1, il che si ottieiie ~seiixa alciiiia nltra ipotesi, coiive- 

nendo, calne d' ordiiinrio, di preiidere = O tiitte le volte che é h < 0. (3 
AnaIogainente In .(8') si piid scrivere 8 0 t h  la foriiin : 

la prima soinina esseiido estesa a tutte le coppie di iiuineri 1 .  ed s positivi O 
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niilli che verificaiio le disugunglianze : 

i < r t s F d .  

Notiaino che se ln (11) e ln (II') si prestaiio meglio in un calcolo nuine- 
rico, ln (8) e la (8') invece, si adoperano con maggiore facilità e sveltezza i n  
ogiii sviliippo teorico, coine O facile verificare con esempi. 

Formule relative al caso di A = 1s - C. 

7. Calcolo B i  a. - Supponiamo che sia A B - C. 
Voglirtino diinostiwe la formula : 

the sinibolicamente si pub anche scrivere sotto la forina : 

(1 2') a = (8 -- @)(l - C? + @" .... + (- l)d-'@"' ) i- (- Ild. 

Per d = 1 la formula è vera: infatti se A, B e C sono gruppf di punti 
di  una curva V , ,  si ha evidentemente : 

a= 8 - e i -8 - e -1- (- 1)'. 

Se poi è d = 2, A, B e C sono curve di uiia V,, e si pa  subito : 

Amiiiettiaino la formula vera per le varieta n d - 1 dimensioni e diiiio- 
striainoln vern per le varieth a tl diinensioiii. 

Iiit,znto snrA U = 33 - @ - UrV, dove U@ iiiclica il genere della varieth 
A C =  RC- CZ. 

Poninino B C =  B, e C h  C, ; esseiido B I  e C, varietà a d - 2 diinen- 
sioi:i della varieth C, snrh per ipotesi : 

e quindi : 
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Orn 8,ef = 8C?1+L e C?;+' -- per cui sarA : 

d-a d-3 

Per la vnliditk della foi'iiîula occorse seinpre che ogiii vttrietit 8T?* sin 
di diineiisione d - Y - S. 

8. Cdcolo di  ai. - La. (12 )  si esteiide con la foriiîul:~ : 

i d-tcr 

t - q p  4- (- 1)a-i-t-I 
O 1, 

e che si pub sci'ivere siiribolica.ineiite in modo pih. conciso: 

d-i 

O 

Per i =  1 queste formule si riducor10 rispettivamente alla (12) e (121, cioé 
esse soli vere per i =  1. Aininettiamole vere per i e dimostriamole per i + 1. 

Ora AWi = AiB - AiC, posto qiiiiidi H A i  = B, e CAi = C,  e iiotarido clle 
BI e Ci soiio varietA d - i - 1 diinensioiii della varieth Af a cl-i diineilsioiii, 
per la (12) si avril: 

Per la priinn soinina poiiiamo B, = B%* e C, = BCJ*', d l o ~  s i i h  Va- 
rieta ambiente BCs, la varieth AiBCS risultn uiia (i -'l)es"nla varietà 
ristica del sisteina. [B, - C,]. 

Aiialogarneiite posto per la seconda soinina BC8kL = as Cd+2 = c 3 2  
variet& CS+I,  variet& AiCx+l riSulta. uns (i- l)eci'3ZQ v:i.riet& car;ttte- 

ristict~ del sisteina [B, - C,]. 
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166 G. ALBANESE : FovmuIe fondammt@Zi- della geornetvia 

Applicando ln (13') allora si svr8 :  . ' 

Ora ogiii varietg del tipo E i - X ~ i  C: p a r  la definizione stessa di B, e 
espressa in fuinione di B e C si pub iildicnre con Bi-4+1Cx+l-t= B.  B ~ - ~ C Z C ~ + ~ .  

Ne. segue Che : 

Analognmen te si  hi^ : 

e ponendo t al posto di s 4; t : . 

ed iiifiiie soinmsiido rispetto ad s : 

che coiricide coi1 ln (13') qiiando si poiign i al posto di i +- 1. 
Per cui la (13') B ver8 iii geiierale. 
Dalla (13') si passa alla (13), svilupp~~iido 1 ; ~  pdeiiza (fi - C)(. 

, . .  

Formule relative al caqo di . r  r ~c K. 
1 , .  

9. Calcolo di a. - se A = k B  è applicabile, ln foriniiln (6) :i. "01-" 

cnlcolnta. Dette a(l) e W ) ( l )  ln postiilnzioiie di A e della ( i  - 1) mima vni'ietb 
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sapa urm vavieth algebrica 167 

caratteristica B q e l  sistemit 1 BI,  si avrh : 

e posto: 

d-i 
(i) - con p-, = q - ~  - 1, 

le d-i Z t d  - i-s 

1 

-f q(*i!i+i) per r , =O ,  1, 2 ,..., d - 1, 

e di consegueiizn 

Ili queste formule q%i, 1 indica j l  gei~&e aritmetico della sezihe di Bi 
COII un Shh-d+r+i geiierico, del10 spazio ambiente Sh.  

La (15) acquistn particolare interesse per r = d -'1, allora si lia: 
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168 G. ALBANESE : Fornulle fottdanaenttrli della geometvia 

dove q$!-i itidica il genere aritmetico di B({) stessn. Sicché posto colle solite 
notrtziotii, p,-, = El e qdli = $3' si avrh : 

10. Fortaule ausiliarie. - Pritna di  estendere la (17) e cnlcolare Ut, ci 
convieiie premettere alcune formule sui coefficienti bitioiniali. 

La prima di queste formule è : 

per O < r < i  

per tutti i valori di 2. < i, ed a qualuiique. 
E facile verificare che la (19) é vera tanto per i = 1, quaii to per i = 2. 
Dopo di che, si diinostra, seiiza difficoltk, per iriduzione. Per brevitk 

omettiamo la dimostrazione. 
Dalla (19) moltiplicaiido . per (- 1)2 e faceiido uiin volta a = O  ed una 

volta a= 1, si hanno le due formule: 
i sk -- 1 

y - y - )  ( )  = O, - - (  , ) = O per O <  1 .  < i. 
1 O 

In virtù di queste formule e coi1 le solite proprieta dei coeficienti bino- 
rniali, é facile poi diinostrare quest'altre due formule : 

d-i- l d-"1 i sh 
(- I ) ~ ( ) (  S 2-911-t-1 ) = 

(20) d-c-1 i+ 1 

O 1 

Fer brevith ohetteremo la dimostraxioiie anche di queste formule. 

11. Calcolo di di. - Ci6 detto vogliamo diniostrare che la (17) si estende 
con la forniula : 

d-i i sh- 1 
(18) ai =x,z,( i - ) (  ) + - ( )  ). 

O 1 s z t t  1 
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sopra una varietct algebrica 169 

Procediamo per iiiduzione, aliiinettiaiilola home vera per i e dimostriaiiiola 
vera per i + 1. 

Ln iesim" varietà caratteristics Ai+' di 1 A l ,  si pub pensnse sopra uiia At, 
coine l'intersezione di Ai  stessa cor1 uiin vsrietà kB, per la (I ' i) ,  poste AiB = C, 
si avrk allora : 

Ora sopra At, è Cnz= AQm, che pensata sopra Ilm, si pub colisiderare 
corne la (i - l )es ima varieth caratteristica del sisterna staccato sopra Bm da1 
sistema 1 k B I ;  ma allora è applicabile la (18) e per la (19') si potrh scrivere 
siiccessivainente : 

d-i d-m-i i 

t t i  

d-in-i i 

O 1 
t -1- i 

d-i- 1 sk - l - s ) (  ) ..+i-+i + 
z - Ill + l 

ed applicaiido la (20) e la (21) si ha defiiiitivameiite : 

che coiiicide coi1 la (18), qiiaiido si cninbi i + 1 in i. 
Dunque la (18) esseiido vera per i = 1 ,  é vera in generale. 

Annali di  Matamatica, Serle IV, Tamo IV 
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170 G. ALBANESE : Fovnzule fu~itlumentali della gecmetria 

Per i l  cnlcolo delle (18) sarebbe inolto comodo calcolare le soilîine 
i i sh-  1 

(- ( )  e ( -  i - ~ ( ) (  ), i i i  funüioiie di  h, t ed i .  
1 

P A R T E  S E C O N D A  

Applicazioni. 

1% Lo formiilo d i e  legano il genero di  un;^ varieta si gcneri del  no 
dstenia aggiunto. - Applichiaino le formule trovate n cescare le relazioni 
che legaiio, sopra V,, i geiîeri aritmetici a', U'" U ' L ,  a'*-', del sistema 1 A ' / ,  
nggiuiito ad uii sistema 1 Al,  al geiiere & di A ed ;il geiiere aritmetico p, di Va. 

Iiidichiamo con 1 DI il siutenla caiioiiico di V d .  Si avrà: 

d d 

= Li (- 1y-i 9 + 2: .  (- l)d-i [(El i 9 + aqi 9q 
1 1' 

d t l  
i- 2, Ub7-' (a + 9 3- u9)d-P+i. 

2 
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D'altra parte per le conveiizioni poste, si ha : 

Sostitueiido, iiifiiie risulta 

11idi~lii:uno coi1 Q,,  Q , ,  P ,,...., a,-, il grado vii'tunle, il gciiere ciirviliiieo, 
il  geiiere nritinctico superficia,le, .... ed il geiiere nri tinetico (d - 1)-diineiisioiiale 
del sisteina caiioiiico ( D 1 di V,. 

Iiidichiaiiio nnalogniiiente coi1 o,, w , ,  w,, ...., w , - ~  gli stessi caralteri del 
sisteiiîs cniioirico della vni'ieth A, del sisteins cioè 1 A-+ A D ] ,  si avrA : 

d-1 
X i  ( -  l)d-i-id(d + 3 f m)i = W O  A 0 ,  + (0, - ..:. 4- (- l )d-2 wd-? - 1 
1 

e di coiiseguciiza per In. (25) 

Distiiiguiaino due cmi. 
1" C ~ s o  : tl  d i s p l - i .  - I i i  ta1 cas0 per note foi'inule tlcl SEVERI (loc. cit., 

11." 32), si lin, : 
Q,-i2,-1-9,- .... 4 - 8 , - , = 2 p d - d - 1  

( o O - 0 1 + W 2 -  .... - w d - z = -  d -1- 2 
e percib : 

a d  - a d - '  + a d - 2  - .... -1- = & 4- 217, - d - 1 d dispari. 
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2' CASO : d pal+. - Ili ta1 caso per  le stesse formule del S E V E I ~ I  si ha :  

Q o - g i + S Z , -  .... - Q , - , = - d + 1  

0 ,  - w;+ w, - S... -1- = 2a - d 
e percib : 

a d  - E d - L  4- a d - 2  - ,,,. - a! = fJ - (1 - 1 cl pari. 

Pe r  usare le notazioni del SEVERI,  poiiiamo a = pd-, , ad = utO - 1 (') 

ed  alt = ?z',-~, per i < cl. L e  forinule di soprrt s i  possoiio allora scrivere sotto 
la forma: 

n f O - ~ z t , t ~ ~ ' , -  . . . + ? % t a - i = ~ d - i + 2 p d - t / ,  s e d é d i s p a r i  
nto - nt, i- ~ i ,  - ... - nt,-, = pd - d se  cl è pari 

che estendono alle V ,  note fornlule per la superficie e per le V , ,  

13. Altre formule nusiliare. - Prima di aiidare avaiiti procuriainoci 
qiinttro formule che poi ci toriieraiino molto utili. 

Nella (19) poiiiamo i = a + 1, 7 .  = a, a = - k e cainbiamo l'iiidice s 
iii Z L  t 1 ,  si avr& : 

ossia 

Iii questa a1 posto di o mettiamo 2k + 1 - 1 .  e al posto di k niettimio 
d - 2k, si ottiene facilinente: 

e poichè la  seconda somma, 8 nulla pei. tutti i valori di i > 2k - I . ,  si nvrk 
definitivamente : 

Ponendo iii questa d + 1 al posto di d ed v +  1 nl posto di 1-, tenwdo 

-- 
(l) do é percib i l  grado virtiiale del sir;leinn 1 A ' ] .  
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coiito della (i9), troviaino l n  secoiida formula cercnh ,  e cioè: 

Le  altre due formule si otteiigoiio, con brevi trasformazioni, ponciido 
iiell:~ (27) c nella (28) 9 .  =O.  Esse sono; 

Per brevitk omcttiamo l a  dimostrazione. 

Le formule che legano i caratteri Q 
del sistema canonico di una V,. 

14. P r i m o  gruppo. - Ritoriiinmo alla ilostra varietk Va e co~isideriaino 
il suo sistema caiioiiico 1 D 1 (anche se virtuale), i cui  caratteri, grado virtuale, 
geriere curvilineo, genere ari tinetico superficiale, ... , geiiere aritmetico (fi-- 1) 
diiiieiisionnle, abbiamo detto di iiidicare cou 8,, Q , ,  9 ,,..., &,-,. Pei. uiii- 
forinitk iiidicheremo con Qd il genere aritmctico pd di Va:8, = p ,  . 

P e r  potere applicare la  (18) coiiverrk porre 51, - 1 =a, e per siminetria 

Q, = o, , 8, = wo ,... , Qd-,  = ad-, . In  ta1 modo i numeri oi(i  = O ,... , d 1 )  
rappreseiita,iio i successivi geiieri aritmetici relativi a l  sistema 1 D 1 .  

Soprn uiia varietk D, il sistemil caiioiiico è dato dit1 sistema 120'1, doppio 
del siio sistema caratteristico 1 D? 1 .  Andogmnente sopra, uiia varietk D' il 
sisteinn caiioiiico è dnto d d  trip10 1 3D3 1 ,  del suo sisteins cnratteristico 1 D3 1 ,  
e cosi via, soprst litla Dd-'k-t il sis te in;^ canoiiico è dato da1 sisteii-i:~ 
1 (d - h)Dd-" 1 . 

Indichinmo con w,', w,', w,', ..., o,,', i vari geiieri aritinetici di quest' ultiiiio 
sistema. 

Essendo di dimensione d - ( d  - 2k - 1) = 2k -+ 1 dispiwi; pcr 
la formula di SEVERI (loc. cit., il. 32), ricordaiido clic 
deli'ultiino gruppo caratteristico, ed è percib ugunle a1 
uno, si avrk :  

2 k 

o,' iiidica i l  geiiere 
grado virtiiitlc iiieno 
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D'nltra parte i geiiei-i del s i s tem 1 ( d  - 2h)Da-2h 1 si possoiio 
esprimere mediaiite la (18), i i i  fiinzioiie dci geiieri w i  del sisteina 1 D d - ? k  1 .  
Per avere u',,-~ baste& porre nella (18) d - 2k al posto di k, 2k -+- 1 al 
posto di d ed i $- 1 al posto di 8 ;  sicchè verrk: 

e perci6 sostituendo n e h  (31): 

?Ir 2k-i i l 1 i t l  
2 D , h + ~  = xi z. cj- IY+'( ) t(:- :hi) w2k-i - t  +- 

o u  1 

ed iiitxodiiceiido le f2 il1 posto dcl;e o: 

2h i l l  

1- 2h + 3. 
u 1 

Nella pi.iniil soniiiin poiiiniiio 2k - i - t ='?-  cd esegaiaii-io lc tx1t.i.e due 
somme si nvrk:  

clie per le foriniile (27) e (29) si piib scrivcrc i i i  forma clefiiiitiva: 
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per tutti i possibili valosi di h t ra  zero e [d - 2 '1 gli estreiui iiicliisi 

e i.icordaiido che abbiaino posto Q ,  = p i .  

15. Seeondo griippo. - Consideriaino 01-a, il sisteina canoiiico della va- 
rictA Dd-lk che é dato da1 sistema [(d - 2k + 1)Dd-2k+']. Indichialiîo i siloi 
goiieri nritinetici coii o,', o,', ... , w ' , ~ - ,  , Esseiido d - (d - 2k) = 212 pari, la 
varietk Dd-2k e di diinensioiii pari e per l a  secoiida foriniila di SEVERI, si avrk :  

Operando corne sopra, iii base alle formule (18), (28) e (30) con calcolo 
perfettainente analogo, si a v r à  il secondo gruppo di formule a cui soddisfano 
i iiiiineri Qi e precisamente : 

per qualsinsi valore di k t ra  1 e - gli estrerni inclilsi: [il 

16. Lc! formule del aecondo gruppo conie consclguenza linoai-e di quelle 
dcl pririio griippo. - Per  cl = 2 l e  1 e le II si riducoiio eiitrmlbe alla i i o h  
fornîuli~ Q, z Q, - 1, che sopra uiia superficie, lega grildo v i r tude  e genere 
delle curve caiioriiche. 

3 
Per  d = 3 l e  1 ci daiino la  relazione di PANNELLI 52, = - Q ,  + 1 e hi. rc- 

2 
lazioiie di SEVERI Q, - 0,  i- 52, + 4 = 252,. 

Ora lc II per d = 3 ci danno di iiuovo la relazione d i  YANNELLT. 
Cosi per  d = 4 l e  1 si riiiucono alle due foriniile: 

e la II ci daiino l e  stesse formule. 
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176 G. ALBANESE : Formule fojwlame~rtali della geon1etric.c 

Per d = 5 le 1 diveiitano: 

e le II si riducorio nlle priine due di queste formule 
In altri termiiii le II, dmeiio iiei casi visti, 11011 ci daniio inai formule 

nuove; sono cioè formule linearinente di peiideil ti dalle 1. 
Il fatto è geiierak e 10 dirnostreremo per iiidiizione. 
Iti titiito, poiieiido tielle 1, h = O si lia : 

e ponetido nelle II k -7 1, si ha: 

d - 1  
che divisa per -- ci dà la formula di sopra. 

2 
La propi'ietk è percib vera per la prima delle formule II. 
Cio detto arnmettiamo che la proprieth sia vera per la la, 2", ... heSinza 

delle forinule II e dimostriainoln per la (h -i- l)ebtma. 
Basterh far vedere che l a  formula 

è uiia consegueiizn liiieare delle foririule 

per i=0 ,  1, 2 ,..., k - 1  

per i = 0 ,  1, 2,..., k -  1. 
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c l - k + 2 i -  1 A tale scopo moltiplichiaino ln. (33) per si aviA subito. 
2i -1- 1 

Moltiplichiamo la (34) per (d L21: "), iii maniera nnnloga si avrk: 

Somiriiaino la (35) rispetto all'iiidice i da zero n k, sotniniamo la (36) ri- 
spetto all'iiidice i da zero a k  - 1 e facciaiiîo la differeiizn dei risultati, 

Nella. prima somma 52, vi compare per tutti i vitlori di i che verificano 
la relazioiie 2k - 2i >r, nella, seconda andogameiite Q,., vi compare quaiido 
è 2k - 2i  - 1 2  9 . .  Quiildi nelle prime due somme il coefficieiite di 8,. 6 

2k - 1. 
2' essendo estesa R tutti i vnlori di i da zera al piii grande intero <- 

2  
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e 2" essendo estesa a tutti i valori di ,i d a  zero al  piu grande intero 
2k - 1 . -  1 < 2 

. Ma allora 

che per 9. dispari è nul10 e per  1- pari è ug~iale a due. L e  prime due somme 

d - 2s 
si  riduüono percib a 2 x ) . Riunendo a questo, il termine 

O 

scritto ne1 secondo meinbro, si pub scrivere: 

Ora è facile dimostrare, con le  solite propriéth, dei coefficienti binomiali, 
che si h a  identicamente : 

e analogamente 

Sostituendo si arriva alla formula 

the divisa per  due, coincide con l a  (32): C. V. D. 
Pe r  il principio d'induzione, dobbinino perci6 coiicludere che le  formule 

del secondo gruppo sono conseguenzn lii-ieare di quelle del primo. 
È chiaro perb che separatamente in ognuno dei due gruppi si hanno 

forniule frn di loro indipendenti. 
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sopra una varietà algebvica 179 

In tutto percib le (1) e le (II) ci danno r, - '1 formule indipendenti fra 

di loro. 
Ne1 caso di d pari, per es. d = 26, le 1 e le I I  contengono 10 stesso nu- 

d 
mero 6 =- di formule e percib anche le 1 sono consegiienza liiieare delle II. 

2 
Se perb d è dispari, J = 26 i- 1, il priino gruppo contieiie 6 +- 1 formule, 

iz?entre il secondo gruppo lie contiene 6. 
In ta1 caso le prime 6 formule 1, sono conseguenxa lineare delle formule II. 
M a  non avvieiie Io stesso pey la (6 t l)esi'na. Questa formula coiitieiie S2, 

che lion figura iii  nessiinn altra forinula dei düe gruppi, e percib è indipeil- 
deiite da esse. 

17. Il cnso d i  d=26 pari. - Fissiaino l'attenzione su1 caso di d=Y6 pari. 
Pcr h = 6, da1 II gruppo si ricava la forinula di SEVERI: 

che coine si é detto é uiia consegueiiza lineare delle 6 formiile del 1 gruppo. 
Indichialno con w,, O,, ..., u,~- , ,  i caratteri del sistaina canoriioo, 120'1 

di una varietk caniriica D di Vd e poniaino W1&i = SIPB-, . 
Mediante le (18) esprimiamo le quantitk Qi iii fiiiizione delle oi e sosti- 

tuinmo iielle 6 formule del gruppo 1. 
Le 6 relazioni, nelle qriantitst w,, che cosi si ottengoiio, sono le 6 relit- 

zioni del gruppo 1, relative alla varietk D. 
.Ne segue che la (37) è uiia coriseguenza liiienre delle formule relative 

alle varietk D a d - 1 diinensioili, e percid: 
Per  u n n  Vd, d i  dimensio~ze d = 26 pari,  la  9.elazione (37), si pub de- 

. d u w e ,  nzedinnte le (18), come conseguenza lineare delle 6 fomnule che legano 
i c a m t t e r i  del sisterna canonico d i  u n a  val-ietà D a d - 1 dinhensio~ii. 

Sicchè acquisite queste 6 formule per una varietk a d - 1 diineiisioiii, 
la (37) si pu6 dediirre da esse, in virtii delle (18), coi1 seniplici trasforma- 
zioiii lineari. 

Cosi per es.: dalle due relnzioiii: 

che legaiio i çnrnttei'i del sisteina canonico cli iiiin V2, con le (18) e coi, 
seinplici calcoli algebrici, si deduce che i caratteri 8, del sistema canoiiico 
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di i i i i : ~  V,,  verificano ln relazione: 

E andogainente dalle tre relazioni, relative ad uiin V , :  

applicando le (18), segue linearmente, che i caratteri P, del sisteinn caiioiiico 
di uiia V,, verificano la relaziorie: 

5 1 , - 9 , i - Q , - ~ 2 , - t Q , - Q , t 5 = 0 ,  ecc. 

. 18. Un'altra definizione del genere aritiiictieo. - Coiivieiic a qiiest.0 
puiito ricordare uiia seconda definiziorie del genere nritmet&o di iiiia. varieth 
algebricn V d ,  priva di punti niiiltipli, come si è acceiinato in prefttzioiie. 

Proiettiamo genericamente Vd iii unn Wd di  un Sa+, e sin m l'ordiiie 
di W d .  

Indichiaino con H ln varieth doppia di W d  e con h(1) ln sua formula di 
postulazione : indi poninmo : 

il iiiiinero p i ,   COS^ defiiiito, si chinnia pur esso, genere aritinetico di Vd, ed 
esprime il numero virtuale delle forine iiidipeiideiiti di ordiiil? 1 1 1  - d -- 2, 
aggiunte a W@.  Numero virtuale, perché calcoltito iiell' ipotesi che IL(/) espritnir 
la postulazioiie di H anche per 1 = nt -- d - 2. 

19. Il primo ed i l  secondo genere nritiiietico d i  una varieth Vd.  - 
11'ugunglianza, pd = p i ,  fondamentale in tuttn la geometria sopra V d ,  e ne- 
cessaria miche per giustificare 1:i. coiniiiie denomenaaione dei due nuineri, é 
stntn dimostrata per le variet& di dimeiisioiie cl 5 4 e per le varieth LTd coin- 
pleta intersezione di forine. 

Ne1 cas0 geiierale la  stessa iiguaglianzn è stn.ta dimostr:itix da1 SEVERI, 
in base perb a1 postulnto, esplicitmneiite ctiui~citito sotto In forma: a Ogui 
val-ietà dotata di pzcnti mzdlipli si pub consiile?.a7*e cnme l h i l e  d i  UWL 

s e w n  si?zgola~*itci appavtenente al10 stesso spnzio B. Naturdmente si tende 
ad eliminare questo postulato e dimostrnre per nltrn vin che efiettivameiite 

Pd = pdr. 
Le formiile ditnostrate nella priina parte non dipeiidoiio da qiiesto postii- 

lato, ma non si pub dire 10 stesso delle formiile dei due gruppi 1 c II e qui 
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vogliaino esaminrirw come esse si trasformano se presciiidinmo diil postiilato 
stesso. Cib ci permetter8 di trovare un iiotevole griippo di formule clie legaiio 
i nuineri p, e p i .  Uiio studio approfondit0 di  queste formule credo che por- 
terA n diinostrare defiiiilivameiite e iiidipendentemeiite dii.1 postiilato detto, 
1' uguaglinnza pd - p i ;  iiitento esse ci. perinetteraniio di tliinostrii.re che se t l  

è pari, 1' ugunglinnza p,  = p,' è uiia coiisegueiixn liiienre dell' iigungliaiiza 
p,, =p,' per 12 < d. 

Da questo inomento presciiidiamo percib deli' iigiia.gliaiiza pd = 21,' e 
chiaminmo pd e p i  i l  p h o  ed i l  secondo genere nvitnzetico d i  Va.  

20. 1 gcneri P,.' ed 51,. di lins 8:wieCL - Riprendinmo le vn.ricta Da-", 
(rl - 1 -  - l ) e s ima  variet8 caratteristicn ne1 sisteinn cniionico 1 D 1 di Ird cd iii- 
dicliinmoiie con Q,. ed 51,' il primo ed il secoiido geiiere aritinetico, per tutti 
i vdori di 9. da 1 n tE. Sicché per v= d, 8, ed 8,' indicheranno il priino 
ed il secondo genere aritinetico di Va stessa: 

Nelle iiuove ipotesi le formule (31) e (31') acquistaiio una forioiiln leg- 
germento diversa (vedi SEVERI, 1. c., fortnula 56) e precisainerite: 

Ili tnli coiidizioni le forinule dei due griippi I e II tlivelitimo: 

iii particolare per h uguale al inassiino valore possibile n secoi~di~ che d è 
dispari O pari si hwniio le due forinule di SEVERI: 

21. Formiile clie legano i generi Q,! ed Q,.. - Alle forinulc If ed II' "1;- 
plichinino il procedimento svolto Pei. le 1 e II iiel i i .  16. 
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182 Ci. ALBANESE : Formule fondantentali della geometvia 

Stavolta non si arriver& piii a concludere che le II' sono conseguenze 
lineari delle Il, ma con calcolo quasi analogo, che per brevith oinettiamo, si 
arriva a questo gruppo di formule: 

per tutti i valori di k da uno a [g] e dove è bene sicordare che Q,! ed 8,. 

indicano i l  primo ed il secondo geiiere aritmetico della varieth Dd-", es- 
sendo 1 D 1 il sistema canonico di Va, ed 8,' ed Qd, indicano il primo ed il  
secondo genere aritnietico di.Vd stessa, ne1 caso che d sia pari d = 26,'e k 
possa percib acquistare il valore di 6. 

I n  ta1 cas0 per k -. 6 si ha in particolare : 

d-1 

Q !  - Q,.) = 2(Q/ - 8,) 
O 

= - pd) 

d pari 

A questo punto supponiamo che per tutti i valori di Y < d = 26 si abbia 
per ipotesi Q,.'= Q,.. Dalla (40) segiie allora che è anche Q,'=Qd, ossia 
p,'= pd.  E percib: L' uguclglinnza pd' = pa ne1 cas0 d i  d p a r i  é ulzn con- 
seguenza linenve de2Z'uguaglia~zzn p,'= p,, per  tzdtti i valmi di  r < d. 

22. Lo stesso fatto si deduce dalle consideraziorii svolte ne1 na0 17. 
Supposto p,.' = p,. per tutti i valori di r < d, per la varieth canonica D 

di Vd valgono le formule del gruppo 1. Di conseguenza, come si disse allora, 
se ne deduce la (37) che sostituita nella (39'), ci dB appunto 1' ugiiaglianzn 

P d  = ~ d l .  
Sicchè i n  foiido l'ugunglianza $1; = pd,  basta diinostrarla per le sole va- 

rieth di diineiisioiie dispari, di conseguenza risulterh dimostrata i n  generale. 
E cib pub essere un effettivo vantaggio, perché riei teiitativi per ora 

seguiti per diiilostrare, iiidipendentemente da1 solito postulato, che è 27,' = pd 
é necessario distinguere i due casi di d pari O dispari. Pare insomina che 
la tri~ttazione deve essere diversa, .nei due casi. 

Per le cose dette bastn percib limitnrsi al caso di d dispari - il caso 
di d pari - è conseguenztl del primo. 

E cib spiega come per le superficie e per le V4, la diinostrazione i i i  

parola, noii preseiiti alcuna seria difficoltb, rnentre é assai lnho~*iosn, conie 
dice il SEVERI, per le varieth a tre diineiisioni. 
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Le difflcoltk incontrate da1 SEVERI per diinostrare che p,' = p,; sono 
percib iiiereiiti alla iiaturn stessn del caso. E le eventuali semplificazioni, a - - 
cui il SEVERI allude, iiella prefazioiie del citato lav&o, p&-anno al phi, esscre 

" .  
semplificnzioni formali, ma non sostanziali. 

Sull' invariante di Zeuthen-Segre. 
relativo ad una superficie somma di due altre. 

28. Pncciaino un'ultima applicaeione delle formule trovate, calcolando 
l'invariante di ZEUTIIEN-SEGBE di una superficie C = A $ B, apparteiieiite ad 
una varieta a tre dimeiisioni V3,  in funzione degli stessi invarianti relativl 
ad A e B. 

Useremo le nota.zioni del SEVERI, indicheremo cioè con [Ml  il geiiere 
aritmetico di una superficie Ml cbii lll;iN] .il'genere della curva MN comuOe 
alle superficie M ed N ed infiiie .cor1 [ M W ]  il numero dei punti comuni alle 
tre superficie Ml' N, P. Ihdicheremo poi con TA+%, Pd+B) mA+& rispettivamerite 
l'invariante di ZEUTHEN-SEGRE, il genere aritmetico ed il genére lineare della 
superficie A + B. Per una nota formula di YOETHER si avra: 

(41) ~ A + B  = l W A I  - ~ A + B  -+ 9. 
. . 

Orn per la (4) del n." 2 :  
. .  . 

PA+, = [A] < [ B I  i- [AB] .  

u altra pnrte detto 1 D 1 'il sist&na; csnonico di V , ,  W A , ~  esprime iL genere 
della curva C2 + CD e percii, : 

Per la (9) del n." 5 si ha:  
- I 

[C2] = [A2] i- [B2] + 2[AB] i- 2[AW]  + 2 [ A B Z ]  - 3 

[CD] -= [AD] + [BD] + [ABD] - 1 

[CLD] = [A2D] -i- [B2D] -i- 2[ABD]. 

Osservando che 

[A2] 4- [AD] i- [A"] -- 1 = o ) ~ ,  [B2] + [BD] + [ P D ]  - 1 = WB 

e sostituendo nella (41) si ha : 
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184 Ci. ALBANESE : Furmit le fondan~entali  della geomet~.iu, ecc. 

D' altra parte : 

IA = 12[A] - WA + 9, 1~ = 12[B] - WB +- 9 
quiiidi 

IA+B = IA i- IB + 10[BBj - 2[A2B] - 2[AB2] - 3[ABD] - 6.  

Osservaiido infine che sulla superficie A il sistemn aggiunto alla curva AB 
è I A B + A + A D I  si h a :  

2[AB] - 2 = [AB" + [AYB] + [ A B D ]  

c h s  iiitrodolto nella precedcnte ci dk la forinula defiiiitiva; 

(42) l A + ~  = Id i- IB -+ 4[AB] + [AVB] + [AB'] 

la quale espsiine appunto 1' iiivariante di ZEUTHJJN-SEGRE delln superficie A + B  
in fuiizioiie degli stessi invnrianti e dei caratteri aritmetici di A c B. 

Pcr la validith della. forinuln s'iiiteiide che i puiiti inultipli delle super- 
ficie i n  considerazione vaiiiio assegnati con inultiplicit8' virtuale eguale a 
quella effe ttiva. 

24. Ponendo nelln (42)  B = A si h a  13 forinula : 

Ponendo invece B = ( k  - l ) A  con breve calcolo si ottiene : 

e daiido a k successivamente i valori k- 1, k-2, ... 2 e soininando si ottiene 
la forinula defiiiitiva : 

Le formule (42), (43) e (44) si possono utilmente applicare anche nlle 
superficie del10 spazio ordinario. 
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Sulla riducibilità delle equazioni algebriche. 

Meniorin II di Grur.ro DARBI (a Napoli). 

Data un'equazioiie f(x) = O, di grado n, a radici distinte e con coeficienti 
appartenenti ad un campo K di rmionalit8, sappiaino (') che è possibile di co- 
struire un'equazione normale V(p) = 0, detta risolvente di GALOIS, di grado N, 
essendo N =  1 n ,  con coefficienti appartenenti a K, la quale gode della pro- - 
prietk, che il coryo algebrico ( K ;  pi) è uguale ali'altro: (K;  x i ,  x,,... x,), 
ove pi è iina radiçe di V(p) = O, ed s,, x,, ... x,, sono radici dell'equazione 
proposta. Se la precedente equazione é riducibile in K, sappiamo (2) che i 
fattori irriducibili, in cui si spezza V(p), sono del10 stesso grado h rispetto 
a p e che tale numero h é uguale all'ordiiie del gruppo di GALOIS dell'equa- 
zione data f(x) = O .  

L a  teoria svolta nella presente Meinoria, che ha per oggetto 10 studio 
sulla riducibilità delle equazioni risolventi, relative ad equazioni binomie, è 
indipendente dalla teoria dei gruppi di sostituzioni, ed é fondata principal- 
mente sulla conoscenza di un teorema del CAPELLI (" e di un altro (4) gi& da 
me dimostrato. 

Denotando con W(p) uno dei fattori irriducibili iil K, in cui si spezza V(p), 
continueremo a chiamare risolvente 1' equazione : W(p) = O, relativa all'equa- 
zione binoinia xn - A = 0, che supponiaino irriducibile ne1 campo di razio- 
nalità K, a cui appartiene A. Se f ( ~ )  = O  rappresenta l'equazione alle radici 
primitive nme dell'unittt, il cui grado Y in E e ben determinato, sappiamo (5) 

che la precedente equazione abelima è irriducibile ne1 campo assoluto C di 

(1) Chiaminmo normale un7equazione di cui tiitte le rndici si possono esprimero rnzio- 
nnlmenb per mezzo di uiia di eme. (Cfr. HENRY WEBER, Traité d'algèbre supdrieure, 1898. 
Cfr. nota ("). 

(9 Cfr. LUIGI BIANCHI, Leziolti sullo teorifc dei yruppi di sostittczioni e delle epzcnzioni 
nlyebricl~e secoltdo Galois, 1899. 

(3) Cfr. CAPE~.LI, Sulla reduttibilith delle epunzioni nlyebriche. Rendiconti della R. Acca- 
demis delle Scienzt: di  Nnpoli, 1898. 

(4) Cfr. Rendiconti della Reale Accndemia Nazioiinle dei Lincei, 1923, 1" seiiieetre. 
(5) Cfr. nota (¶). 

Annali di dlalemalim, %rie IV, Tomo IV. 24 
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186 G;. DARBI : Sulla dducibilità delle equazioni atgebriche 

razionalith. Se f ( ~ )  si decompone in fattori, irriducibili in K, questi sono dello 
stesso grado p rispetto ad E.  

Nelle pagine che seguono, vielle dimostrato che: il grado dell'equazione 
risolveiite W(p) = O ,  irriducibile in K, B divisore del prodotto np, ed è mul- 
tiplo comune ad n e p;  iiioltre, la condizione necessaria e sufficiente perché 

'IZ P tale grado sia uguale ad -, O, ci6 ch'é 10 stesso, perché l'ordine del gruppo 
2 

np di GALOIS dell' equazione binomia data : sn - A  = 0, sia uguale a.d - , k che i 
2 

sia divisore comune ad n e p ed A siw uguale alla potenza ima di un numero 
del campo ( K ;  E) e non ad altra potenza, con esponente maggiore di i, di un 
numero dello stesso campo, essendo E radice di f ( e )  = O. Se poi il campo di 
razionalith K, in cui 8 irriducibile 1' equazione data xn -A=O, coincide col 
campo assoluto C di razioilrtlità, dimostreremo Che: il grndo della risolvente 
W(p) = O  è uguale al prodotto nv, se n è dispari ; se poi ?z è pari, affinché 
la risolveiite risulti di grado nr, è necessario e sufficiente che A non sia 
uguale al quadrato di un numero del campo (C ;  E). 

Considerendo il caso in cui sin: n = 2p , ,  p ,,... pi, essendo p,, pp ,... pi 
numeii primi dispari differenti fra loro, dimostreremo che: il grado della 
risolvente irriducibile W(p) = O  risulta uguale al prodotto mm se il termine A 
dell' equazione data : 1 ~ ;  - A = O, non è della forma : (- l ) a p ,  p1 .,, pma2, es- 

o=m 

sendo: a = x ( p e ) ,  ove p , ,  p ,,... p ,  sono m numeri diflerenti, per m g l ,  
e=l  

scelti a piacere fra p,, p,, ... p l ;  il numero a appartiene a C. Se poi A é 
della precedente forma, il grado della risolveiite é uguale alla metb di nv. 
Infine si diinostra il seguente teorema: 

La condizione necessaria e suficiente, afinché un'equazione Oinomia 
xn - A = O, iwiducibile ne1 campo assoluto di r.azionnlità, a cui apparl- 
tiene A, siu normale, è che nbbia unu delle tre seguen.ti fomne: 

essendo a un nun1el.o appnrtenente n C. 
Giova notare che le equazioiii iiorinali biiiomie di quarto e ottavo grado, 

irrjducibili i i i  C debbono avere la  forma seconda, in cui si fnceia : X = 2 ;  

;i = 3 neli' equazione : & + a2"' = 0. 
Da questo teoreina si ricava, che un'equazione normale binomja, irri- 

ducibile iiel campo assoluto di  r&zioaalith, deve avere il grado uguale A sei, 
oppure uguale ad una potenza di 2. 
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Q. DARBI:  Sulla riducibilitd delle equnzioni alqebriche 187 

Deiiotando con x, unn qualuilque radice di uns delle precedenti equa- 
ziorii, le altre radici dell'equazione considerata, si esprimono razionalinente 
per xi, mediante le seguenti relazioni : 

Per le equazioni : x6 + 3ae = O si ha : 

A 1-1 - Per  le equazioni : X' + a' - 0, si ha  : 

potendo variare i da 1 a 2'. 

Per le equnzioni : 36'' + 2"-' - a''-' = O, si ha : 

potendo variare i da O a 2A - 1. 

1. Abbinsi 1' equazione binomia : 

(1) . 2 " - A = 0 ,  

in cui A s is  un numero appartenente ad un certo campo K di razionalith. 

Se : n = 253aipap .., ;ri, essendo pl, pi, ..., pl  numeri primi dispmi differenti 
4 0  

fra loro, sappiamo ( l )  che : Affiiiche l'equazione (1) sia irriducibile ne1 campo 
di razionalità, K, B iiecessario e sufficiente che A non sis  il quadrato, né la 
potenza pma di un iiumero di K, e che -'A, ne1 caso di h > 1, non sia il 
quadruplo della quarta potenza di un nurhero di K. Denotando con xi, x2, ... x , ~  
le radici della (l),  che supponiamo irriducibile in K, considerisrno una fun- 
zione p di si, x ,,... x,, definita dall'uguaglianzn: 

ove a,, a,, ... a,, sono numeri di X scelti in modo tale che per tutte le  possi- 
bili sostituzioni fra x,, x,, ... x,,, 1' espressione che figura ilel secondo inembro 

(') Cfr. CAPBLLI, citntr~ nota. 
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188 G. DARBI: Sulla riducibz'lità delle equazioni algebriche 

della (2), assuma N valori distinti : p,, pz, ... p ~ ,  che sono radici di uri'eqiia- 
zione normale : V(p) = 0, con coefficienti appttrtenenti a K, essendo : N =  12. 

Consideriamo 1' equazioiie : f(e) = O alle radici primi tlve nme dell' unith, 
la quale, come sappiaino (i), A irriducibile ne1 campo assoluto di razionalitk 
ed è abeliana; il suo grado 7- B uguslle al prodotto: 

Se f ( ~ )  si decompone in fattori irriducibili in K, sia fi(€) uiio di tnli 
fattori di grado y in E ; poichè 1' equazione : f ( ~ )  = O  8 abeliana, y A divisore 

di 9.. Se con E denotiamo uiia radice di f ( ~ )  = O, potendo le rsdici della (1) 

rappreseiitarsi cos1 : 
Xi, X,E, X,E" ... Xi€"-', 

la (2) pub scriversi : 

Per 10 studio sulla riducibilitk dell' equazione risolvente : V(p) = O, giova 
considerare il sistema : 

P = X(P(E) 
(3) %'L - - A  

fi(€) = 0, 

da1 quale, eliminnndo x, E, si ottiene la risultante: +(p) =O, di grado np in p, 
con radici distinte, perché differenti sono le radici dell' equazione : V(p) =O, 
come nbbiaino gi& detto. Ricordiamo il seguente teorema (*): 

La condizione necessavin s suficiente, aflnchè Z'equnzione: F(x) =O, 
a radici distinte, che si ottiene elirninando le n - 1 valiabili : y, z,... u, v, w 
dalle n equazioni del sistema : 

sin iwiducibile nel campo d i  ~.azionalità K ,  2 che le equazioni: 

(') Cfr. BIANCHI, citata opera, da pag. 209 a pag. 212. 
(') Cfr. citata nota, Rendiconti Renle Accatlemia Nazionale dei Liucei, 1923. 
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siano irliducibili rispeltivarnente nei campi : 

ove (y,, z ,,... u,, v,, w,) rappresenla una soluzione, scelta a piacet~e, de2 
sistema costituito dalle ultime n - 1 equazioni del sistema (4). 

Applicaiîdo al sistema (3) il teorema test6 enunciato, si ricilva che : la 
risultante 4(p) = O é irriducibile in K se 1' equazione (1) é irriducibile ne1 
campo (K;  E), essendo E una radice qualunque di fi(s)=O. 

Si noti che l'equazioiie (1) è normale ilel campo (Ii; E); sia 9,(x, E) un0 
dei fattori di grado h in  x, irriducibile in questo campo, in ciii si decotnpone 
il primo inembro dell'equazione (1)) essendo h divisore di ?a. 

Elimiiîando le variabili x, s dalle equazioni del sistema : 

si ha che ln risultante : W(p) = O, di grsdo hp in p, é irriducibile in K. Se 
denotiaino con PI(€, x) un0 dei fattori di grado t in E, irriducibile ne1 campo 
(X ; a), in cui si decoinpone fi(€), essendo x una rltdice di xfl - A = O, ed 
il numero t divisore di p, eliminiamo x, E dalle equazioni del sistenîa: 

La risultante W(p)=O, che cos1 si ottiene, A di grado nt in p. 

Esselido : TA = 2'pf4p: ... p l ,  le condisioni, a oui deve soddisfare A, perche 

1' equazione : zn - A = O sia irriducibile in (K; E) sono le seguenti : A non 
deve essere ~iguale alla potenza p,ma, né al quadrato di un numero del 
campo (K; E). È facile dimostrare che l'altra coiidizione a cui deve soddi- 
sfare -A, ne1 caso di A > 1, di non essere uguale alla quarta potenza di un 
numero di (K; e), é assorbita dalle altre enuriciate. Se fosse iiîfatti : A= - 4@(s)', 

si ricaverebbe : A = [2:@(r)']', tenuto conto che, essendo E pidice prirni- 
11 - 

tiva nma delllunitk, soddisfa l'equazione: E~ + 1 =O. Da quanto si é detto 
risulta che : se 1' equazione (1) è riducibile in (K; E) ed i fattori irriducibili 
iii tale campo, in cui si spezza il primo membro della (l), sono ciascuno di 
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grado 91% in z, essendo nz. divisore di n, deve essere A uguale alla potenza ima 
di un numero di (K; E), e non ad altra potenza di un numero del10 stesso 

n 
campo (K; E) con esponente maggiore di i, essendo: i =-. 

112 

Infatti, se fosse : A = + ( € Y ,  si avrebbe : (xm)i - = O ; quindi zn - A 
sarebbe divisibile per xm - +(E). Ora, 1' equazione : xm - +(E) =O è irriduci- 
bile in (K; E )  se +(E) non è uguale alla potenza pma di un numero di (K;  E), 

O, cib ch'é 10 stesso, se A non è uguale alln potenza di un numero di tale 
campo con esponente multiplo di i. 

2. Concludendo, possiamo dire che : 
Se un' equazione binornia : xn - A = 0, é iwiducib i le  in un campo K 

d i  vazionati tà a cui appavtiene 9, i l  gl-ado della sua risolvente W(p) = O 
é divisore del prodotto np, ed è muit iplo c o m m e  ad n e p ;  la  condizione 

n CL necessaria e suficiente perché tale grado sia uguale ad è che i sia divi- 
1 

sore conlune ad n e p ed A sia uguale alla potenza ima d i  u n  numero del 
campo ( K  ; E) e non ad a l t ra  potenza d i  un nunzevo d d l o  stesso car)zpo, con 
esponente maggiore d i  i, essendo E vadice d i  f(e) = O, ci08 dell'equaxione 
alle radici  primitive nme deWuni th ,  ed il  nurnero p 2 i l  gj-ado d i  uno dei 
fattori iwiducib i l i  in K, i n  cui  si spezza f ( ~ ) .  

II: 

1. Occupiamoci del caso, in cui ii' campo di razionalith K coincida col. 
campo assoluto C di razionalitk, ove sin irriducibile l'equazioiie binomia 
data : zn - A =O, essendo A un numero di C. Se la precedente equazione é 
normale, cioè se le radici si possono esprimere in funzione razionale di una 
qualunque di esse, anche le radici della risolvente: V(p)=O, corne si vede 
dalla (2) del precedente paragrafo, si possono esprimere in funzioiie razionale 
di una qualunque radice dell'equazione : 

Quindi i corpi algebrici (K; pi), (K; xi) sono uguali; il che significa che 
fattori irriducibili, in cui si spezza V(p) ne1 campo C, sono di grsdo n, 

corne del resto é noto Che: se un'equazione é normale, l'ordine del suo 
gruppo di GALOIS é uguale al grado dell'equazione. Applicando il teorema 2 
del precedente paragrafo, il grado della risolvente irriducibile V(p) == O deve 
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essere multiplo di p, ossia il grado n della ( 1 )  deve essere miiltiplo di p., che 
6 uguale al grado dell'equazioiie alle radici primitive nme delllunit& Essendo: 

vediamo in quali casi n è divisibile per 1.. 

Supponiamo dapprima che n sia uguale alla potenza di un numero primo, 
ci06 si abbia : n = p l ;  sar& quindi : r = pq-'(p - 1). Deve essere il quo- 

n .  
ziente ugimle ad uri numero intero, cioè p divisibile per p -  1 ; è neces- 

1 

sario quindi che sia:  p = 2, ossia n = 2%. Ne1 caso in cui n non sia uguale 
nlla potenza di un numero primo, facendo il rapport0 fra n e 1 ,  si ottiene : 

E facile vedere che tale quoziente risulta intero solo ne1 cas0 in cui i 
fattori primi p, ,  p ,,... pi non siano diversi da 2 e 3. 

2. Da quant0 si è detto, risulta che : 
PerchB un' equazione binomia xn - A = 0, iwiducib i le  ne1 campo asso- 

luto d i  i.azionalitÙ, sia nomzale,  B necessario che i l  suo grado sia pari  e 
non contenga alcun fattove pr imo dispal-i  diverso d a  3. 

3. Coiisideriaino il sistema : 

Affinchè la  risultante di grado ng* in p, che si ottiene eliminando x, c 

dalle equazioni del sisteina (2), sin irriducibile in C, sztppiamo (') che è neces- 
sario e sufficiente che L'equazione: xn - A=O sia irriducibile ne1 campo (C; E); 

se i fattori prinii di n sono 2, p, ,  p z ,  ... p i ,  tale condizione delllirriducibilitA 
di - A = O ne1 campo (C;  e) si trasformn nelle altre (2) : A non sizt uguale 
al quadrato di un iiumero del campo (C; E), ne alla potenza plma di uri iiurnero 
di ta1 campo. Supponiamo che si abbia : A - Q>(E)P, essendo p numero primo 
dispari. Po~iendo : @(E) = Z, l n  precedente equazioiie si pu0 scrivere : zp - A = 0, 

(l) Cfr. CAPPLLI, citata nota, iionché Rsudiconti Kenle Accad. Nitz. dei Lincei, 1923. 
(") Cfr. iiota precedente. 
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Poiché E é radice di un'equazione abeliana, anche la precedente equaaione é 
abeliana, essendo z funzione razioriale di E ;  ci6 é assurdo per il precedente 
teorema 2. 

Dunque'la risultante di grado nr in p relativa al sisteina (2), 8 irriduci- 
bile in C, se A non A uguale al quadrato di un numero del campo (C; E) ;  tale 
risultante di grado nr in p é irriducibile in C se n é dispari. 

Se poi 1' equazione (1) é normale, sappiamo che n deve essere della forma : 
n = 2'- 38, essendo : a > O. Vogliamo dimostrare che P é uguale ad uno. Iritanto, 
se p > O, si ha : 1- = 2" -3s-l. Poiché 1' equazione (1) è normale, la, sua risol- 
vente irriducibile W(p) = O deve essere di grado n, cioé di grado 2%. 30 ; 
quindi, la risulta~ite $ ( p )  = O  in p, relativa al sisteina (2), deve essere riduci- 
bile in C; i fattori irriducibili in C, in cui si spezza $(p) debbono essere di 
grado n in p.  Onde, X" - A si dovra decomporre in fattori irriducibili ne1 
campo (C; E ) ,  ciascuno di grado terzo rispetto ad x. E iiecessario percio che A 

1% 
sia uguale alla potenza di grado -, cioé: 2%. 38-', di un numero del campo (C; E), 

3 
ossia : A = &(E)~".J'-', Ponendo : = Z, si ha:  A=z~'-'. Essendo z uguale 
ad aria fuiizione razionale di E ,  A radice di un'equazione abeliana e quindi 
normale. Ora, la precedente equazione non pub susaistere per il teorema 2 
di questo paragrafo, a meno che non sia : P = 1 ; in ta1 cas0 si ha  : n = 2". 3. 

4. Pertanto, possiatno riassumere i risultati ottenuti, conie segue : 
Se  un' equnzione binomia : xn - A = O, irriducibile ne1 campo asso- 

luto C  d i  vazionali tà,  a cu i  appat-tiene A, è d i  grado dispari ,  la  sua risol- 
vente it-1-iducibile in C é d i  grado nr;  se poi n é pari ,  p e m h è  la  risolvente 
sia d i  grado nr, é necessavio e suflciente che A non  sia uguale al qzeadmto 
d i  un n u m e ~ . o  del campo ( C ;  E). Se  poi l'squaziotze binonzia è nosw~ale  in C ,  
il suo grado detie esseve dellu fotwna : 2%- 3, essendo : a > 0, oppure : 2'. 

III. 

1. I n  questo paragrafo considereremo equazioni binomie di grado pari 
del tipo : z 2 p ~ p p . - P i  - A =O, essendo p, ,  p,, ... p, numeri primi dispari diffe- 
renti fra loro. Trattiamo dapprima il caso piu semplice di n = 2p, in cui 
l'equazione alle radici primitive nme dell'unità è :  
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la quale, per y = - a, si trasforina iiell' equazione della divisione della circon- 
fereiiza in p parti uguali. Si consideri il sistema: 

da1 qualc eliminiamo x, a. Applicando il teorema 4 del precedente paragrafo, 
1s risultante di grado : 2 p ( p  - 1) i i i  p e riducibile in C, cioè ne1 campo asso- 
lut0 di razionalitk, se A A uguale al quadrato di uri numero del campo (C; a), 
cioè: A =  Q(cc)? Si tratta di determinare la pih gerierale fiinzioiie di a che 
sia ritdice di un7eqnazi011e del tipo : 

esseiido A un iiiimero apparteriente a C. Denotaiido con g una radice primi- 
tiva dell'uiiith ne1 seiiso dei numeri, secondo il modulo p, possiamo rappre- 
sentare le p radici : a, a , ,  a ,,... cc,-, rispettivamente con : a, ag, age ,... asp-'. 
Sappiamo (') che uiia fuiizione di a, a due valori, che siano radici di 1111' equa- 
zione della foriiia (l'), e del tipo : 

Onde, le (3) sono radici dell' equazioiie : 

Dalla precedente equazione si ricava : 

Quiridi, la piu generale fuiizione rnzioiiale 

Si ha  duiique : 

P. 

di a, che sia radice della (1') e : 

(l) Cfr. BIANCHI, cititi8 opera, pag. 223. 

Annali di Malsmatico, Serie IV, Tomo IV. 
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Se nell' equazioiie : x" - A = 0 del sistema (1), sostituiiiino ad A 1' espres- 
siorie : a2(r;, - y,)', che figura ne1 secondo mernbro della (4), si h a  : 

Dai sistema (1), sostitueiido all' equazione : xZp - A = O ,  1' equazione : 
xP -- a(ya - q i )  = O, si ricavn il iiuovo sistema : . 

Ora, è facile vedere che l'equazione : xp - a(yO - y,) == O, e irriducibile 
ne1 campo (C; cc); se fosse riducibile, essendo p numero primo dispari, risul- 
terebbero le radici xi, x,, ... xp riumeri del campo (C; a ) ;  il che è assurdo, 
tenuto coiito che l'equazione data : x 2 P  - A = O, é irriducibile in C, per 
1' ipotesi ammessa. 

Onde, applicando il teoremn, enunciato a1 principio dell'art. 1 del 5 1, la 
risultniite ii i  p, di grado p(p - l), che si ottiene eliminando z, a dalle equa- 
zioni del sistema (5), è irriducibile in C. 

2. Concludendo diremo che: l'equazione risolvente irriducibile, relativa 

ad uii' equazione binomia : x?* - A = O  è di grado p ( p  - l), se 1' equazioiie 
PA 

binomia é della seguente forma: x2p= (- 1) "a2; se non è della precedente 
forma, la risolvente è di grado 2p(p  - 1). 

3. Per trattare la. quistione piit geaerale, cioè relativa all'equazione bi- 
ilornia: x2f'if'*...Pi -A=O,  dovremo premettere il seguente teorema, che dimo- 
streremo facilmente : 

L'equasione della divisione della ciwonferenza i n  pl pnvti uguali, è 
ig-1-iducibile lie1 campo che si ottiene aygiungendo al campo assoluto C d i  
razionalztà le i-adici delle equazioui della divisione della cii-confemma 
in  p,, p,, ... pi parti uguali, essendo pl ,  p ,,... pi numeri primi dispari 
direg-enti fra lovo. 

Se poniamo : tz = p, p ,  ... pi e rappresentiamo con E uiia radice primi- 
tiva nma dell' uni th, la quale soddisfa ad uii' equazione : f ( ~ )  = O, di grado 
(pi - lXp, - 1) ... ( p i  - l), irriducibile (') in C, si ha:  E = ERS... $, essentlo a 

(i) Cfr. BLANCHI, citata ol~etci, pag. 210. 
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una radice deli' equazione della divisione della circonferenza i n  p,  parti uguali; 
p una radice dell'equazione della divisione della circonferenza in pz parti 
uguali; in generale si ha che (J rappresenta una radice dell'equazioiie della 
divisione della circonferenza in p, parti uguali. Suppoiiiamo che l'equazione 
della divisione della circonferenza in p,  parti uguali si8 riducibile ne1 campo 
(15; P , ,  y , ,  6,, ... Si); denotiaino con f,(a; p,, y,,  6 ,,... $,) uiio dei fattori irri- 
ducibili in ta1 campo, in cui si decompone il primo membro dell'equazione: 
apl-l+ UPI-" ... + a + 1 = 0; analogamente, denotiamo con f,(P, ; y, , 6,, ... Si) 
uno dei fattori irriducibili ne1 campo (C; y , ,  6,, ... S,), iii cui si decompone 
il primo membro dell' equazione : p*a-' + Pps-2 +.,.+ P + 1 =O. 

Consideriamo il sistema: 

Applicando al precedente sistema (6)' che 8 di forma aiialoga al sisteina (4) 
del 5 1, il teorema enunciato all'art. 1 di detto paragrafo, si perviene alla 
conclusione che, la, risultante i n  E (che si ottiene eliminando a, P, y, 6, ... 4 dalle 
equazioni del sistema (6)) di grado minore del numero: (p ,  - l)(p, - 1) ... ( p , -  1), 
é irriducibile in C; 'il che é assurdo, perchP E, essendo radice primitiva nnZa 

dell' unith, soddisfn, corne noto (') ad un'equazione di grado qm, irriducibile in C, 
ove: 1 ,  = ( p ,  - l)(p, - 1) ... ( p i  - 1). 

4. Consideriamo il sistema: 

P = aip@) 

(7) X->PIP~ = A 

f(E) = O ,  

del f j  2 art. 3, ed elimiuiamo x, E, notando che f ( ~ )  = O A l'equazione alle 
radici primitive n me dell' uni ta di .  grado 2p,p,. Perché la risultante +(p) = O, 
di grado : 2p,pz(p, - l ) (pz  - l), sia irriducibile i n  C, ssappiamo (e), per il 

(') Cfr. BIANCHI, citata opera, prig. 210. 
(2) Cfr. Rendiconti Reale Acoadeinia Nazionale dei Lincei, citat~t nota. 
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teorema citato all'art. 1 del 5 1, che 6 necessario e sufficiente, che l'equa- 
zione: %plpl - A = O sia irriducibile ne1 campo (C; a), e quindi, per il teo- 
rema 4 del ,§ 2, che A non sin il quadrato di un numero di (C; E). Esseiido 
E = aP, è quindi necessario e sufficiente che A non sia il quadixto di uii 
numero del campo: (C; a-P), ove: a, P sono radici riapettivamerite delle 
equazioni : 

Supponiamo che si abbia: A = Q(u, p)2, essendo: Q(a, P) uiia fuiizione 
razionale intera di a, p con coefficieiiti appartenenti a C. 01-il ,  Q(a, FI) si pub 
considerare come funzione razionnle iiitera di a con coefficienti apparteiieriti 
al campo: (C; p); quindi, la precedente equazioiie si pub scrivere: A = QI(a)', 
essendo fi,(&) una funzione razionale di a, con coefficieriti apparteneriti al 
campo : (C; p). Tenuto conto che 1' equazione : 

A irriducibile ne1 campo (C; P), sappiamo dalla 4 pel presente paragsafo che 
lion pub esistere uria relazione del precedente tipo : A -- P,(u)', se non è 

pi-1 

verificata l'ugiiaglianza A=(- 1)  p,-b" essendo b un numero di (C; P). 
Dalia precedente equazioiie si ricava clie, b" ui i  numero del campo C, 
essendo A appartenente a tale campo; onde, per la forinula (4), teste citata, 

Pd 

si deve avere: b' = (- 1) -p2. a', ove cc appartieiie n C. 
P z 1  

Se iiell' uguagliaiiza : A = (- 1 )  p,h2,  sosti tiiia.ino ti.1 iiuinero b2 1' equi- 
valeiite espressione trovata, si ha : 

Fer tale valore di A, l'equaziorie binomia: x 2 p 1 p a  - A = O è riducibile 
ne1 ca.mpo (C; E) O, ci6 ch' A 10 stesso, ne1 campo : (C; a p), esseiido uguali 
tali cainpi. 

Ora, 1' equazione : ~ p l p a  - Q(E) = O  é irriducibile iiel campo (C; E). Se fosse 
riducibile iii ta1 campo, pel teorein8 del CAPELLI, dovrebbe essere fi(&) uguale 
alla poteiiza di grado p ,  O di grado p, di un numero del campo (C; E), e quindi 
per la (S), si avrebbe : A = @(E)P~ ; poichè E B radice di 1111' equazione abeliaiia 
e quindi normale, anche a(€), che è funzioiie razionale di  a, A rndice di equa- 
zione riormale e pel teoreina 4 del precedente 5 2, lion pub soddisfare ad 
un'equaxioiie bittoinia della yrecedeiite forina. 
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Ora, sostituendo ne1 sistema (7) all' equazione x 2 p l p %  - A =O, 1' equazione : 
x P I P ~  - Cl(€)= 0, che è irriducibile ilel campo (C; E), eliiniiiaiido x, F si r icava 
che, l a  risultante in p di grado : p , p , ( p ,  - l X p ,  - 1 )  è isriducibile in C pel 
teoreina gih ricordato nll'art. 1 del 5 1. Se  11 = 2 p , p z  ... p i ,  essendo p , ,  p ,,... pi 
ihuineri primi dispari, differenti fra loro, seguendo Io stesso ragioiiameiito te- 
nuto per  1' equazione : x ' p l p s  - A = O, si perverrebbe alle stesse coiiclusioiii. 

5. ~ i a s s i imendo  i risultati ottenuti in questo paragrafo, possiamo dire che: 
La condizione necessaria e suficiente, a f inchè  l'equcrzione binornin: 

xn - A = O, (ove n = p,p2 ... pi) la quale sin i r v iduc~b i l e  ne1 campo asso- 
luto C d i  7-azionalitd, atnmetta per visolvente irrklucibi le  un' equazione 
d i  grado 2p,p, ... p i ( p ,  - l ) ( p ,  - 1 )  ... (pi - l), è clze A non abbia l a  fomna : 

ove p, ,  p ,,... p, sono scelti a piacet-e fiaa p,, p ,,... pi, che sono numel - i  p r i m i  
dispari d i r e ) - en t i  f i a  loro, essendo a uw nume?-O d i  C; se poi A è della 
precedeute fog-nur, i l  grnrlo della ?.isolueute é uguale alla me tà  d i  quel10 d i  
pvimn, cioè : p,p, ... pi(pi - 1)(p2 -- 1 )  ... (pi - 1). 

6. Come illustrasione della teoriii, svolta, mi seinbra noii privo d'interesse 
applicare il precedente teorema, a l  caso, iii cai si abbia : 11 = 2 3, cioè al 
cas0 di un' equaaioiie binoinia di sesto gi'ado : x6 - A = 0. 

Se 1' equa.zione è della forma : x6 -t- 3a2 = 0, essendo n un iiuinero di C 
1% risolvente é di grado sei, ciob l'equa,zioiie è normale in C ;  se poi i'equtt- 
zioiie biiiomia di sesto grado, non B della precedente forma., l a  risolvente 13 
di gratlo dodici. Essendo I'equasione: x% t a 2  = O  normale, l e  sue radici si 
possono espriinere iii fuiizione razioiiale di una qiialunqne di esse niediarite 
relazioiii, che non B difficile determinare. Se a denota una radice dell'equa- 
zione: a2 - a + 1 =O,  s i  ha :  

x2 = x , a ;  X, = x,a" ;, = - x 1 7  ' Tx 5 -  --%. *, - x6=-x3 .  

l + i V 3 .  1 - iv3 - 
Si ricavit: a = -- 

2 
u4 = 

2 
. Essendo: x6=- 3a9, si h a :  x k i V 3 . a ;  

- x3 
quindi : i V 3  = -- . Per  coiiseguenza si ha : 

I I  
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Quindi : 

X z  = $,(a + @). %,(a - 4). , x,=-x,; z5=- 
7 x,= x,; x B = - x 3 .  

20 2n 

IV. 

1. Le equazioiii binomie, che studieremo iii questo paragrafo, sono della 
forma: xga =. A, cioé di grado uguale ad  una potenza di 2, i i i  cui A é un 
riumero del campo assoluto di razioiialitk. 

Cominciamo dalle equazioiii di 4" grado, e consideriaino il sistema., analogo 
a l  sistema (3) del 5 1, cioé: 

Perche la  risultante di ottavo grado iii p, che si ottiene eliminaiido x, a 
dalle equazioni del precedente sistenla, sia irriducibile in C, é necessario e 
'sufficiente, che 1' equazione : x4 - A  = O  sis irriducibile ne1 campo (C; E), ossia 
che A non sin il quadrato di un numero di ta1 campo. S e  fosse: A=(a~+b) ' ,  
tenuto conto dell' equazioiie : E% 1 1= 0, si ricaverebbo : A = - CC', esseiido a 
uii numero di C, O, ci& che è 10 stesso: A= ( ~ a ) ~ .  Dunque applicaiido il-teorema 4 
del 5 2, si h a :  

Le equazioni binomie d i  quarto grado, che n o n  siano della forma: 
x4 + a' = 0, ammettono, pev risoluenti iwiducib i t i ,  equazioni  d i  ottavo 
grado; se hanno la plmecedente forma, le risolventi sono d i  quarto grndo, 
ciod: le  equazioni binomie d i  quarto grado, irriducibili  in C, che siano 
no?waali, debbono avere la forma: x4 + n4 = O, essendo a un nzcmevo d i  C; 
inversamente, se un'equaxione è della precedente forma è normale. 

2. Si abbia 1' equazione : x8 - A = O.  Supponiamo che sia : 

essendo a radice priinitiva di ottavo grado dell'uriita, ci06 radice dell'equa- 
zione : E~ -1- 1 = O. Poiché Q(E) é uii numero del campo (C; E), b della forma: 
ae3 + beZ + C E  + d, essendo a, b, c, d iiuineri di C. Ln (2) si pub scrivere: 
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Poiieiido : e h  y, risultii. : y' + 1 = O ;  la (3) di venta : 

(3') A = (b y + d)2 + y(ny + c)' + 2s(by + d)(ay t c). 

Poichè E è radice dell' equazioiie : s4 + 1 = O, irriduoibile in C, non pub 
essere fuiizioiie razionale in c di y, che soddisfn 1' equazione : y2 + 1 = 0 ; 
per ta1 ragione, si ricava dalla (3'): by + d = 0, oppure: a y  + c = O ;  dalla 
prima uguaglianza si deduce : b = d = O ; dall' al tra si ricava : a = c = O. 

La (3), pei. : h = d = 0, diverita : A = y(uy -+ c ) ~ ,  ossia, tenuto conto che : 
y2 +- 1 = O ,  risulta: A = t 2aZ. Se invece fosse: a = c=O, la (3') diveiite- 
rebbe: A= (hy -1-d)', ossia: A= - h2. Ilicordando il teorema 4 del 5 2, 
risulla quarito segue : 

La condizione necessarin e suficiente a f inché  un'equazione hinomia d i  
ottavo g l zdo  : xR - A = 0, il-riducibile ne1 campo assoluto C d i  razionalild 
n cui appa~. t iene  A, amrnetla per risoàaente un'equazione d i  gvado 32, é 
che A non abbin la  fowna &2n2 oppure - a" esselado a un numero d i  C. 

3. Perche In risolveiite, relativa ad uii'equaziorie binomia sia normale 
deve essere, per il teorema 2 del $ 1, A uguale alla quarta poterixa di un 
numero del campo : (C; a), cioè: A = Q(E)~. Esseiido Q(E) fuiizione razionale 
di E, che è radice di iiii'equazione abeliaiia, sarA radice di uii'equazioiie abe- 
liana; quindi l'equazione: A=P(E)~ A normale rispetto a Q(E); per il teorema 1 
di questo pa,ragrafo, deve essere : A = - a', esselido a uii numero di C, cioè : 
A =  = Cl(€)'. Da queste uguagliaiize si ricava che a deve essere uguale 
al quadrato di un numero del campo ( C ;  e), ossia, per i risultati ottenuti ne1 
precedeiite articolo, si ha : a = t 2b2 oppure : a = - b2; poiché si 15 trovato : 
A=-nZ, si ricava: A=-4b4;  A=-b'. 

Essendo l'equazione: x8 - A =  O irriducibile in C, cost, per il teorema 
del CAPELLI, noil pub sussistere 1' uguaglianza: A = - 4b4 ; rimane 1' altra, 
cioé: A = - b4. Da quaiito si è detto, risulta qunnto segue : 

Afinchè ~ ~ ~ ' e q u a z i o n e  binomia d i  ottavo gluado, iwiducih i le  in C, a m -  
metta unn  risolvente imiducibi le  d i  gîado 16, è necessur-io e suficiente 
che abbia u n a  delle fo~wte  : 

essendo a, b, d nume,-i d i  C, senza perb esseve b, d q u n d m t i  d i  numer i  
appal-tenenti a C; pe?-ch& poi ln s-isolvente sicc d i  ottnvo grado, cioé afinchd 
l'equazione binontia sia n o ~ w n l e ,  é ~zecessario e suficiente che nbbia la 
forma : x8 + a4 = 0. 
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4. Si abbia l'equriaione : xi6 - A =O, e sia E uiia radice priinitiva della 
uiiitlt, che soddisfit l'equnzione: rs -k 1 = O .  Perché la risolvente irriducibile, 
relativa alla data equazioiie biiiomia di 16"" grado, sin di grado 16 X 8, 
giusto il teorema 4 del 5 2, è necessario e sufficieiite che A non sia uguale 
al quadrato di un numero del campo (C; E), ossia lion deve esistere un' ugua- 
glianza del tipo : 

(4) A = 

essendo Q(E) una fuiizione razionale intera di settimo grado rispetto ad E con 
coefflcienti appartenenti a C. Porieiido : E~ = y, risulta : y4 + 1 = 0. 

La (4) si pu6 scrivere cosi: 

Poichè E non phb essere funzione razioiiale di y, cosi dalla precedente 
uguaglianza si ricavn: Q,(y)Q,(y) = O. Se fosse : S2,(y) = O, la (4') darebbe : 
A==Q,(y)2, ossia sarebbe A uguale d quadrato di un numero del campo (c; y), 
e quindi, per il precedente art. 2 sarebbe: A = - b2, oppure : A = =t: 2b? Se 
fosse invece: Q,(y)= O, la (47, assumerebbe la forma: 

essendo: a , ,  a,, a,, ... a, nuineri di C. 
Ora, è facile vedere che la (5) non pub sussistere, data l'irriducibilith 

dell' equazione binoinia : xl6 - A = 0. 
Iiifatti, le radici dell' equazione : E~ + 1 = 0, che é irriducibile iiel campo C, 

possono essere rappreserita,te ddle  potenze: t E, t 2, t_ c5, t LI. 

La (5) dovrebbe continuare ad essere vera, sostituendo ad E i nuineri : 
& E3, Z!Z E5, & E7, 

Cid equivarrebbe a ritenere che 1' espressioiie : a,e7 + + -+ a7€, 
iioii cambia valore, sostitueiido ad E i iiumeri: E" 2, s7; il che porterebbe 
alla uguagliaiiza: a, = a, = a, = a, = A = 0, coiitrariamente all'ipotesi circa 
1' irriducibilitlt dell' equazione : xî6 - A =: O.  

Consideriaino il caso in cui la precedente equazione sia iiormale, ossia, 
i l  grado della risolvente irriducibile sia 16. Applicaiido il teoreiiia 2 del 5 1, 
deve essere A uguale alla poteriza di grado ottavo di un iiuinero del campo: 
( 6 ;  E), O S S ~ A :  A = Q(E)~. Per quaiito si è detto iii casi coiisimili, la precedente 
equazioiie in Q(E) e abelinna e quiiidi riorinale. Applicaiido il teorenia enun- 
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ciato alla fine del precedeiite articolo di questo paragrafo, si deve avere: 
A = - b4, (5') ossia: A = - h4 = (be2)", ricordando che: e8 + 1 = 0. Risulta 
quindi : ( b ~ ~ ) ~  = Q(E)', ossia : b = Q,(E)', essendo b un numero di C, ed Cl,(€) 
icguale ad una fuozione razionale intera di e, con coefficienti appartenenti 
a C. La precedente uguaglianza, della forma analoga alla (4)) non pu6 sussi- 

.stere, per quanto si è visto, se non sono verificate le uguaglianze, b = t 2d2, 
oppure: b = - d2, essendo d un numero di C. 

Se nella (5')) sostituiamo a1 numero b, i valori trovati: *2d" - d2, 
avremo : A = -. 2*d8, A = - ds .  1 risultati ottenuti in questo articolo, si pos- 
sono riassumere corne segue : 

I,n condizione necessaria e suflciente, a f lnché  la risolvente iwiducibi le  
relativa ad un'equaoione binonzia: xi6 - A  =O, sia d i  grado l6X 8, é che A 
non abbia alcuna delle forme: + 2a2, - 2ce, - di, essendo a, c, d numer i  
d i  C; perche sia d i  grado: 16 X 4, è che A abbia u n u  delle pvecedenti 
fomte, escludendo i l  caso d i :  c=2bz, oppure:  d =  b" essendo b u n  numero 
d i  C ;  perché la ~ i so l ven te  sia d i  grado : 16 X 2, é che A abbia la  forma: - b', 
escludendo il  caso d i :  b = de, oppure:  b = 2dZ; perché la risolvente sia d i  
gr-ado 16, ossia, pemhé l'equnzione hinonlia data sia normale,  2 che A abbia 
una delle forme: - b8, -2*b8. 

6. Ammettiamo che i risultati ottenuti nei precedenti articoli di questo 
paragrafo, siano applicabili alle equazioni binomie di grado, che sin uguale 
ad una potenza di due, non maggiore di 2'-'; facciamo vedere che continuano 
ad essere veri per le equazioni binonlie di grado 2 h .  

Sia data 1' equazione binomia: szh - A =O, che sin irriducibile ne1 campo 
assoluto di razionalith, a cui appartiene A. Sin E una radice deli'equazione: 

c2"'+ 1 =O. PerîhB la risolvente, relativa alla data equazione binomia: 
s2' - A = O, sia di grado uguale al prodotto 2 h .  21-1, sappiamo, per il teo- 
rema 4 del 5 2, che non deve essere A uguale a l  quadrato di un numero 
del campo (C; E), ossia: A = Q(E)%, essendo Q(E) una funzione razionale intera 
di c di grado 2h-1- 1. La precedente uguaglianza si pub scrivere cosi: 

essendo : y = E ~ .  Sviiuppando si ha  : 

Non potendo essere E funzioiie razionale di y, dalla (6') si ricava : 
Q,(y)Q,(y) = O.  -Se fosse : Q,(y) = O, si ricaverebbe dalla (6): A = Q,(y)*. 
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Applicando alla precedente equazione i risultati otteiiuti iiei precedenti 
articoli di questo paragrafo, si ricavn : A = - be ; oppure : A= &2bZ, essendo b 
uii numero di C. Se fosse: Q,(y)=O, si avrebbe dalla (6): A=[EQ,(~)]" cioè: 

essendo: a,, a,, a,, ... a,,-, numeri di C; si ha poi: m = 2h-e, 
,'-1 

Poichè le radici dell' equazione : E -I- 1 = O, si possono esprimere cosi: 

la (7) dovrebbe continuare a sussistere sostituendo ad E i precedeiiti vnlori (8); 
il che coiidurebbe, corne abbiamo visto ne1 precedente articolo, alle ugiia- 
glianze: a, = a, = a, = ... = a ,,-, = A = O. Cib 6 assurdo a causa dell'irri- 
ducibilith della data equazione : x4' -A=O. 

Concludendo, diremo Che: se  A 13 uguale al  quadrato di 1111 numero del 
campo: (C; E), deve essere soddisfatta unn delle due uguaglianze: 

Determiiiiamo le  condizioni necessarie e sufficienti affinché 1' equazione : 
x2'- A = O  sia normale in C. Per il teorerna 2 del 5 1, si deve avere : 

La precedente equazione é abeliana rispetto a. Q(E) e percib normale, 
essendo Q(E) una funzione razionale intera di t con coefficienti appartenenti 
a C; E è radice dell' equazione : EZ'-' + 1 = 0. 

Avendo ammesso che i risultati ottenuti riei precedenti articoli di questo 
paragrafo siaiio .veri fino alle equazioni binomie di grado 2'-', cosi, essendo 
l'equazione (10) normale, si deve avere: 

oppure : 
2eh-3 J-2 A=- C G .  

Dalla prima delle (11) e dalla (10) si ricavn: 

Tenuto conto che E è radiüe dell' equazione : szh-' + 1 = O, si deduce 
dalla (11') che a deve essere uguale al quadrato di un numero del campo 
(C; E), e quindi, per le (9), deve essere: a = - b2; oppure: a = =Ir 2b" Sosti- 
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tuendo tali valori di a, testé trovati, nella prima delle (11) si ha:  

1-1 *A-2 A-' A=-bZ ; A = - 2  b" 

Cousideriaino la seconda delle (11) e la (10); si ha: 

La  (13) si pu13 scrivere cosl: 

Dalla precedente equaxione si ricava che 2a2 deve essere uguale alla 
qiiarta potenza di un numero del campo (c;  E), cioe: 

essendo Q,(a) una fuiizione razionale intera di E, con coefficienti appartenenti 
a C. La (14) é un'equazione normale di quarto grado rispetto a Q,(c) ed e 
irreduttibile, com18 facile vedere, ne1 campo, C ;  applicando il teorema del- 
l'articolo 1 di questo paragrnfo, deve essere: 2aB = - d" essendo d un nu- 
mer0 di C; il che é msurdo, non potendo esistere una relazione della prece- 
dente forma fra numeri che appartengono a l  campo assoluto di razionnlit&. 

In conclusione possiamo affermare quanto segue: 
La condizione necessalia e sufficiente, affznché un'equaxione binoruzia, 

d i  grado uguale alla potenza 2n, sia no?.male, 2 che abbia una delle fo?*r)ze: 

1. In questo para.gra.fo ci proporiiamo di dimostrare che non esistono altri 
tipi di equazioni binomie normali, all'infuori di quelli giA considerati nei pre- 
cedenti paragrafi. Per il teorema 4 del 2, sappiamo che il grado di una 
eyuazione normale biiiomia, irriducibile ne1 campo assoluto di razionalit8, é 

della forma: 2"-3, essendo a > O, oppure: 2*. Le equazioni normali di grado 
uguale ad una potenza di 2 sono state studiate nei precedenti articoli del 4. 
Ora, consideriamo quelle di grado 2*.3, che, per a= 1, si riducono alle equa- 
zioni del tipo : x6 + 3ae + 0, gi8 me~wionate nell' articolo 6 del 5 3, e per a = 2 
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si riducono alle equazioni di dodicesirno grado: 

Dimostriamo intanto che non esistono equaziorii normali di grado 12, irri- 
ducibili ne1 campo assoluto di razionalith, a cui appartiene A. 

Perché l'equazione (1) sia normale, sqpiamo, per il teorema 2 del § 1, 
che A deve essere uguale alla quarts potenzn di un numero del campo (c; E), 

essendo E radice primitiva dodicesima deli'unith, ci06 radice dell'equazione: 

(2) e4 - E* + 1 = 0. 
Si abbin donque: 

(3) A = @(E)~, 

ove @(a) 6 una funzione razionale intera di e con coefficienti appartenti a C. 
Essendo l'equaziorie (3) 11o.rmale rispetto n a(€), per il teoreina dell'articolo 1 
del $l 4, deve essere: A = - b" essendo b un numero di C. Dalla (3) e dalla 
preceden te ugusglianza si ricava : 

Tenuto conto che dalla (2) si ha:  E~ = - 1, ln (4) si pub scrivere cosi: 

Dalla (5)  si seorge che bs deve essere uguale a l  quadrato di u n  iiumero 
del campo: (C; E), ossia si ha :  

Esserido E raciice di uri'equaziono irriducibile in C, la (6) deve continuare 
a sussistere se sostituiamo - E a1 poste di E. Si ha dunque: 

Dalle (6) e (6') si ricava: 

cioè : 

(7) 

Esaminiamo la (7), preiiderido i s e p i  superiori, e poniamo: 
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Si ha dunque : 

La precedente equazione, tenuto conto che dall'equazione (2) si ricava: 

si pu6 scrivere cosi: 

Uguagliando nella (8) i coefficienti delle poterize di E che haiiiio Io stesso 
grado, si ha:  

Dalle precedeiiti uguaglianze si ricava: la = p = O; m = q. 
Sostitueiido nella (7') ad na, n, p, q i precedenti valori trovati si ha: 

+ ( E )  = n l ( ~ ~  + 1). 
Quindi la. (6) diveiita: 

be = me($+ 1)0, 
ossia : 

b~ = 2 m 2 ~ 3 .  

Dall'ultinîa uguagliaiiza si ricava : b =O, e quiiidi : A = 0, asseiido A =  - b2. 
Cib B assurdo, IL causa dell' irriducibilith della data equrtzioiie biuomia: 
xi" A A O. Ugualinente iinpo.ssibile è 1' uguagliaiiza: 

che si deduce dalla (7). Da quanto si detto, risulta che In precedente equa- 
zioiie biiiomia di dodicesirno grado, lion pub essere normale. 

2. È facile dimostrarc che le equazioni binomie di grado: P . 3 ,  irriduci- 
bili ne1 campo assoluto di razionalith, sono normtdi iiel solo caso di a = 1, 
giA considerato. Abbiasi 1' equazione : 

irriducibile in C. Perche ln (9) sia normale, a causa del teorema 2 5 1, si 
deve avere : 

(10) A = 
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essendo @(E) funzione razienale intera di E con coeffioienti appartenenti a C, 
essendo E radice primitiva ventiquattresima dell' unita, che soddisfa l'equazione : 

Possianio scrivere la (10) cosi: 

(12) A = [ ~ ~ ( y )  + E Q ~ ( Y ) ~ ,  essendo E" y. 

A causa dell'irriducibilitk in C della (1 l), la precedente equazione deve 
continuare a sussistere se sostituiamo - E ad E. Si ha dunque: 

Moltiplicando le (12) (12') fra loro, si ottiene: 

ossia : 

(13) 

ove Q(y) rappresenta una funzione razionale intera di y con coefficienti appar- 
tenenti a C, ed y é radice primitiva dodicesima dell' unitk. 

Per  il teorema dell'articolo precedente, la (13), che é di forma analoga 
alla (3), non pub sussistere. Onde, 8 dimostrrcto che non esistoiio equazioiii 
binomie di ventiquattresimo grado, le quali siano normali ed irriducibili ne1 
campo assoluto di razionalith. Seguendo uguale procediinento, si pub dilno- 
strare che all' infuori di a= 1, non esistono equazioni di grado : 2".3, normali 
e binomie, irriducibili ne1 campo C. 

3, Riunendo i risultati ottenuti nei precedenti paragrafi e ne1 presente, 
possiamo enunciare il seguente teorema : 

La condizione necessaî-ia e sufficiente, affinché un'equazione binomia: 
xn - A = 0, irriducibile ne1 campo assoluto C d i  mz iona l i t d  a cu i  appav- 
tWne A, sia normale,  2 che abbia una  delle t ve  seguenti forme: 

essendo a ~n n z ~ m e ~ o  nppavtenente a C. Giova o s s e r v a ~ e ,  che, se le equa- 
z ion i  sono d i  quaf.to O d i  ottauo grado, debbono avere ln seconda delle 
pt-ecedenti foj-rne, i ? z  cu i  si faccia h = 2, oppulse 1 = 3. 
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4. Consideriamo i'equazione seconda delle (14)) cioé: 

Chiamando xi una qualunque radice della (15), le altre radici si debbono 
esprimere razionalmente per m. Si itbbia l'equazione alle radici primitive urne 
dell' unit8 : 

(10) 
2h-L 

E +1=0, 

h xz essendo : n = 2 . Ponendo nella (16) : E =A , si ha  1' equazione (15). 
a 

Le radici della (15) si ottengono moltiplicando una di esse per le succes- 
h sive poterize di E fino alla potenza di grado 2 -- 1. Si ha quindi: x, = x , E ,  

x2 xi 
ossia, essendo : e = -' , potretno scrivere : x, = - . Analogamente si ha : a a 

I n  generale possiamo dire: 
A - a  le radici della (15)  hanno luogo velazioni del t ipo: 

h potendo variare i da 1 fino alla potenza 2 . 

5. Corisideriztmo la terza delle (14)) ciok: 

x 
Ponendo iiella ( 16) : E = 1 si ha 1' equazione (15')) che possiamo scri- 

4 2 '  

da cui si ricava: 
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Essendo : E = - si ha : 
aV2 ' 

Poichè le radici della (15') si possono ottenere moltiplicniido un& di esse 
per le successive potenze di E,  COS^ avrenlo: 

Fra le radici  della (15') hanno luogo relazioni del t ipo:  

potendo i var iare  d a  O fino alZ'espressione 2' - 1 .  
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Ln géoiiiétrie des groupes simples 

par Érm CABTAN (A Parie). 

INTRODUCTION 

J' ai, dans 1111 iiiéinoire récent ('), développa11 t et coinplétan t un article 
antérieur publié en collaboration avec BI. J. A. SCHOUTEN (2), étudié les espaces 
b coiiiiexioii affine, sans courbure ou sans torsion, représentatifs des groupes 
de transformations contiiius. Cette étude s'appliquait aux groupes les plus 
généraux, et elle était locale. Dans le cas des groupes simples, les espaces 
sans torsion représentatifs soiit riemannieiis, soit complexes, soit réels ( B  dsz. 
défini ou indéfiiii). Les espmes complexes représeiiteiit les groupes simples & 

parainètres coinplexes ; les espaces réels represeii ten t les groupes siinples A 
parainètres réels,, zmitaires (si le ds2 est défini),. ou n o n  zc?litnires (si le ds2 
est indéfini). Les deux derniers cas se distingueiit l'uii de l'autre par la pro- 
priété de l'espace d'être clos OLI ozwevt. 

Les espaces de RIEMANN représentatifs des groupes siinples réels unitaires 
rentrent dans une catégorie plus générale et trés importante d'espaces de 
RIEMANN, caractérisés par la propriété que leur courbure rieinannienne est 
conservée par le transport parallèle; leur étude .se ramène B l'étude de ceux 
que j'ai appelés iw&ductibles et  qui se rattachent tous aux groupes sinlples (7. 
Dans chacun de ces espaces irréductibles, la courbure riemaniiieniie a partout 
le niême signe; dans une même classe existent a ln fois des espaces à courbure 
positive et des espaces B courbure négative. Etant donnée une structure simple, 
les espaces représeiitatifs des groupes réels unitaires correspondants sont à 

(1) fi. CAIC~AN, La Géométrie dee grotcpes de trrcicsforttiatioirs. (J. M ~ t i i .  pures et appl., 
t. 6, 3927, pp. 1-119). 

(2) E. CARTAN and J. A. SCHOUTEN, On the Qeo~netry of the Group-manifold of eimple 
ntcd semi-simple growps. (Proo. Akad. Anisterdain, t. 29, 1926, pp. 803-815). 

(3) La ùéterminntion de tous ces espmes est faite dans lin mémoire dont Ir première 
partie vient de paraîtce. (Bull. SOC. Matli. de France, t. 54, 1924, pp. 214-264). Voir aussi 
É. CARTAN, Sur les espaces de Rieaiann &oes lesquels le 2rnn8port pav pn~ccllélistite ootiserve 
la courbure. (Rend. Acc. Liricei, (6), t. 3', 1926, pp. 544-547). 
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courbure positive; les espaces k courbure négative de la même classe ne soiit 
représeiitatifs d' aucun groupe, iiiais leur groupe des déplacements est isomorphe 
au groupe à parninètres coiilplexes de la structure doniiée. S'il s'agit de la 
structure simple Ct trois paramètres, les deux espaces sont les espaces A trois 
dimeusions & courbure coiistmte, positive ou négative; le premier représeiite 
le groupe des rotations de l'espace ordinaire; le groupe des déplacements du 
second est isoiiiorphe au groupe homographique complexe d' aile variable. 

L'étude détaillée des espaces de RIEMANN irréductibles les plus généraux 
préseiite un très grand intérêt, aussi bien au point de vue de la théorie des 
groupes qu'au point àe vue géoinétrique. Elle fera l'objet d'uii niémoire 
ultérieur. Dans le présent mémoire je m'occupe seuleineiit des deux classes 
particulières sigiialées plus haut (espaces représentatifs des groupes siinples 
réels unitaires et leurs correspondants Ct courbure négative). L'étude faite ici 
n'est plus locale; elle se rapporte plutôt aux propriétés de l'espace ressor- 
tissant à I'Analysis situs, A la distribution des géodésiques, A .la détermination 
complète de leurs groupes mixtes d'isoinétrie, de leurs différentes forrnes de 
KLEIN, etc. Les questions qui se posent sont du reste de nature bien différente 
suivant que 1' espace est à courbure positive ou k courbure négative. 

Un premier chapitre introductif est consacré B la topologie des groupes 
simples réels unitaires; il a son point de départ dails les recherches de 
H. WEYL relatives Ct la théorie des groupes seini-simples ( ') ;  la question y est 
reprise en entier; les résultats de H. WEYL sont complétés et les questioiis 
qui se posent sont résolues jusqu'au bout eii utilisant 1111 de mes mémoires 
réceri ts ('). 

Le chapitre II est coiisacré aux espaces des groupes réels uiiitn.ires; lri 
distributioii des géodésiques est étudiée assez coinplètenieiit pour les formes 
simpleinenf coiiiiexes de ces espaces; elle rèvble, associées A chaque point de 
1' espace, l'existeiice d' 1111 certain noinbre de vn1.iét8s untipodiques (qui peuveiit 
se réduirc à des points) qui sont en quelque sorte des vavidtds d e  striction 
pour les géodésiques fermées issues du point doiiiié. Il y en a autant que 
d'uiiités dans le m n g  du groupe. 

Le chapitre III est consacré aux espaces à courbure négative dont le 
groupe des déplacemeiits a une structure simple complexe. Ils sont tous siin- 

(!) H .  WEYL, l>heorie. der Dnrsiellist~y kor&wierlicher Itnlb-eitnfaclcer Gruppeta d~croh 
li~tenre Trclnsforniatiot~et~,, (Math. Z d s c l i r . ,  t .  23, 1926, pp. 27 1.309 j t. 24, 1925, p p  328-395). 

(9 E. CARTAN, Les /etcseicrs irréditctibies et le8 grozqes litréaires siniples et senti-sittqdee. 
(Bull. Sc. MatLi., 2 h e  s6iie, t. 49,1925, pp. 130-153). 
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plement connexes. 011 peut grâce à eux (et c'est ce qui se reproduira daiis 
tous les autres espaces irréductibles A courbure négative) résoudre des pro- 
blèmes importants relatifs h leur groupe des déplacements. Je signalerai seu- 
lement le résultat suivant: les groupes simples conzpEexes ont, au point de 
vue de YA~zaEysis situs, les mêmes propriétés que les groupes réels unitaires 
correspondants, et ils ~dmettent  toiijours un représentant linkaire simplement 
connexe, Ce théorkme résulte lui-même d' un inode de génératioii remarqiiable 
des transformations finies du groupe complexe : pour ne prendre qu' un exemple, 
chaque rotation complexe de l' espace ordinaire est d6composable d' une ma- 
nière et d'une seule en une rotation réelle et une rotation d'un angle pureinent 
imaginaire autour d'un axe réel. Enfin les espaces eii question ont aussi leur 
importance au point de vue purement géométrique, inais cette importance se 
manifestera surtout pour les espaces irréductibles plus généraux B courbure 
négative. 

J e  supposerai connus le8 principes fondamentaux de IR théorie des groupes 
simples ( l ) .  

CHAPITRE 1. 

LA TOPOLOGIE DES GROUPES SIMPLES UNITAIRES 

1. Le polyèdre fondamental da groupe adjoint. 

1. On sait (') qu'A cliaque type de groupes simples d'ordre 9 .  appartient 
une forine réelle unitaire, b 1. parainktres réels, caractérisée par la propriété 
que la somme des carrés des raciiies caractéristiques d'une trniisforinatioii 
iiifiiiitésinînle arbitraire soit une forme quadratique définie iikgative - ~ ( e ) .  

Les groupes unitaires sont, pour les quatre grandes classes de groupes simples, 
respectiveinen t isomorphes : 

A) au groupe linéaire unimodulaire d' une forme à' HERMITE définie po- 
sitive 

- - - 

Xi%, + $pz + . . a .  -l- ZZ+~XZ+, ; 

(I)  Le lecteur pourra à cet égard, ee reporter h ma TIiBse (Paris, Noiiy, 1894) on nu 
mbinoire précédeinment cité de H. WEYL; 1% lecture ilil méiiioire cité dans In note (') 
page 209, ne sera pm *non p1118 inntile. 

(y E .  CARTAN, Les tcmeuvs irrédibclibles et les groupes lirtdnh.ee sr'inples et senti-sinipE~s. 
( B d l .  Sc. Math., 28me série, t. 49, 1925, p. 135). 
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212 a. CARTAN : Ida gdomdtrie des grottpes simples 

B) D) au groupe linéaire d'une forine quadratique définie positive A 
n = 21 + 1 (type B) ou n = 21 (type D) variables; 

C) au groupe linéaire laissaut invariante$ une forme ~ ' H E R M ~ E  définie 
positive 

et une forme quadratique extbrieure 

Dans les notations précédentes, 1 désigne le, qBang du groupe, dont il va 
être question ci-dessous. 

2. Soit G un groupe simple unitaire, I' son groupe adjoint. r est un groupe 
linéaire h Y variables réelles 

qui laisse invariante la forine quadratique définie positive ~ ( e ) .  Chaque trans- 
formation peut être représentée par une niatrice T d'ordre v, de détermi- 
nant égal k 1. 

Toute matrice T peut, et d'une infinité de manières, être engendrée par 
une transfori-ilatioii~infi~iitésiinale Y de I' ('). Parmi les racines caractéristiques 
de Y, 1 sont nulles (e), les 9 . -  1 autres sont deux h deux égales et opposées; 
elles sont des conibinaisons linéaires h coefficieiits entiers déterminés de 1 
d'entre elles (dites fondnmentales). Toutes ces racines sont purement imt~gi- 
naires: nous les désignerons, avec H. WEYL, par la notatioii 

les quantités (9, soiit les pamm?tves angulnives de la trnasformation Y. 
La inatrice l' engendrée par Y adinet 1 racines caractéristiques égales 

5t 1, les autres sont les quantités ezniPa. 

3. Si une transformation infinitésiinale Y est générale, c' est-b-dire II' admet 
pas plus de 1 racines caractéristiques nulles, il existe 1 - 1 autres transfor- 
inations infinitésiinales indépendantes entre elles et indépendantes de Y, qui 

(') Voir, pour ce paragrnphe et le suivant, le nidinoire cité dans 1; note précédente, 
pp. 134-146. 

(Y) L'entier 1 est le rang du groupe; c'est le nombre des coefficieiits de lléqiintion 
crtractéristique di1 groupe qiii eoiit indépendsiita. Voir E. CAIWAN, Thèse (Park, Nony, 1894), 
p. 29. 
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jouissent de la propriété d'être échsngeables entre elles et éch~ngeables 
avec Y. On obtient ainsi un sous-groupe abklien y d'ordre 1. Si 

est la  transformation infinitésimale la plus générale de y, les paramétres angu- 
laires v a  sont des formes linéaires en e,,  e, ,...., e, dont 1 sont linéairement 
indépendantes. 

Si maintenant on part d'une traiisformatioii infinitésimale Y singuli&e, 
c'est-&dire admettant plus de 1 racines caractéristiques nulles, il existe plus 
de E trnnsforma.tions indépendantes échangeables avec Y. On peut se demander 
si, parmi ces transformations, il en existe au moins une qui ne soit pas sin- 
guliére. C'est ce que nous allons démontrer. 

Soit Y, une transformation particulikre échangeable avec Y; soit Y, une 
trnnsformation particulière échangeable avec Y et Y, (et linéairement indé- 
pendante de Y et de Y,), et ainsi de suite. Supposons que nous arrivions B 
trouver ainsi h tramsformatioss indépendantes . . 

Bcliftngeables entre elles et telles qulnuculle autre transformation du groupe 
ne soit Bchaiigeable en même temps avec chacune d'elles. Les racines carac- 
téristiques o, de ln transformation 

sont des formes linéaires (') en e, e ,  ,...., e I -  ,. Parmi ces formes linéaires, il 
ÿ en a au inoi!is A indépendantes; sinon il existerait une transformation non 
nulle ZeiYi ayant toutes ses racines caractéristiques niilles; cela est impossible, 
puisque la somme des carrés des racines caractéristiques d' une transformation 
arbitraire du groupe est une forme clkanie. Les racines caractéristiques d' une 
transformation arbitraire étant a11 noinbre minimum de h indépeudantes, cela 
prouve, d'après la, défiiiition même du raiig, que h est au plus égal A 1. Mais 
d'autre part A lie peut pas être inférieur B 1, puisque 1 des racines o, sont 
nulles et qu'A chaque forme linéaire o, coi.respondent une ou plusieurs trans- 
formations X telles qu'on ait 

(Lei Yi, X) = o x X ,  

quels que soient les coeficients el e , ,  ...., e~ - , . Il existerait donc E - A trans- 

(4) Cela tient il ce que les transforiiintious mout éclinngenbles entre elles. 
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forniations indépendailtes des Y et échangeables avec les Y, ce qui est 
contraire & 1' hypothbse. 

L'entier h étant égal A 1, et le nombre den formes linéaires w, identi- 
quement nulles ne dépassant pas 1, il suffit de donner aux coefficients ei des 
valeurs numériques n' aiiilrilant aucune des formes w, non identiquement nulles 
pour obtenir une traiisformation géndrale; la  transformation donnée Y fait 
ainsi partie du sous-groupe y défini par cette transforniation générale. 

4. Toute transformatioii infinitésimale Y fait donc partie d'au moins un 
sous-groupe abélien y, contenant une inflnité de transformation générales. Tous 
les sous-groupes y sont du reste hoinologues entre eux dans le groupe adjoint 
continu I' ('), de sorte que toute transformation de r est homologue & une 
transformation d'un sous-groupe y particulier. 

Cela posé, regardons les 1 paramktres angulaires fondnmentnux y,, y*,  ...., yl 
d'une transformation infinitésimale arbitraire coinme les coordonnkes cartk- 
siennes d' un point dans un espace h Z dimensions. Nous choisirons les vecteurs 
unitaires de coordonnées de mrtnikre que la forme quadratique définie positive 

reprbsente, B un facteur constalit prbs, le carré de la distance d'un point 
A l'origine. 

Tout point M (yi) représente une transformation infinitésimale de chaque 
sous-groupe y, e t  par suite une infinité de transforinations infinitésimales 
homologues entre elles. Si aucun des paramétres cp, n'est nul, ces transfor- 
mations sont générales et forment par suite un ensemble Si h des 
paraniètres y ,  sont nuls (h  pair), chaque trnnsformatioii représentée par M est 
invariante psLr un sous-groupe & 1 -I- h paramétres et par suite admet O O ' ' - ~ - ~  

hoinologues. 
A l'intérieur d'un sous-groupe y déterminé, une transformation infiiiité- 

simale admet un certain nombre d' homologiies; on obtient leurs points repré- 
sentatifs en effectuant sur les ) +  - 1 paramktres y? (regardés comme des lettres) 
un groupe fini G' de substitutions; ces substitutions conservent les relations 

(4)  Cela tient à ce qne les trniisformntions infinitésimalen qéwhnles I; dont clincune 
définit lin soiis-groupe y, foriiicnt lin rnsenible coniiexe; en effet, comme noiis le verrons 
dans un instant, les trnnsforniations singulières reniplissent, dans le donirine (111 groupe, une 
oii plilsieurs variétés à, 3 dimensions d e  moins que ce domaine. 
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E. CARTAN : La géonzét& des groupes simples 215 

liiiéaires à coefficients enliers qui existent entre les paraiiietres angulaires ('). 
Géonié triqueiiieiit le groupe G', opérant sur les poiii ts représeii tatifs A1, est 

r - 1  
un groupe de rotations et de syniétries, eiigeiidré par -- 

2 
syniétries par 

rapport aux hyperplans cp, = O (2). 

9,- 1 
Si 1'311 considère les - 

2 
hgperplaris y ,  = 0 iileiiés par 1' origine, ils 

partagent l'espace en tiii certain noiiibre de régioiis indéfinies (angles po- 
lyèdres) convexes. Chacune d' elles représeiite le domaiîze foîzclccme~ztnl (D) du 
groupe 6', et toute traiisforination iiifiiiitésiinale de y est lioinologi~e A uiie 
traiisforiiicttioii et uiie seule iiitérieure à cette région. Toute régioii convexe, 
limitée par un certain noinbre d'hyperplaiis cp, = O ,  et telle qu'nzccun autf.e 
de ces hypevplnns 12e Zn trnl;elase, peut être prise coinine doinaiiie fonda- 
inental. Nous vérifieroiis plus loin que toutes ces régions admettent exactement 
E faces hyperplaiies. 

Tout poiiit intérieur au dornaiiie foiidaniental (D) représente 00"-l tralis- 
foriiiatioris infinitésimales homologues; tout poiiit situé sur i'uiie de ses faces, 
ou 1' une de ses arêtes, etc., représeiite au plus CG''-"~ transforniations 
hoinologues. 

5. Passons m;iiiitenant aux transforinatioiis firzies, 0'1 aux inatrices T du 
groupe I'. Soit Y 1' une de ses transforinatioiis infinitésimales géiiératrices, 
appartenaiit B un certaiii sous-groupe y ;  on peut représenter T et Y par le 
même poiiit M. Or a l'intérieur du niêine sous-groupe y, la matrice T peut 
être eiigeiîdrée par une infinité. de traiisforinntions iiifiiiitésimales différentes 
de Y; ce sont celles qu'on obtient en ajoutant aux parrtniètres aiigulaires 
foiidanientaux cpi des nombres entiers arbitraires. Considérons alors le r6seau (R) 
des points li. coordonnées cp, entières. 

La même matrice T est représeutée par une iiifiiiité déiiombrable de 
poiiits, homologues entre eux par rapport au réseau (R). 

Supposons que 1 t 2k. des racines caractéristiques de T soient 6gales à 1;  
on démontre alors que, T é tmt  invariant par uii soiis-groupe à 1 i- 2k para- 

(l) IL peut y nvoir des enbstitntions jouissant de  cette propriété sans appartenir h 9'. 
Voir E. CARTAN, Le priiicipe de dzcnlitd e t  Ica thdorie de8 groupe8 si~nplee et senai-siinples. 
(Bull. Sc. Math., 2 e m e  série, t. 49, 1925, pl). 36.5-366). 

(2) Cette interprétation du groupe g' coinine groupe de rotlitions et de rqiiiétrit.~, aiilsi 
qne celle de ses opérntioiis géiiératrices, eat due k H. WEYL, Theorie der Darsts l lz~~ig konti- 
wuierlicher hnlb-ei~bficcker Qribppen disrch li~tercre Ti.rowformrclio~lerc. (Nath. Ztritsclir., 24, 
1925, pp. 367-371). Le groupe gr est le groupe ( 8 )  de H. WEYI .. 
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216 E. CARTAN : La gdométvie des groirpee simples 

iiiètres de r, il existe oor- z - 2 k  matrices homologues k T. L'hypothése faite 
revient 5t dire que, parmi les paramétres angulaires y, de Y, 2k sont des 
nombres entiers. La iiiatrice T peut donc être invariante par un groupe plus 
grand que sa transforination génératrice Y. 

6, L'enseiiible des opérations du groupe 9' et des translations Z qui 
laissent le réseau ( R )  iiivariai-it engendre uri groupe 9,  de déplacements et 
de symétries. Deux poiiits M homologues par rapport k 53, représentent des 
iiiatrices T hoinologues par rapport k r. 

Nous allons iiiainteiiaiit considérer l'eiiseiilble des hyperplans (Il) obtenus 
en égalant un des paraniétres angiilaires y ,  k un noiilbre entier arbitraire. 
Tous ces lipperplans parttigent 1' espace eii une infinité de polykdres convexes; 
soit (P) l'un d'eiitre eux, que l'on peut supposer intérieiir au domaine fonda- 
mental indéfiiii (D). Nous allons nioiitrer que toute iiiatrice T peut être repré- 
sentée par un point au moins de (PJ 

Partons de la reinarque, due à H. WEYL ('), que les matrices représentées 
par un point donné d'iiii niêine hyperplaii (IT), adniettant au iiioiiis 1 + 2 
racines caractéristiques égiiles k 1, forinent dans 1' espace du groupe ilne 
variété k 2. - 2 - 2 tliiiiensions R U  plus; par sui te les matrices représentées 
par les difièrents points des hyperplniis (II) forinen1 uii iiombrc fini de variétés B 

diinensions. Il est doiic possible d'aller d'liii point k un autre de l'espace du 
groupe, c'est-Mire de passer par coiitinuité d'une matrice T quelconque à 
une autre niatrice Tr  quelconque, en évitant les iiiatrices siiigiilières. Soit 
alors Mo un point particulier intérieur A (P), soit T, une des iiiatrices repré- 
sentées par hl,, et soit T une matrice quelconque. En passant de T,, k 1' de 
maiiière k éviter les inatrices siiigiilières, le point représentatif correspondant; 
partant de III,,, resle?.a à l'inlé~.ieztj* de ( P )  (?), et par suite il existe bien B 
l'intérieur de (P) un point M représentatif de T. Eii particulier la matrice 
unité devant être représentée, cela veut dire que l'un au moins des sommets 
de (P) appartient au réseau (R) .  On pourra doiic supposer, par une des trans- 
lations %, que le polyèdre (P) n l 'un de ses soinmets a l'origine 0. 

(1) Mt~tli. Zeitsolir., t. 24, 1926, p. 379. 
(2) 011 peut démontrer en toute rigueur que lorsque la inatrice T vnrie d ' m e  manière 

continue sans jamais être singulière, le point rel>réseiitatif N peut être également suivi ynr 
continuité, sans qu'il y ait jamais ambiguïté. 
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7. Nous soinines inaiiitenant en mesure, cii nous plaçant au poiiit de vue 
géiiéral de H. ('), d'étudier la topologie de l'espace du groupe adjoint I', 
eii particulier de chercher s'il existe dans cet espace des coiitours fermés 
non rbductibles à t i t i  point par déformation coiitiiiue. 

Supposo~is d'abord que le polyèdre (P) n'ait aucuii sommet autre que O 
appartenant au  réseau (R). Coiisidéroiis un coiitoar fermé (C) tracé dans 1' espace 
du groupe; ~ious  pourrons toujours Ic déformer d'uiic manière continue de 
façon à le faire partir du point origiiie (correspoiidant a la traiisformation 
ideiitique), de faqoii aussi qu'il ne reiicoiitre aucune matrice siiiguliére (autre 
que la matrice uiiité, qui correspond à soi1 poiiit de départ et d'arrivée). Il 
correspondra h (C), dans l'espace B 1 diineiisioiis des y , ,  uii contour (C') qu'on 
pourra faire partir de 0, qu'on pourra supposer tout entier intérieur A (P) et 
qui se terminera nécessairement en O. Soit M u n  point de (C'); il représente 
iine traiisformation iiifinitésimale géiiératrice détermiiiée Y de la matrice T 
qui nppartieii t au poiii t correspondant du contoiir (C). Les inatrices t Y, ou t 
est un nombre réel compris entre O et 1, forment à l'iiitérieur de (P) un 
contour variable qui résulte d'une déformation continue de (Cf) et  se réduit 
R U  point O pour t = O .  Les inatrices finies correspondantes T formeront dans 
l'espace du groupe un coiitour fermé qui se déduira de (C) par déforiilation 
continue e t  se réduira au point origine pour t = O .  C'est ce  que nous voulions 
déinoritrer. Si d o m  le polyèd2.e ( P )  2%' a qu' z n z  sonwiet appartenant  a u  
iséseau (R), l'espace d u  groupe i' est simplement connexe. 

~~~~o~oiis'niaiiiteiiaiit que le polyèdre P ait li. - 1 sommets O,, 0 ,,...., 0, _,, 

différents de O et appartenant au réseau (R). Si un contour fermé ( C )  tracé 
daiis l'espace du groiipe est réductible à un point par déformation coiitiiiue, 
cette déformntion pourra to~ijoiirs s'effectuer en évitant les, inatrices siiigu- 
libres, puisque ces matrices formeiit des variétés ii 3 dimensions de moins que 
l'espace ambiant; de même si deux contours fermés soiit réductibles l'un & 

l'autre, lit réduction peut se faire en évi tarit les inatrices singulières. ' 

Cela posé, tout coiitour fermé ( C )  peut .toujours être déformé de manière 
à partir di1 point origiiie et B éviter toute autre matrice siiiguliére; il lui 
correspondra dans l'espace des .gi 1111 coiitcur (Cf) qu'oii pourra supposer 
partir de O et rester à l'intérieur de (P); il se terminera nécessairemeiit en 
1' un des point 0, O,, ...., Oh - ,. S'il se termine en O, le contour (C).  est réduc- 
tible 1i, un point. Mais s'il se termine en O,  par exemple, le contour (C) n'est 
certainement pas réductible à U I I  poiiit; siiion eii effet In rédiiction pourrait 

(<) Math. Zrilsclir., f. 21, 1925, pp. 380-381. 

Annali d i  Matsniatica, Berie I V ,  Tom0 IV.  18 
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se  faire en ne cessant pas de faire partir (C) du point origiiie et de lui faire 
éviter les niatrices singulières; le coiitour (C f )  lie pourrait alors constamment 
que partir de O et aboutir à O,, il lie serait doiic pas réductible B u n  point, 

On voit de plus qu'il  y n excicte~nertt dans l'espace d u  ggsoupe 11 clcisses 
distinctes de G O I A ~ O U ~  fe?*nzés iir~:&dz~ctibles entre eux,  et qzci correspondent 
& .h chemius joignant O a u x  point O, O,, ...., Oh - 6i 1' i~llérieug- de (P). 
Nous dirons que h est l'ilidice de co~znexion du groupe. 

8. Si l'espace du groupe I' n'est pns simplement connexe, le polyèdre (P) 
n'est pas un domaine foiidamentd du groupe f ini  Ç,, puisqu'il existe tt l'inté- 
rieur de (P) h points homologues entre eux par rapport A 61. On aurait 
facilement un domaine fondamental ( Q )  de $2, par la méthode du rayoiiiieineiit 
en preiiant les poiiits de (P) qui sont pliis rapprochés de O que de chacun 
des points O,, ...., Oh-[; ce polyèdre (Q) a pour faces d'abord les hyperplaiis 
qui limitent le doinaine (D) de 9', puis un certaiii nombre d'autres f v e s  
hyperplanes. 

. . Pour obtenir le polyèdre (P), il suffit de construire d' une maiiière quel- 
conque uri polyèdre limité par uii certain nombre d'hypesplanu (II) et qu i  lie 
soit traversé par aucun autre .hyperplnii (II). Nous allons passer eii revue les 
diffdreiits types de groupes simples et vérifier que pour chncuii d'eux le 
polykdre (P) adinet exactement 1 + 1 faces hyperplnnes. Nous détermirieroiis 
en wêiiie temps les 1 soininets autres que 0, niiisi que ceux de ces soinmets 
qui appartjenneiit au réseau ( R ) ;  leur nombre sera l'indice de connexion l h  
diminué de 1. 

9. Si iious prenons d'abord le cas du groupe it 3 paramètres de raiig 1 
(groupe des rotations de  l'espace ordinaire), il est clair que (P) est ici le 
segnlent (0, 1) d'un axe; ses deux extrémités appartiennent nu réseau (R). 
L'indice de connexion de I' est donc égal k 2. Le domaine (Q) serait fornié 

du segnieiit 0, - . L'espace du groupe des rotations 11' est tiiitre, coiiinie oii ( 3 
sait, que l'espace elliptique H 3 diniensions qui, eii effet, II' est pas simplement 
connexe. 

10. T y p e  A) ('). Les paramètres aiigulnires sont 

& y i r  &(yi - Yi) (il j e- 1 ; 2 ,...., 1). 

(') Les t.xprersioii~ géuérales (les pnraiiiétres angii1;iirra oorrrspontlt\iit nux différents 
typas simples se t,i.oureiit indiqiiée~, ~ : L U A :  E. CARTAN, Thèsr, pP. 81-93. . . 
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Nous poiivoiîs défiiiir le domaine (P) par les 2 + 1 iiibgalités 

1 3 y, .> y+ > .-a > Y I >  O;  

il est clair que le doinaine défini par ces~inégalités n'est traversé per aricun des 
hyperplaiis (II). Les soininets de (P) autres que O sont les points de coordoiiiiées 

Ils appartiennent tous au réseau (R) forme des points 5t coordoiiiiécs entières. 
L'espace du groupe I' A donc 1 + 1 pour indice de coiiiiexioii. 

11,. Type B). Les paramètres niigulaires sont de la fornie 

*CPi*c~.i (i, j=l,  2 ,.,.,, 1). 

Nous défiiiirons le doinaine (P) par les 1 + 1 inégalités 

Les soininets, autres que 0, du polykdre~(P) sont 

1 1  
2 '  5' O,.,.., O, 

Le premier seul appartient au réseau (R). Le groupe  F n d o m  2'il:dice de 
connexion 2. 

12. T y p e  C ) .  Les parainktres angulaires sont 

(i, j =  1, 2 ,...#,' Z); 

le réseau ( R )  est formé des points dont toutes les coordonnées sont entiéres 
ou des moitiés de nombres iinpairs. On peut :définir le polyèdre ( F )  par 
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. les 1 -t 1 inégalités 

Les soininets, autres que 0, de ( P )  sont 

Le dernier seul appartient au résejau (K). Le gvoupe r n donc I'idice de 
co?znexlo?~ 2. 

13. Type D). Les pararphtres angziln.ires son& 

...... * Ti  * Y.; ( i )  j = 1, 2 1). 

Le réseau (R) est le inême qiie clziiis le cas du type C). 011 peut défiiiir le 
polybdre (P) par les iriégalités 

Les sommets, autres qiie O, du polyédre (P) soiit 

1 ,  0 0 . O,  O , .  O, 
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É. CARTAN : La géométrie des groupes simples 22 1 

Le premier et les deux derniers appartiennent au résenu (K). LP gmupe r 
a donc pou). indice de connexion 4. 

14. I'ype E,). Les parainétres aiigulaircs sont 

Les sommets du réseau (R) sont les points dont toutes les coordonnées sont 
des iionibres entiers ou dont toutes les coordoiiiiées sont des tiers de nombres 
entiers congrus entre eux (mod 3). 

011 peut définir le polyédre (P) par les 7 inégalités 

Les soiniiiets, niitres que 0, de (P) sont 

Le deux premiers appartiennent au  réseau (R). Le groupe l? a donc pouv 
indice de connexion 3. 

15. Type E,). Les parainhtres angulaires sont 

(Pi - ' 9 j 7  + ( P k + ( ~ h  (i,  j, k, h =  1, 2 ,...., 8)' 
avec 

Les soinmets du r6seau (R)  sont les points dont les 8 coordoiiiiées, de ioniine 
nulle, sont des quarts de nombres entiers coiigrus entre eux (niod 4). 
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- - -- - - 

011 peut' définir le polyèdre (P) par les 8 il16galités 

Les somn~ets, autres que 0, du polyèdre (P) sont 

Le premier seul appartient au réseau (R). Le 99-oupe I' n donc pour indice 
de connexion 2. 

avec 

'Pi - vj' * ( ( f i  + (4j + ~ k )  (i, j7 k= 1, 2, g), 

-y1 + Tg t;... + y g  = 0. 

Les points du réseau (R) sont ceux dont les coordonn6es sont des tiers de 
nombres entiers congrus entre eux (mod 3). ' - 7  . - 

On peut définir le polyèdre (P) par les 9 inégalités 
. 

. (fz >.y3 > .... 3 yg1 (42 t ( ~ i ~  -1- < 0' . (Pi - ~ 9 9  < 1. 
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Les soinwiets, niltres que O, du poly8di.o (P) soiit 

Aucun d'eux ii'apyartieiit RU réseau (R) :  Le gt.oupe I' est donc sintplenle~zt 
connexe. 

17. Type  F). Le i  paramètres angulaires soiit 
. - 

Les sommets dü réseau (R) sont les points dont les coordoiiiiées sont des 
iioinbres entiers à somme paire. 

011 peut définir le polyèdre (P) par les 5 inégalités 

Ses soininets autres que O soiit 
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Aucun d'eux ii'appartient ail réseau (K). Le groupe i' est donc sinzple~nent 
coltnese. 

18. Type G). Les paramètres niîgulitires sont 

(i, j=  1)  2, 3) 

Fig. 1 Fie. 2 

Fig. 3 Fig. 4 

On peut définir le domaine (P), qui est ici un triangle, par les 3 iiiégalités 
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Ses deux soinmels autres que O sont 

Aucun d'eux ii'appartient au réseau (R). Le groupe l' est donc simplement 
connexe. 

19. Nous repiéseiitoiis dniis les figures 1, 2, 3 et 4, pour chacuii des types 
de rang 2, k savoir A), U ) ,  C) et G), 1111 parallélogramiile du réseau (IZ), ainsi 
que les droites (II) qui le limiteiit ou le traversent; le doinaiiie triangulaire (P) 
est figuré au inoyen de hachures verticales, le domaine ( Q ) ,  quand il existe, 
au moyen d'un double systéine de hachures verticales et horizoiitales. Le 
groupe du type D) de rixiig 2 est seini-simple; c'est pour cela qu'il n'est pas 
figuré ('). 011 rem:irquera que les figures 2 et 3 relatives aux lypes B) et C) 
sont semblables; c'est qu'eii effet les deux groupes correspoiidtu~ts sont 
isoinorphes. 

II. Le  groupe abstrait simplement connexe 
et ses représentations linéaires. 

20. Nous avoiis vu que toute transfornlatioii fiiiie 2' du groupe adjoint l' 
peut être représeiitée par h points distiiicts intérieurs au (Zt 1)-èdra (PI. Nous 
alloiis construire ut1 groupe abstrait r (') dont ch;tque opéixtioii sera repré- 
sentée par uii point et un seul de (P). 

Coiiveiioiis d'appeler élénzent T l'enseiilble d' une matrice T de 1' et d' un 
cheiniii (C) joigiiant, dniis l'espace du groupe, le point origine au poiiit T. 
Deux élémeiits seroii t regardés coinine iden tiques s' ils correspoiideii t à la 
même iiiatrice Ilet  si les deux chemins qui itclièveiit de les défiiiir soiit iéduc- 
tibles 1' un tL 1' autre par déformation coiitiniie. A chaque iiiatrice Y' corres- 
pondent h éléments F, Tout élément T est représenté par uii point et uii 
seul intérieur à (P). 

('1 Tout ce qui précède peut s'éteiiilre aiix groiipes semi-siiiîp1t.s. nvec la seiile diffé- 
rence que le polyèdre (P) est liiiiité pnr pliis de 1 + l  faces Iiyperplanrs. 

( 2 )  C'est H. WICYI. qni n montré lliiiiportniice de la notion du groupu nbstrnik tlnii~ 
wii mémoire préçétleiiiiiient cité. 

dnnali di Matatiiolico, Serie IV, Tomo IV. 29 
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Nous allons définir i?t nbst~~ncto le produit de deux éléments T et T' .  
Considérons pour cela lin des chemins qui, allaiit du poiiit origine au point T', 
définissent l'élémeiit Tt. A chaque poiiit de ce cheiniii est associée une ina- 
trice O variant d'iiiie manière continue depuis ln matrice unité jusqu'à T t .  
La iiîatrice TO décrit alors un chemin continu partant de T et aboutissant 
g TT'. Suivons par continuité sur ce cheniiii I'élénieiit correspoiidant, en par- 
tant de 1' élément initial I'; nous arriverons & uii élémeiit fiiial T", qui est 
l ' un  des h élémeiits associés k la matrice 1"'= TT'; iious poserons 

Il est facile de montrer que la définitioii donnée du produit m' est iiiiivoque. 
Il est clair iiîaintenant que tous les élémeiits T définissent uii gvoztpe ab- 
strai t  F. 

Le groupe I' est simplenient connexe, car pour qu'uii contour partant, 
dans 17 espace du groupe, d' un point T ariquel on associe 1' élément 2; ramène 
en T le même élement i l  faut et il suffit que ce coiitour soit réductible & 
zéro par déforiimtioii continue. 

Le groupe I' est isomorphe mériédrique de I'; le groupe quotieiit r/I' peut 
être regardé comine formé des h éléments de qui correspondent à la trans- 
forinatioii identique de r. Ces éléments sont représentés, daiis le polyédre [P) ,  
par les h soininets 0, O , ,  Oh-i. Chacun de ces élénients laissant invariante 
chaque traiisforinatioii de J? et, par continuité, chaque transformation de I', le 
groupe I' I' est abélien. Nous l'appellerons le gvoupe de co?znexiofz de i'. 

Supposoiis inaintenant qu'on ait un  groupe G ayant même structure infi- 
iiitésiinale que I'. A une traiisformatioii de G ne correspond évideinmeut 
qu' uiie traiisf~rtnati011 de r, mais la réciproque peut ne pas être vrafe. Si on 
va par contiiiuité, dans l'espace de G, le long d'un chemin déterminé, de la 
traiisforniatioii ideiitique b une traiisformation donnée, il lui correspondra, 
dans l'espace de l', un chenîiii conduisaiit à un élénîent déterminé 'I'de Deux 
trnnsforiuatioiis différentes S e t  S' de G iw pourront jamais conduire de cette 
matiiére au inêiue élémeiit de r; sinon, en effet, i l  existerait dans l'espace 
de G uii chemin allant de S A S' et qui donnerait, dans l'espace de l', un 
contour fermé réductible à zéro; ln réduction A zéro de ce chemin par une 
déf'orinatioii continue conservant le point de départ et le point d'arrivée, 
eiitra.înera.it, dans l'espace de G, la réduction A zéro d'un chemin partaiit 
toujours de S et aboutissaiit toujoiirs IL S', ce qui est absurde. 

Si donc G est un groupe quelcoiique de inêrne structure iiifinitésiniale 
que I', le groupe ï est isoiriorpho (mériédrique ou holoédrique) de G, et le 
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groupe Cf est lui-inêiue isomorphe (inériédrique ou holoédrique) de 7. Le 
groupe de  connexion de G, k savoir QG, est un sous-groupe du groupe de 
conilexion Ï'/l! de r. Ce sous-groupe peut d'ailleurs se réduire h l'opération 
identique ou se confondre avec F/r. 

Les considératioiis précédentes ne supposent nullement que le groupe I' 
soit simple; elles s'appliquent B ii'importe quelle structure infinitésimale, à la 
seule condition que I' soit le groupe adjoiiit correspondant. 

21. Jusqu'B present le grouper a 6th considéré uniquement i n  abstracto. 
On peut se poser la question de savoir s'il existe effectivement, dans un 
champ niinlérique convenable, un groupe d' opérations isomorphe holo8dl.ique 
A La réponse est fournie par le théorême suivant: 

Il existe, pou?. chaque type  de gvoupe simple, un g?*oupe unitaive 
li1zt2ni1-e sinaplentent connexe ('). 

Il suffit, pour démontrer ce théorkme, de vérifier dans chaque cas l'exi- 
stence d'un groupe linkaire G tel que les transformations de ce groupe re- 
présent,ées par les sommets O,, O,, Ohdi du domaine (P) ne soient pas la 
transforniation identique. Or cela est une conséquence immédiate des résultats 
obtenus dans mon article: Les tenseurs im4&ductib1es et les gvoupes linéaires 
simples et semi-simples (y). Il suffit de prendre 

Type A) :  le groupe g, d'une forme  HERMITE définie positive à 1 -+ 1 
variables, dont le domaine contient h = 1 + 1 fois celui du groupe' adjoint; 

Type B): le groupe g, & 2l variables, dont le domaine contient h = 2 
fois celui du groupe adjoiiit; 

Type C ) :  le groupe g, d'un complexe linéaire, dont le domaiiie con- 
tient h = 2 fois celui du groupe adjoint; 

Type D), E impair: le groupe g, & 2l-i  variables, dont le domaiiie 
contient h = 4 fois celui du groupe adjoint; 

Type D), 1 pair: le groupe 1-éductible g,g, B 2l variables, dont le 
domaine contient h = 4 fois celui du groupe adjoint; 

Type E , ) :  le groupe y , .  dont le domaine contient lz = 3 fois celui du 
groupe adjoin t ; 

(') H. WEYL R démontré ce théorème pour les quntre grsnda types de gruiipes simplrs; 
pour les types exceptionnelêl, il rt simplement niontré qiie le groiipe de connexion est fini. 
(Mntli Zeitaclir., t. 24, 1925, pp. 380-381), iiiiiis snns exclure, seinble-t-il, I1bypotlièse de la 
non-existencr dliin groiipe linéaire siiiiplement connexe. 

(c)  BiiII. Sc. Nath., (2), t. 49, pp. 130-152, spécialemeiit p. 150. 
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Type E,): le groupe g, dont le doinaine contient 12 = 2 fois celui du 
groupe adjoint. 

Pour les autres types, le groupe adjoint est siinpleineiit connexe. 
011 remarquera que, daiis le cas du type D) de rang pair, il ii'existe 

aucun groupe linéaire iw&ductible siinplemcnt connexe ('). 

22. 0 1 1  n fncileineiit, d' ap&s les résultats prkcédents, ln structure du 
groupe VI'. I l  est cyclique dans tous les cas, A l'exception du type D) de 
rang pair, auquel cas i! est isoniorplie au groupe engendré dans uii plan par 
les syinétries, prises par rapport A deux droites rectangulaires (qui doniieiit 
par coinposition la syin6trie pRr rapport A leur point d'iiitersectioii et l'opé- 
ration identique). 

Reveiioiis A In représentation des transforma.tioiis de I' dans l'espace & 1 
diineiisioii des cpi. Les opérations de 1' seront représeiitables égnleineiit par 
les points qui représeiiteiit leurs trniisforinatioiis infinitésiinales géiiératrices. 
Seuletneut le réseau (R )  des poiiit qui représeiiteiit l'opératioii identique de Ï' 
ne contiendra. qu'une partie des soiniiiets du réseau (H). Pour obtenir ( R ) ,  on 
peut remarquer que le groupe @, des déplacements et des symétries dont (P) 
est le polyèdre foiidaineiital résulte de ln coinbinaison du groiipe G' des 
rotations et des syinétries autour de l'origine avec le groupe des traiisla- 
tioiis Z d u  réseau ( R ) .  Les soininets. de (6 sont les diffërentes positions que 
prend le point O qiiniid oii lui npplique les opérations de s,, et g, est lui-inêine 
eiigendré par les 1 t 1 syinétries effectuées par rapport aux 1 + 1 faces du 
polyèdre (P). 

On pourra prendre cornine doinaine foiidaineiital du groiipe % des trans- 
lations du réseau (K), noil pas un des parallélépipèdes fondanleiitaux de ce 
réseau, niais le  voliiine (9) formé par (P) et par tous les ( E  + 1)-èdres qui se 
déduisent de (P) par les opérations de @'. Les faces opposées A O de to~is 
ces (1 i- 1)-èdres sont en effet les lieux des points équidistaiits de O et des 
points du réseau (R) les plus rapprochés de O;  elles limitent doiic le domaine 
fondamental du groupe S, tel qu'on le constr1;irait par la. méthode du rayon- 
iieineii t. 

Les figures 5, 6 et  7 (pp. 237 et 238) iadiqueiit la  f ~ r m e  du do~iinine (9) polir 
les groupes siinpleinent coniiexes des types A), 23) et G) de rang 2. On n conservé 

(1) 011 peut ajoiiteï qu'il existe toiijoiirs iiii groupe linéaire ndiiiettarit pour groiipu de 
connexion un sous-groupe qiielconqiie di1 groiipe de conriexioii r/r du groupe ndjoint. 
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la même échelle que pour les figures 1, 2 et 4. On obtiendrait dans chaque cas 
un parallélogramme fondamental du réseau (R)  eii preiiaiit les synétriques 0' 
et 0" de O par rapport ii deux côtés consécutifs non en ligne droite du péri- 
mètre de @), et en achevant le parallélogrnmme construit sur 0 et 0 ,  

23. Les doinaines (9) relatifs nus groupes de rang 3, des types A), B) 
et C),  se constriiisen t facileinent. 

Les types A )  et B) doniient le même polyèdre (9): c'est un dodécaèdre 
formé de 12 faces losanges. Les extrémités des petites diagoiiales de ces 10- 
sanges soiit les 8 soininets d' un cube ; les extrémités des graiides dingoiiales 
sont les syinétriques du centre de ce cube par rapport h ses faces. D ~ I I S  le 
cas du type A),  les losanges sont partagés en deux triangles par leurs petites 
diagoiiales, ce qui correspond A 24 tétraèdres (P) remplissnnt le polyèdre (9). 
Les soininets du cube soiit les points 0, et O , ,  chacun répété quatre fois ; 
les autres soininets cori~espondent au point O , .  Dans le cns du type B), les 
losanges sont partagés en 4 triangles par leurs deux diagonales, ce qui doiiiie 
48 tétraédres (P). 

Dans le cas du type C), le doinaiiie (9) est un cube dont chaque face 
est partagée eii 8 triangles par les dingoiiales et les dsoites joigiiniit les 
inilieux des côtés opposés, ce qui doiiiie encore 48 tétraèdres (P); le groupe 6' 
est ici le groupe de toutes les syinétries dii cube. Les soininets du cube sont 
tous des hon~ologues de O,. 

24. Ln détermiiiatioii effective des sonmets de (6) se filit faciletneiit par 
le calcul. Il suRt de déterinilier le symétrique de O par rapport 21 lzc face 
de (P) opposée B O, et de lui appliquer ensuite les différeiites opérations 
de Gr. En partant iilainteiiaiit de 1 soininets coiiveiinblemeiit choisis, on aura 1 
arêtes issues de O susceptibles d'engeiidrei. le parallélépipède fondaineiital 
du réseau (R). 011 aura le groupe r/I' en regardant comme une seule opé- 
ration l'eiiseinble des trnnslations qui aintherit de O aux points hoinologues 
21 chacun des soininets 0, O ,,..., Oh-, . 

Type A). Le réseau (&) est foriné des points à coordonnées entières 
dont la soinine est divisible par 1 + 1. Les points hoinologues de 0, sont ceux 
pour lesquels les coordonnées sont eiitières avec uiie somme congrue A a 

(inod 1 -t 1). 
Type B). Le réseau ( R )  est formé des points k coordoiinées entières 

dont la soinme est paire. Les points hoinologues de 0, sont ceux dont les 
coordonnées sont entières, avec uiie soinine impaire. 
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T y p e  C). Le réseau (R) est formé des points A coordonnèes entieres. 
Les points liomologues de 0, ont pour coordonnées des moitiés de nombres 
impairs. 

T y p e  D). Le réseaii ( R )  est formé des points k coordonnées entieres 
dont la somme est paire. Les points homologues de 0, ont pour coordonnées 

2 
des moitiks de nombres impairs, avec iiiie somme différant de - d'un nombre 

2 
impair. Les points homologues de 0, ont pour coordonnées des moitiés de 

1 
nombre impairs, avec une somme différant de , d' uii iiombre pair. Les points 

L 
homologues de O, ont pour coordoiinées des nombres entiers de somme impaire. 

Si 1 est impair, la translation Ôo, est cyclique (inod Z), son carré est la 
translation 03, et son cube la translation 03. 

Si 1 est pair, chacune des translations 66, est cyclique d'ordre 2, et 
chacune d'elles est le produit des deux autres. 

T y p e  E,). Le réseau (2) est formé des poiiits dont les coordonnAes sont 
de la forme 

h 
cPi=Pi+j  (p, entiers, h = 0, 1 ou - l),  

la somme des pl étant divisible par 3. Les poiiits homologues de O,(a=l, 2) 
ont leurs coordoiinées de la même forme, mais la soinnie des p ,  étant congrue 
k a (mod 3). 

Type E,). Le rdseau ( R )  est foriné des points dolit les 8 coordonnées y,, 
de somme nulle, sont de la forme 

h 
'9; = pi + - 2 ( p i  entiers, iz = O ou 1). 

Les points hoinologues de O, ont leurs coordoiin~es de somme nulle, de 
la forine 

IL 
y i = p i + %  (p, entiers, h = 1 ou - 1). 

Types E,), F), G). Le réseaii (R)  est identique ti (R). 
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CHAPITRE II, 

LES ESPACES DES GROUPES SIMPLES UNITAIRES 

1. Groupe d' isométrie et groiipe d' isotropie. 

25. L'espace représeiitatif G d'un groupe simple unitaire G est uii espace 
de RIEMANN, simplenient connexe si le groupe est simplenient connexe ('). 
Soli groupe coiitiiiu d'isométrie est syinbolisè par les équations 

q, = sa s, Sb, 

ou SE représente uiie traiisformatioii arbitraire de G, SEI la traiisforiiîation qui 
lui correspond par l'isométrie, Sa et Sb deux traiisformations fixes (a). Le 
groiipe coiitiiiu d' isotropie (ou groupe des rotations- autour du point origine) 
est formé des transforiuatioiis du groupe adjoint 

26. Il peut exister un groupe mixte d'isotropie; il est formé de toutes 
les siibstitutioiis liiiéaires A 1 -  variables (coinposaiites d' lui vecteur issu do A )  
qui laisseiit iiivariaiite la forme de RIEMANN 

oii les pij désignent les composniites cl'iiii bivecteur arbitraire, les cijk les 
coiistnntes de structure du groiipe, qu'oii peut toiijours supposer former uii 

trivecteur. Le groupe adjoint mixte, c'est-à-dire l'eiiseiuble des substitutions 
liiiéaires qui coiiserveiit les coiistaiites de  structure du groupe, fait évidemment 
partie du groupe mixte d'isotropie. Supposons iniiiiiteiiant qu'il existe une 
substitutioii liiiédre 8 faisaiit partie du groupe d'isotropie saiîs ri.pparteiiir au 
groiipe adjoint. Si T est iiiie iiiatrice arbitraire dit groiipe adjoint continu, 
la matrice 

8-' T8 = T' 

en fait nussi partie; la imitrice O permet ainsi d'établir une correspoiidance 
entre les inntrices T et T' du groupe abjoint, et cette correspoiidaiice coilserve 

( 1 )  Il dngit  de 17esyrtoe A coiinrxion iiiüiie anria forsion du groupe. Voir É. CAETAN, La 
Géométrie tlee groicpes d e  trnttsfovt)~ritio~ts. (J. du W ~ t l i . ,  t. 6, 1927, pp. 1-119). 

(7 Voir p. 98 di1 niémoire précédemment cité. 
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évidemment la structure de ce groupe. Il existe donc, dalis le groupe adjoiiit 
mixte, une substitutioii T, telle qu'on ait aussi 

oii aura donc 
8-' T e  = Ta-' TT,,, 

d' ou 
T o 6 - ' T =  T T , @ - ' ;  

l a  traiisformatioii !l',O - ' est doiic échangeable avec toutes les matrices du 
groupe ntljoiiit coiitiiiu. Ce g m u p e  adjoiut étant  iwéduct ihle  ('), il résulte 
d' un théorèine de 1. SCHUH. et FROBENIUS que la niatrice Y;@- est le produit 
de la matrice unité par 1111 facteur coiistaiit 111 .  011 a doiic 

1 
par suite le groupe d' isotropie doit contenir la matrice -, qui inultiplie les 

nt 
1 1 

composaiites de chaque vecteur par -. Cela n'est possible que si - = - 1. 
?72. Nt  

Réciproqiiemeiit toute symétrie par rapport k 1111 poiiit, qui revient A 
changer le sigiie de toutes les 1 -  variables sur lesquelles agit le groupe d'iso- 
tropie, conserve évideiuineiit la forine de R I E ~ ~ A N N  H; elle lie fait du reste 
pas partie dii groupe adjoint nhizte, car si 1'011 cliaiige les sigiles de toutes 
les trnnsforinatio~is iiifiiiilésimales d' iiri groupe simple, les coefficieiits de 
structure d u  groupe soiit altérés. 

En résiinié si le groupe adjoint de Cr est foriiié de h familles coiitiiiues 
distinctes, le groupe d' isotropie de 1' espace de RIEMANN G dii groupe G est 
forint5 de 2h fiiinilles coiitiiiiies distiiictes, qii' on obtient eii conîbiiiaiit le 
groupe adjoiiit mixte avec la sgmelrie par rapport nu poiiit fixe considéré 
de l'espace. 

D'après les résultats que j'ai déinoiit~és relativeineiit au groupe adjoint 
des groupes simples (2), oii voit que le gg-oicpe dYisot?.opie de l'espace 6 est 
f01.mé de  deux; fmnilles continues, avec les exwp l ions  suivantes: 

(1) Celn signifie qu'il ne laisse ilirariante aiiciine iiiultiplicité plane. 
(-) $. CAILTAN, Le principe de dicalife' e t  In théorie des grovyes simples e t  semi-silnples. 

(l3itII. Sc. 'iI:rtli., 2ème série, t. 49, 1925, pp. 361-374). A la vérité les résil itnt~, un118 que cein 
soit dit exl)liciteiiietit, se rapportent aii groiipe ndjoitit des grnupea sitriples a pnr(r»iètres 
col,@exes, ainsi qu'$ celui des groupes viela iotitnires; d;iiis les autre cas, i! ri'est pas 
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Daus le cas du t y p e  A) de r a n g  1 2  2, du gvozcpe D) d e  v n n g  1 2  5, 
d u  t y p e  E )  d e  2-nng & le grozcpe d ' isotropie  est formé d e  qzcatl-e familles 
conti?tztes. 

Dans le cas  du I y p e  D )  de rarzg 4, l e  g?.ozcpe d'isot?-opie est fo?*mé 
d e  d o u z e  fnmilles cofitinzces. 

27. A chaque fniilille coiitiiiue du groupe d'isotropie correspond iiiie fa~iiille 
de traiisf'orn~atioiis isonlétriques. Les différciiteu familles de traiisformrttions 
isoniétriques ainsi obteiiues sont locnleu#e?at distinctes au voisinage des traiis- 
f'orinatioiis qiii laissent fixe un point donné de 1' espace. Nous allons montrer 
que, 1' espace G étant si~npleiiient coiiiiexe, il y a exactetnent autant de fimilles 
coiitinues distiiictes dans le groupe total d'isoinétrie que dans le groupe total 
d'isotropie. Sinon en effet on pourrait passer par coiitiiiuité de la transfor- 
ination ideiitique uiie traiisfornlatioii isoinétriqiie laissant fixe un point A 
et ii'appnrtennnt pas au groupe coiitinii d'isotropie qui laisse fixe le point A .  
Si oii applique les différeiites'isonzétries obtenues ail point A, on obtient dans 
l'espace 6 un coiitoui fernlé (C) partant de A et y revenant. Ce contour 
fermé peut par déforination continue être réduit au point A ; cette défor- 
inittioii entraîne avec elle une défornmtion continue de la suite des traiisfor- 
nîations isoinétriqiies considérées. On aurait finaleinelit iiiie suite continue de 
traiisforrnations du groupe inixte d'isotropie du point A, partant de la traiis- 
forination ideutique et aboutissant k uiie transformation n' ccppnrteuccut pas 
n u  gi-oupe c o n t i w  d ' isotvopie ,  ce qui est absurde. 

Le raisoiinement est général et montre que d a n s  tou t  espace d e  R i e m a n n  
s i ~ ) t p l e m e n t  co?znexe le gvoupe  d ' isométvie  cou t i rn t  uzctcu~t d e  fantilles con- 
t inues  dis t inctes  que l e  groupe  d'isotropie.  

Si le nombre de ces fainilles est 2, les deux fianiilles d'isoiiiétries sont 
définies par les équ a t' ions 

$ 1  = saSEsbt 
= saSE-'sb a 

28. Ou aurait pu partir d' un autre groupe linéaire unitaire G' isoniorphe 
k G, innis iioii siinpleinent connexe. Son espace représentatif 6' est un espace 
de R~EMANN 11011 silnpielnent ConlieXe locaielnent applicable sur le premier 

certnii~, cornnie i l  est affirmé B la fin tlu 11.' 2 (p. 365) de ce iiiéiiioire, que toute trausfor- 
inirtioii di1 groupe atljoiiit mixte qiii 1:~iese invnriniite ohnouiit: de8 trnnsforiiiatioiis Y d'uii 
sons-groiipe :ibélieii y :ip~);irtieiiiie :III groupe adjoint ~ o n f i t ~ t ~  

A'itiali di  Ualeiiialicn, lerie IV, 'l'ouio 1V. 30 
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nspace 6. L' npplicntioii fait correspondre B un point de & un certain .nombre k 
de points de G, en désigiiiiiit par h l'indice de coniiexion de Gr. Les trrtiisfor- 
inatioiis isoiiiétriques de 6 qui font passer d' uii de ces points RLIS k - 1 autres 
coiistitueiit ce qii'oii peut appeler lt! g l - o u p  d 'holommit!  de G' par rapport 
B 6. Toutes ces traiisforinntioiis soiit échangeables avec les différentes tran- 
sforinatioiis. du groupe coi1 tiiiu cl' isoiîiétrie de 6 ; ce soli t les trtuisformatioii 

oii Sa désigne les différents traiisforinatioiis de G qui correspondeiit à la trans- 
formation idetitique de G'. Les transforiiintions du groupe d'holoiioniie font 
ainsi partie dii groupe continu d'isoinétrie de G. 11 eii résulte en particulier 
que l'espace 6' est orie~atctble. Le groape d'holonoiiiie n'est autre que le 
groupe de conilesion T/G ; c' est un sous-groupe d u  groupe d' lioloiiomie de 

l'espace du groupe adjoint. Si G est distinct de I', son groupe d'holonoinie 
est nécessaireinen t cyclique. 

$9. Les résultitt~ précédents permettent de préciser quels soli t les différeii ts 
, espaces de RIEMANN 6' correspoiiditnt a uiie même structure. A côté de 1' espace 
sinipleme~it connexe 6, qui existe toujours, on trouve 

A )  : autant de forines d' espaces que lc iionibre 1 + 1 admet de diviseurs 
autres que 1 ; chacune a iin groape d' liolonoinie cyclique ; 

B), C),  E,), E,) : une seconde forme d'espace et uiie seule; 
D), 1 impair: deux nutres forines d'espaces avec des groupes d'holo- 

iioinie cycliques d'ordres 2 et 4 ;  
D), 1 pair: quatre autres forines d'espaces, trois adinettaiit un groupe 

d'holonoinie cyclique d'ordre 2, la deriiière adinettaiit un groupe d'holonoinie 
noii cyclique d'ordre 4. 

30. Les espaces G' qui vieiinent d'être considérés peiivent être appelés 
des f o l w e s  de  Kleiu de 1' espace G. Ils admettent chaciiii uii groupe continu 
d' isométrie, partout régiilier et uiliforiiîe, localement isomorphe au groupe 
continu d'isométrie de G. 

On sait qu'il existe on qu'il peut exister d'autres fornies d'espaces, que 
nous appelleroiis forines de C1ifool.d ('), à métrique partout réguliére, loca- 

(') V& F. ENIUQUEB, Fotcdemeitle d e  In Gdoittdtrie. (Encycl. Sc. Miilh., t. III, vol. 1, 
fase. 1, pp. 133-136). Nom distitigoone iei les forriies de KI.~CIN et les formes de CLIFFORD, 
:LU lieu de lrs coiifoncire toutes, comme on le fibit d'linbituda, soiiu le IIOIII  de forines de 
CLIPFOI~D-KI.I~IN. 
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leinent applicables sur G, ndinetttuit localenlent (dniis un doinaine s~iKisan~iiient 
petit) les mêmes traiisformntioiis isométriques que 6, inais ces t~,n?zsfo~.)~lalio~zs 
Ize ves tmt  pus toutes unifo?wles quand ou les pqolonge d m s  tout E' sspnce. 
C'est ainsi que le cyliiidre de  révolutioii est une forme de CLIFFORD du p h i  
euclidieii ; les traiislatioiis du plan peuvent se proloiiger et  rester uiiiforines 
sur toute la surface du cyliiidre, inais il 11'eii est plus de itîêine des rotations. 

A chaque forme de CLIFFORD d'un espace simplement coiiiiexe & est 
associé uii groupe discoiitiilu d'liolonon~ie engendré par les transforinations 
isoinétriques de G qui font passer, dans cet espace, d' un point M aux différents 
points qui correspondelit au même poiiit que M dans l'espace de CLIFFORD. 
La recherche des formes de ~ ~ i ~ ~ o ~ ~ ~ r e v i e n t  A celle des sous-grqupes discon- 
tinus du groupe (total) d'isométrie de G tels qu'aucune opération d'un tel 
sous-groupe (autre que l'opératioii identique) ne laisse fixe un point de G. 

DRIM le cas qui nous occupe, les seules formes de KLEIN 6' de 1' espace 6 
provieiineiit des différents groupes litléaires uiiitaires de même structure; le 
groupe continu d'isométrie G' de G' ayant en effet la même structure infini- 
tbsiniale que G, et  étant partout régulier et  uniforme, est isomorphe holoédrique 
de l 'un des groupes liiiéaires indiqués. 

Nous retrouvo~is des résultats classiques dans le cns particulier du groupe 
simple & 3 pni.ain&tres. Le  groupe adjoint est isomorphe au groupe des rota- 
tions a~i tour  de  l'origine dans l'espace ordinaire; l'espace de ce groupe n'est 
autre que l'espace elliptique & trois dimensions. L'espace simplement con- 
iiese 6 est l'espace splz&ique, qui peut être regardé comme l'espace du 
,groupe linéaire unimodulaire d'une forme ~ ' H E L ~ B I I T E  définie positive & deux 
variables. Cet espace admet deux familles continues d'isométriey le groupe 
d' holonoinie de 1' espace elliptique (par rapport k 1' espace sphérique) est formé 
de l'opération identique et  de la transformatioii xi= - xi, qui fait partie du 
groupe continu des déplacenieri ts de 1' espace sphérique. L' espace elliptique 
est orientable. C'est la seule forme de KLEIN de l'espace sphérique. 

II. Les géodésiques. 

31. Le groupe d'isoinétrie de l'espace simplement connexe & étant triiii- 
sitif, l'étude des gbodésiques issues d'un point quelconque se rambiie k celle 
des géodésiques issues du point origiiie 0, qui correspond A la  transforinatioii 
ideiitiqiie de G. Ces géodésiques correspoiideiit aux clifféreiits sous-groupes B 
un pnraitlbtre de G ;  chercher une géodésique joigiiaiit O A un point doiiiié A, 
c'est chercher une traiiaformatioii infiiiitésiiiiale géiiératrice de  la traiisfor- 
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inntion fiiiié représentée par A. Il résulte iiniiiédiatement de 18 que pal* deux 
poiuts quelco?zque de G il  passe toujouvs zme gèodesipue ( ~ t  wême une infillit& 
si 1 ) 1 ) .  Nous laisserons de côté dans ce qui suit le cas 1 = 1, qui correspond 
ii l 'espace sphérique (et k l'espace elliptique) B trois diineiisioiis. 

Toute . direction issue de O représente une transformntioii iiifiiii tésiinale 
de G, laquelle appartient au inoiiis B uii sous-groupe nbélieii y (no 3). Les 
transformations de y fournissent dans 1' espnce 6 uiie variété E, 1 diniensions 
passant pnr O .  Cette variété a m e  courbure iSiemaiiiiienne nulle, puisque In 
ro tatioii associée B uii parallélograirime Blémentaire doiit les côtés représeii teiil 
les transformations iiifiuitésiiiiales U et V a  pour effet de donner au vecteur X 

1 
l'accroisseii~eiit géométrique - ((UT7)X), et  est par suite iiulle si le crochet (UV) 

4 
est nul: c 'est  le cas pour deux traiisforinntions quelcoiiques de  y. 

La variété El est doiic localeineiit euclidieiiiie; elle est de plus totaleiilent 
géodésique, puisqu' elle représeii te un sous-groupe de G .  Oo peut d6finir niin- 
lytiquement iiii poiiit A de El par les 1 parainètres niigulaires foiidniineiitaiix 
y,,...., y1  de la, traiisformation iiifinitésiniale Y de y qui eiigeiidre la traiisfor- 
mation finie représentée par A ;  ln distance OA, comptée sur la, géodésique 
correspoiidaiite, est égale, k un facteur constant près, à la  racine carrée de 
la soinnie S& étendue aux 9 -  - 2 parainètres aiigulaires. 011 voit ainsi que In 
?-ep&seutcrtio?& utilisée d a m  le Cltnpit?*e I dans ut2 espace emlidie?t R 1 
dimeusions n'est nut?.e qu'une npplicntiogz sus- cet espnce euclidien de la 
vaviètt! localement euclidienne E,. 

Il y a. cependaut uiie différence iinportaiite. L a  variété El in' est pas un 
espace euclidieii indéfini; si on la développe sur l'espace euclidien A 1 diinen- 
sioiis, elle donne le réseau (R) de pardlèlépipèdes, dont clzacun vepdselzte 
coneplktewent E l .  

011 voit d' après cela que tozct point de E, peut êt9.e johzt à O pal- une 
i?zfivité dè~lombvnble de géoddsiques, silziées tozct eutièl*es dans E, ,  et  qui 
ont po~ i r  images, dans l'espace euclidien, les droites joigiirtnt l'origiiie O aux 
différeiits points lio!iiologues d'un point doniié par rapport a u  groupe "G des 
traiislntioiis du réseau (k?). Celles dont les parainiètres directeurs sont ratioii- 
nels sont fermées. Toutes les géodésiques, situées dans El, joigiiant O b A 
sont du reste isoldes; aociiiie ne se coupe elle-iilêine. 

3% Au lieu de  répresenter El par le parallèlépipède fondaineiital du 
réseau (R) ,  il vaut mieux le représenter par le polyèdre (9) introduit au no 26. 
Les opdrntions du groupe i3' correspondent A des rotations du groupe continu 
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d'isotropie de 6 qui ainbnent la variété El en coïiicidence avec elle-inême, 
(inais sans lnisser fixes tous les poiiits de f i I ) ;  dans cliacune de ces rotations, 
les différeiits ( I  + 1) édres (P) dans lesqiiels est décomposé le po1pkii.e (9) se 
trsiisforinent les uns dans les autres; ils soiit du reste eii inêine iioinbre qiie 
les oph-atioiis de !3' et chacun d ' e u x  est 1112 domniue fotzdnmentd pom. le 
gl-oupe discoutinu G'. 

Ln figiire 5 représente niilsi une des variétés pliiiies E2 de 1' espace 
siinpleinent coniiexe k 8 diineiisions dii groupe simple du type A)  de rang 2. 
Les côtks opposés de l'hexagone rkgiilier doivent être regardés coinine iden- 
tiques, leurs poiiits se correspoiidaiit par la trniislatioii qiii :tiileiie en coïiici- 
dence ces deux côtés. Les trois traiislntioiis correspoiidnnt aux trois coiiples 
de côtés opposés engeiidreiit le groupe Z des traiislntioiis d u  réseau ( R )  (c'est 
mi fond le groupe d'holonoinie du plaii de CLIFFORD E2 par rapport au plan 
euclidien). Les trois soininets 0, lie coiistituent qu'uii seul point de E,; il en 

Fig. 5 Fig. 6 

est de iii@ine des trois soininets 0,. La figure inet eii évidence trois géodé- 
siques feriuées distinctes issues de 0 ;  cliaciiiie va passer successiveiiieiit par 
les points 0, et O,, qui la partagent eii trois parties égales. On a une de ces 
géodésiques eii partant par exemple de O dans le seiis horizontal de la figiire 
jusqii7 eii 0, ; cette géodésique coii tiiiiie par 1' uii des côtks horizoii taux 0, O,, 
puis se teriniiie par le rayoii hovizoiital 0, O qui rainéne ail point de départ. 
Ces trois géodésiques, de même loiigueiir, se coupeiit eii O suivaiit des aiigles 
de 120"si oii les prend dans le sens qui inèiie d'abord au poiiit 0,). Bien 
entendu, il existe dans E', une infinité d'autres géoclésiques fermées, mais 
elles soiit plus longues. 

La figiire 6 montre le doinailie (ci))  représeiitatif d'une variété E, de 
l'espace sirnplemeiit coiiiiexe à 10 diiiieiisioi-is du groupe siiuple unitaire du 
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type B) de raiig 2. Les côtés opposés clii carré se correspoiideiit par traiislation 
et doivent être coiisidérés coinine ideiitiques. Les quatre soininets du carré 
représeiitent un inêine point de E,; qiiniit aux inilieux des côtés, ils repré- 
sentent deux poiiits distincts A et A'. Il existe sur la figure quatre géodésiques 
feriiîées issues de 0 ;  deux d'entre elles, qui se coupent eii O à i~iigle droit, 

sont partagées en leur inilieii par le point 0,; deux autres dont la loiigueur ( 
est A celle des précédeiites dans le rapport sont partagées en leur ildieu, 

1' uiie par le poiiit A, 1' autre par le point A'. Il existe encore sur la figure 
deux autres géodésiques ferinées passniit par O, et partagées eii leur inilieii, 
1' uiie par A, l'autre par A'. 

La figure 7 représente uiie variété Eg de l'espace h 14 dinieiisions du 
groupe simple du type G). Les sommets de l'hexagone regalier représentent 

Fig. 7 

deux poiiits distincts A et A' de E,; les inilieux des côtés représentent trois 
autres poiii ts distincts B, B', Bu. Ln figure représente trois géodésiques fermées 
issues de O et passaiit successiveinent par les points A et AfqG les partagent 
en trois parties égtiles; elles sont d'autre part coupées en leur milieu par 
1' un des poiiits B, B' ou B .  La figure montre eiicore trois &litres géodésiques 
fermées partagées eii leur milieu par un de ces trois point, mais ne passant 
ni par A ni par A'. Les longueurs comparées de ces deux espéces de géodé- 
siques sont 3 et ~ 3 .  

33. Revenoiis B l'étude géiiérale des géodésiques. Si un poiiit doniié A autre 
que O appartieni 51. une seule variété Et ,  toutes les géodésiques joignant O A A 
sont dans cette variété; elles sont isolée;; et il y en a uiie itifiiiité deiiombrable. 
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Si le poiiit A appartient A uiie iiifiiiité de variétés Et, la transforination 
fiiiie de G représentée par A est écliaiiç.enble avec plus de 1 traiisfor~nations 
iiifiiii tésiindes iiitlépeiidaiites, soit 1 4- A. 011 niira le nombre A en cliercliant 
coiiibien, tra tri ni los 7. - 1 pariunètres ;~iigulaires cp, de -1, soiit des iiombres 
entiers. Le poiiit A est alors invariant par uii sous-groupe g,+l du groupe 
coiitiiiu des rotatioiis autour de O. IL appnrtieiit par suite k variétés El 
distiiictes, et dans chacuiie d'elles il existe une iiitiiiité déiiombrable de géodé- 
siques joignant O h A.  Supposoiis que In direction eii O d'une de ces géodé- 
siques soit invariante par 1111 sous-groupe g l , ~  du groupe des rotations autour 
de O; In géodésique correspondailte appartiendra à b o p  variétés El distiiictes. 
Si p = A, cette géodésique sera isolée dans l'espace G (pniuini l'eiisemble des 
gPodésiques joignant O à A). Si p < A, cette géodésique appartie;idra A uiie 
variété coiitiiiue h X - y + 1 diineiisioiis de géodésiques joignant O a A, et 
cette variété s'obtieiidra en nppliquant A In géodésique donnée toutes les 
rotations du groupe g , , ~  qui laisse fixes les point O et A.  . 

Eii définitive, certaines géodésiques joignant O it A peuvelzt ne pas être 
isoldes; ce fait se présente si le groupe des rotations qui laissent le point A 
iiivariant est plus grand que le groupe des rotations qui laisseiit la direction 
eii O de 1ii géodésique invariaiite; In dimension de ln variété coiitiiiue dont 
fait partie la géodésique est la différence augmentée de 1 entre les ordres 
de ces deux groupes. 

34. Cela posé, les point M de 1' espace se partagent en trois caté- 
gories : 

1" La prernibre catégorie est formée des poiiits qui ne peuvent être 
joiiits à O que par des géodésiques isolees; 

2" La deuxième catégorie est formée des poiiits qui peuvent être joints 
A O par des géodésiques isolées et pa,r des géodésiques noil isolées; 

3" La troisié.ine catégorie est formée des poiiits qui ne peuveiit être 
joints à O par aucune géodésiqiie isolée. 

II est clair que dalis l'espace représentatif h 1 diineiisioiis utilisé au 
chapitre 1, tout point A de 1' une des deux deri1ière.j catégories doit se trouver 
sur un  des hyperplaiis (TT) obtenus eii égalai1 t 1' uii des paramètres aiigulaires 
& un iionzbre entier. Par suite si on suppose, ce qui lie restreint pas la gené- 
ralité, ce poiiit ramené & l'intérieur di1 (1  -i- 1)-èdre (P), il est nécessaireineiit 
sur l'une des faces ou l'one des arêtes, etc., de (P). 

Réciproquement, prenons u n  poiiit A A la frontière de ( 1 ' ) ;  il peut arriver 
qii' il soit lioinologue (par rapport ail réseau ( l ? ) )  h i i i i  poiiit A' dont tous les 
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paramètres aiigulaires entiers soieiit nuls ('). Dans ce cas la géodésique repré- 
sentée par la droite OA' admet toutes les rotations qui Iaisseiit fixe le point 
A'; elle est par suite isolée. Daiis le CRS coiitraire, aucune des géodésiqueci 
joigiiant O h A ne sera isolée. 

C'est ce qui se passe en particulier pour tout sommet A (aiitre que O) 
du polyèdre (P); le poiiit A', s'il existait, aurait eii effet tous ses paramètres 
angulitires nuls; ce serait doiic le poiiit origiiie 0, qui 11' est pas hoinologue 
de A daiis le réseau (R). 

Les 1 sommets A, distiiicts de O, du polyèdre (P) eiigendreiit, quand la 
variété eiiclidienne El prend toiites les positions possibles, 1 variétés distinctes 
qu' on peut appeler les ucwi&tés n?ztipodiques de O. Il est impossible de  joindre 
pnv u n e  gkodésique isolée le poitzt O & zut poi~t t  quelco~tqzte d ' u n e  de  ces 
unri&tés a!ttipodiques. 

La déterniinalion complète des poiiits de la troisibnle catégorie devra être 
faite daiis chaque cas particiilier, et 11 pourrA arriver qu'il en existe ailleiirs 
que sur les variétés aiitipodiques. Cette déteriniiiatioiis dépend de considérations 
pureinen t arithmétiques. 

36. Si l' iiii des soiimets du ( 2  + 1)-èdre (P)  est, daiis la représeutation 
du groupe adjoiiit I', 1111 des somniets du réseau (R), c'est-8-dire représente la 
traiisforinatioii ideiitique de I', il est clair qu'il est invariant par toutes les 
rotations autoiir de O;  ce poiiit se trouve iiécessaireinent daiis toutes les 
variétés El .  Noiis cliroiis que 11011s avons 1111 poilit nutipode de O. Noiis avoiis 
déterniiiié leur iiombre f i  - 1 dails les diflëreiits cas. 

Dans le cas coiilraire, le sommet coiisidéré du (Z + 1)-èdre (P) 11' admet 
qu' iiii soiis-groupe 4 1 ,  - p parainètres clii groupe des rotations autoiir de O 
(c' est-it-dire dii groupe addoint continu); il eiigendre doiic, quaiid on fait varier 
1 ; ~  variété El, uiie variété nntipocliqoe (Mp) A p diineiisioiis. Le noinbre des 
variétés aiitipodiques qui lie se réduisent pas k un point est 1 - h + 1. Il sera 
facile daiis chaque cas de déterminer leurs diineiisioiis respectives. Il est clair 
que toute variété El coupe toute variété aiitipodique de O en 1111 iioinbre f i n i  
de poiiits. Si A est iiii soininet de (P) apparteiiant ii cette variété et si oii lui 
applique toutes les opériltioiis de Cl',. on obtient uii certain iiombre de poiiits 
apparteiiaiit, dms El,  k la inênie variété aiilipodiqiie, niais il ne faut pas 

( 1 )  Il'faiit et il siiffit ponr celn que 1:~ face (ou nrêtr, etc.) de (t') sur lnqiielle se troiivo 
le puint A passe, si oii 1 ; ~  prolonge ~iiffisanimeiit, pnr iin soniiiiet dii réwiiii (z). 
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regarder comme distincts ceux qui sont hoinologues eiitre eux par les diffé- 
rentes translations génératrices du groupe 'G du réseau (R) .  

36. Nous allons faire d'abord uiie étude compléte pour les trois types de 
groupe simples de rang 2. 

Dans le cas du type A), le point O admet de~ix antipodes 0, et O, (fig. 5,  
p. 237). Les points situés sur 1' un des côtés latéraux des triangles dans lesquels 
est décoinposé l'hexagoiie (9) ont un paramètre aiigulaire nul (ainsi que le 
parainètre égal et opposé). 011 a donc ici A = 2 et le point est ho~nologue k 

9.-4 - - 00' points de l'espace. Le lieu des poiiits aiialogues (poiiits de lit 

seconde catégorie) est doiic une variété unique à 5 diineiisions (M,) coupée 
par une variété E2 suivant trois géodésiques fermées issues de O. 

Partni les géodésiques fermées, il en est qui sont situées tout entières 
dans ( I f 5 ) ;  elles font partie chacune d'uiie variété continue de géodésiques 
fermées ( A  = 6, p = 2), qui ii'est autre du reste que (M,) ;  elles contieiinent 
toutes les deux poiiits aiitipodes 0, et O,. D'autres géodésiques fermées ne 
sont pas contenues tout entières dans (M, ) ,  leur direction en O n'admet ~ U ' U I ~  

groupe de rotatioiis il 2 paramètres (p = 0); chacune fait partie d' uiie variété 
coiitiiiue 17, de géodésiques fermées. 

Considéroiis iiiie géodésique ferniée orieut&e, figurée daiis le plan repré- 
senlatif par une droite joignant O 8 un point du réseau (R). Les coordotinées 
de ce poiiit soiit des entiers p et q dont la soinine est un multiple de 3. Si p 
et q sont preiniers eiitre eux, la géodésique lie rencontrera aucuil des deux 
points antipodes (qui devraient cor'i.espoildre B des coordotinées tp ,  tq entières, 
avec O < t < 1). Si p et q lie sont pas preiiîiers entre eux, leur plus graiid, 
coiiliiiuii diviseur ne peut être que 3 ;  la géodésique passera d'abord par le 

poiiit '' qmi est un poiiit antipode; elle passera etisuile par l'autre poiiit (3 3)  
21, 2q 

antipode 3); elle sera partagée eii trois parties égales par ces deux 

poiiits. Elle reiicoiitrera en premier lieu O, ou 0, suivant que --- '- est coiigru 
3  

B 1 ou à 2 (iiiod 3). 
Il exis te  donc ttsois cat&gories de  gt!od&siques femtées o r i e M e s :  

1" celles qui  contiennent les d e u x  points antipodes dans l'ordve 00, 0, 0 ; 
2" celles qu i  co?ztie?zne?zt les d e u x  points antipodes d a m  l'ovdve 00- 0, 0 : 
3" celles qui  ne con t i en~wz t  auczcu des tlezcx antipodes. 

Il est clair que les géodésiques fermées orientées de la seconde catégorie 
lie sont autres que celles de la preiilière parcourues en seiis iiirerse. 

Awiali di dlateriatiaa, b r i e  IV,  Toiuo IV. 8 1 
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Si maintenant on joint le point O A un poiiil particulier A de la variété 
(Al , ) ,  oii aura d'abord une géodésique isolée tout entière située dans (M,),  puis 
une infinité de classes de géodésiques formant des variétés coiitiiiues V,. 

Si enfin oii joint O B uii poiiit A non situé dans (MJ, on aura une infinité 
de géodésiques isolées. 

37. Dans le cas du type U )  de rang 2, le poiiit O adtnet 1111 poiiit antipode O, 
(fig. 6, p. 237) et  une variété antipodique coupée par ,Y2 en deux point A,  A'. 

1 
Avec les iiotations du 11. 15, le point A est de coordonnées cp, = cp, - -. Les 

- 2  
paramètres angulaires 

+ ' p i + ' p P ,  

. .. 
en nombre 1 = 4, sont entiers; par suite, comme 1. -  10, 1 = 2, la variété 
antipodique est A 4 dimensions. 

Tout  point  O a d m e t  donc  un poilzt au t ipode  0 ,  e t  u n e  v w i é t é  nn t i -  
podique (AI,). . 

Le lieu des points de la secoiide catégorie est formé de deux variétés (111,) 

et (Ur,) coupées par chaque variété L., suivant deux droites rectaiigulaires 
(fin. 6) ; 1' uiie con tient le poiiit antipode O,, 1' autre la. variété ail tipodiqiie (111,). 

Cne géodésique feriiike partant de O sera représentée dans le plai! eucli- 
dien par uiie droite partant de O et ~iboutissant A UII point du réseau (g); 
soit (p, q )  le preiilier de ces points; p et q sont des entiers a soinine paire (II. 28). 

Si p et g sont impairs, le point (I, i) appartient h la variété antipo- 

dique (X,J qui partage la géodésique en deus parties égales; la géodésique 
ne passe pas par le poiiit antipode 0,. 

Si p et q sont pairs, ils ne sont pas tous les deux divisibles par 4 ;  si 
p =: 411') q = 4q' i -  2, la géodésique rencontre d'abord le poiiit antipode O, 

(?>, p), puis revient en O. 

D o m ,  toute gko~ldsique f e m d e  est cowpke en son milieu soit pav  le point 
m t i p o d e  O, ,  soit par  ln f w i é t d  nntipodiqtce (11,). 

La discussion des diii~ensions des variétés coiitiiiues engendrées par les 
géodésiques joignant deux points clonnés se ferait coriiine dails le cris A). 

38. Dans le cas du type G),  le point O 11' adniet pas d'antipode. Il existe deux 
variétés antipocliques, 1' une coupée en deux poiiits A, A' (fig. 7, p. 238), 1' autre 
eii trois poiiits ZZ, B', B" par toute variété E 2 .  Avec les notations du n .  22, l'un 
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1 
des poiiits A n pour coordoiiiiées y ,  = cp, = a ,  l'un des poiiits B a pour eoordoil- 

1 
n6es p, = 2,  = O. En iiitroduisaiit la coordonnée surnboiic1:iiite y,= - y, - y,, 

011 trouve que ceux des parnniètres aiigalaires de A qui sont entiers soiit 

on a donc h = 6, 1 .  = 14, 1 = 2 ;  la première variété antipociiqiie est doni: 5t 
6 diiiieiisioiis. Ceux des prtranietres angulaires de B qui sont entiers sont 

on rt donc h = 4 ;  la secoiide variété antipodique est SL 8 dinieiisions. 
Tout point O de l'espace admet d o m  d e u x  va~.iétes cmtipodiyues 

(11,) e t  (AIg). 
Les poiiits lioiiiologues de O ont des coordoiinées entières. Les poiiits 

de ( M 6 )  oiit pour coordoiinées les tiers de deux entiers coiigrus entre eux 
(mod 3); les points de (1%) oiit pour coordoiinées les moitiés de deus entiers 
lion tous les deux pairs. 

Toute géodésique fermée, pnrtaiit de O, aboutit dans le plan euclidien & 

uii point (p, q),  p et q étaiit deux entiers preiniers eiitre eux. Nous avoiis 

alors A coiisidérer les points ' ' 2 p  2q . ~e second point (37 3)' (5' 2)' (8' T) 
appartieiit à ( A l 8 ) ;  le premier appartient it (M,) si p - q est divisible par 3, 
et il en est de iiiêiiie du t rois ihe.  

I l  ex is te  clo~ic d e u x  catt!go~-ies distinctes de géodt!siques fevmcies. D n m  
clinqtie cctt&gorie, les géod&siques sont coupées en leur mil ieu pnv la vn~.i&lé 
cmfipodique (Mg); les g&odBsiques de  la secovade cat&go~qie sont e n  ouh3e pnv- 
tagées e u  tvois pavties égales pal. la vat.it!t& antipodique (AI,). 

La. figure (7) doiiue des exemples de ces deux catégories de géodésiques. 

III. Classification des géodésiques fermées. 

Nous nlloiis, pour les qiiatre grandes classes de groupes simples, cléteriniiier 
les variétés antipodiques d'un point et indiquer une classification des géodé- 
siques ferniées basée sur la iinture des variétés niitipodiques reiicoiitrées. 

39. ESpnces sinzplement connexes d u  t ype  A). Il n'y a ici que des poiiits 
ailtipodes, Nous appeleroiis Oi celui dont les i premières coordoiiiiéeci soiit . 

égales à 1, les autres étaiit nulles (il. 10). 
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Les points hoiilologiies de 0, soiit ceux dont les coordoiinées y , ,  y,,...., c p l  
sont entières et satisfoiit B la coiigriieiice 

Celn posé, considérons une gAodésique fennée représentée par une droite 
partant de l'origine et aboutissant au point de coordoilnées entières ( p i ,  ...., pl) 
avec 

p,  + p2 + .... + P Z  = O (mod l t 1). 

Soit d le plus graiid coiilmuii diviseur des entiers pi. Le iioinbre d est 
nécessairement 1111 diviseur de 1 I- 1, sinon, en divisant les coordoniiées pi 

d 
par $, 6 étant le plus grand coniiiiiiii diviseur de d et de l t 1, on aurait 

des coordoaiiees entiéres qi dont la soinme serait un iiiiiltiple de l + 1, et la 
géodésique se fermerait plus tôt qu'on ne le supposait. 

On reiicoiitrera 1111 des poiiits antipodes de O si 1'011 a des eiitiers propor- 
tionnels à p , ,  iiiférieurs St p ,  et dont ln soiniiie ne soit pas divisible par 1 + 1. 
Cela est iiiipossible si ci = 1. Sinon oii prendra nécessnireiiieiit les miiltiples 

de -. Si donc 
d 

(mod l i- l), 

la géodésique reiicoiitrera successiveiiieii t les antipodes O Z ,  O,.* ,..... 
Il faiiclra réduire chaque indice par soiistractioii du plus grand iiiultiple 
posible de 1 -+ 1. 

Eii défiiiitive il existe 1 + 1 calkgor-ies dislinctes de g&odésiques fel.m&es 
orientèes; les gèodPsiques de En ai~lno catégorie venconl?.e%! sziccessio.enzent, 
el? p w t n ~ ~ t  de O dans le sens positif, les poi& antipodes Ox, O,%, 032, etc.' 
Celles de la (1 + 1)i8me catt!go~.ie ne renco~zt~*ent nuczm point antipode. 

01) voit qu'il existe rp(l+ 1) catégories de géodésiques fermées orientées 
conteiiant tous les point antipodes de O (1, si l + 1 est premier). 

40. Espaces sirnplemeut connexes du type B). 
di1 11. 11, les 1 soininets du (1 + 1)-èdre (P) sont 

(O,) 1 ,  O ,  O ,.... 

En conservaiit les iiotatioiis 
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Le premier est le point antipode de O. Ceux des pnraniètres ~iigiilaires 
de Ai qui sont entiers sont 

Yi+i , - m . - ,  Tt, 
t .ge ( K ,  9 ~ 1 ,  2, ...., i), 
* C P ~ ' * V P  (A, p=i- t -1,  ...., 1). 

Ils sont au nombre de 

4iZ - (41 + 2)i + 2P;  

par suite le point A,  eiigendre une variété antipodique (Mi) à 

2i(21- 2i -+ 1 )  ( i  = 2, 3 ,...., 2) 
dinlensions. 

Les points lioniologues de O sont k coordoiinées entières de soinme paire; 
ceux de O, h coordoii~iées entières de son~ine iinpaire. Les poiiits qui appar- 
tienneiit A la variété aiitipodique (Mi) ont i coordonnées qui sont des inoitiés 
de nombres impairs, les autres coordonn8es étant entières. 

Soit une géodésique fermée partant de O ;  elle arrivera i. un poiiit de 
coordoiiiiées entières pi, avec Lpi pair. Si les entiers pi sont tous pairs, ce 
sont les doubles de nombres entiers preniiers entre eux & soinine impaire. Si 
les eiitiers pi ne sont pas tous pairs, il sont premiers eiitre eux. 

Supposoiis d'abord les p ,  premiers entre eux, avec une somme paire; le 

point b) appartiendra certrtineine~it k i'iine des variétés nntipodiquea, et 

coiuine il y a un nombre pair d'entiers pi impairs, cette variété aiitipodique 
sera ( M t )  ou (11J4) O U  ( M e )  etc. 

Supposoiis inaintenaiit . p i  = 2q,, les q ,  étant premiers entre eux et à sonmie 

3s iinpnire. Il y a lieu d'exnininer les point (t), (q , )  et (2). Si un seul des 

entiers qi est impair, le point (3) et le point(!;) ne se trouvent sur aucune 

variété aiitipodique et le poiiit (q,) est l'aiitipode 0,. Si 2h -+ 1 2 3 entiers q, 
sont impairs, le géodésique rencontre successiveinent (MZh+' ) ,  O,  et ( M 2 h + i )  

et elle est partagée en 4 segments égaux. 
Eii rhsunié : les geodesiques fevnzdes se partagent en 1 cnt&gories distinctes, 

sttiva?lt la pvewière vavi&té agztipodiqzce ~.e?tco&ée. 
Si cette v w i d t é  est le point cintipotle 0, ou l' tute des cariétés (MW), la 

géodésique n' ejl swzcontlBe pas d'autre et elle est pavtagke en deux seg- 
ments égaux. 
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.. Si cette sa?-ic'tt! est 1' uue.  des variktés (RIfi+'), la gt!oddsique ?.eszcont?'e 
ensuite O , ,  puis de  nouveau (M21-ti) ,  et elle est puvtccgde elt 4 m p e a t s  dgnux. 

41. Espaces simplenzent conneses du Iype C). Nous avons (11. 12) 1 soiliniets 

A , ,  ...., Al-,,  A , ;  le sommet A, aysiit ses i preiniéres cooidoiii;ées égales A 
1 
2 '  

les nutixs nulles. Le poiiit A ,  est le poiiit 0, antipode iiiiique de O .  
Ceux des paramètres a.iigulaires de A ,  qui sont entiers sont 

Ils sont nu iioinbre de 4iZ - 41i + 2Ze. Par suite le poiiit A, eiigeiidre uiie 
variété aiitipoclique ( M t )  h 4i ( l  - i) dinîensiol~s. 

Les poiiits Iioinologues de O soiit les poiiits A coordonnées entières, les 
poiilts hoinolog~~es de 0, soiit ceux dont les coorclonn8es sont des iiioitiés de 
iioinbres impairs. Les poiiits q~ i i  nppartieiiiieiit A (LW) ont i coordoiiiiées qui 
sont des moitiés d'entiers iiilpairs, les autres étant eiitières. 

Soit uiie géodésique fermée partant de O; elle aboutira A 1111 point k 
coordoiiiiées eiitières pi, les iionibres p, étaiit premiers eiitre eus. Le point 

(F) sera évidemiiieiit, suivaut les cas, le poiiit antipode ou iiii poiiit d'uue 

des variétks an tipodiques. 
Il exis te  1 ccct&go~ies de  gdodésiques f w ? ~ & e s ;  toutes les gdodésiqmes 

fe?wées ~ -e~zcon t~ -e?z t  mae vmSiét& a?ztipodiyue et u w  seule, qui  ln pn?8tnge 
eu  d e u x  p w t i e s  égales. 

42. Espaces sinzpleuuwt c o m e x e s  d u  t ype  D). Le soiilmet A, dii ( l  + 1)-èdre 
(P) a sa preiilikre coordoiiiiée égale 1; le soiimet A ,  (2 I: i < Z - 2) a ses i 

1 
prsiiiieres coordoiiiiées égales A les autres étaiit iiulles; les somiiiets Al-,  

2 
1 

et A, ont leurs E - 1 preiilières coordoniiées égales à - la dernière Btaiit 
2, 

Les points A, ,  Al-, et A,  soiit les trois antipodes O,, O, et O, de O. 
Ceux des paramètres angul~ires de A,  qui ont des valeurs entières sont 

+ y;x * yp (u, , 3 = 1 ,  27...,, ilj 

* 'PA * VP (A, p = i +  1, ...., E ) ,  
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au nombre de 4i" 441i i- 21(1- 1). Par suite le poiiit Ai engendre une variété 
antipodique (LW) A 4i (1 - i) diinensioiis. 

II y a lieu de distiiigiier maiiiteiiaiit suivaiit la parité de 1 :  
1" 2 impnils.  Soit une géodésiqiie fermée orientée partant de 0; ses 

paramètres directeurs seront proportioniiels à des eiitiers p , ,  p,, ...., pl pre- 
miers entre eux. 

Si un seul de ces entiers est iinpair, la géodésique sera partagée eii 
soli milieu par le point O, (p,, p,,. ..., p,) et ne rencontrera auciine autre 
variété antipodique, 

Si le nombre des entiers pi impairs est égal A 2 x  < 1 - 3, la géodésique 

P reiicontrern d'abord la variété antipodique (M2") au point de coordoiiuées 2, 
2 

puis reviendra eii O. 
1 - 3  

Si le iionibre des eiitiers p, impairs est égal B 22 -i- 1 (1 < a < -), In 
2 

géod4siqiie fermée rencoiitrern d'abord la variété antipodique (i142z+i), puis le 
point antipode (O,), enfin de iioiiveaii la variété aiitipodique (hlmzt1) pour rewiiir 
eii O; elle sera partagée ainsi eii quatre segments égaux. 

Si  le iionibre des eiitiers pi impairs est égal à 1 - 1, In géodésique ne 
rencoii trera aiiciuie des variétés aii tipodiques. 

Si erifiii tous les entiers p, soiit impairs, la variété rencontrera les trois 
points ni] tipodes, soit daiis 1' ordre 00,020,0, soit clans 1' ordre 00,0,0,0. 

Il esiste donc 2 + 1 catégories de géodésiques feriiiées orientées. 
d B  1 pnij- .  Ln discussioii est aiialogue h la précédente. La seule diffé- 

reiice se rapporte aux cas oii le nombre des eiitiers p,  impairs est égal 
B 1 - 1 ou k 1. 

Si 1 - 1 des eiitiers p,  sont impairs, lit géodésique est partagée eii soli 
rniliea par le poiiit antipode O,. 

Si les entiers pi sont tous iinpairs, la géodésique est partagée en soli 
milieu par 1'1111 des deus poiiits aiitipodes O, ou O,.  

Il existe donc daiis ce cas 1 catégories de géodésiques fermées orientées; 
toutes les géodésiques rencontrelit 1 ou 3 variétés antipodiques. 
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CHAPITRE III. 

LES GROUPES SIMPLES COMPLEXES ET LES ESPACES DE RIEMANN 
A COURBURE NEGATIVE ASSOCIES 

1. Les espaces de Riemann 
attachés aux groupes simples complexes. 

43. Noos avons étudié daiis le cliapitre précédent les espaces de RIEMANN 
représentatifs des groupes siinples unitaires (A parainétres réels). Ces espaces 
sont B courbure rieiiiaiiiiieiine partout positive ou iiulle. 

A chaciiii de ces espaces correspond iiri autre espace de RIEMANN au 
iiiên~e nombre de dimensions v, mais à coiwbure rielnannie~~ne ndgcttive (ou 
nulle). Le groupe d'isotropie de ces iioiiveaux espaces est identique k celui 
des premiers espaces, inais leur groupe contiiîu d'isoinétrie, au lieu de se 
décomposer en deux groupes simples A 1,  pnrainètres réels, est ui i  groupe 
simple a 1. parainétres coinplexes (21. paraiiiétres réels). 

44. Partons d' une structure simple donnée et choisissoiis 1. transforinations 
infinitésiinales de base X,, ...., X,  engendrant iiii groupe z6nitctil.e (avec coeffi- 
cients de structure réels). Le groupe complexe sera eiigeiidré par les tram- 
fornlatioiis infiiii tésiiiinles Le,Xi avec des coefficients ei complexes arbitraires. 
Nous dirons que deux traiisforniations dans lesquelles les coefficients e,  sont 
complexes coiijiig-ués sont elles-nii%nes coinplexes coiijuguées. Uiie traiisfor- 
niatiori sera purenlent inlaginaire si les coefficients ei sont tous pureinent 
imaginaires. 

Les racines caractéristiques d: une traiisforimtioii iiifiiiitésiinale réelle 
étant purement iinaginnires, celles d' une trangforniation infiiiitésiniale pureinent 
iinaginaire seroiit toutes réelles. Par suite la inatrice T du groupe adjoint 
(coinplese) engendrée par la traiisformatioii considérée a toutes ses racines 
caractéristiques réelles et positives; la inatrice S qui représente In traiisfor- 
inatioii iiifiiiitésiiiiale est donnée sans ambiguïté par la forniule 

AS= log T, 

oii on doiiiie aux logarithmes des racines caractéristiques de T leurs déterini- 
iiittioiis réelles ('). On voit irninédintenletit que T n'admet ciii'uiie trknsfor- 

(') Voir E. STUDY-E. CARTAN, No~ibbt-es coinplezes. (Eiicyol. Sc. Math., 157 n." 31, pl). 4.38-440). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E. CARTAN : La géométrie des grotrpea simple8 249 

iiiatioii iiifiiiitésiiiiale géiihratrice purenieiit iinagiiiaire. Nous dirons que les 
matrices T coiisidérées d u  grolipe adjoiiit coiitiiiii sont piireineiit imaginaires; 
elles sont caractérisées par la propriété que la iiiatrice T iinngindre conjuguée 
de 7' est égale k T-'. 

Toute inntrice pureineiit iinngiiiaire T est défiiiie d' une inaiiière bi-uiiivoque 
er par les 1.  iioiiibres réels obtenus en divisniit par i les coefficients ez de sa 
i 

trniisforiiiatioii iiifiiiitésiiiiale génératrice. L'espuce G des mnti ices  T est donc 
simplement counese, puisqu' il adiiiet uiie reprkseiitatioii bi-uiiivoque sur 1' es- 
pace euclidien k ?. diineiisioiis. Ce ii'est pas 1111 espace de groripe, car les 
mnti-ices T n' mgendveut pas un ggaozspe. 

48. Coiisidéroiis l'espace, A 21- cliiiierisioiis, & coiiiiesioii affilie sans torsion 
du groupe adjoiiit contpleae. Le lieu G des points représeiitatifs des inatrices 
T est une variété totaleineiit géodésique de cet espace ('). En effet les Y 

traiisforiiiatioiis infiiiitésiiiiales génératrices des nintrices T: 

jouissent de la propriété que les trniisforniatioiis 

sont des coiubinnisoiis liiithises ( k  coeficients réels) des Ui. Conme d'autre 
part les transformations isomorphiqiies de 1' espltce clil groupe adjoint coinplexe 
laissent iiivariaiite ln forme quadratique y(e), oii oii regarde les ei coiiiine des 
quaiitités complexes, et que cette forine quadrntiqiie, qiiaiid oii se déplace le 
loiig de G, est defilzie positive, ln variété totalement géodésique CS est un 
espace de RIEMANN. Les isoinétries de cet espace sont foriiiées des isoiiiorphies 
de l'espace total qui laissent la varieté 6 iiivariaiite. En particulier toutes les 
isométries qui laissent invariant le poiiit origiiie s'obtiennent eii trniisformaiit 
T par une traiisforiiintioii d u  groupe tidjoiii t iiiiitaise, coinbinke ou non avec 
uiie symétrie par rapport h 1' origiiie : 

T' = R-' TR, 

T' = R-'T-LR, 

R désignant une matrice arbitraire (réelle) du groupe adjoint (mixte) unitaire. 

( l )  É. CARTAN, L ~ c  ~ ~ é o j t t l t r i e  de8 g i ' o u p  de t r ~ ( ~ ~ f o r ? n c d i o n u .  (J. Jhth. ,  t. ô, 1927, PlB. 71-75). 

dnnali di Xatu~~ia l ioa ,  Serie IV, 'l'eu10 IV. . 32 
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Pour obtenir les autres isométries, considérons d'abord la symétrie par 
rapport un point T, de l'espace; elle se traduit aiialytiquement par la 
relation 

7'' = 7;T-1 T o m  

Cela posé, les isométries qui amèiieiit l'origine en To s' obtiendront en effectuant 
successiveinent une rotation autour de 1' origine, puis une symétrie par rapport 

1 

aii poiiit '10% On aura donc les deux familles 

Chacune de ces fainilles se décompose éveiitiielleinent, si elle n'est pas 
contiiiue, en deux ou six familles continues. 

Toute isoinétrie peut être regardée comme définissant uiie traiisformatioii 
du groiipe adjoint inixte complexe, consid&$ conznze d 21.  pciranlétt-es d e l s .  
11 coiitieiit deux fois plus de fainilles distinctes que le groupe adjoiiit inixte 
du groupe considé~.é comme It pat.alîzètres complexes inditiisi6les; cela tieiit 
k ce que daiis le premier cas il est permis de considérer la timsformatiori 
d'1111 p:~ramètre complexe en son paramètre complexe conjiigué, ou, ce qui 
revient au inêine, de I R  transforination R T  dans la traiisforinatioii coiijuguée 
IlII'-' (ce qui correspond h la syinétrie par rapport au poiiit origine). 

46. Le déplacement défiiii par 

qui résulte de deus symétries successives par rapport au point origine et au 
1 

point T," fait éride~nmeiit partie du. groupe coiitiiiu des déplacemeiits; quand 
oii preiid pour l', les inatrices fiiiies engendrées par uiie même matrice iiitiiii- 
tésimale pureineiit iinagiiinire, oii obtient uii dép1:icenleiit coiitiiiu daiis lequel 
la géodésique (C) joignant 1' origiiie au point T0 glisse sur elle-inênie de inaiiiere 
qiie tout vecteur issu d' uii  point de cette géodésique se déplace paralléleinent 
k loi-même, ail sens de LEVI-CIVITPL. 011  pourrait donner A uii tel déplacement 
le iiom de tm~isvec t ion de bnse (C) .  

Cela posé, lout tldplaceme?zt de 1' espace G peut être ddcolupos& d' une 
9miiiè1.e et tl' zme seule en  zme ~.otntion (iso?~létrique) nutozw de O et une 
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t/.nnsvecliofz agaut p o w l  buse u9ze gdodésiqzce issue de O. Eii effet l'égalité, 
quel que soit T, 

1 1 1 1 

T,.~R,-~ TK, T," T',g Ro-' TRI, T',", 

donne, en faisant T= 1, 
T, = Tto ; 

on a ensuite 
R', Ho-' T = TR', Ho-', 

ce qui proiire que la matrice HOROLL est écliangeable arec toutes les ma- 
trices T, c'est-Mire avec toutes les transformations iiifiiiitesinlales da groupe; 
c'est donc la inatrice unité, et Po = R,. 

47. Le groupe continu des déplacenieilts de l'espace G est isoinorphe au 
1 

groupe engendré par les transforniatioiis R,T," du groupe adjoint coinplexe, 
produit d' une matrice réelle par uiie matrice piirenient iiiiaginaire. Si on pose 

et si ou désigne par 0 la iuatrice iiiiaginaire conjuguée de 8, on a 

Par suite les traiisforiiiations isoinétriques de 6 sont de l'une des deux formes 

en d6sigiiniit par 8 une matrice arbitraire du groupe adjoint (mixte) complexe. 
Les transfornîntions 8 forn~ant n6cessAireineiit uii groupe, ce groupe ne peut 
être que le groupe adjoint complexe, dont toutes les tvansfoml-ations sont 

II. La topologie des groupes simples complexes. 

48. Les résultats précédents nous permettent d'étudier la topologie di1 
groupe adjoint continu complexe. En effet cl~acuiie de ses transformations 
étant décomposable d'une maiiière et d'une seule en une trtinsformation du 
groupe adjoint unitaire et uiie transforination T, tout contour fer1116 trace 
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dans le domaine du groupe se raménera, d'une iiiai~ière et d'une seule, & un 
contour fermé tracé dalis le doinaine d u  groupe adjoint unitaire et k un contour 
fernié tracé d m s  l'espace G et fornié des points transforniés de O par les 
différentes transformations T. 

L'espace 6 étant simplement connexe, le second contour fermé est toujours 
réductible St zéro. Par suite le groupe de connexio~i d u  gvoscpe adjoint cowz- 
pleae est identique au groupe de connexion du gvoupe adjoint wi ta i?*e .  

Plus g6iiérnleinent, tout groupe linéaire A 1. pnramktres coinplexes de la 
structure donnée admet le même groupe de connexion que le groupe liiiéaire 
unitaire correspoiidsnt. I I  ez is te  d o ~ c  toujours un groupe liizéais-e a para- 
?nétves complexes, simplement connexe, admettant une structure infinite- 
simale simple donnée. 

III. Iles g8odésiques et la trigonorn6trle des espaces 6. 

49. La distribution des géodésiques de 1' espace 6 est extrêinement simple. 
Il passe eii effet par deux points quelcoiique de 6 une géodésique et une seule, 
II suffit de le déinoiitrer pour le point origine O et un autre point quelconque 
A correspoiidniit A une imtr'ice T, Le poiiit T t ,  qaaiid t varie de O $ 1, décrit 
une géodésique, et c'est la seule qui passe par O et A, car 7' ne possède 
qu' une traiisforinatioil iiifiiiitésiinnle génératrice. 

012. peut t lw veste se dema?zdel. si  cette double ps*op-i8t't! de l'espace G 
92' est p s  like ?zScessnirei?~ent à lu double pvopj9i81t? QU' il posskde d' &tvs 
simplenzent connexe et d' ccvoit* sa courbwe î i en~ant z i eme  pnrtout négative 
ou. nzclle. 
. Une coiiséquence jinportante peut être tirée de ce qui précède, c'est la 
non-exis le~~ce  d'ntil?.es fomtes de Klein pou?. l' espace 6. Sinon eii effet, il 
existerait an n~oins une iso~nétrie de G dchniigeable avec toiis les déplaceinerits 
de 1' espace G et iie laissaut aucun poiiit fixe; soit alors A le point dans lequel 
cette isoinétrie transforme le point 0. Toute rotation isométrique autour de O 
devrait laisser iiivariaiit le point A, par suite ln géodésique OA; et i l  n'existe 
aucune direction inwwiaiite par toutes les traii~fornintioiis du groupe d' isotropie : 
siiioii il existerait iine trnnsformatioii iiifinitésiinale (purement imaginaire) du 
groupe échangeable avec toutes les antres, ce qui n'est pas. 

50. Il est facile d'indiquer une relation donnant toutes les formules de kt 
trigoiioîiîétrie de l'espace 6, et faisant iiitervenir cinq des six é1éiiiei)ts dlllll 
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triangle géodésique OAB. Soient en effet TA et TB les matrices représentées 
par A et B;  soient n et b leurs modules (longueurs des côtés OA et OB); leur 
produit scalaire TA 1 TB, (qui ii' est autre que la quantité - Ze,el, relative k 
leurs deux transfornîatioiis iiifiiiitésiniales génératrices) est égal A abcos O? 
Transportons par parallélisrile le segment de géodésique AB de A en O le 
long de la g6odésiqae A O ;  nous obtenons un segment de géodésique égal 
OB', avec 

- 1 1 -- 
TB,= TA 'd TBTA Z n  

Dms cette fornîule foiidamentale on a 

Si en particulier les iiintrices TA et Tg sont échangeables entre elles, ce 
qui revient k dire que les points A et B sont dans une iilênie variété El 
issue de O, oit a 

TB! = TB TA-', 

et les foriniiles de la, trigonoinétrie sont les nlêines que dans le plan euclidien. 
Ici la variété l?! est un vrai espace euclidieii siinpleiiieiit coiinexo illiinité. 

IV. Les quatre grandes classes d'espaces G. 

51. 11 ne sera pas ii~auvrtis, après ces généralités, de passer eii reroe les 
quatre grandcs classes de groupes siniples et de doiiiier des ii;terprétstions 
géoiuétriques coiicrètes des espaces 6 correspoiidniits. Uii reinarque g&iiérale 
peut être faite d' abord. 

Considéroiis un groupe linéaire u1iitaii.e p;~rticblier, tl n variables; nous 
~,z\~oiis qu'il laisse invariante une forme  HERMITE définie positive F, ('). 

Lorsq~i'on applique les substitutions du groupe linéaire, aux 9 .  pa,raiilètres 
rSels desquelles on attribue des valeurs complexes quelcoiiques, la foriiie 
~ ' H E K M I T E  est cliaiigée eii une autre forme ~ ' H E I ~ I T E  défiiiiie positive F 

( 1 )  (Je tliéorSme est dîl à H. WIEYI. qui en R montl.b, dans les iiibinoirrs prédécciiiiiieitt 
citéa, I'iiliportance &uis ln théorie de la représenlrtioii des groupes seiiii-siiiiples par des 
groupes linéaires. Voir iiiir autre dhoiiscrntion dans inon niI.iiioirr, tl6jà cit4: Les t ~ i i s t w r s  
iwddirctiblee, eic. (Bull. Sc. bI.ath., ?me &rie, t. 49, 1925, pp. 132-1891. 
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dépendant esseiitielleiilent de 1. parainètres réels. L'espace de ces formes 
~ 'HEKMITE est ideiltique b l'espnce G. 011 aura une représentatioii concrète 
plus ou nioiiis simple suivant le groupe liiiéaire iiiiitaire choisi. 

52. Le cas le plus simple qui puisse se présenter est celui du groupe 
simple A 3 paramètres coinplexes, par exemple le groupe des traiisforii~atio~is 
hoinogrnpliiqiies coinpleyes d' iiiie variable complexe. Si iious preiioiis ici pour 
groupe iinitaire le groupe des rotatioiis autour d'un point fixe, les mitrices T 
?.eprése?bte~zt les 1-otutions ccutou~ d' tut axe  1-Be2 d' U I L  nm$e pwe.meut ilrut- 
ginnive. En utilisnnt les parainétres d' EUI.EI~-OLINDE RODRIGUES, cliaque III%-- 

trice T est définie par quatre nombres réels pl h, p, v satisfaisant A 

011 obtient l'espace hyperbolique b trois dinleiisioiis, dont le groupe coii- 
tiiiu des déplacements est en effet isomorphe a u  groiipe des traiisforniatioiis 
homograpliiques complexes d' iiiie variable coinplexe (mec uii indice de con- 
nexion égal 5i 2). 

63. Le CAS généra1 di1 type A )  coiidui t b 1' espace 6 des fornies d' HERMITE 
définies positives a Z + 1 variables, k discriininaut égal 5i. 1. Cet espace est 
A (1 + 1)" 1 = l(1 -f- 2) dimensions. Toute transforniatioii infini tésiiiirtle iiniino- 
dulaire laissant invariaiite la forme  HERMITE 

est hoiiiologue une traiisforniation de la forme 

les coefficients a, étant réels. Par suite toute iiiatrice T est r6diictible R ln 
forme diagoilale 

eal O.... O 

0 . .  eal+l 

Toute géodésique de l'espace 6 est, par iiii déplacemeiit conveiiilble, 
rkductible au lieu des formes  HERMITE 
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Si i'on suppose, ce qui est le cas général, 

le point de la géodésique qui est à l'infini négatif (s=- bo) est le point 
- 

représentatif de la forine d' HEI~MITE dégénérée xl+,x,+,, et le point à 1' infiiii 
positif représente la forine d' HERMITE dégénérCe xi;, . 

Dans 1' espace projectif des formes ~'HEHIVIITE tt 2 + 1 variables, 1' espace 
G est liini té par les varié tés représeii tatives des formes d' HERMITE dégéiiérées, 
mais janîais négatives; ces variétés constituent l'absolu et toutes les géodé- 
siques ont deux points à l'iiifiiii siir l'absolu. 

54, Dans le cas des types B) et D), on peut prendre pour groupe unitaire 
le groupe réel d'une forme quadratique réelle définie positive, ou le groupe 
des rot8tions autour de l'origine dans uii espace euclidien A ?t dimensions. 
L' espace G sera par exemple celui des formes d7 HERMITE défiiiies positives 
obteiiues en appliquniit à Ili. forme 

une rotatioii nutoiir d'éléineiits plans réels, inais d'angles purement iinagi- 
iiaires. Toute géodésique pourra, k un déplacement près, s'obtenir en appliquant 
h la foriiie ~ ' H E I ~ I I T E  considérée la rotation 

a r e c  les coefficients réels a,,, a,,, ...., tels que la sonlm de leurs carres soit 
égale St 1 .  On obtiendra, alors les formes ~ 'HEI{MISE 

Si on suppose par exemple 

ai2>C1,,>0, a,,= .... = O ,  

la. géodésique coinineiicera (pour s = - m) à la foriiie ~ ' H E R Y I T E  dégénérée 
- - - - - - 

x3x,+x,x4 - i(x,x, - x,x3) =(x3 + ix,)(x3 - ix,), 
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-- 

et se teriniliera (pour s = + oc;) A la forme ~'HER~II 'I 'E dégéiiérée 
- - - 

s,X, + x2XZ t Z(X& - x2sl) = (si - is3)(x1 + isd). 

5;. Dans le cas du type C) ,  on peut partir du groupe ii i i i  taire qui hisse 
iiivariantes ln forme quadratique extérieure 

et la forme d ' H ~ i r m ~ x  définie positive 

L'espace G sera par exemple celui des formes ~ ' H E K J I I ~ E  ùéfi~iies posi- 
tives daiis lesquelles est transforinée la forinc ~~'HEILJIITE précécleiite par iiiie 
siihstitutioii liiiéaire coiilplexe arbitraire litissaiit iiivarinnte ln foriiie qiiadrit- 
tique extérieure. 

Toute trniisforliintioii iiifiiiitésiiiiale dii groiipe uiiitaii'e est récliictible k 
la forme 

11 en résulte que tolite géodésique pourra, It iiii déplaceiiieiit près, être 
regardée coriliiie le lieu des formes ~ ' H E R J I I T E  

La qualltité s désigne l'abscisse corviligiie. Si 1'011 a 

le poiiit k l'iiifiiii négatif sur la, géodésique est la forme ~ ' H E R ~ I I T E  dégénérbe 
- 

x,x,, tandis qiie le poiiit A 1' infini positif est xi%, . 
011 remarquera que dans les exeniples préçédeiits il existe ev gd?zé~*nl 

une ilrfiwité de g&od&siques se coupant aux deux; n~êrues poids  h l' iq%ti ,  
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Sulle coiifigurazioi~i d'equilibrio iiistahile 
cl'uult piastrrc elastica sottile. 

5 1. Tra le sollecitazioni cui U I I ~ L  piastra elastica sottile pub essere cimen- 
tata, a quelle nominate piane O tangenzinli spetta iioloriameiite importanza 
cospicua, e cib, sia per la vasta cerchia di quesiti della praticn che portano 
a considerarle, sin, e piii ancora, per I'iiiteresse, invero notevole, che destano 
certi problemi d'analisi (cosidetti pi.oblerîzi d'autovalo~.i) che a questi si 
collegano. 

Come si sa, a particolari valori di queste sollecit~.zioiii (sollecitazioni 
criliche, chiamate anche di punta nei sistemi unidimensionali) corrispondono 
configurazioni d'equilibrio carntteristicaii~ente instabili, intenderidosi con cid 

. alludere s stati d'equilibrio tali, per cui anche il piii tenue cimento, statico 
O dinamico che sia, produce in geiierale perturbazioiii grandi oltre ogni li- 
mite, vale a dire in geiierale, la rottura del sistema cimeiitato. 

Queste circostnnze di fatto, cui i'esperienza da ben conosciuti riscoiitri, 
si sogliono per 10 pih studiare alla stregua d'un iioto criterio di stabilitk 
d' uso assai frequente. Il qunle cri terio, traducendosi in una proposisione d' esi- 
stenza di minilno per un certo integrale (dell'ener3gia potenziale totale) con- 
tenente una funzione incognita, caratterizxante la  coiifigurazione d'equilibrio, 
porta, con l'impiego adegiiato di alcuni algoritmi del calcolo variazionale, 
primissimo tra questi quel10 del RITZ, ad esaurire con agilit& e speditezza 
pressoch6 qualunque quesito che la pratica chiama a risolvere ('). 

Ora, pur riconoscendo (pei risiiltati conseguiti) l'utilith, indubbin di tale 
inodo di riguardare quest'ordine di problemi, non sembra si possa ritenere 
proprio conseguita, con tutta la  generalith desiderabile, la  dimostrazione d' esi- 
stenza di tali configurazioni, corne pure una loro caratterizzazioiie qualitativa 
e quantitativa completa. 

È percio che non pare del tutto inutile considerare qui con quaiche diffu- 
sioiie gli aspetti analitici delle suddette quistioiii, come anche di segnalare in 
pari tempo nlcuni procedimenti risolutivi validi in ogni caso. 

Atinali d i  Matematiaa, Yerie IV, Tomo IV. 33 
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Riprendendo una mili Nota (2) coiicerne~ite la quistione ora noniiiista, si 
comiiicia col riportare (§ 2) l'equazioiie differenziale del problema (che, sotto 
debite ipotesi di derivabilith e continuità, traduce il priiicipio di minirno di 
cui sopra) ad una equazione integrale del tipo classico di FREDHOLM onde 
sfruttare (55 3, 4) ben noti teoremi d' univocith ed esistenxa, iionchè i metodi 
risolutivi assegnati per queste equnzioiii. 

Indi, noii essendo perb possibile attribuire a detti metodi che uii valore 
essenzialmeii te teorico, si iii troduce ($8 5, 6) un algori tnio d' approssimazioni 
successive che, sulle direttive magistrali di SCHWARZ, POINCARE e PICARD, 
non é difficile né iinpostare 116 giustificare, 

5 2. Posizione del problema. Criterio d'instabilità. 

Sin S uiia piastra sottile, elastica isotropa. 
Indichino: h Io spessore, piccolo di fronte alle alti'e diniensioui, E e v le 

costanti d'elasticith, modulo e coeficiente d i  co?drazioue del materinle che 
la costituisce. 

Orientati nella superficie mediaiin (alla, quale, secotido l'uso, aiidraniio 
riferite le coiisiderazioiii che seguoiio), due assi cartesinni x ed y, si porti 
norinalmeiite a questi, quindi alla iioiniiinta superficie, piana in condizioni 
iirtturali (si vu01 intendere iii nssenza d i  sollecitazioni), l'asse delle z. Allorti, 
se con p = p(x, y) specifichiaino uiia distrib~izione di pressioiii s~illii, S, agenti 
secoiido z, ove si indichi con tu= w ( x ,  y) 10 spostainento d'un punto gene- 
rico P di coordinate s, y, l'equazione per l'equilibrio si scrive (3), 

essendo scelte le unith di misura in modo, che iisulti = 1 (per sola seniplicitk 
di scrittura) il coeflîcietzte di  vigidità (SteifZgkeits-koeflîzetzt, flexural rigidily) 

che notoriainente moltiplica in quest' equazione il doppio opevalo9.e laplaciano 

Ci6 posto, detto S il campo d'iiitegrazioiie definito dalla. superficie teste 
definita, il bordo della qusle si indicher& con o, sia G= G(P, P') una funzioae 
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(la seconda funzione d i  G?-een) di due punti P e P di 5, (di coordinate s, y 
rispettivatnente 5,  v), tale che si abbia in tutto il campo : 

CL) l'operatore AA essendo iadifferentetnente forniato colle coordinate 
di P o  di P'; 

b) che al cotitorno o soddisfi alle coiidiziorii che si vogliono iinporre 
alla zu, le quali sono, per i tipi di vincolo più frequeiite, l'i?zcnst?.o O l'ap- 
poggio libel1o, fornite dalle due coppie 

rispettivarnente 

esseiido n la ilorinale esterna, spiccata iii un puiito P di o ;  

c) che i n  tutto 8 si possa porre 

1 
G(P, P') = - ?."g ?- + g(P, Pr) 

8 n: 

con 9 -  egunle alla distmza PP' = v ( x  - Qe -+- (y - y)" g = g(P, P') funzione 
continua con le sue prime quattro derivate (secotida funzioiie p?*eEiminave 
di GREEN). 

Sorpassando sulla questione d'esistenza corne pure su quelli~ costruttiva 
di unn tale fuiizione, esaurita dalle ricerche di BOGGIO (4), HADAMARD ( 5 )  ed 
altri, I'integrale generale della (1) si scriverh rielln forma 

esseiido dS' l'elernento di superficie di S espresso nelle coordinate 5 e v di Pr. 
Dopo questi preliminari, di cui ci si varrk in seguito, si caratterimi una 

sollecitnzioiie piillia con le tre coinponenti cal-atlel-istiche n,, = n,,(P), 

?Exy = 9~xy(P), %a/ = ?%,,(O 
Relativainente ad esse riterremo, in confortnitA con la teoria classica, che 

possaiio ricavami coine derivate seconde d'una funzione A = A ( P )  (fuiizione 
di A ~ Y  ( 6 ) )  hia?^monica in 8, tiPica della sollecitnzioiie che si considera, se- 
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coiido le relazioni 

e si abbiano quindi in tutto il campo le relazioni, fondamentali nella nostra 
ricerca, 

Riterrerno inoltre, come condizione essenziale, che dette componenti, 
i-igunrdate come coefficieiiti d'uiin folvna quadratica in due variabili rq e (J 

sieiio tnli da renderla definila e negativa, vale a dire, che si abbia (per ln 
prima, condizione) in tutto il campo (7 

con che si vuole esprimere che la coriica delle sollecitazioiii relativa a1 pulito 
generico Y è chiusa, dunque una ellisse. 

Allora, se con L indichinmo 1' opelSatove di f ferenziale  

inanifestnineiite autoaggiunto per le nominate relazioni (S), l'equazioiie per 
gli spostaineiiti w (quella, che traduce il principio di miwinzo di cui è cenno 
ne1 § 1), perinanendo ancora la pressione p, si scrive (8) 

(1 3) A Aw. = zL(zo) + p, 

T essendo un parametro numerico, in particolare eguale d l '  unit& che inolti- 
plica le tre componenti n. 

Poichè il terinitie addittivo sL(zo) della p é, iii liiien formnle, assiinilabile 
a questa, da1 confronto della (13) coi1 le (1) e (6) risulta seiiz' nltro 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d'una piastra elastica sottile 261 

essendo 

(15) 

vale n dire, l'opej-atore L gis definito applicato alle coordiiiate e rl di P'. 
Per riportare 1' equaaione i7ttegl.o-diffe).e?izinle (14) ad uiia equ:i.zione inte- 

gisnle del tipo di FREDHOLM eseguiaino uns doppia integrnxione per parti, 
sicuranleiite legittiina per la specificazione della. G. Si ottiene, sfruttando 
l'aiinullai~si nl contorrio delln tu  coine della G, 

[ ( P f ) G (  ' 1  a2[nX,(P')G( P, P')] + (17) w(P)=TJ/-  a(* 4- 2 

8 
Wrl 

od anche, teiiendo preseiiti le (8) e (9), l'equazione 

che é inaiiifestainente del tipo classico, non omogeneo del FREDHOLM, 

il riucleo K =  K(P, P'), logal-itmicame?tte infinito per P coincidente con Pr, 
essendo dato da1 secoldo pajmnetvo diljfe?*e/zziale nutouggiuulo della seconda 
fuiixione di GREEN, preso rispetto alle coordinate di P'. 

Cib yosto, in base ai teorelni geiiernli della teoria delle equazioni iiite- 
grali possiariio affermnre che, ove il psi'aiuetro 2 sia distiuto d5t una delle 
rnclici ri, z,, ... TA, ... ; dell'eqi~axione chc si ottieiie egungliaiido a zero il su0 
deteriniiiaiite fond;iinent.de, esistei'k uiia ed uiia sola soluzioiie della (18); 
che iiiveee iioii ne esisterk alciina se vi è coiiicidenza coii una delle radici 
suddette, inquantoché le formule risolutive geiierali daiiiio iii ta1 caso valori 
infiiiiti, ci06 spostameiiti e aforzi incoinpatibili coii la coiinessioiie del sisteina. 
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262 G. KRALL : Sulle configumzioni d'equilibrio instabile 

Ed avendosi altresi dnlln teoria generale la nozione d'esistenzn di solu- 
zioiii non nulle (autofu~tzioni) dell'equazione 

w(P) = T K(P, Pf)to( Pf )dS ' ,  K(P, P') = L'[G(P, P')] J 
s 

corrispondeiiteinente nlle nonlinate radici z, (cosidette valori caq-attel-istici O 

ccutovalo~'i), resta implicitnmerite conferinatn l'esistenzn di soluqioni non  ~ ~ u l l e  

dell' equazioiie 

(21) AAw = zL(to), 

quiiidi, di coiifigurttziorii d'equilibrio corrispoiidenti' alle sole sollecitazioiii 
piane o~n,,, zknxy, T,Q+,~. 

Le quali configurazioni tutte, per qusiito precede, hniino i caratteri pre- 
cipui dell' iiistabili th (1' addizione d' una solleci tazione p, coiniinque piccoln, 
producendo spostameiiti comuiique grandi) colne gia si ebbe a rilevare. 

Con cib sono conseguiti i teoreini d'esisteiizn coine pure, i~ttraverso ai 
lnetodi del FREDHOLM, gli nlgoritini risolutivi forinali del nostro probleinn. 
Per il rigore perb fa d'uopo provare cbe, non solo 6 possibile (conie abbinmo 
fatto) passare dall'equazioiie differenziale a quella iiitegrttle, m a  anche, che 
é altresi possibile, rifacendo il cammiiio, perveiiire da  quest'ultima all'origi- 
iinriti. equa.zioiie (13). Una tale dimostrazioiie, corne é evidente, si cornpendin 
nella verificn dell'esistenaa'delle qiiattro prime derivate della w ricavata (in 
modo qualurique) ddln  (19) O (20), a, seconda che sia p = O + da zero. 

5 3. Esistenza delle quattro prime derivate delle soluzioni 
del17 equazione integrnle. Principio cl' equivalenza. 

Coiiveneiido d'iiidicare con R= R(P, Pr)  la singoln?*ild 1m2(P, P') lg I ~ P ,  PI) 

della G, seinpre quando convengn metterla iii evideiina, coiniiiciamo a diino- 
strare l'esistenza delle derivnte prime. 

Derivaiido sotto il segiio integrale, abbinmo dalla (18) 
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a 
II primo iiitegrale esiste poichè la funzioiie - L1[Ii'(P, Px diventa iiifi- 

ax 
iiita d'ordine 1, quiildi d'ordine < del iiiimero di diinensiorii del cnnlpo, 
com'è richiesto da una coiidizione d'iiitegrabilità ben nota. 

Il secoiido termine esiste ed é, diciamolo siii d'ora, derivabile niicora 
iina volta, poichk la g, per defiiiizione, é quattro volte derivabile. Cosi il 
terzo ed ultimo termine esiste pur esso ed è, é bene rilevarlo, derivabile 
nncoi'a tre volte sotto la condizione che la p ammetta uaa derivata, condi- 
zione questa che riteniamo soddisfatta. 

Ci6 posto, seiîaa considerare più quest'ultimo termine, coiiveiiendo d'in- 
dicarlo, unitamente ad ogni altro di cui la derivabilitk sia manifesta, con . . . , 
iiitegriamo uiia volta pe91 palati la (14). Sfruttando le (8) e (9) abbiamo 

to(P)  = - 2 A1[G(P, P') . w(Pf)]dS' -i- z(P) S 
S 

dove l'operzttore differenziale A è definito, considerandolo applicato alle coor- 
diiiate di P, dall'espressione 

cp o 4 essendo due geiieriche fiiiizioiii del puiito siiddetto. 
Quest'equti.zioiie, eqzcivule~~te alla (20) (in qaaiito per 1' esistenzn poc'anxi 

accertata delle prime derivate é possibile passaxe iiidifferenteineiite dall'iiiin 
all'altra), ha soluzioni due volte del-ivabili. 

Irifatti, derivando due volte sotto il segno, ponendo iii vista il solo ter- 
mine conterieiite la siiigolaritA (che è quel10 che, per sua iiatiira, pud portare 
a. difficolt&), abbiamo 

a2 w 
K[R(P, P') . w(pl)]\ d ~ '  + .... 

8 

Ora, il termine sotto il segno diventa infinito d'ordiiie 1, quindi è iiite- 
grabile, e per consegueiiza le soluzioiii della (22) sono due volte derivabili 
come si voleva dimosti'are. 

Percib, ponendo l'equazione iiitegrale (18) iiella forinn intermediaria (29, 
(il che 6 legittirno per ln  provata esisteiiza delle derivate prime) si ricoiiosce 
lit doppin derivnbili tk delle sue soluzioni, cioè, in particolare, 1' equiucilruzn 
sua con l'equazione integrodifferenziale (15). 
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Riserv:mdoci di trar pnrtilo tra poco del risultato rnggiuiito, i t e ~ ~ i a n l o  
(sfruttnndo uii accorgimento d : ~  PICARD jntrodotto iii aiialoghe questioiii ( ' O ) )  

la (18). 
Moltiplica~idoln secoiido In regola per I,[G(P, P")Jdh', si hit, integrando iii 

tutto S, 

od anche, con evidente trasposizioiie degli apici, 

Integrando due volte per parti riinpetto a, P', fl che sarib possibile sicura- 
meute, poichè siamo certi che esistoiio le derivate prime e secoiide della zo, 
abbiaino 

oppiire, spostarido (coii uiia successiva doppii~ iiitegr:izioiie iispetto a P") 
1' o p e ) v t o r e  Lu dalla, G(PV, P) allit G(I'", P'), 

Derivando ora rispetto ad x (ci06 alle coordiiiate di P), poiché si ha 

risidta,, ove si metta in evideiiza la s ingola~i td ,  

aw(P) - 
---T? -- 
âx [J~"E/") L"J Oi P", P')] l!zu(Pf)dS'dSf -+ ,.., 

Ss 

od mche, integraildo per parti rispetto a x", 

a r) a 
a F  = PJP( P, P") 1 L"[G(P", P')]? L~[ZU(P')]IIS'Q~~~ + .,.. 

SAS 
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Tre successive derivazioni danno 

Una sominaria ispexiorie porta a riconoscere che tale integrale esiste 
effettivaineiite e percib, ove si osservi che, salvo materiale sostituzione di 
lettera risullniio le derivate rispetto ad y (O quelle iniste) resta assolta la 
quistione sollevata d l i t  fine del precedente paragrafo. 

3 4. Caratterizzazioni qualitative ulteriori. 

' Dagli sviluppi in serie di z, ricavabili per la w in base ai teoremi di 
FREDHOLM, risulta il carattere ouo di funxione ?~ze~.o~~lo?.fa. Prtssiamo a dimo- 
strare che gli autovalo~*i T~ (k c 1, 2, ...), che ne sono i poli, sono tutti sem- 
plici, reali e positivi. 

Prendeiido le mosse dalla (21), procedendo pegl assutdo, supponiamo che 
uii generico autovalo?-e .ch possa esser posto nella forma conlplessa 

T = T' + i ~ "  (T', 2" numeri reali, i= v-1). 

Poiché si dovrLt avere in conformitlt 

w = tu1 -t- iw" (w', W" funzioai reali di P) 

risulta dalla (21), eguagliando tra loro le parti renli ri~~ettivnmeiite quelle 
immaginarie, 

(23) AAtul = z1 L(w3 - 2" L(wlI), 

(24) A Aw" = 2" L(wf ) t 2' L(wl'). 

Moltiplicando ln (23) per zo"dS, la (24) per wldS, integrando e sottraendo 
si ottiene 

Annali di  Malemotiea, Serie IV, Tomo IV. 
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Orrt, dalla formula di GREEN ge~ieralizzata 

si ha, corne é facile provare 

essendo 9 l'operatore giii definito a 5 1 e D 1' opevatore 

dove t designa la direzione tangente a o. 

Quindi, per le condizioni (3) O (4), in ogni cnso, al posto della (27)) 

D'altra parte, poiché la W' conie la w" s'annulla al contorno, si a ~ r k  
dalla (25) 

ed infine, per definizioni fatte, 

con w eguale w' O wu. 
Risulta percib a1 posto della (25), la relazione z". 1; = 0 (L  = quantittd 

non nulla) la quale non potrit esser soddisfatta che per z" = 0. 
Dimostriamo infiiie che, per le preiriesse fatte, gli nutova lo~~i  T son tutti 

positivi. Ali' UOPO moltiplichisino ln (14), senza termine perturbante, per L(w) 
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ed integriamo su tutto S. Risulta allora 

Quiiidi, ove si osservi che la G é tale che, data un8 qudu~ique  fun- 
zione @ di P si ha 

*) Per dimoslrnre che ~ffettivarnentc! tale tliniigiingliniixn (32) é soildisft~tts, conuide- 
rianio n r l  ciiinlm S 1' eqiiszione 
(9 AAIU =S,  

con le  corid;zioni a l  contorrio fornite da iina delle coppie 3) o 4). 
Se ln + =<I(P) è uiin funzione nrbitrnria dei punti P di S (corne voglinriio nupporre) 

iiin tale dit ~odiliafare alle condicioni, poco restritt ire del resko, clie dcinno i lirniti tl'appli- 
ci~bilità delltr forniiili~ di LAURICEI.~.A, :bvremo, con ln nohzioni solite 

Moltiplicnndo allorn questii espressioiie d i  w(P) per +(P)dS,  l'iiitegrrzione e ~ t e s a  n 
tutto 8 d à  

L:L dimoslrnxione delln (32) è con cib ricoridotta s provnre che, ove In IV =w(P)  socl- 
di88 cille c i d i z i o n i  3) a 4) (coiiie effettivamentt: itvviriie ne la Q sotta il  rloppio mgno inte- 
grale ditlentificn con iiiia delle diir fiincioni d i  GREEN cniisiderntr) si lia in  ogni cnso 

Cib risulfa uenzn iiotevole difficolth sfr i i t t~i ido con lievi iiiodiflche rina celebre forniula 
dn KIIWHOFF travntn ed ai(ott:ita per primo i n  un cntupo di qiiestioni prossime a qiielle 
clie ci rignnrdano. 

Dettit forn~iiln, per i l  iioslro scopo, ~i p h  scrivere nella forinn 
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268 G. KEALL : Sulle coiiflgurazioni d' equilibrio instubile 

per ln (30), assimilando la  (i con la  L[w(P)], si ottiene necessariainente 2>0, 
come volevamo provare. 

Riguardiamo oril la w come funzione di T, sotto forma dl sviluppo iri 
serie di potenze del tipo 

coi1 w, (m=0, 1, 2, ...;) coefficienti (funzioiii di P) da  deterininare. 
Sostituendo nella (21) ricnviamo 10 schema algoritmico 

per nb ) 1 

con le condizioiii a l  contorno fornite (per la  (35)) da iiiia delle coppie (3) O (4). 
Rilevando l'equivalenxa della formula geiierica (35) con l e  

passiaino a dimostrare che l a  serie (33), che sappiamo essere ??zeronzoî*fa iii 
base ai teoremi di FREDHOLM, possiede soli poli semplici, corne aniiunciaino. 

Supporiianio all'uoljo che esista uii polo r, d'ordiiie 9 .  per Y >  1. Si avrh, 
sviluppando iii un iiitorno coiiveiiientemente viciiio, 

essendo pl e pz le oui-vatwe pt-irccipnli dalla superficie IV =w(P) 0 O 17angolo cbe la iioriiiale 
tzsteriin n f : ~  coi1 Passe x. 

Sfruttnri(1u i i i  defiiiitiva le condizioni liiiiiti 3) O 4), s i  ha 

Si riconosce orn, iu modo immedi:rto che, se v < 1, l i ~  fuiizioiie integranda del termine 

a dnstrn, riguardatil coma f o m n  qundmtica nrlle viirinbili ', s : d  seiiz'nltr~ positiva. 
p i '  Pe 

Poichè effettiv;lmeiite, yer iiecessità ben note, In eostsiite v è, per ogiii iiinterirtle, iiiiiiore 
dell'uiiità, resta coiiseguita la giuatificiraiont, della (**). 
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v,., v, .-,,... esseiido funzioni di P che si saniio calcolare. Iiifatti, sostituendo 
1 

nelln (21)) prendendo i terinini iii - 1 
e risulta 

(T - T k y  (T - -C,Jq- 

(39) AAv,.  = T~ L(v,.) 
e 

(39") Abu,.-, = T~ Lto,.-J i- L(v,.) 

con le solite coiidizioni ai liiniti (3) oppure (4). 
Mo1tiplic;uido la (39) per v,_,tlG, la. (3ga) per v,.clS, ove si integri iii 

tutto S e si sottraggano uiia dall'altra le equazioni che risultaiio, si ricava 

Ricordaiido nlcune trasformazioiii ed eguagliniize gi8 adottate (le (26), (27), 
(28)), si ottieiie 

Perche tale integrale si annulli A necessario che identicamente si aiinul- 
avr a ~ ,  

lino in tiitto il campo le derivate - --, poiché, corne si ebbe a rilevare, 
as ay 

la, fuiizioiie sotto il segno é, per ipotesi, i i i  ogiii cnso differeiite da zero. 
Mn nl coiitoriio a, si adotti la coppin di coiidizioni (3) O ln coppirt (4), 

ln v,. deve airiiullarsi. Percii, si avrh  il1 conformith, v,. = O  i i i  tutto S. 
Tde procediinento essendo iiatui.alnleril.e valido per ogiii Y into#no supe- 

riore nll'unith, porta a riconoscere che effettivamente la zo non pub avere 
che poli semplici. 

Concludendo, osservererno che il BOGGIO ('7 ebbe gik s ril-evare, addu- 
ceiido esempi assai cospicui dalla teoria dell' elastici th, del calore e dell' elet- 
tronia,giietisrno, che in generde, ove le funzioiii che soddisfr-mo alle equazioiii 
delle corrispoiidenti teorie, abbiano, per rispetto ad uii parametro, dei poli, 
questi, iiecessariameiite, debboiio essere senzplici. 

5 5. Introduzione delle costanti di Schwarz. 

Coiiseguite le caratterizzazioni qualitative delle soluzioni del iiostro pro- 
blema, resta :& vedere come queste possaiio otteiiersi evitaiido le formule 
geiiei'ali del FREDHOLM, di costr~izioiie estreinnmeii te coinplessa iiel cnso iiostro. 
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Ci propoiiiamo di trar partit0 del inetodo uiiiversale e feco~ido delle 
app~~ossimazio~zi successive. All' uopo ci informiaino alle direttive foridamen- 

. tali di SCHWARZ e PICARD e per quanto rigunrda sia l'iinpostazione algo- 
ri tinica sia 1~ sua giustificazione. 

RiattaccZtndoci al10 sviluppo (33) del precedente paragrafo, fissando l'at- 
tenzione su due coefficieiiti generici 2.0,,, wn formiaino gl'integrali 

c h e ~  per certe loro proprieth di comportarnei~to, chiameremo brevemente : co- 
stanti di Schzomiz. 

Relativnmente a queste costanti passiaina n dimostrme alcuiie proprieth 
importmti, 

a) $i h a  in tutto il campo 

Iiifatti, iiitegrniido la (40) due volte per pnrti, sfruttando le (8) e (9) si 
a 

ottieiie *) 

vale n dire WH, , ,, = W,, ,.,. 
11) Il valore di TV,,, , ,, 6 dipetidente dallq soinma 7n -+ 1 1 ,  non  dai parti- 

colari valori di 111 ed n. Valc a dire, iirdicata uoii p. un iiuinero iiitei'o -< I I # ,  

< n, si ha 

(42) Wnz, n = Wm-y, n+p = Wrn+p, 11-p = Wm+r~. 

. Infatti, esplicitando ilella (40) In fuiizioiie tu,, pel trninite della forinultt 
ricorrente (37"), si ottieiie 

*) Postu che la y,, ricav~ta di~llit @4), sia 11ul1:i R I  contorno 
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e quiiidi, ripeteildo p volte In stessa operazioi~e, la  relitzione (4.2) che si vo- 
leva provare. 

g 6. Costrazione della prima autofunzione 
e del primo autovwlore. 

Esserido, per quitiito precede, lecito adottare 1111 indice solo nella CO- 

staiite W, poninino 111,  il priino autovalore 2, e la corrispondente autofun- 
zione, che iudicheremo con Z V ( ~ ) ,  é fornito dalla relazione Zinziti 

wm-4 lim - = 2, 
m=m Wnz 

lim [ Z ~ ~ Z U , ]  = tu('). 
m=w 

g 7. Esistenza effet tiva dei limiti (42), (43). 

Per giustificnre le nominate relitzioiîi introduciamo i rapporti 

Farenio vedere ai~zitutto ch'essi soddisfano alle disuguaglitrnze foiida- 
nien tali 

Introduciamo d l '  uopo 1' in tegrale positivo. 

con a e p costanti qualunque. 
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Ove si osservi che si ha identicamente, poichh tutte le zo si aiiii~illano 
al contorno 

risulta al posto della (46), esegueiido inaterinlinente le operazioiii, 

(47) 1 = 'ta Wz, + 2'tp W,, , . -1.- pz Wzn > 0, 
che per costruzione è unn forma quadratica positiuct e definitcc nelle a e P. 

Si ha quiiidi 

(48) W2mWZ11 - Wm, 11 > 0 
od anche, per 12 = 1î2 + 1, 

Ci6 posto, iiitroduciamo, sfruttando la (32), l'integrale positivo 

con a e P costanti da riguardare alla stregua di prima. 
Esegueiido materialinente le operazioni, ove si osservi che, per le (37), 

vnlgono le relazioni 
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si ottiene 

J = a2 CYqrn+i + 2aS W2m + p2 Wsm-4 > O* 
Potremo percib esprimere tale disuguaglianza nella forma 

(51) W-m+, Wwz-, - W2mz > 0, 
oppure 

(52) 
w2m+i W2m Wsm-i 
Wzrn >G>= > ... . 

Associando queste reIazioiii (52) alle (49) restano manifestamente provate 
le (45); Quindi i valori p,,, in coiiformit8 con le (45), crescono con m. Co- 
munque perb, essi tendoiio ad un limite finito. Cib risulta osservando che 
altrimen ti, ln serie 

(53) W,, + W,T -k W2T2 + ... -C Wm'Crn + ... 
non convergerebbe che per il valore banale z = O, il che porterebbe a dichia- 
rare divergehte per 

in contrarieth con i 
Si avr8 dunque 

ogni valore non nul10 di z la nerie 

teoremi di FREDHOLM. 
necessariamente 

Wm+i - p, (p, = quantith finitn non nulla). lim -- 
m;ca Wm 

1 
Dhostreremo ora, cbe - é il Tsaggio di convevgenxa della serie (35) e, 

P 
per quanto precede, il primo autovalore 7,. 

All'uopo cerchiamo di costruire una disuguaglianza che colleghi la gene- 
rica w, del10 sviluppo di zu alla geiierica costante W,. 

Poniaino nella (46) la G(P, P') a1 posto della IN,, (con P' fisso) ed iii essa 
- 

dividismo la w, per V W,,. Otteiiismo allora, integrnndo per parti, ancora 
indicando con I l'espressione che ne risulta, con A 1' opemtore definito 
dalla (28) 

W2 m I Z ~ , - - -  2ap wm( P), G(P, P')]dS + 
m VRP[ 

S 

Anmzli di  Malrmatica, Serie IV, Tomo IV. 35 
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Avendosi per6 con una ulteriore integrazione per parti, (ove si ricordi 
1' algoritmo costruttivo fornito dalla (37)) 

potremo scrivere, poiché é I> O, indicando con Q(Pt )  il coefficiente di P2 
nelln (55), 

e quindi, coi soliti criteri 

Osservando poi, che per essere pi < pz < ... < p,, si ha  

e percib 
W*n,+,  > ~,"2m i 

ponendo eguale ad Q il limite superiore (positivo per premessa) di 8(P),  
potremo anche scrivere la disuguagli~nzrt (56 )  iielln forma 

oppure, sostituendo 112 ad m+ 1, 
- 

(57) tu, < KV W2, 

wn, Da1 fatto che il rapporto non supera mai, qualunque sia, nt, una 
Wzna 

costante finita K, scende, segueiido uii criteriu di cuilvergenza dovuto n 
SCHWARZ, che la serie per la tu, converge assolutnmente ed unifo~wae~ne?zte 

1 1 
in tutto S per ogni valore di z inferiore a -, e quindi che z =  T, =- ne é 

Pi  Pi 
precisamente il m g g i o  di convej.genzn. 

Infatti, la serie 

K(VE + + ... Pi'=), 
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1 
mnggio~mzte della (33) converge per z < -, conie risiilta osservai~do che il 

P4 
quoziente tra due termini successivi 

ha per limite (per nz = ao) il valore p ~ .  
1 

Per  dimostrare la (43), osserviaino che il punto z, - - dev'essere neces- 
P i  

sarirtmente un polo semplice. 
Quindi in  un silo intorno sarh legittiino 10 svil~ippo del tipo 

w' = ~ ' ( 1 ' )  essendo il residuo del polo ; v,, v,, ... v,,, ; essendo funzioiii deter- 
minabili di P. 

Coiifi.oiit~rido questo sviliippo con l'originario (35), si ottiene senz'altro 

e dunque ovviamente 
lim w,,,rtm = w'. 

m=m 

111 troducendo 
potenze eguali si 

(60) 

la (58) nell'equazioiie (20), eguagliando i coefficieiiti delle 
trova 

ed il sistema r ico~~rente  per la formazione delle v 
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Ora la (60) é proprio l'equaaione di cui si cercava la soluzione, ln w' la 
soddisfa identicamente, coine pure soddisfa alle coiidizioni al contorno. Si 

1 
avrh quindi w'= w ( ~ ) ,  ci06 l'identith tra la (59) e la (43), ed infine -= .c i ,  

P 1 

corne si voleva dimostrare. 
Cib posto fortniamo con le v testé definite, poichA ne A assicurata la 

deri vnbili th, le costan ti positive 

Si avranno ancora le disuguaglianze 

dalle quali si conclude i'esistenza d'un limite finito p, del rapporto 

Che se cib non avvenisse, sarebbe necessariameiite divevgente la serie 

la quale perb, converge anche a1 di 1A di z,. 
Della disuguaglianza, analoga alIa (57) 

1 flflm 1 K ~ V K  
che si stabilisce ne1 modo identico al precedente, resta provitta i'identith de1 
cevchio di convevgenza delle due serie 

v, -l- ViT +... f vn2" + ..., 

W',  + ... W1,T + S.. + W',? + ... a 

1 
Con cib si arriva al secondo polo z, = -. 

F z 
In coiiformit&, ove si osservi che in un intorno coiiveniente di T, si dovrh 

avere 
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da un coiifronto con l'originario sviluppo 

risulta la relnzione aiinloga. alla (59) 

e quindi 

Una tale funzione soddisfa alla (25) e quindi alla (26) noiiché rispetta le 
condizioiii al c.oiitoi.no. Perci6 essn s'identifica come integrale relativo al- 
l'autov~ilore T,, quindi coine seconda autofunzione w(~) .  

Procedendo cosl di seguito, sulle tracce segoate da PICARD, si dimostra 
l'esisteiiza di tutti gli autovalori, di cui l'insieme, chiameremo spettro vela- 
tivo alla specifica sollecilazione n, e delle corrispondenti soluzioni O nuto- 
fzcnzioni cnratterizzanti le coiifigurazioni (instabili) d'equilibrio. 

Riservando ad unn eveiituale prossima ricerca la prosecuzione dell'ntia- 
lisi fattn per quaiito concerne 10 studio dell'equaxione associata alla (20), 11 
comportamento asii~totico degli nutovnlo?.i T ~ ,  la loro dipendenza funaionale 
da1 contorno ecc., rileveremo, concludendo, che il inetodo di approssiinazioni 
successive ora assegnato pub riguardarsi coine uiia estensioue di un accorgi- 
inento (VIANELLO) assai noto e validnmente usato dai pratici ne1 calcolo del 
(primo) carico critico di nste, colonne, ecc. soggette a fZessopressione. 
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Sul1 a i ii 1;egrazioiie delle eqimzioiii d i f f e r e i i z i n l i  li ileari 

di secoudo ordine a coefficienti variabili y). 

t Memoria del19ing. NICOLA A~onoso (Nnpoli). 

1. A-bbiasi l'equazione differenziale lineare di secondo ordine 

nella qunle f,, f,, f, sono funzioni della variabile t .  
Indicando con u, ed ,u, le radici dell'equazioue: 

(2) u ' + ~ , u + ~ ~ = O  

ci proponiamo di determinare qiiali funzioni di t devono essere le y ,  e y,, 
perché : 

(3) X = u," + uzn 

rappresenti un integrale particolarc della equazione (1). 
Derivando due volte ln (3) rispetto n t, si ha:  

(*) Passato i l  periodo eroico del17intlirizzo funzioriale ne1 campo dalle rqunzioni diffa- 
reriziali, iioi ci convincinmo ogni giorno di più che qiirl17inc1irizzo ci co~isentr,  si, tli risol- 
vere pieiinmenk, in astrntto, i problenii genvrali, nia si rivula iiiolte volte praticamvnio 
inefficace qiinndo dnl generalu si passa al particolare, e si viiole individuare iininericani~~nte 
un integrale pnrticolaie che corri~poridn a deterininate condizioni iiiiziali, i n  qiiniito esso 
non si presta nd applicaxioni niimerichu irnriirdinte. 

Il metodo del  fu  ing. NICOLA AMOROSO contrniito i n  qnrsta Meinoria, e clie si riferisoe 
ad uns  particolare classe d i  eqnazioni, consente iiivece di giiingerr elegci~itcliiiente, i n  nlciini 
cssi, a tali  npplicnzioni. E per qii4'sto il  ~ u o  cnrnttere diventn pniticolai.iiirnte di nttiialitb 
oggi, i n  oui tiitta ilna nuova corrente di stiidi nell~Aiialisi m;itematicn - per opera di RUNGE, 
WHITTAICER, RITZ, ece. - s i  iiidirixzn appiinto verso tsli npplicnzioni. 

(Nota del prof. M. PICON~E). 
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280 N. Amao~oso: Sulla integrazione delle epuazioni differenziali lineari 

L e  derivate delle fuiizioni u rispetto a t si ottengono derivando l'equa- 
zione (2), e poi sostituendo ad  u, prima u, e poi u,; eseguendo tali opera- 
zioni, si ricaverk : 

Sostituendo ad  u prima u, e poi u,, ed osservarido che : 

si ot terrk:  

L'ultimo termine nella parentesi, prescindeiido da1 segno iiegativo, pu6 
espririiersi cosi : 

1 '(2zhi +y,)(tbIn$+uI d'y  n-l ,) (i2% +(zut +y,)  u,n*+ 

Y: - 4~~ I d t ( dl2  d l 2  

- - 1 1 2(t6in+1 d2cp (i2yi + ~ x ~ + ~ t 6 1 ~ - ~ + u 2 n - 1 ~ y i ' % \  

C P ~  - 4% 1 d l" dL2 di* . 
Ln formula di NEWTON sulle soinme delle poteiize simili delle rndici, 

applicata all' equazioiie (2), dar8  : 

+ 1 1 , ~ ~ ~  + cplX + y 2 ( ~ i ' E - 1  + uzn-') = O  
d d l a  quale : 

+ uzn+i = - VIX - C ~ , ( U , ~ - ~  $- ?A2"-') 
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d i  secondo ordine a coeficienti  variabili 281 

per cui, sostitiieiido, 1' ultima espressioiie di ffereiiziale diveilterit : 

e quindi : 

d , ) l d x  ,% d'y 1% ((2!!+'$ --di+ 
- + y  -2-2- 

dt" 

Con un metodo analogo otterremo: 

Per seinplificare le formule, inettiaino : 

y; --.4y, = 27. 
per cui sarh: 

A n i ~ a ï i  di Mateinaticcc, Ssrie IV, Tomo 1V. 
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2 8.2 N. h~oitoso : Sztlla integrazione delle eqitazioni differerizitcli lineavi 

1' equazioiie iiltiiila diveii terb percib : 

aveiido cliinmato con A 
Ln deteriiiiiiazione 

'. osservaiido che : 

il coefficieiite di L C , ~ - '  i- t ~ ~ " - ~  dell' iiltiiiia equazioiie. 
del secoiido ineinbro dell' equazioiie (7) si otterrl 

la  quale darà : 

dcp d y ,  >+; 
dt d t  

Rlettendo ora : 

I'equazioiie (7) si trasformerà iiell'altrn : 

la quale, paragoiinta con la (1)) darh finalinente : 

1 riz 0 
f - 2o tlt v z  

7~ dz 
f - - O l t  "-1 - 
3 - 2 2  d t '  

Queste tre relazioiii, assieme all'altrn 
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potrailiio deterininare quali funzioni di fi, f,, f, siaiio le y , ,  y ,  e x, e quale 
relazioiie deve sussistere fra i coefficienti fi, f2 ,  f, della (1) perclib la (3) sia 
i i i i  suo integrale particolare. 
. , 

2. La risoluzione delle equasioni (10) conduce alla iiitegrazione di altra 
equazione differenziale di secondo ordilie più coinplicata della (1)  ; nbbandone- 
remo percib questo inetodo diretto per la integi'a.zione della eqiiazioiie data, 
e pur serveildoci delle relazioiii (10) trovnte, per altra via giungerenio al10 
scopo prefissoci. 

Supponiaino che 1' equazione data sia niaiicaiite dell' ultinio termine, ossia 
che si abbia : 

f 3  = 0 
dovr& essere allora : 

e percii, dovrk verificarsi alineno una delle seguenti relazioiii : 

t7z 
0 = O, zc, = O, - = o. 

tlt 

Si nbbia i n  primo luogo - = O ,  l'equ,zioiie genernle (9) diventerg: 
d t  

per cui le (10) si semplificheraniio cosi: 

Intaiito esseudo : 
'9: - 4.9, = a 

si avrh : 

e I R  seconda delle ( I l )  diventerk allora: , .,- 
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2 84 N. Aaro~oso : S~dda integvazione delle equazioni differenziali lineari 

ossin : 

nelln qurtle si vede che f 2  e cp: - z debbono essere del10 stesso segiio. Se f2 

é negativo, sarii 

e sepnraiido le vnriabiii ed integrando : 

Se iiivece f, è positiva, con procedimeiito arialogo a quel10 seqiiito per f, 
iiegativa, si perverr8 alla relazioiie : 

Ricliinmaiido orn il va,lore di O dato dalla (8), e teiieiido preseute lit 
relnzione : 

y; - 4'9- = z 

si ricaverk, dopo a.lcune ti.asforiiiazioiii : 

per cui la prima della (II) dar8: 

la qiiale, tenendo preseiite le (12) e (13), si trssforiiia rispettivamente iii una 
delle gegueriti due condizioni : 

(14) 

avvel'o : 

(1 5 )  fi = (Sn - 1 )  cotgh 
L n(n - 1) 

A seconds che f, sia iiegativs O positiva. 
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d i  secondo orditle a coeficienti variabili 283 

Concluderenio percib clle se f, ed f, ~erifica~no uiia delle due (14) O (-15)) 
dz 

si e ilel caso di - = O, e quindi riuscir& facile otteiiere dtdln (12) O (13) uii 
dt  

integrale della equazione data. 
Si abbia 1' equazione : 

la quale verifica I R  (14)) per coi si ~ v r k :  

ed un integrale particolare dellq data equazione sarA espresso da :  

dove u, ed u, denotano le radici deli'equazioiie: 

1 
ua +t12 sen t 11 - - z cosD t = O. 

4 

Ora essendo : 

1 .- 1 - 1 
24, = - - Va sen t - - v z  = - - v z  (sen t - 1) 2 2 2 

ed essendo z costante, sarit: 

(sen i + 1) 

3. Se u, =O, s ~ r k  pure 0 = O ,  come pub verificarsi esaminaildo la (8) e 
tenendo preseiite che dovrk essere : 
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286 N. AMOROSO : 8ulla integrazione deve eqwarioni differenziali Eineavi 

Le relazioiii (10) i i i  questo caso dive~teraaiio: 

nella prima, integrando, si otterrh: 

La seconda delle suindicate relazioiii, coll'essere : 

si trasformerk nell' altra : 

D'altra parte derivando ln prima delle stesse indicate relazioiii, si ottiene: 

per cui la (14) diventerlt: 

la quale seinplificatn dnrh : 

e cioè : 

la quale indica la relazioiie che deve esistere frn i coefficieiiti dell'equazione 
drl.ta perche sin ic, = 0. 

Iii questo citso, un integrale particolare sarA dnto d a :  

(19) 
" f f , d t  

s= =(-cpi)n=z2=e . 
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Si nbbia per eseinpio l'eqii~zioiie : 

(PX tlx - + seii t - - &[cos t t (ci + 1) sene t]x = O 
dl" tlt 

la qutcle per 7 1  = CC soddisfa la ( 18), per ciii si avrk subito un iiitegrftle partico- 
lare espresso da : 

= eaJfl't = e t I l e n  (2' = e-a eus t .  

Allorquaiido è data 1111' eqiinzioiie differeiizinlé liiieare di secoiido ordiiie, 
seiiza 1' ultiino terinine, se ilel sostituire iielln (18) ai coefficietiti f i  ecl f, il 
valore iii fuiizione della variabile t resta eliininata dettn variabile e si ottieiie 
iiiia equazione con la sola incogiiita 9 1 ,  i valori di u, radici di tale equaaioiie, 
ci condurra~ino ad altrettwti integrali particolari dell'equazione clifferenziide 
data. 

Si abbia per eseinpio l'equnzioiie : 

d% 1 dx 1 - dl' + - - + ~ X = O  
n t d t  bt 

la (18) dark, dopo eseguite tutte le riduxioni : 

per cui se ni ed 71, denotano le radici di quest'_ulti~ila equazione, sar8 : 

sicche due integrali particolari della data equazione saranno: 

e l'iiitegrale geiierale sarit: 

4. Fiiidmente si abbin 0=0: voglianlo dimostrare che sark pure n,=O, 
e che perci6 si ricade iiel cas0 precedente, ed an integrale particolare del- 
l'equnzioiie 10 si otterrh pure con la. (19). 
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288 N .  Aaro~oso : Sulla ir~tegrazione delle equazioni ciifferevziali lineari 

Essendo 0 = 0, 1' equazione generale diveiiterk : 

d% 1 da tlc l a  d% z - 1 y 1 d y s  +----= -- 
dl' f z  d l  d t  1 Ba dtz  + a [(2+ &y] / = O 

per cui sarh : 

Da quest' ultima relazione, si ricava : 

Chiamando con F il secorido niembro, e considerando il priino corne diffe- 
renzn di due quadrati, sark: 

dove : 

(20) 

du dcp, 1 dcp - - -- + 
dt - d l  \/CPL dt 

dto - dcp, 1 tlcp, - - - - - - -- 
dt  d t  I I ~  dt 

integrando queste ultime, dopo averle moltiplicate per dt, si av rà :  

moltiplicando si ricaverk : 
vz0= y; - 4g2 = O, 

d 0 
differer-iziando rispetto n t ed eliminando v e - mediante le relazioiii prece- 

d t 
deiiti, si ricaverà: 

separarido le variabili : 
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di eocondo ordime n coeficienti variabili 289 

Analogamente si ricnverk : 

dzo du 
D'altrn parte se si sominaiio - e 

d t  Z' e si tengono presenti le (20) e 

le (2 l), si avr& : 

per cui : 

-- 
1 ciz 

d ~ l  = [ - 4 a ~ ] d t  ; 
cp, 22 dt 

diinque possiamo coiicludere che : 

iritegrando : 

esseiido le coetaiiti della integnizioiie eguali a zero, conie si pi10 verificare 
telieildo preseiiti le  (21). 

Le relazioiii (21) e (22) diiiiostraiio poi che iiel caso di 0 = 0, sark: 

per ciii In equazione (2) trnsforiiiaiidosi in questo caso nell'altrit: 

fa coiicludere che una delle sue due rndici 14 dovrb essere eg~inle a zero, cosi 
coine si voleva diniostrare. 

Osserviaino ora che essendo 0 = O ,  i l  iiumeratore del secondo niembro 
delln (8) dovrh essere zero; per cui, dopo esegiiite nlciiiie ridiizioiii, si ricaverb: 

Intanto essendo : 
y; = .g 

se deriviaino due volte rispetto A t ,  ed espsimiaino in fuiizioiie dei coeffi- 

Aimali  d8 Valsinaliaa. Bene IV, Tumo IV. 37 
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290 N. Aaro~oso: Sulla integrazione delle ~quazioni  differenzinli l ineari  

cienti f, ed f2 le espressioni i i i  z e delle sue derivitte, si otterrlt:. 

Sottraendo quest'ultiina dalla (YS), si ricaverk iiuovamente la (18), ossia 
la relazioiie clie deve esistere fra i coefficieiiti f i  ed f, per poter essere 0 = 0. 

5. Allorquando data un' equazione : 

#Lx dx 
-+f12, + f z x = O  
dt" 

i cni coefficienti fi ed f, soddisfino la (17), non 8 possibile col nletodo indicato 
O ttenere piu d' un iiitegrale particolwe, si y otra deterininare 1' iii tegrale geiie- 
rttle applicando il brillaiite metodo di J A ~ O B I .  

Sia : 

l'integrale particolare, considerando A pure conle fiiiizione della variabile t ,  
la si potrà determiiiare in modo che Ap(1) rappreseiiti l'iiitegrale genernle. 

Derivando la. (24) due volte rispetto a t e sostituendo, Ia equnzione data 
di \.en terh : 

'"A (i;  )" (;;P p i -  2- i - f l y  -+ 7 + f l d t + f 2 ~  A = O  
dt" "" 

e poichè p 15 un iiitegrale particolare della data equazio~ie, il coeficiente del 
termilie in A, sarà egiiale it zero, e percib: 

inetteildo : 

1' riltiina eqiiazioiie diveiiterk, dopo aver sepamrate le variabili ed integrando : 

log C -1- 2 log y + f l d t  = cost. 

Poneiido : 
S 
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dove H rappresenta piire uiia costaiite, e quiiidi si rtvrh firialinente: 

l'integrale geiierale dell' equnzione data, s,zrA percio : 

Applicazione. - Abbianlo trovato che : 

rappreseiitrt iiii integrale particolare dell'eqiiaeioiie: 

d ' x  dx 
- + sen t - - a[cos t + (a + 1) sen2 l1.x = 0. 
dt2 d t  

Per avere l'iiitegrale genei.de supporrenio A fiiiizioiie di t ,  e I R  deteriiii- 
rrereino dalla (25). 

Essendo : 

sicché 1' integrale geiierale dell' eqiiazioiie iii esame snrà : 

P 

ô. Da quniito fiuora si è esposto resta cliiilostrato clie se i coeff'cienti f, 
ed f, d' iiiin. data eqiiazione differeiixiale lineai-e di secoiido ordine, iuniicante 
dell'iiltiiiio termilie, verificnno la (le), si pi16 subito, col iiietotlo iiidicato, otte- 
nere almeiio uii iiitegrnle particolare di tale equnzione, i l  qiinle a siia volta 
ci conduce all'iritegrale genemle in~diaiite il inetodo di JACOBI. Na iiolr tiitte 
le equazioni differenzidi liiieari di secoiido ordine soddisfaiio la (18); ci propo- 
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292 N. AMOROSO: Sullu thtegtnziorle delle equaziow' differewzirtli lineuri 

iiiaiiio percio di deterinioare uii fattore A,' fuiizioiie di t, il quale nzoltiplici~to 
pei diie ultiiiii termiiii dell'equazione data,, dia iiiia iiuovn eqiiiixione i cu ï  
coefflcieiiti vei:ificliiiio ln (18). 

Sin A uii tale fattore, l'equazioiie cercata sarA: 

e poieliè i coefficieiiti di questa eqiiazioiie devoiio soddisfare la ( la) ,  dovrit 
aversi : 

e coiisidertaiido h coi11e iiiia fiiiizioiie iiicogiiita si avrtt, ordiiiniido 1' ultiiila 
equszione fispetto a h : 

(27) 
d l  
- + 0 2  + l)flht -l- 
nt 

la quale iiitegrntn dirk qiiale fiinzioiie di 1 sin il h t to re  A. 
Pe r  eseguire la iiitegrazioiw facciaino dapprim:~ astrazioiie di11 secoiido 

teriniiie in h', e coiisideriamo 1' altisa equazioiie: 

separando le  variabili e iiitegrando, iiietteiido : 

y& d L  = log 4 
21 f, 

log A, fi+ = cost. 

e prendeiido la  c o s t p t e  arbi trar is  ugiiale ad uno : 

Facciamo osa: 
A =  CA, ; 
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coiisideraiido C come uiia fuiizioiie di t ,  da deteriniiiare iii  niodo clle I sod- 
disfi la (27), si avr& diflereiiziaiido: 

d A 
qiiesto valore di - e quel10 di A ,  debboiio soddisfnre la (Yi), per cui si 

d t 
otterrk: 

e poichA A,, verifica la (28), la quailtit8 i n  parentesi A uguale a zero, siccliè 
resta : 

ossia : 

e integrando : 

verificilrsi l, = O, e qiiiiidi ln, costaiite ultiinn dovrk essere ugimle a zero, per 
cui risulterh : 

e l'iiitegrale della (27) v e ~ r k  espresso cosi: 
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294 N. AMOROSO: &tlla integrazione delle eqttazioni differettzkli Eitvnvi 

dall' altra for ni:^ piii semplice : 

A = 
' d t  

( 7 ~  3- l)f,+J 

dove ricordiaino essere : 

Si abbia l' equazioiie : 

i cui coefficieiiti t 3  e t 2  11011 verificano la (18) ; sara: 

1 ' d t  
+ = ,J ï= e: l o g t  

1 
- 

+ = t n .  
Dopo ci6 si ricaverk: 

inoltiplicniido i due ultimi terinini della data equazioi-ie per h, si avrh la nuora 
equazione : 

i cui coefficieiiti soddisfano la (18)) coine si pub facilinente verificare. 

7. Deteriiiiiiato il fnttore A, In iiuova equazioiie clie si otterrh, sicconie 
soddisfil lu (18), si saprk integrare, e col inetodo avanti esposto, si potrit otte- 
nere prima un iiitegrale particolare, eppoi quel10 generale. 

Avuto I'iiitegrale generale, passiamo a vedere corne da esso si possa otte- 
iiere i'iiitegrale geiierale dell'equazione oinogeiien data, applicai-i~o un ben 
no to procedimento. 
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Sia : 

(30) 

l'iiitegrale geiiernle del]' eqoazione (26)) dove Ci e C, ri~ppresentano due co- 
staiiti nrbilrnrie, ed x, e x;, due integrali particolari della. dettrt eqiiazioiie; 
ci propoiiiaino di determiiitire quali fiiiizioiii di  t dovrebbero essere CI e C,, 
perché la (30) ri~ppreseiiti iiivece l'iiitcgrale geiiernle della eqiiazioiie oino- 
geuee data. 

Differenziniido la (30) si ot terra : 

e poiché sono dile le fu~izioiii d a  deteriilinare, possianlo disporrs di due con- 
diziûiii, per ciii terino ïestaiido the Cl e (I, debbaiio verificare l'eqiiazioiie, 
inettercino corne secoiida coiidizioiie la. reiiiziorie: 

Si otterrh allora: 

t12X d%l = C, -- d 2 x ,  (lx, t ic d x ,  dC, 
dt" d l 2  -'-C, d p x  $+XZ* 

Sostitueiido i valori di X, - (lx d'X ilell. eqiixzioiie data, ùopo averla inol- 
tlt ' cl(" 

tiplicata pel fattore 1, e i.icoçdalldo che : 

tz2r; ,  - & 2  -1-  fi)\ ' dx -1- C 2 k ,  = 0 
tft 

d 2 s 2  -- (lx, J- f , ~  - -t p x ,  = 0 
tlt 

si ricaverk: 
\ d 2 x  tl'x ( 1 - 1 )  C - - 4  +C,--14 tl C, tix 
1 ' dl" 

Metteiido ora : - C,Z 
1' ultiina eqiiazione diventerb : 
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D' nltra parte : 

questrt equazioile pal-agoiiitta con lit (31), darit: 

d C  
questo valore d i  -2 sostitriito iiella (32) cninbierà tale eqriazione nell' altra : 

dt 

ovvero : 

1-1 ,yx 
1 

(x, +x ,q  - ' f z ( dl' 

Poneiido : 

si ricaverit l'equazioiie di primo ordine iii a : 

l i t  quale, iiitegrata, fash conoscere quale fiiiizioiie di t sin la z, e quiildi la (33) 
dark : 

da 
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di  sccondo ordine a coeflcienti variubili 297 

per cui in tegraiido si O tterrk : 
dz  

log C, = - ~ ~ , 2 &  dt , 

8. Si ahbia da integrare 1' equazione: 

JZetteiido h = t-', e inoltiplicaiido per 1. i due ultiini teriniiii dell' equa- 
zioiie data, si otterrà 1' altra equazioiie : 

la quale soddisfic la (18) ed ha per iiitegrale generale l'espressioiie: 

dove C, e C, sono due costanti arbitrnrie. 
Se si -viiole ohe la (37) sia I'iiitegrale geiierale della (35) e non della (36), 

supporrenio Cl e C, due funzioni di t, che deterinineremo col inetoclo esposto 
ne1 nuinero precedeiite. Richiamando i valori di o, e di O),, si avrà:  

per cui I' equazioiie (34) diveiltesa ne1 caso in esaine: 

Per integrare questa equazione, faremo dappriiicipio astrazione dell'ultiino 
termine, per cui avremo: 

1 - t  bi--- 
t 

dt ; 
a, 

Annali  di Matmaatica, Serie I V ,  Tomo IV. 
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298 N. BMOROSO: Sdlu irdegrazione delle eqirrtzioni differenzinli lineavi 

derivalido e ricordaiido clie z ,  soddisfa i priiili due termiiii dell' equazione (38), 
si otterrà dopo eseguite tutte le riduzioiii: 

la qunle, iiitegrata, darà : 

qiiest'ultiino iiitegrnle si ottieiie, corne si sa, sviluppando in serie e-t, ma noi 
tralascereino tale sviluppo e ci basterk acceiiii;we che otteliuto la H in fun- 
zione di t, si otterrà subito: 

Otteniito z i i i  fuiizioiie di t ,  iioii vi saraiiiio piii difficoltà per otteiiere le 
fuiizioiii. Ci e C; della variabile t tnli da rendere la (37) integrale generale 
della (35). 

9. Allorquando il termine in f ,  non è zero, ossia nllorqua~ido l'equazione 
é della forma : 

si coiniiicerà a tromre, com'8 noto, l'iiitegrale geiierale dell'equazione : 

Sia X qiiesto integrale, inettendo : 

x = K . X  
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l a  (39) dnrk: 

per  cui 1' ultiinn eq~iazione diventerk : 

la quale è facilinente iiitegrabile e darh u i i i  fiinzioiie di t ;  supponinmo percib 
che  si abbin avuto : 

16 = F(t) ,  
si otteïrk : 

tiR = F(t)dt  
e qiiiiidi : 

K= F(l)dt -+ cost. S 
e l'integrale generale delln (39) SAPA: 
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